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KOLOKVIJI




KOLOKVI1]
4. december 2008

[10] 1. Za iskanje nicel realne funkcije f : R — R poznamo ve¢ metod.

(a) NaStej vsaj tri izmed njih in eno opisi.
Poisci pravilen odgovor za naslednje trditve:
(b) O tem, ali navadna iteracija v bliZini resitve konvergira ali ne, odlo¢a

(i) prvi odvod iteracijske funkcije,
(ii) drugi odvod iteracijske funkcije,

(iii) tretji odvod iteracijske funkcije.

(¢) Metoda s kvadrati¢no konvergenco v bliZini reitve v primerjavi z metodo
z linearno konvergenco

(i) pocasneje kovergira,
(i) hitreje konvergira,
(iii) hitrost konvergence je za obe metodi enaka.
(d) Pri tangentni metodi moramo na zacetku poznati
(i) en zaCetni priblizek,
(ii) dva zacetna priblizka,

(iii) enako $tevilo zadetnih priblizkov kot pri sekantni metodi.

(e) Tangentna metoda ima v blizini reSitve o kubi¢no konvergenco, ¢e velja

(i) f(@) =0, f(a) =0,
(ii) f(a) =0, f'(a) =0, f"(c) =0,
(iif) f(a) =0, f'(@) #0, f"(a) =0.

[10] 2. ZareSevanje linearnih sistemov Az = b, z obrnljivo matriko A, uporabljamo
LU razcep (A= L-U).

(a) Kaj velja za matriki L in U?

(b) V kaksnem primeru LU razcep odpove? Kaksno modifikacijo LU razcepa
uporabimo v tem primeru? Kaj naredimo na vsakem koraku?

(¢) Kaksna je asovna zahtevnost LU razcepa?

(d) Za posebne matrike lahko podoben razcep naredimo v pol krajSem asu.
Za kaksne matrike to velja? Kako imenujemo ta razcep?

[10] 3. Linearni sistem Az = b lahko resujemo tudi iterativno.

(a) Nastej dva primera, kdaj se posluzimo tega postopka.
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(b) Zapisi Jacobijevo metodo v obliki iteracije.
(¢c) Zapisi Gauss-Seidelovo metodo v obliki iteracije.

(d) Privzemimo, da je matrika A zgornje trikotna. Katera izmed metod iz
tock (b) in (¢) v tem primeru konvergira hitreje? Odgovor utemelji.

[10] 4. Zapisi stevilo —111.625 v dvojni natan¢nosti v premiéni piki (64 bitov).

[15] 5. Naj bo f,(x) = 2**? —az”, p € R, a > 0. S tangentno metodo Zelimo
izraunati \/a kot niclo funkcije f,.

(a) Dolo¢i parameter p tako, da bo red konvergence tangentne metode v blizini
Va vsaj kubicen.

(b) Zapisi tangentno metodo za izra¢unani p iz tocke (a) in z njo izracunaj
v/10 na 4 decimalna mesta natan¢no, pri ¢emer za zacetni priblizek vzemi
o — 3.

Ce tocke (a) ne zna§ resiti, vzemi p = —1.

[15] 6. Naj bo matrika A € R"*™ definirana kot

111 ---1
o011 ---1
A=t
00--- 11
00--- 01

Izracunaj ||A||1, ||A]leo in ||A]|r. Poskusi 8e éimbolje oceniti ||A]|2 za n = 4.

[15] 7. Naj bo A € R™*™. Dokazi ali ovrzi naslednje trditve:
(a) Ce je ||Allso = ||A]]1, potem je A simetri¢na.
(b) Ce je A simetri¢na, potem je ||Alloo = ||A|1.

(c) Ce je [[Alls <1, potem je ZZj:l lagj| < n.

[15] 8. Naj bo
1 2 3 4
-2 -3 -5 -7
1 4 6 4
-2 -3 -4 -8

A:

Izracunaj LU razcep matrike A brez pivotiranja.



KOLOKVI1J
13. maj 2010

. Obkrozi pravilne trditve:

Bisekcija ni primerna metoda za iskanje nicel sodih stopenj.

Razli¢ne iteracijske funkcije lahko imajo razli¢ne rede konvergenc v blizini
reSitev.

Tangentna metoda ima v okolici trojne ni¢le kubi¢no konvergenco.
Konvergenca tangentne metode je zagotovljena za vsak zaCetni priblizek.

Metoda, ki ima kvadrati¢no konvergenco v blizini reSitve, lahko dale¢ stran
od resitve konvergira pocasneje od metode, ki ima linearno konvergenco v
bliZini resitve.

Newtonova metoda za reSevanje nelinearnih sistemov je posplositev tan-
gentne metode za reSevanje ene nelinearne enacbe.

Za matriko A refemo, da je pozitivno definitna, ¢e za vsak vektor x # 0
velja 27 A" 12 > 0.

Operatorske norme matrik so posebni primeri matri¢nih norm, za katere
ne velja trikotnigka neenakost.

Za ortogonalne matrike velja (AAT)~! = 1.

Za vsako matriko obstaja lastna vrednost, ki je po absolutni vrednosti
vecja od spektralne norme matrike.

. Odgovori na naslednja vpraSanja:

Za reSevanje linearnih sistemov Ax = b, z obrnljivo matriko A, upora-
bljamo LU razcep (A = L-U). Kaj velja za matriki L in U?

Recimo, da je matrika A diagonalna matrika. Kaksni sta potem matriki
L in U v LU razcepu. Koliko operacij potrebujemo za izra¢un LU razcepa
v tem primeru?

Kaksna je ¢asovna zahtevnost LU razcepa za splo$no matriko? Za posebne
matrike lahko podoben razcep naredimo v pol krajSem casu. Za kaksne
matrike to velja? Kako imenujemo ta razcep?

Ali je matrika A, za katero velja det A = —1, lahko pozitivno definitna
matrika? Odgovor utemelji.

Ce uporabljamo LU razcep z delnim pivotiranjem, so v matriki L vsi
elementi po absolutni vrednosti < 1. Zakaj?
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[15] 3. Zapisi Stevilo —80.34375 v enojni natanénosti v premic¢ni piki (32 bitov).

[15] 4. Izra¢unaj negibne tocke iteracijske funkcije

B 2z -1

LTry1 = Q(Ir) - 33% .
Doloéi, katere od teh tock so privla¢ne in katere odbojne. Dolo¢i red konvergence
v blizini privla¢nih tock.

[15] 5. Za naslednji sistem nelinearnih enaéb naredi en korak Newtonove metode
z zaetnim priblizkom (x¢,y0)? = (-1, -2)7T:

P ryt=-2 rayty=1

[15] 6. Naj bo
21000
12100
A, = 012 1 0| ¢cpnxn,
000 1 2

IzraGunaj LU razcep matrike A, brez pivotiranja. S pomod&jo tega razcepa
izra¢unaj det A,,.

[15] 7. Naj bo A, matrika iz naloge 6. Izracunaj ||A4,||1, |Anllco, |AnllF in
Noo(Ay). Poskusi ge ¢imbolje oceniti ||Ay|2 za n = 5.



KOLOKVI1]
4. november 2010

[20] 1. Obkrozi pravilne trditve (obkrozi najve¢ 5 odgovorov):

(a) Pomembno je, da je napaka metode D,, bistveno manjsa od neodstranljive
napake D,,.

(b) Z bisekcijo ne moremo poiskati nicel 3. stopnje.

(c) Tangentna metoda ima kubi¢no konvergenco v okolici ni¢le «, ¢e velja

fla) =0, f'(a) #0in f"(a) = 0.
Tangentna metoda konvergira za poljubni zacetni priblizek.

e) Identi¢na matrika je simetri¢na pozitivno definitna matrika.
) Frobeniusova norma ni operatorska norma, je pa matriéna norma.

Ce je matrika obrnljiva, potem lahko vedno izvedemo LU razcep z delnim
pivotiranjem.

(h) Sistem Az = b reSujemo tako, da pois¢emo inverz matrike A.
(i) Prema in obratna substitucija sta ¢asovno manj zahtevni od LU razcepa.
(j) Za ortogonalne matrike Q velja Q! = Q~7T.

[15] 2. Zapisi tevilo 2010.65625 v enojni natanénosti v premiéni piki (32 bitov).

[15] 3. Poisé negibne tocke iteracijske funkeije

Trp1 = g(ay) = (Y + Dap —a?, - <y<L

DN =

Za vsako od fiksnih toc¢k doloéi ali je odbojna ali privla¢na tocka za funkcijo g.
Za katere 7 ima metoda kvadrati¢no konvergenco v okolici privla¢nih to¢k?

[15] 4. Za naslednji sistem nelinearnih ena¢b naredi en korak Newtonove metode
z zaetnim priblizkom (x¢,y0)? = (1,-1)7:

3 =1, (x—-2°2+@w-1)7%=4.

[20] 5. Naj bo
1 -10
A=|-141
0 15

Razcepi matriko A na produkt A = L-U, kjer je L spodnje in U zgornje trikotna
matrika, pri ¢emer naj velja:

(a) diagonalni elementi matrike L so enaki 1,
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(b) diagonalni elementi matrike U so enaki 1,

() U=LT.

[15] 6. Naj bosta A € R™*™ in B € RP*™. Dokazi ali ovrzi (poi¢i protiprimer)
neenakosti

@ | [5]] = i+
o |[5]]_ < viaETEE
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KOLOKVI1]
5. december 2011

1. Odgovorite na naslednja vprasanja:
a) Dana je enacba z+z2+e® = 0. Katere numeri¢ne metode za reSevanje
te enaCbe poznate? Eno izmed njih opiSite.

b) Opisite razcep Choleskega. Kaj velja za matriko A, za katero ta
razcep obstaja?

c) Zapisite iteracijsko funkcijo Jacobijeve in Gauss-Seidelove metode.
Opisite razliko med obema. Kdaj metodi konvergirata?

2. Za poljubno pozitivno $tevilo a lahko ra¢unamo kvadratni koren +/a z
iteracijskim predpisom
1 a
Try1 = 5| Tr + — .
2 T,

a) Poiscite obe negibni tocki iteracije in dolo¢ite ali sta privla¢ni ali
odbojni. Dolo¢ite red konvergence v blizini /a.

b) Zapisite, kako bi to metodo predstavili v Octavu.

3. Naj bo dana tridiagonalna simetri¢na matrika

11
121
13 1

G R’I’an

A, =
1 n-11
1 n

Izracunajte ||Anll1, ||Anlloc, [[AnllF in Noo(Ay). Zapisite tudi najboljso
oceno norme ||A,||2 za primer n = 4.

4. Izrac¢unajte LU razcep matrike

z delnim pivotiranjem. S pomodcjo tega razcepa resite sistem Az = b, kjer
jeb=1[0612]T.
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KOLOKVI1J]
13. december 2012

1. [10] Odgovorite na naslednja vpraSanja:

+=(51)

simetri¢na pozitivno definitna matrika? Odgovor utemeljite. Kateri
je najcenejsi nacin, da to preverite?

a) Ali je matrika

b) Katere metode za ra¢unanje QR razcepa poznate? Katero metodo
bi uporabili za QR razcep matrike

3
-1

0
0

o O Ot
[esRROVENG, ) |
—= = O

—4

¢) Naj bo I, € R™" identi¢na matrika. Izra¢unajte ||I.|1, |[Inlco,
[Mnll2 i [ L] -

d) Zapisite iteracijsko funkcijo Jacobijeve in Gauss-Seidelove metode za
sistem Az = b, kje je

—-83 2
=(75) - (3)
V ¢em se metodi razlikujeta?

2. [10] Zapisite stevilo —20.4 v IEEE aritmetiki s premi¢no piko v dvojni natanc-
nosti. Dolo¢ite predznak s, mantiso m in eksponent e.

3. [10] Tabelari¢no podano funkcijo

x| 01]02][05]1
y | 100 ] 25 | 5 |2

aproksimirajte s funkcijo f(x) = <% + b po metodi najmanjsih kvadratov.

4. [10] Zelimo poiskati ni¢le funkcije f(z) = 2" —a, a >0, n € N, n > 1.

a) Katere metode poznate? Eno natan¢no opisite.

b) Izberemo tangentno metodo. Dolo¢ite iteracijsko funkcijo in negibno
tocko iteracije. Dokazite, da metoda konvergira za poljuben zacetni
priblizek zy = (0,00). Kaksen je red konvergence?
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1. 2]

2.14]
3. [4]
4. [7]
5. 18]
6. [5]

KOLOKVI1]
25. november 2013

S pomocjo bisekcije i§¢emo nicle funkcije f(z) = z(z — 1)3(z — 2).
H kateri nicli bo metoda skonvergirala, ¢e izberemo zacetni interval [—1, 4]7
Kaj pa v primeru, ko izberemo zadetni interval [0.5, 3]?

Katero stevilo (v desetiSkem zapisu) je v IEEE aritmetiki s premi¢no piko
v dvojni natan¢nosti predstavljeno kot

1 10000000001 1010...0 7?7
——
49

S tangentno metodo resujemo enac¢bo x° = 3. Zapisite ustrezno iteracijsko
funkcijo. Kaj lahko poveste o redu konvergence?

Dana je iteracijska funkcija g(z) = —az? + 2z, kjer je a > 0. Dolocite
negibne tocke iteracije. Pois¢ite najvecji mozen interval na katerem bo
iteracijska funkcija konvergirala k nenicelni negibni tocki. Za katere zace-
tne priblizke nam konvergenco zagotavlja konvergené¢ni izrek?

Dana je matrika
01 3
A=(12-1
14 1

a) Izracunajte || A1, ||Alcos ||A]|F in ocenite || A2.

b) Izradunajte razcep oblike A = PTLU, kjer je P permutacijska ma-
trika, L spodnje trikotna z enicami na diagonali, U pa zgornje tri-
kotna matrika in s pomoc¢jo dobljenega razcepa izra¢unajte determi-
nanto matrike A.

Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika dimenzije n x n. Za
poljuben x € R™ definiramo normo ||z|| = V2T Az. Pokazite, da je || - ||
norma na R”.
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KOLOKV1J
9. december 2014
1. [2] Kje so tezave s stabilnostjo, ¢e Zelimo numeriéno izra¢unati xv/1 + z—z+/z
? ZapiSite izraz v stabilnejsi obliki za ra¢unanje.
2. [8] V enachi
c=1Inz + 22 (L.1)
naj bo ¢ dolo¢en tako, da je reSitev enacbe (2.4) enaka o = % Odlo¢imo
se, da bomo poskusili enacbo resiti iterativno s funkcijama
g1(z) =ve—Inzx,
() = 2 n 9 .2
g2(z) = 77 (= + 3¢ .
Pokazite, da je fiksna tocka vsake iteracijske funkcije resitev enacbe (2.4).
Za vsako iteracijsko funkcijo preverite ali imamo konvergenco v blizini «
in dolo¢ite red konvergence.
3. [10] Dana je matrika
120 3
253 6
A= 0310 1
36 1 14
a) Izracunajte ||All1, ||Allco in | 4] F-
b) S pomodcjo razcepa Choleskega resite sistem Az = b, kjer je b =
(1,0,1,0)T.
4. [3] Poiscite Givensovo rotacijo, ki zavrti vektor # = (3,-1)" v vektor y =
(8,0)", B € R. Dolocite j!
5. [7] Naj bo | - || poljubna vektorska norma na C". Za poljubno matriko A €

C™*™ definiramo
alA) = ”rrhin [|Az||.
z||=1
PokaZite, ¢e je a(A) > 0, potem velja:
a) A je obrnljiva,
b) A7) < L
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KOLOKVI1]
9. december 2015

1. [4] (a) Poiscite iteracijsko funkcijo za enacbo x + 1 = tanz, za katero je
vsaka fiksna tocka tudi privla¢na tocka.

(b) Is¢emo resitve enacbe f(x) = 0 za f(x) = 2 — x + Inz. Z uporabo
tangentne metode in zacetnega priblizka zy = 3 poiscite naslednja
dva priblizka.

2. [6] Privzemimo, da ima enatba 22 + az + b = 0 dve razli¢ni realni ni¢li « in
5. Dokazite, da je iterativna metoda

(a) zky1 = —(axg+Db)/x) konvergentna v blizini = «, ¢e velja |a| > |8].
(b) k41 = —(x3 + b)/a konvergentna v blizini z = «, e velja 2|a| <
la+ 3.

3. [5] Resite naslednji nelinearen sistem

y? —a2? =0.

Naredite dva koraka Newtonove metode z zacetnim priblizkom (zg, yo)? =
(-1, -1)T.

4. [7] (a) Sistem enach Az = b reSujemo iterativno z iteracijo 2"t = Rx(") 4

b.
2
Naj bo A = (21k ]f k£ g, k € R. Poiscite potreben in zadosten
pogoj na k, da Jacobijeva metoda konvergira.
12 -2
(b) Dana je matrika A = [ 11 1 |. Utemeljite, ali Gauss-Seidlova
221

metoda konvergira k resitvi sistema Ax = b.

1 -10
58] NajboA=1| 2 1 3
-1 41

(a) Dokazite, da velja ||All2 < 6.

(b) Uporabite Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo za izracun Q) R-razcepa
matrike A.
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KOLOKVI1J
25. april 2017
1. [5] Katero stevilo (v desetiskem zapisu) je v IEEE aritmetiki s premi¢no piko
v dvojni natan¢nosti predstavljeno kot
1 01111111101 110...0] 7
——
50
2. [2] Ce za iskanje ni¢el funkcije f(z) = 25 — 23 + 1 uporabimo tangentno
(Newtonovo) metodo in je priblizek x,, = —1, kak3na je vrednost priblizka
na naslednjem koraku, x,17
3. [8] Naj bo dana iteracijska formula
1
Tprp1 = (14 3z.)3, r=0,1,...
a) Pokazite, da obstaja negibna tocka iteracije na intervalu [1,2].
b) Pokazite, da iteracija konvergira za poljuben zacetni priblizek xg €
[1,2].
¢) Dolo¢ite red konvergence v bliZini negibne tocke.
4. [8] TIzracunajte LU razcep matrike
055
A=126 2
4106
z delnim pivotiranjem. S pomocjo tega razcepa resite sistem Ax = b, kjer
je b= (10, 0, 20)T.
5. [7] Naj bo A € C™*™. Pokazite, da velja

IA® ]2 =1All2 in AT A2 = A]3.
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KOLOKVI1J
9. april 2018

1. [4] Kako bi numeri¢no stabilno izrac¢unali vrednost funkcije

2 — V4 — 22

x2

fz) =

za majhne x?7 Utemeljite, zakaj pride do tezav. S kalkulatorjem sta-
bilno izracunajte vrednosti f(z) za x = 107°,10~% ter dolocite limito

lim, o f(x).

2. [7] (a) S pomoéjo tangentne metode dolo¢ite vrednost ¥/2 na tri decimalna
mesta natancno.

(b) Ena¢bo x = bz(l — z) reSujemo za razli¢ne vrednosti parametra b.
V kaksnih mejah se mora gibati parameter b, da iteracija

Tnl1 = bmn(l - xn);

s primerno izbiro zacetnega priblizka, konvergira k pozitivni resitvi
enacbe?

3. [5] Resite naslednji nelinearen sistem
2 4 2y% =2,

y? — 2z = —1.

Naredite en korak Newtonove metode z zaetnim priblizkom (zg,y0) =
(1,1)T. Skicirajte obe krivulji. Koliko je vseh realnih resitev?

4. [8] (a) Pokazite, da lahko sistem Az = b, kjer je

1 -1 0
reSimo s pomodcjo Jacobijeve iteracijske metode in zapisite tretjo ite-

racijo. Za zacetni priblizek vzemite vektor 0.

(b) Pokazite, da za sisteme dimenzije 2 x 2 Jacobijeva iteracija konvergira
natanko takrat, ko konvergira Gauss-Seidelova iteracija.

2 01
5.[6] (a) NajA= | 8 —94 |. Izracunajte | 4|1, [|A]lco, ||Al|lF in ocenite
-3 114

1Al
(b) Dokazite, da za unitarno matriko U velja ||[UB||2 = || B||2-
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KOLOKVI1J
8. april 2019

1. [6] (a) Zapisite Stevilo —2018.75 v IEEE aritmetiki s premi¢no piko v dvojni
natanénosti.

(b) Katero $tevilo (v desetiskem zapisu) je v IEEE aritmetiki s premi¢no
piko v enojni natan¢nosti predstavljeno kot

1 11111111 0...0] 7
——
23

2. [6] Na bosta z in y predstavljivi stevili. V aritmetiki s plavajoco vejico z
osnovno zaokroZitveno napako u racunamo vrednost izraza z na dva na-
Cina:
(a) z=a” —2zy + ¢,
(b) z=(z—y)?

Analizirajte oba algoritma. Izpeljite oceno za relativno napako ‘f Z(ZZ)*Z

Ali je kateri od algoritmov direktno/obratno stabilen?
3. [7] Isemo nicle funkcije f(x) = 23 — 3z — 1.
(a) Pokazite, da obstaja natanko ena pozitivna in dve negativni nicli
funkcije f.

(b) Pokazite, da so negibne tocke iteracije
1
Try1 = (14+3z,.)%, r=0,1,...

zares nicle funkcije f. PokaZite tudi, da dano zaporedje iteracij kon-
vergira proti pozitivni ni¢li funkcije f za vsak x > 0 in doloéite red
konvergence v blizini iskane nicle.

(c) Zapisite tangentno metodo za iskanje nicel funkcije f in izra¢unajte
naslednji priblizek x; tangentne metode, ¢e je zacetni priblizek zg =
2.

4. [6] Naj bo ||-|| poljubna operatorska norma. Dokazite: e je ||A|| < 1, potem
je I + A nesingularna matrika in velja

- 1]
(7 +A4)7H| < :
1T = 1141l
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IZPIT
5. februar 2009

[10] 1. Poisdi pravilen odgovor za naslednje trditve:
(a) LU razcep uporabljamo pri

(i

)
(i)
i)

)

reSevanju nelinearnih enacb,
reSevanju linearnih sistemov,
(iii) reSevanju linearnih sistemov s simetriéno matriko,

(iv) racunanju lastnih vrednosti.
(b) LU razcep ima asovno zahtevnost

(i) O(n?),

(i) Ln? +O(n?),
(iii) Zn® + O(n?),
(iv) n® +0(n?).

(¢) Kako preko LU razcepa resimo sistem Az = b?

(i) naredimo razcep A = LU, reSimo sistema Ly = b ter nato Uz = y,
(ii) naredimo razcep A = LU, re§imo sistema Uy = b ter nato Lx = y,
(iii) naredimo razcep A = LU, izra¢unamo y = Lb ter nato x = Uy.
(iv) naredimo razcep A = LU, izra¢unamo y = Ub ter nato z = Ly.

(d) LU razcep z delnim pivotiranjem uporabimo na matriki A
(i)
(i)

(iii) ¢e je kateri izmed pivotov enak 0,
)

i
(iv

samo v primeru, ¢e so vsi pivoti enaki 0,

samo v primeru, ¢e so vsi pivoti razli¢ni od 0,

Ce je kateri izmed pivotov razli¢en od 0.

(e) Za matriki L in U iz LU razcepa velja:

(i
(ii

) obe sta zgornje trikotni,
)

(iii) L je zgornje trikotna, U pa spodnje trikotna,
)

obe sta spodnje trikotni,

(iv) L je spodnje trikotna, U pa zgornje trikotna.

[10] 2. Za matrike dimenzije vsaj 5 ne obstaja eksaktna formula za izra¢un lastnih
vrednosti in lastnih vektorjev, zato jih moramo rac¢unati numeric¢no.

(a) Zapisi definicijo lastne vrednosti in lastnega vektorja.

(b) Ena izmed metod za racunanje lastnih parov matrike je poten¢na me-
toda. Ta metoda nam da priblizek za lastni vektor, ki pripada najvec- ji
lastni vrednosti po absolutni vrednosti. Kako nato s pomo¢jo pri- blizka
za lastni vektor dobimo najboljsi priblizek za lastno vrednost?
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(¢) Ce Zelimo izracunati priblizek za lastni vektor, katerega pripadajoca la-
stna vrednost ni najveéja po absolutni vrednosti, katero metodo lahko
uporabimo?

(d) Gerschgorinov izrek nam dolo¢a obmoéje v kompleksni ravnini, kjer lezijo
vse lastne vrednosti matrike. Zapisi ta izrek.
[10] 3. V teoriji aproksimacije je pomembno podroc¢je polinomska interpolacija.

(a) Koliko vnaprej predpisanih to¢k lahko v splosnem zadanemo z interpola-
cijskim polinomom stopnje n?

(b) Zapisi formulo za interpolacijski polinom stopnje n.

(c) Kaj je deljena diferenca? Zapisi rekurzivno zvezo za izra¢un deljenih di-
ferenc.

(d) Z besedami opisi, kaksna je povezava med interpolacijskim polinomom in
Newton- Cotesovimi integracijskimi pravili.

[10] 4. Za matriko

110 0 -0
011 0 -0

Ag=| " 7 | erRv nz3
00--- 0 11
00--- 0 01

izradunaj ||AZ A, ||o in [[ATA, 1.

[15] 5. V iteracijski formuli
_ _ B
Trp1 =g(xr) =0z, +—, r=0,1...
dolodi koeficienta « in 8 tako, da bo za a > 0 zaporedje {z, },cn konvergiralo k

limiti \/a vsaj s kvadrati¢no konvergenco.

[15] 6. Za matriko A in vektor b,
2
1

1| b=

—= O = =
e )

0
poiséi resitev predolodenega sistema Az = b, x € R, po metodi najmanjsih
kvadratov. Uporabi normalni sistem in ga resi z LU razcepom brez pivotiranja.

p(=1) = f(=1), p'(=1) = f'(=1), p(0) = f(0),
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[15] 8. Izpelji odprto Newton-Cotesovo integracijsko pravilo

/% f(x)dz = Af(x1) + Bf (x2) + CfT(€).
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1ZPIT
11. junij 2009

[10] 1. Obkrozi pravilne trditve:
(a) Najbo a resitev enacbe x = g(z) in naj velja ¢®¥)(a) = 0zak = 1,2,...,p,
in gt (a) # 0. Potem pravimo, da je red konvergence iteracije z,,1 =

g(z,) v blizini « enak p.

(b) Metoda z visokim redom konvergence povsod konvergira hitreje kot me-
toda z nizjim redom konvergence.

(c) Tangentna metoda ima za enostavne nicle vsaj kvadrati¢no konvergenco
v blizini te nicle.

(d) Matriko A imenujemo simetri¢na matrika, ¢e velja A = AT
(e) Za matri¢no normo mora med drugim veljati ||A B|| > ||A]|| B]l-

(f) Za vsako matriéno normo in poljubno lastno vrednost A matrike A velja
Al < [IA]].

(g) LU razcep s pivotiranjem uporabljamo za simetri¢ne pozitivno definitne
matrike.

(h) Matrika A je simetriéna pozitivno definitna, ée velja A = AT in 27 Az > 0
za vsak x # 0.

i) Za razcep Choleskega potrebujemo in? 4+ O(n?) operacij.
3

(j) Resitev normalnega sistema AT Ax = ATbh maksimizira || Az — b|)s.

[10] 2. Linearni sistem Az = b lahko zapiSemo v obliki x = Rz + ¢ in ga reSujemo
iterativno kot ("t = Rz(") 4 ¢.

(a) Kajmora veljati za p(R) := max |A(R)| iteracijske matrike R, da zaporedje
2t = Re() 4 ¢, r =0,1,..., konvergira za poljuben zacetni priblizek
()7

(b) Zapisi Jacobijevo metodo v obliki iteracije.

(¢c) Zapisi Gauss-Seidelovo metodo v obliki iteracije.

(d) Privzemimo, da je matrika A zgornje trikotna. Katera izmed metod iz
tock (b) in (c¢) v tem primeru konvergira hitreje? Odgovor utemelji.

[10] 3. V teoriji aproksimacije je pomembno podro¢je polinomska interpolacija.
(a) Zapisi formulo za interpolacijski polinom stopnje n.

(b) Ali je interpolacijski polinom primeren za interpolacijo velikega Stevila
interpolacijskih tock? Odgovor utemelji.
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(¢) Z besedami opisi, kaksna je povezava med interpolacijskim polinomom in
Newton-Cotesovimi integracijskimi pravili.

(d) Kaksna je razlika med odprtim in zaprtim tipom Newton-Cotesovih pravil?
Nastej in na kratko opisi dva pravila zaprtega tipa.

[15] 4. S pomocjo Gerschgorinovega izreka dolo¢i obmocje v C, kateremu pripa-
dajo lastne vrednosti matrike

11
0
-2

A:

_ = O

2
1

Za natancnejso doloéitev obmoéja uporabi Gerschgorinov izrek tudi na A7

[15] 5. Dokazi, da je red konvergence iteracije

z,(1 —Inz,
Try1 = g(z,) = ﬁv r=01...,

za reSevanje nelinearne enacbe e2* — % =0, vsaj dva.

[15] 6. Izra¢unaj LU razcep brez pivotiranja za matriko

1 2 3 4

-3 =5 —10 —13
A= 01 0 O

0 1 -3 -2

[15] 7. Za funkcijo f(x) = sinz poisci interpolacijski polinom p, za katerega velja

=169 (65)-r03)
p(k5) =1 (k5). » (1) =1 (43),
za k= —1,0,1.
[10] 8. Is¢emo resitev nelinearnega sistema
2?+y=2 yP—2?=0.

Naredi dva koraka Newtonove metode z za¢etnim priblizkom (g, y0) = (—1, —1)7.
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1ZPIT
26. junij 2009

[10] 1. Za iskanje nicel realne funkcije f : R — R poznamo ve¢ metod.
(a) Nastej vsaj tri izmed njih in eno opisi.
Poisci pravilen odgovor za naslednje trditve:
(b) O tem, ali navadna iteracija v blizini resitve konvergira ali ne, odlo¢a

(i) prvi odvod iteracijske funkcije,
(ii) drugi odvod iteracijske funkcije,

(iii) tretji odvod iteracijske funkcije.

(c) Metoda s kvadrati¢no konvergenco v blizini resitve v primerjavi z metodo
s kubi¢no konvergenco

(i) pocasneje kovergira,
(i) hitreje konvergira,
(iii) hitrost konvergence je za obe metodi enaka.

(d) Pri sekantni metodi moramo na zadetku poznati

(i) en zacetni priblizek,
(ii) dva zacetna priblizka,

(iii) enako $tevilo zadetnih priblizkov kot pri tangentni metodi.

(e) Tangentna metoda ima v blizini resitve a kubi¢no konvergenco, ¢e velja

(i) fla) =0, f'(a) =0,
(i) fla) =

[10] 2. ZareSevanje linearnih sistemov Az = b, z obrnljivo matriko A, uporabljamo
LU razcep (A=L-U).

(a) Kaj velja za matriki L in U?

(b) V kaksnem primeru LU razcep odpove? Kaksno modifikacijo LU razcepa
uporabimo v tem primeru? Kaj naredimo na vsakem koraku?

(c) Kaksna je ¢asovna zahtevnost LU razcepa?

(d) Za posebne matrike lahko podoben razcep naredimo v pol krajSem &asu.
Za kaksne matrike to velja? Kako imenujemo ta razcep?

[10] 3. Za matrike dimenzije vsaj 5 ne obstaja eksaktna formula za izra¢un lastnih
vrednosti in lastnih vektorjev, zato jih moramo ra¢unati numeri¢no.

(a) Zapisi definicijo lastne vrednosti in lastnega vektorja.
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(b) Ena izmed metod za racunanje lastnih parov matrike je poten¢na me-
toda. Ta metoda nam da priblizek za lastni vektor, ki pripada najveé- ji
lastni vrednosti po absolutni vrednosti. Kako nato s pomocjo pri- blizka

za lastni vektor dobimo najboljsi priblizek za lastno vrednost?

(¢) Ce Zelimo izracunati priblizek za lastni vektor, katerega pripadajoca la-
stna vrednost ni najvecja po absolutni vrednosti, katero metodo lahko

uporabimo?

(d) Gerschgorinov izrek nam dolo¢a obmoé&je v kompleksni ravnini, kjer lezijo

vse lastne vrednosti matrike. Zapisi ta izrek.

[10] 4. Naj bo

An — . . c Ran.

Izracunaj || An|lco, [[Anll1 in ||An|F.
[15] 5. Z Jacobijevo iteracijo reSujemo sistem linearnih enaéb
4x1 +2x9 — 23 =5

21’1 +6(L’2 — 2%3 =6
—T1 + 2 +31173 =3.

Za zacetni priblizek vzemi 1 = 1,20 = 1 in x3 = —1 ter pois¢i naslednji

priblizek.
[15] 6. Naj bosta

—_= O
[NCRETEN \V)
(G2 SN RNTEN

1 in A=

00
00
-1 10
3 —-11

N DN =
N DN ==
—_
o
© g ot w
[a—y
D

Dolo¢i zgornje trikotno matriko U, da bo veljalo A = L - U. Zapisi vse korake

racunanja.

[15] 7. Po metodi najmanjsih kvadratov poiséi resitev predolocenega sistema

Az = b, kjer sta

12 1
A=(34], b=12
56 1

[15] 8. Is¢emo resitev nelinearnega sistema

zy =2, xz=3, yz=6.

Naredi en korak Newtonove metode z zacetnim priblizkom z =y =2z = 1.
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2 IZPITI

1ZPIT
31. avgust 2009

. Obkrozi pravilne trditve:

Tangentna metoda v okolici dvojne ni¢le konvergira kvadrati¢no.

Pri metodi s kvadrati¢no konvergenco se v blizini reSitve Stevilo to¢nih
decimalk na vsakem koraku podvoji.

Za matriko A refemo, da je pozitivno definitna, ¢e za vsak vektor z # 0
velja 2T Az > 0.

Operatorska norma matrike A je definirana kot || A|| = max ||Az]|.

xzeCm
Sistem Az = b je najbolje resevati kot z = A~ 1b.

Linearen sistem Az = b reSujemo iterativno, ¢e je matrika A velika in ima
malo nenicelnih elementov.

Ce resujemo sistem AT Az = ATb, pravimo, da resujemo normalni sistem
(prirejen sistemu Ax = b).

Reyleighov kvocient je formula, s katero dobimo dober priblizek za lastni
vektor.

Polinom, ki se z dano funkcijo ujema v izbranih toc¢kah, imenujemo inter-
polacijski polinom.

Interpolacija z zlepki je v praksi povsem neuporabna.

.V teoriji aproksimacije je pomembno podro¢je polinomska interpolacija.

Zapisi formulo za interpolacijski polinom stopnje n.

Ali je interpolacijski polinom primeren za interpolacijo velikega Stevila
interpolacijskih tock? Odgovor utemelji.

7 besedami opisi, kaksna je povezava med interpolacijskim polinomom in
Newton-Cotesovimi integracijskimi pravili.

Kaksna je razlika med odprtim in zaprtim tipom Newton-Cotesovih pravil?
Nastej in na kratko opisi dva pravila zaprtega tipa.

. Za iskanje nicel realne funkcije f : R — R poznamo ve¢ metod.

Na kratko opisi metodo bisekcije.
Na kratko opi8i metodo navadne iteracije.

Na kratko opisi tangentno metodo.
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[15] 4. S pomod&jo Gerschgorinovega izreka dolo¢i obmodje v C, kateremu pripa-
dajo lastne vrednosti matrike

2
1

_ o O =
__ 0 O
o O = O

-1
-1
Za natancnejso doloéitev obmoéja uporabi Gerschgorinov izrek tudi na A7

[15] 5. V iteracijski formuli
Try1 = g(x,) == az, + B2, r=0,1...,

dolodi koeficienta av in 3, tako da bo zaporedje (x,),en, konvergiralo k izbranemu
realnemu Stevilu a > 0 s kvadrati¢no konvergenco.

[20] 6. Naj bo
1 2 3 4
-2 -3 -5 -7
1 4 6 4
-2 -3 —4 -8

A:

Pois¢i matriki L in U iz LU razcepa brez pivotiranja za matriko A. Izra¢unaj
se [[Llly - [1U ] -

o
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Studijsko leto 2009/2010
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IZPIT
8. junij 2010

. Obkrozi pravilne trditve:

Pri Newtonovi metodi nelinearen sistem enacb reSujemo tako, da reSimo
veC linearnih sistemov.

Spektralno normo simetri¢ne n x n matrike lahko izra¢unamo kot || Alj2 =
min;=1,2,...n [Ai(A)[.

Za obéutljivost ko(A) matrike A velja formula ko(A) = ||A| - || 4]~
Permutacijske matrike P imajo ob¢utjivost xo(P) enako 1.
LU razcep brez pivotiranja ima ¢asovno zahtevnost O(n?).

Za spodnje trikotne matrike Gauss-Seidelova in Jacobijeva metoda za ite-
rativno reSevanje linearnih sistemov konvergirata enako hitro.

Resevanje predolocenih sistemov preko normalnega sistema je numeri¢no
zelo stabilno.

Zapis interpolacijskega polinoma preko Lagrangeevih polinomov je prime-
ren le, Ce so vse interpolacijske tocke med seboj razli¢ne.

Polinomi visokih stopenj se obi¢ajno v praksi obnasajo bolje kot zlepki.

Pri formulah za numeri¢no odvajanje moramo paziti, da interpolacijskih
tock ne vzamemo preblizu skupaj.

. Odgovori na naslednja vpraSanja:

Zakaj pri formulah za numeri¢no odvajanje interpolacijskih to¢k ne smemo
vzeti preblizu skupaj?

Ali podobno velja tudi pri formulah za numeri¢no integriranje? Odgovor
utemelji.

Kaksno povezavo imajo Newton-Cotesova integracijska pravila in polinom-
ska interpolacija?

Zapisi sestavljeno %—pravilo.

Opisi Rombergovo metodo. Kaj je bistvena ideja te metode?

. Poi&¢i spodnje trikotno matriko V' iz razcepa Choleskega za matriko

2 -10 0 0
-1 2 -1 0 O
A=1]1 0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2
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Preko tega razcepa izra¢unaj Se determinanto matrike A.

[15] 4. Izracunaj QR razcep matrike

15] 5. Poiséi interpolacijski polinom, ki se s funkcijo f(x) = e~2* ujema trojno
p JSK1 p ) ) 3] J
v tocki z = 0 in dvojno v tocki = = 1.

[15] 6. Dolo¢i konstante A, B,C, D, E in m v integracijskem pravilu

/ ) f(x)dz = h (Af(z0) + Bf(x1)) + h* (Cf (w0) + Df (1)) + EF ™ (9).

[15] 7. Cim bolje dolo¢i obmo&je v C, kjer lezijo lastne vrednosti matrike

21 000
11100
A=[101 0 20
00-111
00 0 12
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IZPIT
22. junij 2010

. Obkrozi pravilne trditve:

Matrika je nesingularna, ¢e je njena determinanta razli¢na od 0.
Frobeniusova norma ni operatorska norma.

Razcep A = U - L, kjer je U zgornje trikotna matrika in L spodnje trikotna
matrika z enicami na diagonali, imenujemo LU razcep.

Pri reSevanju predoloCenih sistemov Az = b Zelimo minimizirati || Az —b||.

Resevanje predolocenih sistemov preko normalnega sistema je stabilnejse
od resevanja preko QR razcepa.

Singularne vrednosti matrike so nenegativna realna Stevila.
Deljena diferenca je polinom stopnje 3.

Zlepek je neskonénokrat zvezno odvedljiva funkcija.
Simpsonovo pravilo je to¢no za polinome stopnje < 3.

Poljubna Bézierova krivulja interpolira vse svoje kontrolne tocke.

. Odgovori na naslednja vpraSanja:

Zapisi primer iteracijske funkcije za iskanje nicel funkcije f(z) = 22 —3z+
1.

V Cem se razlikujeta Jacobijeva in Gauss-Seidelova metoda za iterativno
reSevanje linearnih sistemov?

Zakaj predolocenih sistemov ne resujemo preko LU razcepa?
Kaj je Reyleighov kvocient?

Zakaj za ra¢unanje doloCenega integrala uporabljamo sestavljene formule?

. Resi sistem linearnih ena¢b Ax = b, kjer sta

120 3
142 12
A= 124 )’ b= 7
142 12
. Dana je matrika
-2 n—-1

n—1 —4 n-—2
n—2 —6 n—3
A, = ) ) . € R™*™,

2 -2(n-1) 1
1 —2n
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Izracunaj || A, |1 in ||An|lco. Doloti e Noo(Ay).

[15] 5. Poisdi negibne tocke iteracijske funkcije

: ()
Try1 == | T+ — .
2 T,

Ugotovi red konvergence v blizini teh tock.

[15] 6. Dolo¢i konstante A, B,C, D, FE in m v integracijskem pravilu

3h

i f(x)dz = Af(h) + Bf(2h) + Cf'(0) + Df'(3h) + Ef™(¢).

[15] 7. Podani sta zacetna in konéna kontrolna tocka kubi¢ne Bézierove krivulje p:
bo= (1,0) in bz = (0,1)T. Dolo¢i ge preostali kontrolni tocki oblike by = (1, a)
in by = (a,1), tako da bo krivulja pri parametru t = % gla skozi toc¢ko p
( ) ( \[ ) Priblizno skiciraj krivuljo.
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1ZPIT
25. avgust 2010

. Obkrozi pravilne trditve:

Tangentna metoda v okolici dvojne ni¢le konvergira kvadrati¢no.

Pri Newtonovi metodi nelinearen sistem enac¢b reSujemo tako, da resimo
ve¢ linearnih sistemov.

Permutacijske matrike P imajo obéutjivost ro(P) := || P||2-||P~!||2 enako
1.

Za matriko A refemo, da je pozitivno definitna, ¢e za vsak vektor x # 0
velja 27 Az > 0.

Sistem Az = b je najbolje resevati kot x = A~ 1b.

Ce resujemo sistem AT Az = ATb, pravimo, da resujemo normalni sistem
(prirejen sistemu Az = b).

Resevanje predolocenih sistemov preko normalnega sistema je numeri¢no
zelo stabilno.

Reyleighov kvocient je formula, s katero dobimo dober priblizek za lastni
vektor.

Simpsonovo pravilo je to¢no za polinome stopnje < 3.

Poljubna Bézierova krivulja interpolira vse svoje kontrolne tocke.

. Odgovori na naslednja vpraSanja:

Kaj odlo¢a o tem, ali navadna iteracija v bliZini resitve konvergira ali ne?
Zapisi primer iteracijske funkcije za iskanje niel funkcije f(z) = e® +Inx.

7Z vidika hitrosti konvergence primerjaj metodo s kvadrati¢no konvergenco
v blizini reSitve z metodo z linearno konvergenco?

Koliko zacetnih priblizkov moramo na zacetku poznati pri tangentni me-
todi?

Kaj mora veljati, da ima tangentna metoda v blizini resitve a kubi¢no
konvergenco?

. Resi sistem linearnih ena¢b Ax = b, kjer sta

O~ =
— = = O
_ =0
_ O~
© O N

Tzracunaj Se || L1 - [|U]| co-
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[15] 4. Za naslednji sistem nelinearnih ena¢b naredi en korak Newtonove metode
z zadetnim priblizkom (z¢,y0)? = (1,1)T:

24y =2, 2 —2ay+y=2

[15] 5. Pois¢i negibne tocke iteracije
=A 3
Try1 = Az, — 2.

Za katere vrednosti parametra A so negibne toc¢ke privlacne tocke? Za katero
vrednost parametra A je asimptoto¢ni red konvergence zaporedja {z,} proti
negibni toc¢ki « vsaj kvadrati¢en?

[15] 6. Doloci konstante A, B,C, D in FE v integracijskem pravilu
h
/ f(@)de = Af(=h) + Bf(0) + Cf(h) + Df'(=h) + Ef'(h) + F f™(€).
—h

[15] 7. Podani sta zacetna in kon¢na kontrolna tocka kubi¢ne Bézierove krivulje p:
bo= (1,0) in b = (0,1)T. Dolo¢i Se preostali kontrolni tocki oblike by = (1,a)
in by = (a,1), tako da bo krivulja pri parametru t = % sla skozi tocko p
(3) = (V2,v2). Priblizno skiciraj krivuljo.
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1ZPIT
8. september 2010

. Obkrozi pravilne trditve:

Tangentna metoda v okolici dvojne ni¢le konvergira kvadrati¢no.

Pri Newtonovi metodi nelinearen sistem enacb reSujemo tako, da resimo
veé linearnih sistemov.

Permutacijske matrike P imajo obéutjivost ko(P) := || P||2 - ||P~||2 enako
1.

Za matriko A re¢emo, da je pozitivno definitna, ¢e za vsak vektor z # 0
velja T Az > 0.

Sistem Az = b je najbolje resevati kot x = A~ !b.

Ce resujemo sistem AT Az = ATb, pravimo, da resujemo normalni sistem
(prirejen sistemu Az = b).

Resevanje predolocenih sistemov preko normalnega sistema je numeri¢no
zelo stabilno.

Reyleighov kvocient je formula, s katero dobimo dober priblizek za lastni
vektor.

Simpsonovo pravilo je to¢no za polinome stopnje < 3.

Poljubna Bézierova krivulja interpolira vse svoje kontrolne tocke.

. Odgovori na naslednja vpraSanja:

Kaj odlo¢a o tem, ali navadna iteracija v blizini resitve konvergira ali ne?
Zapisi primer iteracijske funkcije za iskanje nicel funkcije f(z) = e*+1Inz.

7 vidika hitrosti konvergence primerjaj metodo s kvadrati¢no konvergenco
v blizini re§itve z metodo z linearno konvergenco?

Koliko zacetnih priblizkov moramo na zacetku poznati pri tangentni me-
todi?

Kaj mora veljati, da ima tangentna metoda v blizini resitve a kubi¢no
konvergenco?

. Resi sistem linearnih ena¢b Ax = b, kjer sta

O = =
== O
—_ =0
— O = =
© O N

Izracunaj Se || L1 - [|U]| co-
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[15] 4. Za naslednji sistem nelinearnih ena¢b naredi en korak Newtonove metode
z zadetnim priblizkom (z¢,y0)? = (1,1)T:

24y =2, 2 —2ay+y=2

[15] 5. Pois¢i negibne tocke iteracije
=A 3
Try1 = Az, — 2.

Za katere vrednosti parametra A so negibne toc¢ke privlacne tocke? Za katero
vrednost parametra A je asimptoto¢ni red konvergence zaporedja {z,} proti
negibni toc¢ki « vsaj kvadrati¢en?

[15] 6. Doloci konstante A, B,C, D in FE v integracijskem pravilu
h
/ f(@)de = Af(=h) + Bf(0) + Cf(h) + Df'(=h) + Ef'(h) + F f™(€).
—h

[15] 7. Podani sta zacetna in kon¢na kontrolna tocka kubi¢ne Bézierove krivulje p:
bo= (1,0) in b = (0,1)T. Dolo¢i Se preostali kontrolni tocki oblike by = (1,a)
in by = (a,1), tako da bo krivulja pri parametru t = % sla skozi tocko p
(3) = (V2,v2). Priblizno skiciraj krivuljo.
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Studijsko leto 2010/2011
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IZPIT
3. december 2010

[20] 1. Obkrozi pravilne trditve (obkrozi najveé 5 odgovorov):

(a) Gauss-Seidelova metoda za iterativno reSevanje sistemov linearnih enacb
konvergira hitreje kot Jacobijeva metoda.

(b) Zaporedje priblizkov pri iterativnem reSevanju sistemov linearnih enacb
ne konvergira, ¢e je neskon¢no norma iteracijske matrike vecja od 1.

(¢) Pri metodi najmanjsih kvadratov za reSevanje sistema Az = b i8femo
vektor z, tako da je (Ax — b)”(Az — b) minimalno.

(d) Klasi¢ni in modificirani Gram-Schmidtov postopek se eksaktno v ni¢emer
ne razlikujeta.

(e) Za vsako Givensovo rotacijo R velja RTR = I.
(f) Predolocene sisteme lahko resujemo tudi preko singularnega razcepa.

(g) Reyleighov kvocient je najboljsi priblizek za lastni vektor, ki pripada do-
minantni lastni vrednosti.

(h) Z vecanjem S$tevila interpolacijskih tock, interpolacijski polinom konver-
gira k funkciji, ki jo interpolira.

(i) Lagrangeevi bazni polinomi tvorijo particijo enote (se povsod sestejejo v
ena).

(j) Z Rombergovo metodo lahko zelo izboljsamo priblizek za to¢no vrednost
integrala, a ker je ta postopek zelo potraten, ga v praksi ne uporabljamo.

[15] 2. Pois¢i matrike L, U in P iz LU razcepa z delnim pivotiranjem za matriko

Ce ves, da je obeutljivost ke (A) = 435, izracunaj ||A™"||sc.

[15] 3. S pomocjo Givensovih rotacij izra¢unaj QR razcep matrike

4
2
3
-9

A—

O OO o
=

[15] 4. Naj bo M € R™*™ matrika z nenegativnimi elementi, za katero velja

Zmij =1, 1€{1,2,...,n}.
Jj=1
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S pomocjo Gerschgorinovega izreka dokazi, da vse lastne vrednosti matrike M
leZijo znotraj enotskega kroga {z € C, |z] < 1}.

Ce naloge ne znas dokazati v splosnem, jo dokaZzi za matriko

0.80.10.1
M=103020.5
0.2 0.6 0.2

Pokazi Se, da enak razultat velja tudi za matrike M z nenegativnimi elementi,
za katere velja > " m;; = 1 za vsak j € {1,2,...,n}.

[20] 5. Funkcijo

55—
€Tr) =
J(@) S+
interpoliramo v razli¢nih toc¢kah xg,z1,...,x,.
(a) Izpelji splosno formulo za deljeno diferenco flxg,x1, ..., %]

(b) Kaksna je napaka interpolacije v tocki x?

Namig: Upostevaj formulo f(z) — In(z) = flzo,z1,...,Zn,z] (x — z0)(z —
1) (T — xp).

[15] 6. Dolo¢i konstante A, B, C, D in m v pravilu za numeri¢no odvajanje

f"(x1) = Af(x0) + Bf (v1) + Cf(w2) + DF™(€).
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1ZPIT
28. januar 2011

[20] 1. Obkrozi pravilne trditve (obkrozi najveé 5 odgovorov):
(a) Dolzina mantise pri dvojni natan¢nosti je 64 bitov.

(b) Neodstranljiva napaka je napaka, ki nastane zaradi napake zacetnih pri-
blizkov.

(¢) Pri bisekciji vedno uspes$no pois¢emo neko niclo funkcije, ¢e le zatnemo z

(d) Pri tangentni metodi so vse fiksne tocke odbojne tocke.

(e) Za vsako simetri¢no matriko obstaja lastna vrednost, ki je po absolutni
vrednosti vecja od co-norme matrike.

(f) Za reSevanje sistema linearnih ena¢b s spodnje trikotno matriko potrebu-
jemo le O(n) operacij.

(g) Matrika, ki nastopa v normalnem sistemu je simetri¢na.

(h) Z inverzno iteracijo lahko poigfemo najmanjso lastno vrednost po absolu-
tni vrednosti.

(i) Gerschgorinov izrek nam natan¢no pove, kaksni sta najmanjsa in najvedja
lastna vrednost matrike.

(j) Konveksna ovojnica kontrolnih to¢k Bézierove krivulje vsebuje vse kon-
trolne tocke te krivulje.

115] 2. Tragunaj [ Aur, [ Aulloc, Noo(A) in [ Aulr 22 matriko

-n 0 0 --- 0 1
0O n 0 --- 0 1
0O 0 —n--- 0 1
Ag=| . | ermm
o o o0 -+ —n 1
1 2 3 ---n—1-n

[15] 3. S pomocjo Gram-Schmidtove ortogonalizacije pois¢i QR razcep matrike
A in nato resi predolocen sistem Ax = b, pri ¢emer sta

8 4 15

0 12 0
A= 6 3 |’ b= 5

0 -9 —25

[20] 4. Poisdi negibne tocke iteracijske funkcije

z(z? +12)

T = 90@r) = =y
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Za vsako od fiksnih tock ugotovi, ali je odbojna ali privlac¢na tocka za funkcijo
g. KaksSen je red konvergence v okolici privla¢nih tock.

[15] 5. Zapisi enacbo interpolacijskega polinoma stopnje 5, ki se s funkcijo f(z) =
—27 4+ 2% ujema trojno v tocki 0 in trojno v tocki 1.

[15] 6. Dana je parametri¢na polinomska krivulja

3 +2t2 +1
(t)z(

2#—t+2)’ O=t=1

Zapisi jo v Bézierovi obliki.
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IZPIT
28. junij 2011

[20] 1. Obkrozi pravilne odgovore:

(a) Napaka metode je napaka, ki nastane zaradi zaokroZevanja.
DA NE

(b) Z bisekcijo najdemo vse ni¢le na izbranem intervalu.
DA NE

(c) O konvergenci oz. divergenci iteracijske metode v bliZini resitve nelinearne
enac¢be odloc¢a drugi odvod iteracijske funkcije.

DA NE

(d) Konvergenca tangentne metode je zelo odvisna od zadetnega priblizka.
DA NE

(e) Faktor Choleskega ima vse lastne vrednosti pozitivne.
DA NE

(f) Gauss-Seidelova metoda ne konvergira nujno hitreje kot Jacobijeva me-
toda.

DA NE

(g) Matrika @ v QR razcepu je simetri¢na matrika.
DA NE

(h) Gerschgorinov izrek nam dolo¢a obmocja v kompleksni ravnini, kjer lezijo
lastni vektorji dane matrike.

DA NE

(i) Deljena diferenca je simetri¢na funkcija svojih argumentov.
DA NE

(j) Ce vse kontrolne totke Bézierove krivulje leZijo na neki premici, potem
tudi Bézierova krivulja sama lezi na tej premici.

DA NE

[15] 2. Izra¢unaj LU razcep brez pivotiranja za matriko

43143
47 3 65
A=101610129
00 6 134
000 23

Izracunaj S [|U]|oo, [|U]]1 in || L] p-
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[15] 3. Naredi dva koraka Newtonove metode za sistem nelinearnih enac¢b
2?2 +2%=2 2?—zy+y=0,
pri zacetnem priblizku (x¢,v0)? = (1,1)7.
[20] 4. Poisé negibne tocke iteracijske funkeije
Try1 = g(z,) = 2,.(3 = 3ax, +a*2?), r=0,1,..., a # 0.

Za vsako od negibnih tock ugotovi, ali je odbojna ali privla¢na tocka za funkcijo
g. Kaksen je red konvergence v okolici privla¢nih to¢k. Za zg = 0.25 in a = 3
izra¢unaj prva dva priblizka.

[15] 5. Dolo¢i konstante A, B, C, D in m v integracijskem pravilu

4
/0 f(x)dz = A f(0) + B £(2) + C f(4) + D £ (¢).

[15] 6. Poisci pogoje, katerim morajo zados¢ati kontrolne tocke Bézierove krivulje
stopnje 4, da bo le-ta v resnici krivulja stopnje 1.
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I1ZPIT
5. september 2011

[20] 1. Obkrozi pravilne odgovore:

(a) Napaka metode je napaka, ki nastane zaradi zaokroZevanja.
DA NE

(b) Z bisekcijo najdemo vse ni¢le na izbranem intervalu.
DA NE

(c) O konvergenci oz. divergenci iteracijske metode v bliZini resitve nelinearne
enac¢be odloc¢a drugi odvod iteracijske funkcije.

DA NE

(d) Konvergenca tangentne metode je zelo odvisna od zadetnega priblizka.
DA NE

(e) Faktor Choleskega ima vse lastne vrednosti pozitivne.
DA NE

(f) Gauss-Seidelova metoda ne konvergira nujno hitreje kot Jacobijeva me-
toda.

DA NE

(g) Matrika @ v QR razcepu je simetri¢na matrika.
DA NE

(h) Gerschgorinov izrek nam dolo¢a obmocja v kompleksni ravnini, kjer lezijo
lastni vektorji dane matrike.

DA NE

(i) Deljena diferenca je simetri¢na funkcija svojih argumentov.
DA NE

(j) Ce vse kontrolne totke Bézierove krivulje leZijo na neki premici, potem
tudi Bézierova krivulja sama lezi na tej premici.

DA NE

[15] 2. Izra¢unaj LU razcep brez pivotiranja za matriko

43143
47 3 65
A=101610129
00 6 134
000 23

Izracunaj S [|U]|oo, [|U]]1 in || L] p-



2.3 Studijsko leto 2010/2011 47

[15] 3. Naredi dva koraka Newtonove metode za sistem nelinearnih enac¢b
2?2 +2%=2 2?—zy+y=0,
pri zacetnem priblizku (x¢,v0)? = (1,1)7.
[20] 4. Poisé negibne tocke iteracijske funkeije
Try1 = g(z,) = 2,.(3 = 3ax, +a*2?), r=0,1,..., a # 0.

Za vsako od negibnih tock ugotovi, ali je odbojna ali privla¢na tocka za funkcijo
g. Kaksen je red konvergence v okolici privla¢nih to¢k. Za zg = 0.25 in a = 3
izra¢unaj prva dva priblizka.

[15] 5. Dolo¢i konstante A, B, C, D in m v integracijskem pravilu
4
| f@yde = 450)+ B 1)+ € £0) + D 1),
0

[15] 6. Poisci pogoje, katerim morajo zados¢ati kontrolne tocke Bézierove krivulje
stopnje 4, da bo le-ta v resnici krivulja stopnje 1.
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Studijsko leto 2011/2012
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1ZPIT
30. januar 2012

1. Dane so tocke v R?:
(—2,-6), (0,2), (1,0), (2,-8).

Te tocke aproksimirajte s parabolo y = ax? 4+ b po metodi najmanjsih
kvadratov.

2. a) Kaj so to deljene diference? Kako jih ra¢unamo?

b) Zapisite interpolacijski polinom p za katerega velja

p(0) = =2, p'(0) =2, p”(0) =6, p(2) =6, p(3) = -2
in izrac¢unajte njegovo vrednost v tockah 1 in 2.

3. Naj bodo toc¢ke x; = zog +ih, i = 1,2, 3, izbrane ekvidistantno in naj velja

fi = f(@:).

7 metodo nedolo¢enih koeficientov izpeljite Milneovo pravilo

| r@de = 316 - o+ 2 + 2RO

4. Naj bosta A in B kvadratni matriki, A, B € R"*". Dokazite naslednji
trditvi:

a) Matriki AB in BA imata enake lastne vrednosti.

b) Ce sta AB in BA simetri¢ni matriki, potem velja

IAB|r < [|BA| r-



2.5 Studijsko leto 2012/2013

Studijsko leto 2012/2013
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1. [9]

2. [13]

3. [13]

4. [15)

1ZPIT
24. januar 2013

Odgovorite na naslednja vprasanja:

a) V ravnini imamo danih 6 tock. Zelimo konstruirati polinom, ki te
tocke interpolira. Kaksne stopnje bo ta polinom? Kako bi ga dolo¢ili?

b) V ravnini imamo danih 100 tock. Bi bil interpolacijski polinom pri-
meren za interpolacijo teh tock ali bi uporabili kaj drugega? Kaj?
Odgovor utemeljite.

¢) V em je razlika med interpolacijo in aproksimacijo, kamor med dru-
gim spada tudi reSevanje predolocenih sistemov?

Dana je matrika
1101
1545
0486
1567

A:

Pois¢ite matriko V' iz razcepa Choleskega za matriko A. Izra¢unajte Se
[IVl1 in ||V]|co ter ocenite ||V ||2.

Dane so tocke (0,0)7, (1,1)T, (3, —1)T. Zapisite kvadratno Bézierovo kri-
vuljo, ki te tocke interpolira pri parametrih 0, %, 1. Dobljen kontrolni
poligon in krivuljo tudi skicirajte.

Naj bodo tocke ekvidistantne. Izpeljite integracijsko pravilo

/12 f(@)dz = b (Af(20)+Bf (x1)+C f(x2))+h* (Df (o) +E[' (w2))+F [ (€),

kjer je zg < £ < x3, z metodo nedolo¢enih koeficientov: konstante A,B,C,D,E,
F in m dolocite tako, da bo pravilo ¢im visje stopnje.
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. [10]

. [30]

. [30]

. [30]

IZPIT
7. februar 2013

a) Zapisite Newtonov interpolacijski polinom p, za katerega velja:

b) Opisite dve lastnosti Bézierovih krivulj. Ali Bézierova krivulja inter-
polira svoje kontrolne tocke?

Zelimo izracunati v/17. Katero izmed naslednjih metod bi izbrali:

17\ 2 @3 — 17 2t — 17z,
a) Tp4+1 = ; 5 b) Tnt+1 = xn_vv C) Tnt+1 = xn_ﬁ?

Odgovor natan¢no utemeljite.

S pomodcjo LU razcepa brez pivotiranja resite sistem linearnih enacb:
21‘1 + 19 = 2,
1
$1—.’E2—|—§$3:3,

1
2x1 — 53:2 + 3z3 = —1.

Imamo tabelari¢no podano funkcijo:

z | 19 | 20 | 21
f(x) | 12.703 | 14.778 | 17.149

Zelimo izracunati vrednost drugega odvoda funkcije f v to¢ki x = 2.0.
Izpeljite ustrezno formulo za numeri¢ni odvod in f”(2.0) tudi izracunajte.

Namig: 7Z metodo nedolocenih koeficientov izpeljite formulo za ekvidis-
tantne tocke:

f"(x1) = Af(z0) + Bf(x1) + Cf(z2) + D™ (€),

kjer je zg < &€ < xa.
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IZPIT
3. junij 2013

1. [10] Tri to¢ke Py, Py, Py in pripadajoce tangente dy, d;, ds interpoliramo z Bé-
zierovo krivuljo.

a) Kaksne stopnje je dobljena krivulja? Ali je pomemben vrstni red v
katerem interpoliramo podatke?

b) Kaj mora veljati za prvi kontrolni tocki sosednje Bézierove krivulje,
¢e zelimo, da bo njun zlepek reda G'?

2. [30] Dana je matrika

01 1
A=|1-1-2
1-31

a) Izracunajte razcep oblike A = PT LU, kjer je P permutacijska ma-
trika, L spodnje trikotna z enicami na diagonali, U pa zgornje tri-
kotna matrika. Utemeljite zakaj so elementi matrike L po absolutni
vrednosti < 1.

b) S pomocjo tocke a) izra¢unajte determinanto matrike A.

F(t) = cos (?)

in vrh robotske roke, ki se giblje po ravnini. Dolo¢ite polinom p po katerem
se mora ta premikati, tako da se bo s funkcijo f ujemal v to¢kah ¢t = 0,
t1 = 2/3 in ta = 1. Ocenite tudi napako max|f(t) — p(t)| za ¢t € [0, 1]!

3. [30] Dana je funkcija

4. [30] Zelimo dolociti z € R za katerega velja

Tl Sdt =031 2.1
e 2dt =0.31. .
/0 - (2.1)

a) Uporabite tangentno (Newtonovo) metodo in zapiSite iteracijsko for-
mulo za reSevanje enacbe (2.2).

b) Naj bo prvi priblizek dobljene iteracijske formule enak xg = 0.5.
S pomodjo sestavljenega Simpsonovega pravila (n = 4) izra¢unajte
naslednji priblizek x;.
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1ZPIT
29. avgust 2013

1. [10] Tri tocke Py, Py, Py in pripadajoce tangente dy, d;, do interpoliramo z Bé-
zierovo krivuljo.

a) Kaksne stopnje je dobljena krivulja? Ali je pomemben vrstni red v
katerem interpoliramo podatke?

b) Kaj mora veljati za prvi kontrolni tocki sosednje Bézierove krivulje,
e & zelimo, da bo njun zlepek reda G1?

2. [30] Dana je matrika

01 1
A=|1-1-2
1-3 1

a) Izracunajte razcep oblike A = PTLU, kjer je P permutacijska ma-
trika, L spodnje trikotna z enicami na diagonali, U pa zgornje tri-
kotna matrika. Utemeljite zakaj so elementi matrike L po absolutni
vrednosti < 1.

b) S pomodjo tocke a) izracunajte determinanto matrike A.

F(t) = cos (?)

in vrh robotske roke, ki se giblje po ravnini. Dolo¢ite polinom p po katerem
se mora ta premikati, tako da se bo s funkcijo f ujemal v to¢kah ¢t = 0,
t1 =2/3 in t3 = 1. Ocenite tudi napako max|f(t) — p(t)| za t € [0,1]!

3. [30] Dana je funkcija

4. [30] Zelimo dolociti z € R za katerega velja

Tl St =031 2.2
e 2dt =0.31. i
/0 . (2.2)

a) Uporabite tangentno (Newtonovo) metodo in zapiSite iteracijsko for-
mulo za reSevanje enacbe (2.2).

b) Naj bo prvi priblizek dobljene iteracijske formule enak xg = 0.5.
S pomocjo sestavljenega Simpsonovega pravila (n = 4) izra¢unajte
naslednji priblizek x.
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1ZPIT
27. januar 2014
1. [10] a) Linearni sistem enacb
8r1 4+ 2x9+23 =25
bro+ax3 =1
6.’£3 =2
zelimo resiti iterativno. Kateri metodi poznate? Katera bi za dan
sistem konvergirala hitreje?
b) S pomodjo deljenih diferenc zapisite polinom p za katerega velja
p(0)=1, p(0)=2, p(2)=-1, p(2)=1
Kaksne stopnje bi bil interpolacijski polinom, ¢e bi dodatno interpo-
lirali Se vrednosti drugih odvodov?
c¢) Integracijsko pravilo f_ll flz)de=Af(—1)+ Bf(0)+Cf(1) je to¢no
za vse polinome stopnje < 2. Doloc¢ite konstante A, B, C.
2. [10] Za matriko
4 -2 0 2
-2 5 2 -1
A= 0 2 100
2 -1 0 2
izraCunajte matriko V iz razcepa Choleskega. Kaj vam to pove o matriki
A? Ocenite lastne vrednosti matrike A.
3. [15] Z metodo nedolodenih koeficientov izpeljite naslednjo metodo za nume-
ri¢no odvajanje:
1/1 3 h3
Pla) = 3 (@) = 26(0) + 5160 ) + 5 IOE, w0 <<
Nato s pomocjo dobljenega pravila ocenite f(1.2), e poznate vrednost
funkcije f v treh tockah, f(0.8) = 4.01, f(1) = 5.44, f(1.2) = 7.30.
4. [15] Naj za kubi¢no Bézierovo krivuljo p velja

p0 =007 p(3)=(21) . sw=cor

Dolocite vse kontrolne tocke krivulje p, Ce sta druga in tretja kontrolna
tocka oblike by = (71,2)" in by = (2,y2)". Zapisite iskano Bézierovo
krivuljo in jo skicirajte.
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1. |5]

2. [15]

3. [10]

4. [10]

5. [10]

IZPIT
10. februar 2014

Zapisite splosno obliko Bézierove krivulje. Ali lahko vsako polinomsko
krivuljo zapiSemo v Bézierovi obliki? NasStejte tri lastnosti Bézierovih
krivulj.

Zelimo izra¢unati v/15. Dani imamo naslednji dve metodi:

2 —15
40 7

2 —15
Sk

a) Tpy1 = Tp — b) Trp1 = T —

Za obe metodi preverite ali bosta konvergirali in dolo¢ite red konvergence.
Za tangentno metodo poiscite obmocje, kjer metoda zagotovo konvergira.

Dana je matrika

10 -1
10 -3
A= 01 1
0-11

a) Z Gram-Schmidtovim postopkom izra¢unajte QR razcep matrike A.
b) S pomoéjo dobljenega razcepa izrac¢unajte produkta Q7Q in QQT.
Kaj opazite?
V statistiki veckrat uporabljamo matriko H,

H=XXTX)"'XxT X ecR™" m>n, rangX = n,

in pogosto nas zanimajo le diagonalni elementi te matrike.
Sestavite ucinkovit algoritem za izrac¢un teh diagonalnih elementov. Na-
mig: Pomagajte si s QR razcepom matrike X.

Dolo¢ite interpolacijski polinom p, ki se s funkcijo f(z) = e” ujema trojno
(v tockah ter prvih in drugih odvodih) pri = 0 in & = 1. Ocenite napako
interpolacije.
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IZPIT
11. junij 2014

1. [7] Kajso deljene diference? Za funkcijo f(x) = x cos(z) izrac¢unajte f[0,0, 7, 7].
Pojasnite, kaj predstavlja dobljena deljena diferenca.

2. [14] S pomoé&jo Givensovih rotacij in QR razcepa resite sistem enacb

z—y =0,
—r+2y=1,
—y+2z=1.

3. [14] Resiti Zelimo enacbo e” = 1.

a) Katere numeri¢ne metode za reSevanje te enacbe poznate? Eno na-
tancno opisite.

b) Denimo, da uporabimo iteracijsko formulo

2
x + Ty

x = —r
T4 2z, + Inz,

Dolo¢ite red konvergence.

4. [15] Naj bodo tocke ekvidistantne. Izpeljite integracijsko pravilo

/ - f(@)dz = h (Af(z0)+Bf(x1)+Cf(x2))+h (Df (wo)+Ef (x2))+F f™ (€),

kjer je zp < € < x2, z metodo nedolocenih koeficientov: konstante A,B,C,D,E,
F in m dolo¢ite tako, da bo pravilo ¢im visje stopnje.
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1ZPIT
1. september 2014

1. [5] Naj bo « resitev enacbe x = g(x). Kdaj pravimo, da je red konvergence
iteracije x,4+1 = g(x,) v bliZini o enak 47

2. [12] Za
-234
A=\ -478
0 44
izracunajte LU razcep z delnim pivotiranjem. Zakaj so elementi matrike
L po absolutni vrednosti < 1?7 Izracunajte ||L||1||U]||co-
3. [10] Zapisite interpolacijski polinom, ki se s funkcijo f(x) = e~ ujema trojno
v tocki = 0 in dvojno v tocki z = 1.
4. [10] Z uporabo Newtonove metode pois¢ite prvi priblizek za resitev sistema
zy=4, xz=12, yz==6.
Za zaletni priblizek vzamite (z,y,2) = (1,1, 1).
5. [13] Izpeljite integracijsko pravilo

h
/41 f(z)de = Af(=h)+ Bf(0) + Cf(h) + Df'(=h) + Ef'(h) + F "™ (€),

kjer je —h < £ < h, z metodo nedoloc¢enih koeficientov: konstante A,B,C,D,E,
F in m dolocite tako, da bo pravilo ¢im visje stopnje.
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1. [4]

2. [4]

3. 8]

4. [10]

5. 19]

6. [15]

1ZPIT
19. januar 2015

Naj bo A € R™*™. Dokazite, da za n x n unitarni matriki @ in R velja

IQAR|l2 = [|All2.

Naj bo A € R™*™ m > n, rang(A) = n. PokazZite, da ima sistem

AT x\ (b
0 AT y /) \O
reSitev, ki ustreza resitvi predolo¢enega sistema Ax = b po metodi naj-

manjsih kvadratov.

Naredite en korak Jacobijeve in Gauss-Seidlove iteracije z zaCetnim pri-
blizkom (0, 0, O)T pri reSevanju sistema

5 2 —1 T 2
3 7 3 9 | =1 -1
1-4 6 T3 1

Ali obe iteraciji konvergirata za poljuben zafetni priblizek?

Dana je funkcija f(z) = +/1 — 3z2. Poiscite interpolacijski polinom p,
ki se z f ujema dvojno (v tocki in odvodu) pri 0 in % Ocenite napako
interpolacije.

Dolocite kontrolne tocke kubi¢ne Bézierove krivulje b, za katero velja:

b(0) = (0,0)", ¥'(0)=(6,6)", b"(0)=(0,—12)", b"(0)=(—6,6)".

a) Pokazite, da z enim korakom Rombergove ekstrapolacije (sestavlje-
nega) trapeznega pravila, dobimo (sestavljeno) Simpsonovo pravilo.

b) Dolocite utezi v shemi, ki jo dobimo z enim korakom Rombergove
ekstrapolacije Simpsonovega pravila. Pojasnite, ¢e s tem dobimo
neko drugo Newton-Cotesovo pravilo. Ce da, utemeljite ali obstajajo
tudi nadaljnji primeri, ko z enim korakom Rombergove ekstrapola-
cije Newton-Cotesovega pravila dobimo naslednje Newton-Cotesovo
pravilo?
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2 IZPITI

1. [4]

2. [16]

3. [9]

4. 19]

IZPIT
4. februar 2015

Dana je matrika
2 1 —-21
2 1 —42
1 -1 30
-1 1 —-52

A:

a) Izracunajte LU razcep matrike A. Lahko uporabimo LU razcep brez
pivotiranja, ali moramo narediti razcep s pivotiranjem?

b) A pomocjo dobljenega razcepa izra¢unajte determinanto matrike A.

¢) Kaksno je stevilo operacij, ki so potrebne za izra¢un determinante
n X n matrike s pomocjo LU razcepa?

Imamo kubi¢ni polinom p z realnimi koeficienti.

a) Naj ima p tri enostavne ni¢le «, 8 in . Pokazite, da z uporabo
tangentne metode na zaCetnem priblizku z¢o = %(a + B8) v enem
koraku dobimo ni¢lo .

b) Denimo, da imamo eno dvojno ni¢lo, npr. § = ~. Utemeljite, da
obstaja natanko en zacetni priblizek £, # [, za katerega tangen-
tna metoda odpove. Kam tangentna metoda konvergira za zacetne
priblizke na intervalu (—oo, §) in kam za zaetne priblizke na (&, 00)?

¢) Denimo, da so vse tri ni¢le enostavne. S pomocjo premisleka pod
totko b) pojasnite, da v tem primeru obstaja neskon¢no zacetnih
priblizkov, za katere bo tangentna metoda odpovedala.

1
1
d
/0 1+227"

uporabite sestavljeno trapezno pravilo, pri ¢emer za h vzemite % Ocenite
tudi napako.

Za izra¢un vrednosti integrala

Poiscite kontrolne tocke Bézierove krivulje b, da bo veljalo

b(0) = (0,0)", ¥(0)=(0,3)", b(>(2,4)T, b(1) = (4,0)7.

Dobljeni kontrolni poligon in krivuljo tudi skicirajte.
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1. [4]

2. [16]

3. [18]

4. [12]

IZPIT
18. junij 2015

Kje so tezave s stabilnostjo, ¢e Zelimo numeri¢no izra¢unati
1 1 1
—Vi-—z+a?—[1+ -+ —,

x r  x

pri x = 1076, Zapisite izraz v stabilnejsi obliki za rac¢unanje.

Dana je matrika A € R™*",

a; i =3n—21, 1=1,...,n,
Ait1,4 = Qi i1 = —i, izl,...,n—l,
drugi elementi so enaki 0 :
3n—2 -1

-1 3n—-4 =2
-2 3n—-6 -3

-n+2 n+2 —n+1
—-n—+1 n

Izracunajte ||A||1, [|A|lo, ||A||F in ¢im natancneje ocenite ||All2 na obe
strani.
Namig:

ZZ,Q _n(n+ 1)6(2n +1)

Numeri¢no Zelimo poiskati ni¢le funkcije f(x) = e~% — 3z. Utemeljite, da
1
3

ima f natanko eno niclo « na intervalu [0, z]. Nato preverite, ali navadna
iteracija
2 (1 —In(3z,))
14+,
konvergira k « in doloéite red konvergence.

Lr41 =

Dana je Bézierova krivulja b s kontrolnimi tockami
bO = (Ovo)Tabl = (haO)TabQ = (Oa h)T7b3 = (Ovo)Ta
kjer je h > 0.

a) Dolocite b (%) . Krivuljo skicirajte.

b) Pois¢ite vrednost parametra ¢, pri katerem je x koordinata krivulje
najvecja in dolocite pripadajoco tocko na krivulji.

¢) Zakaksno vrednost parametra h bi se krivulja najbolje prilegala enot-
skemu kvadratu?
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1. [10]

2)

b)

1ZPIT
26. januar 2016

1
Pokazite, da Newtonova metoda za reSevanje enacbe — —c = 0, ¢ # 0,
x

porodi iteracijo &, 1 = (2 — cxy,), za n > 0.
Prav tako pokazite, da ima iteracija kvadrati¢no konvergenco v blizini
fiksne tocke.

Pokazite, da je resitev enacbe x = ¢!/® hkrati tudi fiksna tocka ite-
racije Tp,4+1 = cx*, za n > 0,c > 0. Pokazite Se, da iteracija ne

n

kovergira k resitvi enacbe.

2. [10] Z uporabo Givensovih rotacij in QR razcepa resite naslednji sistem enacb

z—y=0,
—xr+2y=1,
—y+2z=1.

3. [8] Izpeljite metodo za aproksimacijo drugega odvoda funkcije f:

4. [12]

5. [10]

f"(a) = Af(a—h)+ Bf(a)+ Cf(a+h)+ Df(a+2h), A B,C,DE€eR,

pri ¢emer zahtevate, da je metoda eksaktna za polinome stopenj < 3.

2)

b)

a)

b)

Naj bo f(z) = V1—z in xg = 0,21 = % Izracunajte deljeno dife-
renco na §tirih tockah f[zg, o, 21, 21].

Numeri¢no ra¢unajmo doloc¢en integral s sestavljenim Simpsonovim
pravilom. Dolocite najvecji dovoljen korak h in pripadajoce Stevilo
podintervalov n za aproksimacijo integrala

2
1
/ dx,
0o T+4

da bo napaka aproksimacije manjsa od 107°. Nato izracunajte Se
iskano aproksimacijo.

Zapisite polinomsko parametri¢no krivuljo
pt) = +22 +1,22 —t+2)1, 0<t <1,

v Bézierovi obliki.

z(1—x)

Dokazite, da velja B, (2x?%;x) = 22 + , kjer je

Ba(fia) = 3 fli/n) (7)ata =y

=0



66 2 IZPITI

IZPIT
19. februar 2016

1. [8] a) Pokazite, da je 0.1 = Y72 (274 +27471),
b) Uporabite tocko a) in pokazite, da je binarni zapis za = 0.1 enak
0.0001100, (zadnje $tiri Stevke se ponavljajo).

2. [10] Dana je matrika

120 3
253 6
A= 03101
36 1 14

a) Izracunajte ||A||1, || Ao in || 4| F-

b) S pomodjo razcepa Choleskega resite sistem Az = b, kjer je b =
(1,0,1,0)7.

3. [10] Dan je linearen sistem Ax = b, kjer je

-5 2 1 -3
A= 1 101 |, b=| 27
1 1 —4 4

a) Poisc¢ite Jacobijevo iteracijsko matriko Ry in pokazite, da Jacobijeva
metoda konvergira.

b) Uporabite Jacobijevo metodo in poiscite priblizek (1), kjer za zacetni
priblizek vzemite 2(*) = (0.5, —2.5, —1.5)7".

4. [10] Za funkcijo f(x) = sinz + cosx — 1 pois¢ite interpolacijski polinom p
stopnje 5, za katerega velja

p(k5) =7 (k5). »(k5) =1 (k3). 2" () =1 (k3):
za k =0,1.

5. [12] Povrsina obmodja, ki ga opiSe krivulja y? + 22 = cosz, je dana s formulo

A= 4/ (Vcosx — x?)dx
0

kjer je o pozitivni koren enacbe cosx = z2.

a) S tangentno metodo izra¢unajte o na tri decimalke natanéno.

b) Izra¢unajte povrsino A s pomocjo enostavnega Simpsonovega pravila.
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IZPIT
20. junij 2016

1. [10] Naj bo a € R, a # 0, dano $tevilo in naj bo
1 3 2,5
xr+1:§(15xr*10axr+3a 1'74), 7”:0,1,...

zaporedje iteracij.
a) Dolo¢ite vse fiksne tocke dane iteracije. Katere so privlacne in katere
odbojne? V okolici privla¢nih fiksnih toc¢k dolocite red konvergence.

b) Naj bo a = 5. Z izbiro z¢ = % izra¢unajte naslednja dva priblizka za
pripadajoco fiksno tocko ter izra¢unajte napako priblizka .

[\)

. [10] Z Newtonovo metodo re$ujemo sistem nelinearnih enacb
sin(rz) cos(my) = cos(wx),
sin(7z) sin(my) =

7 zaletnim priblizkom (%, i)T izra¢unate nov priblizek k resitvi.

w

. [10] Izra¢unajte singularni razcep matrike

311
1=(4n)

. [10] Naj bodo (x1,41)T, (z2,92)%, -, (Tm,ym)T dane tocke v ravnini.

>~

a) Poisc¢ite premico y = kx + n, ki po metodi najmanjsih kvadratov
najboljSe aproksimira te tocke.

b) Uporabite rezultat iz naloge a) na naboru tock (1,2)7,(2,3)7,(3,5)7, (4,8)7.
5. [10] Dane so toc¢ke (0,0)T, (1,1)T, (3, —1)T. ZapiSite kvadratno Bézierovo kri-

vuljo, ki te tocke interpolira pri parametrih 0, %, 1. Dobljen kontrolni po-
ligon in krivuljo tudi skicirajte.
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Solsko leto 2016/2017



2.9 Studijsko leto 2016,/2017 69

IZPIT
21. junij 2017

1. [20] Za izratun ¢, a > 0, uporabimo iteracijo

[

o]
4z

T TRy
T

a) Pokazite, da je /a negibna tocka dane iteracijske funkeije in dolo¢ite
red konvergence v blizini te tocke.

b) Naj bo a =9 in xy = 2. Izra¢unajte naslednji priblizek x; za v/9.
2. [20] S pomod&jo QR razcepa poiséite resitev predoloenega sistema

921 + 2623 = 15,
1221 — Txg = 0,
dxg + dx3 = —H,

—3x9 —3x3 = b,

po metodi najmanjsih kvadratov.

3. [20] Izpeljite formulo za aproksimacijo drugega odvoda f”(x¢) tako, da upora-
bite le funkcijske vrednosti f(xg—h), f(zo) in f(xo+3h). Dolocite napako
pravila.

4. [20] Poiscite kontrolne tocke kubi¢ne Bézierove krivulje b za katero velja
b(0) = (0,0)", b'(0)=(6,6)", b”(0)=(0,—12)", b"(0)=(-6,6)".

Dobljeno Bézierovo krivuljo natan¢no skicirajte.



70 2 IZPITI
1ZPIT
6. julij 2017
1. [20] Zanimajo nas ni¢le funkcije f(z) = 2® — 2u.

a) Preverite, da je g(x) = Iéiiig) iteracijska funkcija za f. Izracunajte
resitve enacbe f(z) = 0.

b) Kaj lahko poveste o redu konvergence iteracijske funkcije g v blizini
vsake izmed resitev enacbe f(x) = 0 na podlagi zgolj prvega odvoda
funkcije g7

2. [20] Z LU razcepom brez pivotiranja poiséite resitev sistema enacb:
x1+3:c2+x4 = 1,
T+ 2x9 — 223 + x4 = 2,
—2x1 — 4x9 + 323 = 3,
21’1 + 51’2 + 3IC4 —1= 21’3.
3. [20] Naj bo f:[a,a+ h] = R, h > 0, vsaj trikrat zvezno odvedljiva funkcija.
Dolocite koeficienta aq in a7 v integracijskem pravilu
{l+h 2
/ f@)de =apf(a) + o f (a—|— 3h>—|—Rf
tako, da bo natan¢no za polinome ¢im visje stopnje. Nato izrazite ostanek
Rf z vi§jim odvodom funkcije f in konstanto h.
4. [20] Naj ima kubi¢na Bézierova krivulja b naslednje kontrolne tocke:

by =(0,0)", by=(a,b)", by=(27,9)", bz=(9,0)"
in naj pri parametru t = % interpolira toc¢ko (13—9, 6)7.

a) Dolo¢ite neznano kontrolno tocko by, tako da uporabite de Castelja-
uov algoritem.

b) Grafi¢no ponazorite de Casteljauov algoritem za dobljeno Bézierovo
krivuljo b pri parametru t = % in krivuljo b natanc¢no skicirajte.
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1. [20]
2. [20]
3. [20]
4. [20]

1ZPIT
22. avgust 2017

Zelimo resiti enac¢bo

e* 4 =0. (2.3)
a) Preverite, da je
e?*(2x — 1)
g(l‘) - 2€2z + 1

iteracijska funkcija za reSevanje (2.4). Za zadetni priblizek zo = 0
izracunajte naslednji priblizek x1, ki ga vrne iteracijska funkcija g.

b) Ali iteracija z iteracijsko funkcijo g v neki okolici resitve enacbe (2.4)

konvergira?
Naj bo
1-1 14 4
1 4 -2 0
A= 14 2 | b= 2
1-10 14

S pomocjo QR razcepa poiscite resitev predolocenega sistema Ax = b po
metodi najmanjsih kvadratov.

Izpeljite formulo za aproksimacijo prvega odvoda f’(z¢) tako, da uporabite
le funkcijske vrednosti f(zo—h), f(zo) in f(xo+3h). Dolocite tudi napako
pravila.

Nato ocenite Se celotno napako (pri ¢emer zaokroZitveno napako zane-
marite) in optimalni korak h, ¢e za izracunane funkcijske vrednosti velja
(i) = f(ai)] < 5-107C ter je [|f®)]| < 10.

Dana je kubi¢na Bézierova krivulja b z naslednjimi kontrolnimi tockami:
bo=(L,a)", bi=(a+b1)", by=(la+b)", b= (0",
kjer sta a,b € R.

a) Dolocite totko na Bézierovi krivulji b pri parametru ¢ = %, tako
da uporabite de Casteljauov algoritem. S pomocjo dobljene trikotne

sheme dolo¢ite tudi b’(3).

b) Vrednosti a in b dolo¢ite tako, da bo tocka b(3) leZala na razpoloviséu
daljice med drugo in tretjo kontrolno toc¢ko. Grafi¢no ponazorite de
Casteljauov algoritem za dobljeno Bézierovo krivuljo b pri parametru
t= % in krivuljo b natanc¢no skicirajte.
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1ZPIT
5. september 2017
1. [20] Za sistem enacb
2y? — 2% +ay =3y — 2,
322 + 2% — 20y = 8 — x,
naredite en korak tangentne (Newtonove metode) z zacetnim priblizkom
zo = 0 in yo = 1. Nato zapiSite sistem enacb, ki bi ga morali resiti na
drugem koraku tangentne metode (tega sistema ni potrebno resiti).
2. [20] IzraGunajte matriki L in U iz LU razcepa matrike
6 6 8 8
019 18
A= 124 8 0
041212
z delnim pivotiranjem. Nato izrac¢unajte Se | L]l in ||U]|1.
3. [20] Za iskanje nic¢le funkcije f uporabimo iteracijo
f(xr)
=, — 2
Tr41 Ty p;ﬂ(wr)7 — 4y
kjer p, oznacuje polinom stopnje < 2, ki interpolira vrednosti funkcije f
v to¢kah z,,x,_1 in z,._o.
a) S pomocjo deljenih diferenc in Newtonovega zapisa interpolacijskega
polinoma p,. dolo¢ite pl.(x..).
b) Naj bodo dana funkcija f(z) = 2°—7 in zacetni priblizki xo = 5,2, =
4,9 = 3. Z dano metodo doloc¢ite naslednji priblizek x3.
4. [20] Naj bo f : [a,b] — R vsaj trikrat zvezno odvedljiva funkcija. Dolo¢ite

koeficiente A, B in C v integracijskem pravilu

b 2
/ f(x)dszf(a)—l—Bf(a—i—3(b—a)) +C f(b) + Rf

tako, da bo natan¢no za polinome ¢im visje stopnje. Nato dolocite Se
napako Rf numeri¢ne integracije s tem pravilom.
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IZPIT
7. junij 2018

1. [10] Iteracija
Try1 =2 — (1 + )z, + ca

za nekatere vrednosti parametra c in zacetne priblizke xy dovolj blizua = 1
konvergira proti a.

a) Za katere vrednosti parametra ¢ imamo zagotovljeno konvergenco v
blizini fiksne toc¢ke a?

b) Za katero vrednost parametra ¢ bo konvergenca v blizini fiksne tocke
a kvadrati¢na?

¢) Za vrednost parametra ¢ iz tocki (b) naredite en korak iteracije z
zacetnim priblizkom x¢ = %

2. [10] Dana je matrika

3 -1-2
A=13 3 5
20 4

a) Poisc¢ite LU razcep z delnim pivotiranjem matrike A.

b) S pomod¢jo izraGunanega razcepa izracunajte determinanto matrike
A.

3. [10] Funkcijo f(z) = sin(z) interpoliramo v to¢kah xo = 0 in 23 = h s polino-
mom tretje stopnje. Pri tem v toc¢ki zp interpoliramo vrednost funkcije,
odvod funkcije in drugi odvod funkcije. V toc¢ki x; pa samo vrednost funk-
cije. Ocenite kolikSsen mora biti &, da bo napaka interpolacije na intervalu
[0, h] manjsa od 1075,

4. [10] Naj ima funkcija f lokalni minimum na interval z, 1 < & < z,41, pri
¢emer velja xp = xg + kh, k =0,1,...,n+ 1. Pokazite, da je priblizek za
ta lokalni minimum, ki nam ga da interpolacijski polinom stopnje dva, ki
interpolira f v tockah x,,_1, 2, in 2,41, oblike

L( (fnsr) = flan-))?
flon) = (f(xnﬂ) —2f(zn) + f(x”1)> .

8

5. [10]  a) ZapiSite parametri¢no enac¢bo Bézierove krivulje v Bernsteinovi obliki,
ki jo dolo¢ajo kontrolne tocke (1,2)7,(3,4)%, (6,—6)T in (10,8)7. Iz-
racunajte njene vrednosti pri parametrih ¢ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1
ter skicirajte krivuljo.

b) Uporabite definicijo za linearno neodvisnost funkcij in dokaZite, da
so Bernsteinovi polinomi B, B, ..., B]! linearno neodvisni.
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1. [10]

2. [10]

3. [10]

4. [10]

5. [10]

IZPIT
22. junij 2018

Ena¢bo 22 —a =0, a € R, a # 0, reujemo z iteracijo

3

zr—‘—lzma =0,1,...

Dolo¢ite neznana koeficienta A in B tako, da bo red konvergence v okolici
reSitve y/a vsaj kvadraticen. Kaksen je to¢no red konvergence?

7 iteracijo, ki jo dobite, izracunajte v/5 na pet decimalnih mest natanéno
z zaCetnim priblizkom xg = 2 .

S pomocjo QR razcepa z Givensovimi rotacijami resite predolo¢en sistem
Az = b za podatke

-1 1 1
A= 1 =2, b=1{o0
0 1 1

Izracunajte
min | Az —b |2 .
x

Funkcijo f(x) = sin(z) interpoliramo v totkah xo = 0 in ;1 = h s polino-
mom tretje stopnje. Pri tem v tocki x( interpoliramo vrednost funkcije,
odvod funkcije in drugi odvod funkcije. V toc¢ki x; pa samo vrednost funk-
cije. Ocenite kolikSen mora biti i, da bo napaka interpolacije na intervalu
[0, k] manjga od 1078,

S pomoc¢jo metode nedolocenih koeficientov doloéite koeficiente a, b, ¢, d in
red odvoda n v kvadraturni formuli

/ " f@)de = h(af(xo) + b7 (1) + cf (@2)) + dF (),

kjer so z; = 29 +th in zg < € < x4.

a) Konstruirajte Bézierovo krivuljo stopnje tri s $tirimi kontrolnimi to¢-
kami (0,0)7,(1,2)7,(3,2)T in (2,0)T. Generirajte vsaj 5 tock na kri-
vulji.

b) Dokazite, da lahko vsak Bernsteinov polinom stopnje < n izrazimo
kot linearno kombinacijo Bernsteinovih polinomov stopnje n.
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1. [20]

2. [20]

3. [20]

4. |20

IZPIT
12. junij 2019

Dana sta matrika A in vektor b

6 6 8 8 44
019 18 4
A= 124 8 0 |’ b= 56
041212 28

Za matriko A izrac¢unajte LU razcep z delnim pivotiranjem. Nato s pomo-
¢jo dobljenega razcepa (ekonomi¢no) izra¢unajte vrednost izraza b7 A=1b.

Dolocite vektor v podprostoru, ki ga razpenjajo stolpci matrike

1-1 14
1 4 =2
1 4 2
1-10

za katerega velja, da je v drugi normi najmanj oddaljen od vektorja
(4,0,2,14)T.

Poiscite polinom p, ki se s funkcijo f(z) = 712 ujema trojno (tj. v vrednosti
ter prvem in drugem odvodu) v tockah 1 in 2. Pokazite, da se f in p v
nobeni tocki z intervala [1,2] absolutno ne razlikujeta za ve¢ kot %.

Naj bo f : [a,b] — R vsaj trikrat zvezno odvedljiva funkcija. Dolo¢ite
koeficiente A, B in C v integracijskem pravilu

/abf(ac)dx:Af(a)+Bf(a+z(b—a))+Cf(b)+Rf

tako, da bo natan¢no za polinome ¢im visje stopnje. Nato dolocite Se
napako Rf numeri¢ne integracije s tem pravilom.



78 2 IZPITI

1ZPIT
26. avgust 2019

1. [5] Katero stevilo (v desetiskem zapisu) je v IEEE aritmetiki s premi¢no piko
v dvojni natan¢nosti predstavljeno kot

1 10000000101 101001010...0| ?
44

2. [6] Poiscite interpolacijski polinom p, za katerega velja

3. [13] Dana je iteracija
Try1 = 2,.(3 — 3azx, +a’x?), r=0,1,2,..
kjer je a # 0.

a) Izracunajte fiksne tocke iteracije ter dolocite ali so privla¢ne ali od-
bojne.

b) V okolici privla¢nih fiksnih toc¢k dolocite red konvergence ter zacetne
priblizke, za katere zaporedje iteracij zagotovo konvergira.

c¢) Preizkusite iteracijo za a = 5 in g = 0.1. Komentirajte rezultat.

4. [13] Dana je nesingularna matrika A € R™*" z LU razcepom A = LU ter
vektorja a,b € R™.

(a) Sestavite ekonomiden algoritem za izracun resitve sistema

(54) ()= () e

in prestejte Stevilo operacij.

(b) Izracunajte LU razcep brez pivotiranja matrike A in reSite sistem
(2.4) za podatke

12 0 8 —43 3
A=|96-4 72 |, a=| 10 |, b= 14
0 32 —48 98 46

5. [13] Dolocite funkcijo f(z) = a + bx? + esin(%E), ki se po metodi najmanjsih
kvadratov najbolje prilega tockam

(-2,4), (-1,0), (1,2), (2,8).

Nalogo resite preko QR razcepa, ki ga izracunajte s pomocjo Gram-Schmidtovega
postopka.



