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Predgovor

Predmet Funkcionalna analiza na dodiplomskem studijskem programu
Matematika na UP FAMNIT primarno zajema osnove teorije operatorjev na
Banachovih in Hilbertovih prostorih. Sama predavanja so bila zgrajena s
pomocjo zapiskov, ki sem jih kot student ustvaril pri predavanjih dr. Petra
LegiSe. Pri tem so bile dolocene tematike zamenjane z drugimi. Vrstni red
snovi je bil prav tako ustrezno prilagojen. Studenti UP FAMNIT topologijo
metriénih prostorov spoznajo v okviru obveznega predmeta Analiza 3, sam
predmet Topologija pa je izbirnega tipa. Ker so dolo¢ena topoloska predzna-
nja pri predmetu Funkcionalna analiza zelo dobrodosla, so le-ta vkljucena v
okviru uvodnega poglavja, kjer se izreki praviloma ne dokazujejo. Pri¢ujoce
delo vklju¢uje pregled vsebine (izreki in definicije), ki jo obi¢ajno obravna-
vamo pri predmetu Funkcionalna analiza. Sama predavanja so bogatejsa za
vecino dokazov ter stevilne zglede. Zapiski so na koncu opremljeni tudi s ter-
minoloskim slovarjem (ENG/SLO), saj je predmet praviloma na voljo tako
slovenskim kot tujim Studentom.

Marko Orel Koper, Maj 2022
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POGLAVJE 0

Predsnov (nekaj pojmov iz
topologije)

V tem poglavju bomo ponovili nekaj dejstev o topoloskih prostorih.

0.1 Topoloski prostori

Naj bo X neprazna mnozica. Druzini 7 podmnozic mnozice X pravimo
topologija, e so izpolnjeni naslednji trije pogoji.

(i) 0,X € 7;

(ii) Ce je A neka mnozica in velja Vi € 7 za vsak A € A, potem velja tudi
UxeaVh € 75

(iii) Ce je V1, Vo € 7, potem velja tudi Vi NV, € 7.

Paru (X, 7) pravimo topoloski prostor. Elementi topologije so odprte mnoZice.
Mnozica F' C X je zaprta natanko tedaj, ko je njen komplement odprt, tj.
F° e 1. Okolica tocke x v topoloskem prostoru X je taka podmnozica U C X,
za katero obstaja odprta mnozica V C X, daveljax € V C U.

Naj bo X topoloski prostor in A njegova podmnozica.

5



0 PREDSNOV (NEKAJ POJMOV 1Z TOPOLOGIJE)

Pravimo, da je x € X notranja tocka mnozice A, e obstaja taka oko-
lica U tocke = v prostoru X, da velja z € U C A.

Pravimo, da je y € X zunanje tocka mnozice A, ¢e obstaja taka oko-
lica U tocke y v prostoru X, da veljay € U C A°.

Pravimo, da je z € X robna tocka (ali mejna tocka) mnozice A, e
vsaka okolica tocke z v X seka obe mnozici A in A°.

Mnozici vseh notranjih tock mnozice A pravimo notranjost mnozice A
in ozna¢imo z Intx (A).

Mnozici vseh zunanjih tock mnozice A pravimo zunanjost mnozice A
in ozna¢imo z Exty(A).

Mnozici vseh robnih to¢k mnoZice A pravimo rob (ali meja) mnozice A
in oznac¢imo z Jx(A).

Mnozice Intx(A), Extx(A), dx(A) so med sabo disjunktne, njihova unija pa
je cel prostor X. Notranjost Intx(A) je unija vseh odprtih mnozic, ki so
vsebovane v mnozici A. Zato je tudi najvecja med odprtimi mnozicami, ki
so vsebovane v A.

Zaprtje mnozice A v X je presek vseh zaprtih mnozic, ki vsebujejo A. To
je najmanjsa med zaprtimi mnozicami, ki vsebuje A. Ozna¢imo jo z A. V
kolikor ni jasno, kaj je topologki prostor, potem uporabimo oznako Clx(A).
Veljajo naslednja dejstva:

Mnozica A je odprta v X natanko tedaj, ko velja A = Intx(A);

Mnozica A je zaprta v X natanko tedaj, ko velja A = A;
0 = 0;

(4) =4
Ce za podmnozici A in B v X velja A C B, potem je A C B;

Za podmnozici A in B v X vselej velja AUB = AU B.

Naj bo a,s,a,aq,... € X. Pravimo, da je a limita zaporedja (an)nen,
¢e za vsako okolico U tocke a v X obstaja tako naravno Stevilo ng, da velja
a, € U za vsak n > ng. V tem primeru piSemo a = lim,,_, a, in pravimo,
da je zaporedje (a,)nen konvergentno.
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Pravimo, da je s stekalisée zaporedja (a,)nen, ¢e vsaka okolica tocke s
v X vsebuje neskonc¢no ¢lenov tega zaporedja.

Naj bosta X in Y topoloska prostora. Za preslikavo f : X — Y pravimo,
da je zvezna v tocki x € X, ¢e za vsako okolico V' tocke f(x) obstaja taka
okolica U tocke z, da velja f(U) C V. Pravimo, da je preslikava f zvezna,
Ce je zvezna v vsaki tocki iz prostora X.

Trditev 0.1. Naj bosta X in'Y topoloska prostora. Za preslikavo f : X — Y
so naslednje trditve ekvivalentne.

(i) Preslikava f je zvezna;
(ii) Za vsako odprto mnoZicoV vY je mnoZica f~(V') odprta v prostoru X ;
fUE

(111) Za vsako zaprto mnoZico F vY je mnoZica ) zaprta v prostoru X ;

(iv) Za vsako podmnozico A C X wvelja f(A) C f(A).

V kolikor za a, ay, as, ... € X veljaa = lim, . a, inje f : X — Y zvezna
preslikava, potem velja tudi f(a) = lim, ., f(ay).

Ceso X,Y,Z topoloski prostori, preslikavi f: X — Y, g:Y — Z pa sta
zvezni, potem je zvezen tudi njun kompozitum go f : X — Z.

Naj bosta X in Y topoloska prostora.

e Preslikava f : X — Y odprta, ¢e slika odprte mnozice v odprte mnozice.
e Preslikava f : X — Y zaprta, ¢e slika zaprte mnozice v zaprte mnozice.

e Preslikava f : X — Y je homeomorfizem, Ce je bijektivna ter sta obe
preslikavi f in f~! zvezni.

e Ce obstaja kakSen homeomorfizem f : X — Y, potem pravimo, da sta
topoloska prostora X in Y homeomorfna.

Za bijektivno preslikavo f : X — Y ocitno velja
f je odprta <= f~! je zvezna <= f je zaprta
ter
f je homeomorfizem <= f je zvezna in odprta <= f je zvezna in zaprta.

Cesta X inY topoloska prostora, potem druzina 7 podmnozic mnozice
X x Y, ki jo sestavljajo vse unije mnozic oblike U x V| kjer je U odprta
mnozica v X in je V odprta mnozica v Y, tvori topologijo. Pravimo ji
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produktna topologija. Pritaki izbiri topologije na mnozici X XY, sta preslikavi
(tj. projekciji)

XxY =X
(,y) =z

in
XxY =Y
(z,y) =y
zvezni. Poleg tega za vsaki mnozici A C X in B CY velja
AxB=AxB.

Za zaporedje (x,,y,) in tocko (x,y) v prostoru X X Y, ki je opremljen s
produktno topologijo, velja

lim (z,,y,) = (z,y) <= lim z, =2z in lim y, = y.

n—oo n—oo n—oo

Naj bo X topoloski prostor in K C X njegova podmnozZica. Ce so mnozice
Gy, A € A odprte v X ter velja K C Uycp Gy, potem pravimo, da je druzina
{G, : X € A} odprto pokritje za mnozico K. Mnozica K je kompaktna, Ge ima
vsako njeno odprto pokritje, kaksno kon¢éno podpokritje, tj. velja implikacija

{G, : X € A} je odprto pokritje mnozice K
= dn € Nter \j,..., A\, € A, tako da velja K C U G,,.

Trditev 0.2. Naj bosta X in'Y topoloska prostora, f : X — 'Y zvezna presli-
kava in K C X kompaktna mnoZica. Tedaj je kompaktna tudi mnoZica f(K).

0.2 Metric¢ni prostori

Metricen prostor je par (M,d), kjer je M neprazna mnozica, preslikava
d: M x M — R pa ima spodnje $tiri lastnosti:

()

x,y) > 0 za vse z,y € M;

= d(y,x) za vse x,y € M;

d(z,y)
(z,y) = 0 natanko tedaj, ko velja z = y;
(z,9)
(z,2) <

i) d
(iii) d
iv) d(z,z) <d(x,y) +d(y,z) za vse x,y,z € M.
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Preslikavi d pravimo metrika.
Naj bo x € X in r > 0. Mnozici

K(z,r):={ye M :d(x,y) <r}

pravimo odprta krogla s sredis¢em v x in radijem 7. Ce druzino 7 sestavljajo
vse unije odprtih krogel v prostoru M, potem je (M, T) topoloski prostor. Iz
same definicije druzine 7 sledi, da je K(z,r) odprta mnozica. Izkaze se, da
velja

K(z,r)={y e M :d(x,y) <r}.
Slednje je zaprta krogla s sredis¢em v x in radijem r. V kolikor je M metri¢en
prostor in je A C M njegova podmnozica, tedaj velja

A = {limite zaporedij iz A4, ki so konvergentna v M?}.

Trditev 0.3. Naj bo (M, d) metricen prostor in xo € M. Tedaj je preslikava
M — R, ki je podana s predpisom x — d(x,xy), zvezna.

Trditev 0.4. Naj bo X topoloski prostor in K C X njegova kompaktna pod-
mnoZica. Ce mnoZico realnih stevil opremimo z (obicagno) metriko d(x,y) =

|x —y|, potem za vsako zvezno preslikavo f: X — R obstajata taka T,z €
K, da velja

) =minf(x) in  f(ea) = max f(a).

zeK zeK

Trditev 0.5. Naj bo (M,d) metricen prostor in K C M njegova kompaktna
podmmnozica. Tedaj je mnozica K zaprta.

Trditev 0.6. Naj bo F € {C,R} in naj bo mnozZica F" opremljena z (0bi-
cagno) metriko

d((xl, R I €, P

Tedaj je mnozica K C F™ kompaktna natanko tedaj, ko je zaprta in omejena.
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Linearni topoloski prostori

Naj bo X hkrati vektorski prostor nad obsegom F € {C,R} in topoloski
prostor. Pravimo, da je X linearen topoloski prostor (LTP), ¢e sta preslikavi
seStevanja

XxX—=>X (1.1)
([Ehl’g) — T+ o
in mnozenja s skalarjem

FxX—X (1.2)
(N z) = Az

zvezni. Pri tem je mnozica F opremljena z obi¢ajno topologijo/metriko,
mnozici X X X in F x X pa sta opremljeni s produktno topologijo.
Opomba. Zveznost preslikave (1.1) je ekivalentna slede¢emu: Za poljubni
tocki x1, x5 € X in za poljubno okolico V' tocke x; + x5 obstajata taki okolici
U, tocke xq in U, tocke x5, da velja

i+ay, eV

za vse ) € Uy in 2y, € Us.

Podobno je zveznost preslikave (1.2) ekivalentna sledeGemu: Za poljubni
tocki A € F in x € X ter za poljubno okolico V' tocke Ax obstajata taki
okolici A tocke A in U tocke x, da velja

N2 eV

10
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zavse N e Ainx eU.

Trditev 1.1. Naj bo X linearen topoloski prostor in naj bo 0 #= Xy € F.
Tedaj je preslikava x — Aox homeomorfizem prostora X.

Trditev 1.2. Naj bo X linearen topoloski prostor in naj bo yo € X. Tedaj
je preslikava x — x + yo homeomorfizem prostora X .

Trditev 1.3. Naj bo X linearen topoloski prostor in naj bo a € X.
(i) Ce je U okolica nicle, potem je a+U := {a+wu :u € U} okolica tocke a.

(1) Ce je V' okolica tocke a, potem obstaja taka okolica nicle U, da velja
V=a+U.

Trditev 1.4. Naj bo Y vektorski podprostor v linearnem topoloskem prostoru
X. Tedaj je tudi Y wektorski podprostor v X.

Naj bosta X in Y vektorska prostora nad obsegom F. Preslikava 7' : X —
Y je linearna, ce velja

o T(xy+ x9) =Txy + Try za vse 11,29 € X
o T(A\x) =Tz zavse A € Fin vse z € X,

oz ekvivalentno, ¢e velja T'(A1x1 + Aowo) = MTxy + AoTxy za vse A, Ay € F
in vse 1,29 € X.

Trditev 1.5. Naj bo T': X — Y linearna preslikava med linearnima topolo-
Skima prostoroma X in'Y. Potem so naslednje trditve ekvivalentne:

(i) Preslikava T je zvezna;
(i1) Preslikava T je zvezna v tocki 0 € X ;
(111) Preslikava T je zvezna v neki tocki g € X.

Naj bosta X in Y linearna topoloska prostora. Mnozico vseh linearnih
preslikav iz X v Y bomo oznadili z £(X,Y). MnoZico vseh zveznih linearnih
preslikav iz X v Y bomo oznaéili z B(X,Y). Mnozica £(X,Y) tvori vek-
torski prostor nad obsegom F. Pri tem sta operaciji seStevanja preslikav ter
mnozenja skalarja in preslikave obic¢ajni (definirani sta po tockah). MnoZica
B(X,Y) tvori vektorski podprostor v £(X,Y).

Preslikavam v prostoru L£(X,F) pravimo linearni funkcionali. Vektor-
skem podprostoru X* := B(X,F), ki je sestavljen iz vseh zveznih linearnih
funkcionalov na X, pravimo dualni prostor prostora X.



POGLAVJE 2

Normirani in Banachovi prostori

Naj bo X vektorski prostor nad obsegom F € {C,R}. Preslikava ||.|| :
X — R je norma na X, ¢e zadosca spodnjim Stirim lastnostim:

(i) [|z|| > 0 za vse x € X;

(ii) Ce je ||z| = 0, potem velja z = 0;
(iii) |[Az| = |A|l|z|| za vse A € F in vse z € X;
(v) flz+yll < [lell + llyll za vse 2,y € X.

Paru (X, ||.||) pravimo normiran prostor. Vsak normiran prostor porodi me-
tricen prostor (X, d), kjer je metrika d podana s predpisom

d(z,y) = llz —yl| (2.1)
Trditev 2.1. Norma je zvezna preslikava.
Trditev 2.2. Normiran prostor je linearen topoloski prostor.

Zaporedje x1,xs,... v metricnem prostoru (X,d) je Cauchyjevo, ¢e za
vsak € > 0 obstaja tak ng € N, da velja d(z,,z,) < € za vse m,n > no.
Vsako Cauchyjevo zaporedje je konvergentno, obratno pa ni nujno res.

Metricen prostor X je poln, ¢e je vsako Cauchyjevo zaporedje konvergen-
tno (z limito v prostoru X). Normiran prostor (X, ||.||) je Banachov prostor,
e je poln glede na metriko (2.1).

12
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Trditev 2.3. Naj bo X Banachov prostor in'Y njegov vektorski podprostor.
Potem je podprostor Y zaprt natanko tedaj, ko je Banachov prostor.

Naj bo X topoloski prostor in Cy(X) mnozica vseh omejenih zveznih
funkcij iz prostora X v obseg F € {C,R} (ki je opremljen z obi¢ajno topolo-
gijo/metriko). Preslikavo ||.||« : Cp(X) — R, ki je definirana s predpisom

[f1loo == sup | f(z)],
zeX

imenujemo supremum norma.

Trditev 2.4. Mnozica Cy(X) skupaj z operacijama

(f+9)(x): = flz)+g(x) (reX),
AN(x) = Af(z)  (zeX)

n supremum normo tvori Banachov prostor.

Naj bo A algebra nad obsegom F € {C,K}. Tj. mnozica A je opremljena
s seStevanjem + in z mnozenjem s skalarjem, tako da tvori vektorski prostor
nad IF, poleg tega pa je na A definirano mnoZenje - na tak nacin, da je (A, +, -)
kolobar in velja

Azy) = (Ar)y = z(\y)
za vse x,y € A in vsak A € F. Ce je algebra A tudi normiran prostor, pri
¢emer velja
eyl < lllllyl

za vse x,y € A, potem pravimo, da je A normirana algebra. Elementu e € A
pravimo enota, ¢e velja ex = v = xe za vse x € A. Normirana algebra je
Banachova algebra, ¢e je polnal.

Trditev 2.5. Mnozica Cy(X) skupaj z operacijamsi
(f+9)@):=[flx)+g(x) (ve€X),

AN(x) = Af(z)  (zeX),
(f9)(z): = flz)g(z)  (z€X),

i supremum normo tvori komutativno Banachovo algebro. Pri tem je kon-
stantna funkcija 1 njena enota.

1V nekateri literaturi je v definiciji Banachove algebre privzeto, da le-ta ima enoto e.
Pogosto je tudi privzeto, da velja |le]| = 1.
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Trditev 2.6. V normiran: algebri je mnoZenje zvezna preslikava.

Naj bo X normiran prostor in zy,xy... € X zaporedje v njem. Pra-
vimo, da vrsta Y .o, x; konvergira, e zaporedje s, = Y., x; delnih vsot
konvergira (v prostoru X). Vista Y .~ x; je absolutno konvergentna, ¢e velja
D i ]| < oo

Izrek 2.7. Naj bo X normiran prostor. Potem je X Banachov prostor na-
tanko tedaj, ko je vsaka absolutno konvergentna vrsta v X tudi konvergentna.



POGLAVJE 3

Omejeni operatorji

Naj bosta X in Y normirana prostora. Linearnim preslikavam v mnozici
L(X,Y) pravimo tudi linearni operatorji. Linearen operator A : X — Y je
omejen, ¢e obstaja tako nenegativno realno stevilo M, da velja || Az|| < M||x||
za vse ¢ € X. Taki najmanjsi konstanti M pravimo operatorska norma
operatorja A in jo oznacimo z ||A]|, tj.

|A]| := inf{M : ||Az|| < M||z|| za vse z € X}.
Za operatorsko normo tako velja tudi
[ Az[| < [[Afl]l=|
za vse v € X.

Trditev 3.1. Naj bosta X in Y normirana prostora. Za linearen operator
A: X =Y velja

Ax
|All = sup lAc] _ sup |[Az| = sup [|Az|| = sup [|Az|. (3.1)
ozzex ||z lzll=1 lz|l<1 lzll<1

Opomba. V kolikor operator A v Trditvi 3.1 ni omejen, potem so vsi supre-
mumi v (3.1) enaki oco.

Izrek 3.2. Naj bosta X in Y normirana prostora. Linearen operator A :
X =Y je zvezen natanko tedaj, ko je omejen.

15



16 3 OMEJENI OPERATORJI

Izrek 3.2 torej pove, da je vektorski prostor B(X,Y’) sestavljen iz vseh
omejenih linearnih operatorjev, ki slikajo iz X v Y.

Trditev 3.3. Naj bosta X in Y normirana prostora. Potem je vektorsk:
prostor B(X,Y') skupaj z operatorsko normo normiran prostor.

Opomba. 1z trditve 3.3 sledi, da je tudi dualen prostor X* = B(X,F) normi-
ran prostor za operatorsko normo.

Trditev 3.4. Naj bodo X,Y,Z normirani prostori. Naj bo T € B(X,Y),
S e B(Y,Z) ter ST := S oT njun kompozitum. Tedaj velja ST € B(X,Z)
in || ST < [[SH|T]]-

Posledica 3.5. Naj bo X normiran prostor. Tedaj je B(X) := B(X,X)
normirana algebra, ki ima za enoto identicni operator I. Velja ||I|| = 1.

Naj bo X topoloski prostor. Pravimo, da je podmnozica A C X gosta v
X, ¢e za vsak x € X in za vsako okolico U tocke x v prostoru X obstaja tak
a € A, daveljaaeU.

Ekvivalentno, podmnozica A C X je gosta v X, ¢e velja A = X.

Izrek 3.6. Naj bo X normiran prostor, Y Banachov prostor, Z gost vek-
torski podprostor v X in A : Z — 'Y omejen linearen operator. Tedaj lahko

operator A razsirimo na en sam nacin do omejenega linearnega operatorja
A: X =Y. Pritem velja ||A| = ||A].

Izrek 3.7. Naj bo X normiran prostor in 'Y Banachov prostor. Tedaj je
B(X,Y) Banachov prostor.

Posledica 3.8. Naj bo X normairan prostor. Tedaj je X* Banachov prostor.

Posledica 3.9. Naj bo X Banachov prostor. Tedaj je B(X) Banachova
algebra.

Naj bosta X in Y normirana prostora in naj bo 7' : X — Y linearna
preslikava. Ce velja
[Tz|| < |||

za vse x € X, tedaj pravimo, da je preslikava T skrcitev ali kontrakcija. Ce
velja
[Tz = =]

za vse x € X, potem pravimo, da je 1" izometrija. Linerna izometrija je
vedno injektivna in zvezna, tj. omejena, saj je njena norma enaka 1. Linearni
bijektivni izometriji 7' : X — Y pravimo tudi izometricni izomorfizem med
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prostoroma X in Y. V kolikor obstaja kakSen izometri¢ni izomorfizem med
X in Y, potem pravimo, da sta prostora X in Y izometricno izomorfzna.

Naj bo X vektorski prostor nad obsegom F € {C,R} in naj bo Y njegov
vektorski podprostor. Tedaj tvori mnozica

XY ={z+Y :0e€ X}
skupaj z operacijama

(1 +Y)+ (224+Y) = (r14+22)+Y (21,22 € X),
A(z+Y)= +Y (x e X, €F)

vektorski prostor.

Izrek 3.10. Naj bo X normiran prostor in'Y njegov zaprt vektorski podpro-
stor.

(i) S predpisom

Y| := inf = inf ||z — 3.2
lz + Y[} = inf Jlo +yl| = inf |z —y] (3:2)

je podana norma na vektorskem prostoru X/Y . Preslikava
q: X = X/Y,

ki je podana s predpisom q(x) = x +Y, je linearna zvezna odprta kon-
trakcija. MnozZica U C X/Y je odprta v normiranem prostoru XY
natanko tedag, ko je ¢~ (U) odprta mnoZica v X.

(ii) Ce je X Banachov prostor, potem je za normo (3.2) Banachov tudi
prostor X/Y.

Opomba. Topologijo na prostoru X/Y, ki je opisana v tocki (i) izreka 3.10,
imenujemo kvocientna topologija.

Pred nadaljevanjem si poglejmo Se nekaj lastnosti konéno razseznih nor-
miranih prostorov. Ce je X vektorski prostor nad F € {C,R}, potem sta
normi |||, in |||y na X ekvivalentni, ¢e obstajata taki konstanti ¢, d > 0, da
velja

cllzlla < @]y < dllzla

za vse © € X. V tem primeru je mnozica U C X odprta v (X, ||.||.) natanko
tedaj, ko je odprta v (X, ||.]|s), tj. pripadajo¢i topologiji sta med sabo enaki.

Trditev 3.11. Vse norme na F™ so med sabo ekvivalentne.
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Kot posledico trditev 0.6 in 3.11 dobimo naslednji rezultat.

Posledica 3.12. Naj bo F € {C,R} in naj bo ||.|| poljubna norma na F".
Podmnozica K v normiranem prostoru (F",||.||) je kompaktna natanko teday,
ko je zaprta in omejena.

Izrek 3.13. Naj bo F € {C,R} in naj bo vektorski prostor F™ opremljen s
poljubno normo. Naj bo X koncno razseZen normiran prostor nad obsegom F
z bazo {ey,...,e,}. Tedaj je preslikava T : X — F", ki je podana s predpisom

T()\lel + 4 )\nen) = ()\1, . ,)\n)
za vse Ay, ..., A\, € F, linearen homeomorfizem med prostoroma X in F".

Posledica 3.14. Vsak koncno razseZen mormiran prostor je Banachov pro-
stor.

Posledica 3.15. Naj bo X koncno razseZen mormiran prostor nad obsegom
F € {C,R} in naj bo Y poljuben linearen topoloski prostor nad obsegom F.
Tedaj je vsaka linearna preslikava iz X v'Y zvezna.



POCLAVJE 4

Nekaj pomembnih izrekov

4.1 Hahn-Banachov izrek

Naj bo X vektorski prostor nad R. Preslikava p : X — R je sublinearna,
¢e ima sledeci lastnosti:

(i) p(z +y) < p(x) +p(y) za vse 7,y € X;
(ii) p(Ax) = Ap(x) za vse A > 0 in vse z € X.

Izrek 4.1 (Realna verzija Hahn-Banachovega izreka). Naj bo X wvektorski
prostor nad R, p : X — R sublinearna preslikava, Y wvektorski podprostor
v X in f:Y = R linearen funkcional, za katerega velja

fly) <py)

za vse y € Y. Tedaj obstaja linearen funkcional F : X — R, za katerega
velja

za vse y €Y in

za vsex € X.

Naj bo X vektorski prostor nad obsegom F € {C,R}. Preslikavap : X —
[0,00) je polnorma, ¢e ima slede¢i lastnosti:

19
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(i) plz+y) <p(z)+ply) za vse x,y € X;
(ii) p(Az) = |A|p(z) za vse A € F in vse z € X.

Opomba. Polnorma ima vse lastnosti norme, z edino izjemo, da iz p(x) = 0

~

ne sledi nujno z = 0. Vsaka polnorma je tudi sublinearna preslikava. Ce je
preslikava p v izreku 4.3 polnorma, potem lahko zaklju¢imo, da velja |F(z)| <
p(z) za vse x € X.

Naj bo X vektorski prostor nad C in naj bo f : X — C kompleksen
linearen funkcional. Preslikavi Re f,Im f : X — R z lastnostjo, da velja

f(z) = (Re f)(z) + i(Im f)(z)
za vse ¥ € X, sta realna linearna funkcionala.
Trditev 4.2. Naj bo X kompleksen vektorski prostor.

(i) Realen linearen funkcional Re f enolicno doloca kompleksen linearen

funkcional f.

(ii) Najbo g: X — R realen linearen funkcional. Potem je enolicno dolocen
kompleksen linearen funkcional F': X — C, za katerega velja Re F' = g,
podan s predpisom

F(z) = g(z) —ig(iz) (v € X).

Izrek 4.3 (Kompleksna verzija Hahn-Banachovega izreka). Naj bo X wvek-
torski prostor nad C, p : X — [0,00) polnorma, Y wvektorski podprostor v X
mn f:Y — C linearen funkcional, za katerega velja

f(w)| < p(y)

za vse y € Y. Tedaj obstaja linearen funkcional F' : X — C, za katerega
velja

za vse y €Y in

za vsex € X.

Posledica 4.4. Naj bo X normiran prostor nad F € {C,R}, Y njegov vek-
torski podprostor in f :' Y — F omejen linearen funkcional. Tedaj obstaja
omejen linearen funkcional F': X — F, za katerega velja

Fly) = f(y)
zavsey €Y in | F|| = |f]-
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Opomba. V literaturi se s ‘Hahn-Banachovim izrekom’ pogosto misli kar na
posledico 4.4.

Posledica 4.5. Naj bo X normiran prostor in 0 # xo € X. Tedaj obstaja
tak f € X*, da velja | f|| =1 in f(zo) = [|zo].

Ce je X normiran prostor, potem iz posledice 3.8 sledi, da je X** := (X*)*
Banachov prostor. Pravimo mu drug: dual prostora X. Za vsak x € X lahko
definiramo F, € X** s predpisom

Fu(f) = f(z)
zavse f € X*. Pritem velja || F,| = ||z|| za vse z € X. Preslikava X — X**,
ki je podana s predpisom
x— Fy, (4.1)

je zato linearna izometric¢na vlozitev prostora X v prostor X**. Preko identi-
fikacije prostora X s sliko preslikave (4.1) lahko razumemo X kot podprostor
v X*. Ce sta prostora X in X** preko te identifikacije enaka, t.j., ¢e je
preslikava (4.1) surjektivna, potem pravimo, da je prostor X refleksiven.
V tem primeru sta, formalno gledano, prostora X in X** izometri¢no izo-
morfna. Refleksivni so vsi kon¢no razsezni normirani prostori. Namrec, ¢e
je dim X < oo, tedaj ni tezko videti, da velja dim X* = dim X in zato tudi
dim X** = dim X* = dim X. Ker lahko X razumemo kot podprostor v pro-
storu X**, ki je enake dimenzije kot X, lahko sklepamo, da je X refleksiven.

4.2 Izrek o separaciji konveksnih mnozic

Naj bo X vektorski prostor nad obsegom F € {C,R}. Pravimo, da je
mnozica L C X konveksna, ¢e velja (1 — XNz + Ay € L za vse x,y € L in vse
A e 0,1].

Trditev 4.6. Naj bo X linearen topoloski prostor in naj bo L C X njegova
konveksna podmnoZica. Tedaj je zaprtje L tudi konveksna mnoZica.

Ni se tezko prepricati, da je presek poljubne druzine konveksnih mnozic
spet konveksna mnozica.
Naj bo M C X podmnozica vektorskega prostora X. Mnozico

co(M)={LCX:MCL,L je konveksna},

tj. najmanjso konveksno mnozico, ki vsebuje M, imenujemo konveksna ogri-
njaca mnozice M. O¢itno je M C co(M). Mnozica M je konveksna natanko
tedaj, ko velja co(M) = M.
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Konveksna kombinacija vektorjev xy,...,x, € X je vektor oblike
ATy + -+ Ay,
pri ¢emer realna Stevila A1, ..., A, > 0 zadoscajo enakosti Y ., A; = 1.

Trditev 4.7. Naj bo X wvektorski prostor nad F € {C,R} in M njegova
podmnoZzica. Tedaj velja

co(M) = {konveksne kombinacije vektorjev iz mnoZice M}.

Lema 4.8. Naj bo X realen normiran prostor in L C X neprazna konveksna
podmnoZzica. Tedaj obstaja tak omejen linearen funkcional f : X — R, da
velja

- _inf

inf |ly|| = inf f(y)

ter [|f]l < 1.

Izrek 4.9 (Izrek o separaciji konveksnih mnozic). Naj bo X realen normiran
prostor in A, B C X neprazni konveksni podmnozici. Naj bo

d(A,B) :==inf{|la—b|| :a € A,b € B} > 0.

Tedaj obstaja f € X*, ki strogo loci mnoZici A in B. To pomeni, da obstajata
taki realni Stevili ¢, ', da velja

f(B) <c<d < f(A).

Opomba. Oznaka f(B) < c v izreku 4.9 pomeni, da velja f(b) < c¢ za vsak
b € B. Podobno ¢ < f(A) pomeni, da velja ¢ < f(a) za vsak a € A.

Posledica 4.10. Naj bo X normiran prostor nad obsegom F € {C,R}, YV
njegov zaprt vektorski podprostor in xo € X\Y. Tedaj obstaja tak f € X*,
da velja f(y) =0 za vsak y € Y ter f(xq) # 0.

4.3 Baireov izrek

Naj bo (X, d) metricen prostor. Pravimo, da je podmnozica B C X nikjer
gosta v X, Ce njeno zaprtje B nima notranjih tock.

Lema 4.11. Naj bo (X, d) metricen prostor in B C X.

(i) Tedaj je B nikjer gosta v X natanko tedaj, ko B ne vsebuje kaksne
odprte krogle.
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(i1) Ce je B zaprta mnoZica, potem je B nikjer gosta v X natanko teday,
ko velja K N B¢ # () za vsako odprto kroglo K.

Lema 4.12. Naj bo (X, d) poln metricen prostor in (K;)ien zaporedje zaprtih
krogel v X, ki so oblike K; := K(x;,¢;), in za katere velja

Ki2K,2--
ter lim;_,o. g, = 0. Tedaj ima mnoZica ﬂfilfi natanko en element.

Izrek 4.13 (Baireov izrek). Naj bo (X, d) poln metricen prostorin Ay, Aa, . ..
zaporedje zaprtih podmnoZic v X. Ce unija U2, A; vsebuje kaksno odprto
kroglo, potem obstaja tak i € N, da mnozica A; vsebuje kaksno odprto kroglo.

Opomba. S pomocjo leme 4.11 lahko Bairov izrek povemo tudi na slede¢ na-
¢in: V polnem metri¢nem prostoru Stevna unija nikjer gostih zaprtih mnozic
nima notranje tocke.

4.4 Izrek o odprti preslikavi

Izrek 4.14 (Izrek o odprti preslikavi). Naj bosta X in'Y Banachova prostora
mnajboT : X — Y linearna zvezna surjekcija. Tedaj je T odprta preslikava.

Posledica 4.15. Naj bosta X in'Y Banachova prostora in naj bolT : X — 'Y
linearna zvezna bijekcija. Tedaj je T linearen homeomorfizem med prosto-
roma X in Y.

4.5 Princip enakomerne omejenosti

Izrek 4.16 (Princip enakomerne omejenosti). Naj bo X Banachov prostor
in Y normiran prostor. Naj bo A C B(X,Y) taka druZina operatorjev, da
je za vsak © € X mnoZica {Tx : T € A} omejena. Potem obstaja taka
konstanta M € R, da velja |T|| < M za vse T € A.

Za podmnozico A v normiranem prostoru X pravimo, da je $ibko omejena,
¢e je za vsak funkcional f € X* mnozica f(A) omejena. Seveda je vsaka
omejena mnozica A tudi 8ibko omejena. Posledica 4.17 pove, da velja tudi
obratno.

Posledica 4.17. Naj bo X normiran prostor in A njegova podmnoZica. Ce
je A sibko omejena, potem je tudi omejena.

Posledica 4.18. Naj bo X Banachov prostor, Y normiran prostor in A C
B(X,Y). Naj za vsak f € Y* in vsak x € X obstaja taka konstanta k (ki je
odvisna od f in ), da veljo |f(Tx)| < k za vse T € A. Potem obstaja taka
konstanta M € R, da velja |T|| < M za vse T € A.
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4.6 Izrek o zaprtem grafu
Naj bo f: X — Y preslikava med dvema mnozicama. Mnozici
L(f) ={(z,f(z)) :rx e X} C X xY

pravimo graf preslikave f. Ce sta (X, ].|[x) in (Y, ||.]ly) Banachova prostora,
potem je prostor X x Y, ki je opremljen z normo

G, 9= Nlzllx + [lylly (4.2)

Banachov, kar lahko preverimo s pomocjo izreka 2.7. Topologija na X x Y,
ki jo inducira norma (4.2), je enaka produktni topologiji.

Izrek 4.19 (Izrek o zaprtem grafu). Naj bosta X in'Y Banachova prostora
in naj bo T : X — Y linearna preslikava. Tedaj je T € B(X,Y) natanko
tedaj, ko je graf U(T') zaprt v X XY (glede na produktno topologijo).



POGLAVJE D

Prostori s skalarnim produktom
in Hilbertovi prostori

Naj bo X vektorski prostor nad obsegom F € {C,R}. Preslikavi ( , ) :
X x X — [ pravimo skalarni produkt, ¢e ima naslednje lastnosti:

(i) (x,z) > 0zavse x € X;
(ii) Ce je (x,z) = 0, potem velja x = 0;
(iii) (x+2',y) = (z,y) + (¢',y) za vse z,2",y € X

(iv) (A\z,y) = Xz, y) zavse A € F in vse z,y € X;

(v) {(x,y) = (y,z) za vse z,y € X.

Trditev 5.1. Skalaren produkt je konjugirano linearen v drugem faktorju, tj.

(,y+y) =(x.y) + () (9,9 €X),
(Az,y) =Ma,y)  (AeF,z,y € X).
Trditev 5.2. Naj bo X wvektorski prostor s skalarnim produktom. Tedaj je s
predpisom

]l = v/, z) (5.1)

25
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podana norma na X, za katero velja

[z, )] < =]l - [lyll, (5.2)
m
lz +yl* + llz = ylI* = 2[|z]1* + 2]yl (5.3)
za vse T,y € X.

Neenakosti (5.2) pravimo CBS neenakost (Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz),
(5.3) pa je paralelogramska enakost.

Trditev 5.3. Skalarni produkt je zvezna preslikava.

Ce je vektorski prostor s skalarnim produktom poln v normi (5.1), potem
mu pravimo Hilbertov prostor.

Lema 5.4. Naj bo X prostor s skalarnim produktom in naj bo v € X. Ce
velja (x,y) =0 za vsak y € X, tedaj je x = 0.

Izrek 5.5 (Rieszov izrek). Naj bo H Hilbertov prostor in f € H*. Potem
obstaja natanko en tak y € H, da velja

f(x) = (z,y)
za vse x € H. Poleg tega velja ||f|| = ||yl

Posledica 5.6. Naj bo H Hilbertov prostor. Preslikava J : H — H*, ki je
podana s predpisom y — ( ,y), je bijektivna konjugirano linearna izometrija.

Ce sta f,g € H*, potem iz Rieszovega izreka sledi obstoj natanko doloce-
nih x, z, € H, za katera velja f(z) = (x, xs) in g(z) = (x, z,) za vse v € H.
S predpisom

(f9) = (g, 25)

je podan skalaren produkt na H*, v katerem je prostor H* poln in zato
Hilbertov. S pomocjo Rieszovega izreka vidimo tudi, da je vsak Hilbertov
prostor H refleksiven.

Ce je X prostor s skalarnim produktom, potem bomo za vektorja z,y € X
enakost (x,y) = 0 zapisali tudi kot

rly,

kar pomeni, da sta vektorja x in y pravokotna oz. ortogonalna. Podobno za
mnozici A, B C X piSemo
ALlB

natanko tedaj, ko velja a_lb za vsak a € A in za vsak b € B. Definiramo Se
mnozico

At ={r e X {r}1A}={r € X : (x,a) =0 za vse a € A}.



27

Trditev 5.7. Naj bo X prostor s skalarnim produktom in A njegova pod-
mnoZica. Tedaj je At zaprt vektorski podprostor.

Za mnozico A C X naj bo Lin A njena linearna ogrinjaca, tj.

Lin A = {Z)\iai:nEN,al,...,anEA,/\l,...,)\nGF}.
i=1

Trditev 5.8. Naj bosta A in B podmnoZici prostora X s skalarnim produk-
tom. Tedaj velja:

(i) ¢e je A C B, potem velja A+ D B*;

(ii) X+ ={0} in {0} = X;

(iii) At = (A)* = (Lin A)* = (Lin A)*.
Trditev 5.9 (Pitagorov izrek). Ce za vektorja x,y € X velja x 1y, tedaj je
Iz +yll* = ll=l* + [|ly]1*.

Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktom in Y njegov vektor-
ski podprostor. Tedaj prostoru Y+ pravimo ortogonalen komplement pro-
stora Y. Seveda velja Y N Y+ = {0}. Ce velja tudi X =Y + Y, tj. vsak
x € X lahko zapisemo kot

T =1 + Ta, (5.4)

kjer je z; € Y in x, € Y4, potem pisSemo
X=YaY"

V tem primeru je zapis (5.4) enoli¢en, vektorju x; pa pravimo pravokotna
projekcija (oz. ortogonalna projektcija) vektorja x na podprostor Y. Ker iz
Pitagorovega izreka sledi ||z]|? = ||1]]* + ||z2||?, ugotovimo, da ima pravoko-
tna projekcija vedno manjso ali enako normo od vektorja x, tj. ||zi|| < ||z

Trditev 5.10. Pravokotna projekcija elementa x na podprostor Y je ele-
mentu x najblizji element v prostoru Y .

Izrek 5.11. Naj bo Y zaprt vektorski podprostor v Hilbertovem prostoru J.
Tedaj velja H =Y @ Y+.

Trditev 5.12. Najbo 'Y zaprt vektorski podprostor v Hilbertovem prostoru J.
Tedaj velja Y+ =Y.

Trditev 5.13. Naj bo M podmnoZica v Hilbertovem prostoru JH. Tedaj velja
M+t =TLin M.
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Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktom. Podmnozici {e; :
s € S} C X, kjer je S neka neprazna mnoZica, pravimo ortonormiran sistem
(ONS) prostora X, ¢e velja

(e, €1) = 1, Ce je s =1,
S0, e je s At

za vse s,t € S. Vektorji v ONS so torej med sabo pravokotni in dolzine 1.
Posledicéno so tudi linearno neodvisni.

Trditev 5.14. Naj bo X vektorski prostor s skalarnim produktom, {ey, ... e,}
njegov ONS in' Y = Lin{ey,...,e,}. Tedaj velja X =Y &Y+, Pravokotna
projekcija elementa x na podprostor'Y je enaka . (x,e;)e;.

Izrek 5.15. Naj bo x1, x5, ... zaporedje linearno neodvisnih vektorjev v pro-
storu X s skalarnim produktom. Potem v X obstaja tak ONS {ey,es,...},
da velja

Lin{xy,...,x,} = Lin{ey, ..., e,}

za vsak n € N.

Opomba. Kontrukciji ONS iz izreka 5.15 pravimo Gram-Schimdtova ortogo-
nalizacija/ortonormalizacija.

Trditev 5.16. Naj bo {ey,es,...} Steven ONS v prostoru X s skalarnim
produktom. Potem za vsak x € X wvrsta Y oo [{x,e;)|* konvergira in velja

oo
D e <z

=1

Naj bo F € {C,R}. Na mnozici

12 .= {(1’1,1‘2,...) tIT; € F,Z|xz|2 < OO}

i=1

lahko definiramo skalarni produkt s predpisom
((T1, 22, ..), (Y1, Y2, ) = Z%E
i=1

V njem je [2 Hilbertov prostor.
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Izrek 5.17. Naj bo {eq,es,...} Steven ONS v Hilbertovem prostoru 3 in
naj bo (c1,ca,...) € I>. Potem vrsta > s, c;e; konvergira in njena vsota je v

prostoru Lin{ey, eq,...}. Za vsak z € H velja

< i Ci€i, z> = ;il cile;, z).

i=1

Za vsak (dy,do, . ..) € I velja

< i C;€;, i d261> = i Cld_l
=1 =1 =1

Opomba. Ce v izreku 5.17 vstavimo (dy, ds,...) = (0,...,0,1,0,...), kjer se 1
pojavi na j-ti poziciji, potem dobimo enakost

oo
< Z C;€;, €j> = Cj.
i=1
Ce v izreku 5.17 vstavimo (dy,ds,...) = (c1,¢,...), potem dobimo enakost
oo 2 oo
| e =Xk
i=1 =1

Posledica 5.18. Naj bo {ey,es,...} steven ONS v Hilbertovem prostoru H.
Za vsak x € H wvrsta

[e.e]

> (. ede (5.5)

i=1
konvergira. Njena vsota je enaka pravokotni projekciji elementa x na vektor-
ski podprostor Lin{ey, es,...}.

Vrsti (5.5) pravimo Fourierova vrsta elementa x € H glede na ONS
{e1,€9,...}. Ce velja = = Y oo, cie; za neka Stevila ¢; € F, potem pravimo,
da smo z razvili po sistemu {ej,es,...}. Ker je ¢; = (z,¢;), je x mogoce
razviti po danem ONS na kveéjemu en nacin.

Steven (ali konfen) ONS {ey, e,,...} v Hilbertovem prostoru H je kom-
pleten, ¢e lahko vsak x € H razvijemo po njem. Kompletnemu ONS pravimo
tudi ortonormirana baza ali na kratko KONS. Pri tem je potrebno povdariti,
da ortonormirana baza v tem smislu ni nujno baza vektorskega prostora JH.

Izrek 5.19. Naj bo {ey,eq,...} Steven ali konéen ONS v Hilbertovem pro-
storu H. Tedaj so ekvivalentne trditve:
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(i) {e1,ea,...} je KONS;
(i) za vsaka 7,y € K velja (x,y) = Sy(e, &) (7 60
(iii) za vsak x € H velja ||z||* = >, [(z, €;)]? (Parsevalova enakost);

(i) {e1,es,...} ni vsebovan v strogo vecjem ONS v H;

(v) edini vektor, ki je pravoten na vse vektorje e;, je nicelni vektor;

(vi) Lin{ey, ey,...} = H.

Topoloski prostor je separabilen, ¢e vsebuje kak$no Stevno (ali kon¢no)
gosto mnozico.

Izrek 5.20. V vsakem separabilnem Hilbertovem prostoru H obstaja Steven
ali koncen KONS.

Posledica 5.21. Vsak neskoncno razseZen separabilen Hilbertov prostor je
izometricno izomorfen prostoru 2.

Trditev 5.22. Ce ima Hilbertov prostor H steven KONS, potem je separa-
bilen.

Trditev 5.23. V separabilnem Hilbertovem prostoru je vsak ONS Steven ali
koncen.

Posledica 5.24. V separabilnem Hilbertovem prostoru imajo vsi KONSi isto
kardinalnost. Ce je prostor neskoncéno razseZen, imajo vsi KONSi enako
kardinalnost, kot jo ima mnoZica N.

Opomba. V tem tekstu smo KONS definirali kot posebno vrsto Stevnega ali
kon¢énega ONS. Definicijo je mo¢ posplogiti tudi za nesteven KONS (kot
posebno vrsto nestevnega ONS), a te definicije tukaj ne bomo potrebovali.
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Adjungirani operator

V tem poglavju sta H in K Hilbertova prostora. Za vsak A € B(H,X) in
vsak y € K je s predpisom f(z) = (Ax,y) podan zvezen linearen funkcional
na H. Po Rieszovem izreku obstaja natanko en tak y* € H, da velja (Az, y) =
(x,y*) za vsak € H. Preslikavo H — XK, ki je podana s predpisom y — y*,
oznac¢imo z A*. Ni tezko videti, da je linearna. Imenujemo jo adjungirani
operator operatorja A. ZadoSca enakosti

(Az,y) = (z, Ay)

za vse ¢ € H in vse y € K. Pri tem je potrebno opozoriti, da smo skalaren
produkt na H in skalaren produkt na X oznacili enako.

Trditev 6.1. Naj bosta H in K Hilbertova prostora in A € B(H,X). Tedaj
je A* € B(X,H), ||A*|| = ||A|| in A = A.

Trditev 6.2. Naj bodo H, XK, L Hilbertovi prostor. Tedaj velja:
(i) (A+ B)* = A*+ B* za vse A, B € B(H,X);
(ii) (ANA)* = NA* za vsak A € B(H,XK) in vsak \ € C;
(i1i) (AB)* = B*A* za vse B € B(H,X) in A€ B(X,L);
(iv) I* = I, kjer je I identicni operator na H;

(v) 0 =0, kjer je 0 nicelni operator na H.
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Trditev 6.3. Naj bo A € B(H,XK) bijektiven operator med dvema Hilber-
tovema prostoroma. Tedaj je A* € B(X,H) bijektiven in velja (A*)™! =
(A=)~

Jedro operatorja A € B(H,X) je mnozica kerA := {z € H : Az = 0},
Slika ali imidZ operatorja A je mnozica imA := {Az : x € H}. Tako jedro
kot slika tvorita vektorski prostor.

Izrek 6.4. Za A € B(H,X) velja
kerA* = (imA)*
mn
imA = (kerA*)*.
Trditev 6.5. Naj bo A € B(H,X). Tedaj velja
|AAll = JAA"|| = || A]I*.

Najbo A € B(H), kjer je H Hilbertov prostor. Pravimo, da je operator A
sebiadjungiran (ali hermitski), ¢e velja A* = A. Za sebiadjungiran operator
tako velja (Az,y) = (x, Ay) za vse z,y € H.

Ceje M € B(H), potem so operatorji M M* M*M, M + M* vsi sebiad-
jungirani. Enako velja za operator 2=Y" ¢e je prostor H kompleksen.

)

Trditev 6.6. Naj bo M € B(H), kjer je H kompleksen Hilbertov prostor.
Tedaj obstajata taka dva sebiadjungirana operatorja U in V', da velja M =
U+1V.

_ Zaoperator M € B(H) pravimo, da je normalen, ¢e velja M*M = MM*.
Ce je M operator iz trditve 6.6, potem je le ta normalen natanko tedaj, ko
operatorja U in V komutirata, tj. UV = VU.

Izrek 6.7. Naj bo A : H — H linearen operator, za katerega velja

(Az,y) = (z, Ay)
za vse x,y € H. Potem je A zvezen in sebiadjungiran.

Trditev 6.8. Sebiadjungirani operatorji na Hilbertovem prostoru H tvorijo
realen vektorski podprostor v B(3H).

Trditev 6.9. Naj bo A* = A € B(H). Tedaj velja

[All = sup  [(Az, ).

zeH,||z]|=1
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Trditev 6.10. Naj bo H kompleksen Hilbertov prostor in naj bo A : H —
H tak linearen operator, da velja (Az,z) € R za vsak © € H. Tedaj je
operator A sebiadjungiran.

Naj bo A € B(H). Pravimo, da je vektorski podprostor Z C H invari-
anten za A, ¢e velja A(Z) C Z.

Trditev 6.11. Naj bo A € B(H) in naj bo Z C H invarianten podprostor
za A. Tedaj je Z* invarianten podprostor za A*.

Posledica 6.12. Naj bo A € B(H) sebiadjungiran in naj bo Z C H invari-
anten podprostor za A. Tedaj je tudi Z+ invarianten podprostor za A.

Naj bo A € B(H) sebiadjungiran operator. Pravimo, da je A pozitiven,
¢e velja (Az,x) > 0 za vse x € H. Slednje ozna¢imo kot A > 0. Za
A, B € B(H) pisemo A > B (oz. B < A) natanko tedaj, ko velja A— B > 0.

Trditev 6.13. Relacija > je relacija delne urejenosti na mnozici B(JH).

Izrek 6.14. Naj bo A € B(H) pozitiven operator. Tedaj obstaja natanko en
tak pozitiven operator B, da velja B?> = A.

Trditev 6.15. Za sebiadjungiran operator A velja
—[[All- T < A<|A]l- L.

Trditev 6.16. Naj bo A € B(H) pozitiven operator. Tedaj ima preslikava
HxH — F € {C,R}, ki je podana s predpisom (z,y) — (Az,y), vse lastnosti
skalarnega produkta, z izjemo, da iz (Az,x) = 0 ne nujno sledi x = 0.

Trditev 6.17. Naj bo A € B(H,X). Tedaj sta operatorja A*A in AA*
pozitivna.

Ce je A € B(H) pozitiven operator, tedaj je pozitiven tudi operator A"
za vsako naravno sStevilo n.

Naj bo H Hilbertov prostor in K njegov zaprt vektorski podprostor. Iz
rek 5.11 pove, da velja H = K @ K+. Naj bo z; € K pravokotna projekcija
elementa = € J na podprostor K, tj. = = 21 + 29, kjer je 5 € K+. Tedaj
linearnemu operatorju P : H — I, ki je podan s predpisom Pz = x, pra-
vimo ortogonalen projektor na prostor K. V tem primeru je seveda operator
I — P ortogonalen projektor na prostor K=.

Trditev 6.18. Naj bo 0 # P € B(H) ortogonalen projektor. Tedaj velja
1P| = 1.
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Trditev 6.19. Operator P € B(H) je ortogonalen projektor natanko teday,
ko velja P?> = P = P*.

Opomba. Ortogonalen projektor je vedno pozitiven, saj je enak operatorju
P=P*P.

Trditev 6.20. Naj bosta Py, Py, € B(H) ortogonalna projektorja. Tedaj so
ekvivalentne trditve:

(i) P < Py;

(i1) kerPy C kerP;;
(i) PLPy = P,P, = Py
(iv) imP; C imPy;

(v) Py — Py je ortogonalen projektor.

Za ortogonalna projektorja P, Q) € B(H) pisemo P_L(Q natanko tedaj, ko
velja PQ) = 0. To je res natanko tedaj, ko velja imP_Lim@).

Naj bosta H in X Hilbertova prostora. Linearen operator U : H — X je
unitaren, Ce je surjektiven in ohranja skalaren produkt, tj.

<U£L’, Uy>9< - <$a y>}(-

Trditev 6.21. Unitaren operator U € B(H,X) je izometricen izomorfizem
med prostoroma H in K.

Trditev 6.22. Operator U € B(H,X) je unitaren natanko tedaj, ko velja
U*U = Iy in UU* = Iy, kjer sta Isc in Iy identicna operatorja na H oz. K.
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Spekter operatorja

V tem poglavju bo X oznaceval kompleksen Banachov prostor, H pa
kompleksen Hilbertov prostor.

Naj bo A € B(X). Tedaj je
p(A):={ e C:3\ - A"}

resolventna mnoZica operatorja A. Preslikavi p(A) — B(X), ki je podana
s prepisom A — (A — A)~! pravimo resolventa operatorja A. Iz izreka
o odprti preslikavi sledi, da velja (Al — A)™! € B(X) za vsak A € p(A).
Mnozico

a(A) = C\p(4)

imenujemo spekter operatorja A. Stevilo A € C je lastna vrednost za A, Ce
obstaja tak nenicelen x € X (imenovan lastni vektor), da velja Az = A\x. V
tem primeru operator A — A ni injektiven, saj velja = € ker(Al — A), in zato
tudi ne obstaja inverz (A — A)~!. Drugace povedano, mnoZica vseh lastnih
vrednosti operatorja A, ki jo ozna¢imo z o,(A), je vsebovana v spektru o(A).
Ce je prostor X konc¢no razsezen, potem iz linearne algebre vemo, da velja
enakost 0,(A) = 0(A). V splosnem pa imamo zgolj inkluzijo
o,(A) Co(A).

Mnozici 0,(A) pravimo tudi tockasti spekter operatorja A.
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Trditev 7.1. Naj bo A € B(H). Tedaj velja

o(A") = o(A),
kjer je o(A) == {X: X € a(A)}.

Trditev 7.2. Lastne vrednosti sebiadjungiranega operatorja A € B(H) so
realne.

Trditev 7.3. Lastni vektory sebiadjungiranega operatorja, ki pripadajo raz-
licnim lastnim vrednostim, so paroma ortogonalni.

Naj bo A € B(X), A € C in im(A] — A) zaprtje slike operatorja \I — A.
MnoZici
0.(A) :={X € C: A —A je injektiven, ni surjektiven, veljaim(A — A) = X'}

pravimo zvezen spekter operatorja A. Za A € 0.(A) je torej slika im(A — A)
gosta v X, a ni enaka celemu prostoru X. Mnozici

o.(A) :=={A € C: AI — A je injektiven in velja im(A] — A) # X'}

pravimo residualen spekter operatorja A. Za A € o,(A) je torej zaprtje
im(A — A) pravi vektorski podprostor v X. V posebnem seveda operator
Al — A ni surjektiven. Iz samih definicij sledi, da tockast, zvezen in residualen
spekter tvorijo particijo celotnega spektra, tj. mnozice 0,(A), o.(A), 0, (A)
so paroma disjunktne in velja

0(A) =0,(A)Uo.(A)Ua,.(A).

Trditev 7.4. Naj bo A € B(X) in X € 0.(A). Tedaj obstaja tako zaporedje
(Tn)nen v X, da velja
lim (A — A)z,, =0

n—oo
ter ||x,|| = 1 za vsak n € N.
Vektorjem x,, iz trditve 7.4 véasih pravimo aproksimativni lastni vektorji.
Trditev 7.5. Naj bo A € B(H).
(i) Ce je X € 0,(A), potem velja X € 0,(A*).
(ii) Ce je X € 0,(A), potem velja X € a,(A*) Ua,(A*).

Posledica 7.6. Ce je A € B(H) sebiadjungiran, potem velja o.(A) = ().
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Izrek 7.7. Ce je operator A € B(H) sebiadjungiran, potem velja o(A) C R.

Vemo, da je B(X) kompleksna Banachova algebra, kjer je identi¢ni opera-
tor I njena enota. Pojem spektra lahko posplosimo na poljubno kompleksno
Banachovo algebro M # {0} z enoto e. Za = € M je

p(x) :={X € C: Xe — x je obrnljiv element v M}

resolventna mnozica elementa x. Resolventa elementa x je preslikava p(x) —
M, ki je podana s predpisom \ — (Ae —x)~'. Spekter elementa x je mnozica

o(z) = C\p(z).

Trditev 7.8. Naj bo M # {0} kompleksna Banachova algebra z enoto e. Ce
za x € M velja ||x|| < 1, tedaj je element e — x obrnljiv in velja

(e—x)_1:e+x+x2+---22x”. (7.1)
n=0

Vrsto (7.1) imenujemo Neumannova vrsta.

Trditev 7.9. Naj bo M # {0} kompleksna Banachova algebra z enoto e. Naj

box € M. Za X € p(x) oznacimo ry := (Ae — x)~ L.

(1) Resolventna mnoZica p(x) je odprta v C.

(i1) Resolventa p(x) — M, ki je podana s predpisom A\ — 71y, je zvezna
preslikava.

(111) Za A\, p € p(x) velja
Ty — 1y = (A= p)rar,

m
T)\'f’# = 7““7’)\.

Izrek 7.11 med drugim pove, da je spekter vedno neprazna mnozica. Za
dokaz omenjenega potrebujemo pomemben izrek iz kompleksne analize. Naj
bo U C C neprazna odprta mnozica. Funkcija f : U — C je holomorfna, ¢e
za vsak zy € U obstaja limita

i ) =)

2—20;2720 Zo — %

(7.2)

(ki je enaka nekemu kompleksnemu Stevilu). Holomorfne funkcije so to-
rej kompleksno odvedljive, saj limita (7.2) predstavlja odvod funkcije f v
tocki 20-
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Izrek 7.10 (Liouvilleov izrek). Ce je funkcija f, ki je holomorfna na celi
kompleksni ravnini C, omejena, potem je konstantna.

Izrek 7.11. Naj bo M # {0} kompleksna Banachova algebra z enoto in
naj bo x € M. Spekter o(x) je neprazna kompaktna podmnozica v C, ki je
vsebovana v zaprtem krogu s srediséem v 0 in radijem ||z||.

Ker je spekter kompaktna mnozica in je funkcija A — |A| zvezna, doseze
maksimum na spektru, tj. Supje,(,) [Al = MaxXyeo(a) [A. Vrednosti

r(z) = Argﬁ};) |A|

pravimo spektralni radij elementa x € M. Izrek 7.11 pove, da velja
r(z) < [l

Izrek 7.12. Naj bo M # {0} kompleksna Banachova algebra z enoto in naj
box € M. Tedaj velja )
r(z) = lim ||z"|~.
n—o0

Element z € M je nilpotenten, ¢e velja 2™ = 0 za nek n € N. V tem
primeru iz izreka 7.12 sledi enakost o(x) = {0}. Element € M je kvazinil-
potenten, e velja o(z) = {0}.

Izrek 7.13. Za sebiadjungiran operator A € B(H) velja r(A) = || A]|.

Posledica 7.14. Za sebiadjungiran operator A € B(H) velja
o(A) < [=[IAll [[Al]-

Poleg tega je vsaj eno izmed Stevil || Al| in —||A|| v spektru o(A).



Terminoloski slovar

English

slovensko

absolutely convergent series

absolutno konvergentna vrsta

accumulation point
(or a cluster point) of a sequence

stekalisc¢e zaporedja

adjoint operator

adjungirani operator

Banach algebra

Banachova algebra

Banach space

Banachov prostor

boundary of a set

rob mnozice

boundary point

robna tocka

bounded linear operator

omejen linearen operator

closure of a set

zaprtje mnozice

closed ball

zaprta krogla

closed map

zaprta preslikava

closed set

zaprta mnozica

compact set

kompaktna mnozica

continuous spectrum

zvezen spekter

contraction

skréitev ali kontrakcija

convergent sequence

konvergentno zaporedje

convex combination

konveksna kombinacija

convex set

konveksna mnozica

convex span/convex hull

konveksna ogrinjaca

continuous map /function

zvezna preslikava/funkcija

dense subset

gosta podmnozica

dual space dualni prostor
eigenvalue lastna vrednost
eigenvector lastni vektor

equivalent norms

ekvivalentne norme

exterior of a set

zunanjost mnozice

exterior point

zunanja tocka

Fourier series

Fourierova vrsta

graph of a map

graf preslikave

Hilbert space

Hilbertov prostor

holomorphic function

holomorfna funkcija

homeomorphic topological spaces

homeomorfni topoloski prostori

homeomorphism

homeomorfizem

identity element (or unit)

enota




image of an operator

slika (ali imidZ) operatorja

interior of a set

notranjost mnozice

interior point

notranja tocka

invariant subspace

invarianten podprostor

isometry

izometrija

isometrical isomorphism

izometri¢en izomorfizem

isometrically isomorphic spaces

isometri¢no izomorfni prostori

kernel of an operator

jedro operatorja

linear functional

linearen funkcional

linear span

linearna ogrinjaca

metric space

metri¢en prostor

Neumann series

Neumannova vrsta

nilpotent element

nilpotenten element

normal operator

normalen operator

normed algebra

normirana algebra

normed space

normiran prostor

nowhere dense set

nikjer gosta mnozica

neighborhood of a point

okolica tocke

open ball

odprta krogla

open cover odprto pokritje
open map odprta preslikava
open set odprta mnozica

orthogonal complement

ortogonalen komplement

orthogonal projection

pravokotna projekcija

orthonormal system

ortonormalen sistem

point spectrum

tockasti spekter

positive operator

pozitiven operator

product topology

produktna topologija

quasinilpotent element

kvazinilpotenten element

quotient topology

kvocientna topologija

reflexive space

refleksiven prostor

residual spectrum

zvezen spekter

resolvent function

resolventa

resolvent set

resolventna mnozica

second dual space

drugi dual

selfadjoint operator

sebiadjungiran operator

separable topological space

separabilen topologki prostor

spectral radius

spektralni radij

spectrum

spekter




sublinear map sublinearna preslikava
supremum norm supremum norma
seminorm polnorma

topological space topoloski prostor
topology topologija

unitary operator unitaren operator
weakly bounded set | Sibko omejena mnozica




