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1 UVOD

Osrednja tema mojega magistrskega dela bodo kvadratne diofantske enacbe, katerih
reSevanje je veliko bolj zakomplicirano kot reSevanje linearnih diofantskih enacb. Li-
nearno diofantsko enac¢bo v splosnem zapisemo kot ax + by = ¢, kvadratno diofantsko
enacbo pa kot ax?+by? = c. Posebnost teh enach je, da nas zanimajo samo celostevilske

resitve.

Diofantske enacbe so ime dobile po matematiku Diofantu, ki je zivel in delal v Aleksan-
driji v Egiptu. O njem ni veliko znanega, vendar zgodovinarji ocenjujejo, da se je rodil
priblizno 200 let po nasem Stetju in umrl leta 284 po nasem Stetju. Njegovo najbolj
znano delo je Aritmetika, ki vsebuje 13 knjig in 130 problemov. Od teh 13 knjig se jih
je do danes zal ohranilo le 6.

Prvi, ki je predstavil splosno resitev linearne diofantske enacbe ax + by = c, je bil
indijski matematik Brahmagupta. Zivel je v letih 598 do 668 po nasem stetju. Poleg
linearne diofantske enacbe v sploSnem, je resil tudi nekatere posebne primere kvadra-
tnih diofantskih enacb.

Do danes ostaja Se veliko odprtih problemov na podrocju diofantskih enacb, kljub
temu pa so te enacbe v praksi zelo uporabne. Uporabljajo se na razlicnih podrocjih,

najbolj pa velja izpostaviti uporabo na podrocju teorije kodiranja in kriptografije.

Magistrsko delo je v grobem razdeljeno na tri dele. Poglavje 2 je namenjeno spo-
znavanju z osnovami iz podrocja teorije stevil in algebre. Tukaj je povzeto znanje, ki
je nujno potrebno za razumevanje nadaljnjih vsebin. Glavni cilj poglavij 3 in 4 pa je
predstaviti nekatere kvadratne diofantske enacbe in poiskati njihove resitve.

Poglavje 2 je v vecini povzeto po studijskih zapiskih, glavna literatura za poglavji 3 in

4 pa je knjiga [6].



Modrijan P. Nekatere kvadratne diofantske enacbe.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2021 2

2 UVODNE DEFINICIJE IN IZREKI

V tem poglavju se bomo spoznali z definicijami in izreki iz podrocja teorije stevil in

algebre. To znanje bomo potrebovali v nadaljevanju magistrskega dela.

21 TEORIJA STEVIL

Izrek 2.1. (Izrek o deljenju) Vzemimo celi Stevili a in b in naj bo b # 0. Potem
obstajata enolicno doloceni celi stevili q in r, za kateri je a = qb + r. Pri tem je
0<r<|bl. Stevili ¢ in  imenujemo kvocient oziroma ostanek pri deljenju Stevila a s

stevilom b.

Primer 2.2. Vzemimo stevili a = 17 in b = —3. Potem lahko zapiSemo:
17=(-5)-(=3) + 2,

torej g = —5inr = 2.

Definicija 2.3. Celo stevilo a je deljivo s celim stevilom b # 0, ¢e je ostanek pri
deljenju stevila a z b enak 0, tj. a = ¢b za ¢ € Z. Stevilo a imenujemo veckratnik

Stevila b, stevilo b pa imenujemo delitely stevila a.

Definicija 2.4. Celostevilsko linearno kombinacijo Stevil b in ¢ definiramo kot xb+ yc,

pri cemer sta x,y € Z.

Lema 2.5. Naj bodo a,b,c € Z. Ce alb in a|c, potem alxb+ yc za vsak x,y € Z. Torej

a deli vsako celostevilsko linearno kombinacijo stevil b in c.

Dokaz. Ker alb, sledi, da je b = ga za nek q € Z. Ker alc, sledi, da je ¢ = ¢'a za nek
q € 7. Zapisemo lahko torej:

zb + ye = zqa + yq'a = a(zq + yq').
Iz tega sledi, da a|zb + ye. O

Definicija 2.6. Za a,b € Z, kjer je a # 0 ali b # 0, pravimo, da je Stevilo d njun

najvecji skupni delitelj, ¢e velja:

1. dla in d|b;
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2. ¢e cla in ¢|b, potem je ¢ < d.
Najveéji skupni delitelj stevil a in b oznac¢imo z ged(a, b).

Primer 2.7. Vzemimo stevili a = 12 in b = 40. Njuni skupni delitelji so: +1,£2 in
+4, torej je ged(12,40) = 4.

Definicija 2.8. Za stevili a,b € Z, kjer je a # 0 ali b # 0, pravimo, da sta tuji, Ce je
ged(a,b) = 1.

Definicija 2.9. Naj bo n € Nin a,b € Z. Stevili a in b sta kongruentni po modulu n,

¢e n|(a — b). To zapisemo kot: a = b (mod n).
Primer 2.10. Velja:

18 = 3 (mod 5)
18 # 3 (mod 6).

Lema 2.11. Najbon > 2 ina,b,c € Z. Cejea=b (modn) in b= c (mod n), potem

je a = c (mod n). To lastnost imenujemo tranzitivnost.

Dokaz. Naj bo n > 2 in naj bodo a,b in ¢ taka cela stevila, da je a = b (mod n) in

b = ¢ (mod n). Potem je:

a=b+kn; kel
b=c+ hn; he€Z.

Zapisemo torej lahko:
a=b+kn=(c+hn)+kn=c+ (h+k)n; h,k €Z.
Sledi, da je a = ¢ (mod n). [25] O
Lema 2.12. Ce je ca = cb (mod n), potem je a = b (mod %), kjer je d = ged(c,n).
Dokaz. Zapisemo lahko:
ca —cb=cla—0b)=kn; k €Z.

Z d oznac¢imo ged(c,n). Najboc=d-rinn=4d-s, zar,s € Z z ged(r,s) = 1.

Zapisemo lahko torej:
dr(a —b) = kds oziroma 7r(a—0b)=ks.

Iz tega sledi, da s deli r(a —b) in ker je ged(r, s) = 1, mora s deliti (a —b). Velja torej,
da je a = b (mod %). O
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Primer 2.13. Poglejmo si primer 14 = 6 (mod 8).
Kerjel1ld=2-7,6=2-3in gcd(2,8) = 2, po lemi 2.12 sledi, da je 7= 3 (mod 4).

Lema 2.14. Najboa>0>01ina=qgb+r, kjer je 0 <r <b. Potem je:
ged(a,b) = ged(b, ).

Dokaz. Oznacimo: d; = ged(a,b) in dy = ged(b, 7).

Velja, da d;|a in dy|b, iz ¢esar sledi, da di|1-a+(—q)-b = r (to velja po lemi 2.5). Sledi,
da je dy < do, saj je dy skupni delitelj b in r in je kve¢jemu enak njunemu najvecjemu
skupnemu delitelju.

Po drugi strani pa velja, da ds|b in dy|r, iz ¢esar sledi, da da|g-b+ 1.7 = a. Analogno
kot zgoraj sledi, da je dy < d;.

Ker mora biti hkrati d; < dy in dy < dy, mora biti dy = d;. O

V nadaljevanju bomo opisali Evklidov algoritem, ki ga uporabljamo za iskanje najvecjega

skupnega delitelja dveh stevil.

Evklidov algoritem: Vzemimo dve celi stevili, ¢ in . Zanima nas njun najvecji
skupni delitelj. V primeru, ko je a = 0, je ged(a,b) = |b|, ko pa je b = 0, je
gcd(a,b) = lal. Zato lahko predpostavimo, da sta Stevili a in b nenicelni. Vemo,
da je ged(a,b) = gcd(|al,|b]) in zato privzemimo Se, da sta a in b pozitivni Stevili.
Imamo torej stevili a in b, za kateri velja: a > b > 0.

Po izreku 2.1 lahko zapisemo a = ¢b + 7, kjer je 0 < r < b. Ce ta pogoj veckrat

uporabimo, dobimo:

a:q1b+r1 (0<’I“1<b)
b:q27“1+7“2 (0<7’2<7’1)
L = (@379 + T3 (O<T’3<7”2)

7“2:(]47“3—|—’f’4 (0<7“4<T3)

Th—2 = QnTn—1+7Tn (0 <7Tp < Tn—l)

Tn-1 = Qn1Tn + 0.

Postopek zaklju¢imo, ko dobimo nicelni ostanek.
Po lemi 2.14 velja, da je gcd(a, b) = ged(b, 1), torej je ged(a, b) = ged(b,r1) = ged(ry, o) =
o= ged(rp_1,mn) = ged(rp, 0) = r,. Najvecji skupni delitelj dveh §tevil je torej enak

zadnjemu nenicelnemu ostanku pri Evklidovem algoritmu.
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Primer 2.15. Vzemimo stevili a = 12.378 in b = 3.054. ZapiSemo lahko:

12.378 =4 - 3.054 + 162
3.054 = 18-162 + 138
162 =1-138 424
138 =5-24 418
24=1-18+6
18=3-6+0.

Torej je ged(12.378,3.054) = 6.

Lema 2.16. Ce je d = gcd(a,b) in a,b € Z nista oba enaka 0, potem obstajata taka
x,y € Z, da velja:

d = ax + by. (2.1)

Dokaz. Najprej si poglejmo primer, ko sta a in b nenicelni pozitivni Stevili. Ideja
dokaza je, da preberemo Evklidov algoritem v nasprotno smer, torej iz spodaj navzgor,
pri tem pa vsakic izrazimo ostanek s pomocjo prejsnjih dveh. Namesto celega Stevila

bomo pisali .

ged(a,b) =ry, =rp_92 — In_1Gn
- rn—2(1 + QnQn—l) — T'n—34n

=Tp—g ok +Tpyg-*

=b-%x+1r)-x*
=a-*+b-x
:a-l‘_’_b.y

Lema 2.16 torej res velja, ko sta a in b nenicelni pozitivni Stevili. Kaj pa v primeru,
ko je a ali b enak 07 Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a = 0. V tem
primeru je d = ged(a,b) = ged(0,b) = b. Opazimo, da x = 0 in y = 1 zadosc¢ata enacbi
(2.1),sajb=a-0+b-1.

Pogledati moramo Se primer, ko je vsaj eden izmed a in b negativen. Vemo, da je
d = gcd(a,b) = ged(lal,|b]). Tudi v tem primeru preberemo Evklidov algoritem v
nasprotno smer in celi stevili, ki ju dobimo v zadnjem koraku, ustrezno pomnozimo z
(—1). To pomeni, da ¢e je a < 0, namesto x vzamemo —z in ¢e je b < 0, namesto y

vzamemo —y. Na ta nac¢in dobimo resitev enacbe (2.1). O
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Primer 2.17. Naj bo a = 12.378 in b = 3.054. Iz primera 2.15 lahko razberemo:

6 =24—-18
=6-24-138
=6-162—-7-138

=132-162 —-7-3.054
=132-12.378 — 535 - 3.054.

Torej je x = 132 in y = —5H35.

Lema 2.18. Naj bodo a,b,c € Z in ¢ # 0. Ce c deli produkt ab in je ged(a,c) = 1,

potem mora ¢ deliti b.

Dokaz. Ce ¢ deli ab, potem obstaja tako celo stevilo m, da je ab = mec. Ker sta a in ¢
tuji, obstajata po lemi 2.16 taki celi stevili z in y, da velja az + cy = 1. Ce to enacbo
pomnozimo z b, dobimo abx + cby = b, oziroma b = mcx + cby = c¢(mx + by). Torej ¢
res deli b. [

Definicija 2.19. Naj bon € N in a € Z. Pravimo, da je a obrnljiv modulo n, ce
obstaja tak z, da je ax = 1 (mod n). Resitvi te kongruence pravimo multiplikationi

inverz Stevila a po modulu n.

Posledica 2.20. Naj bosta n > 1 in a celi $tevili. Potem sta a in n tuji natanko tedaj,
ko obstaja x, za katerega velja ax =1 (mod n).

Torej je ged(a,n) = 1 natanko tedaj, ko je a obrnljiv modulo n.

Dokaz. Kongruenca je ekvivalenta obstoju celega stevila y, za katerega je ax +ny = 1.
Vsak skupni delitelj d, stevil a in n, zato po lemi 2.5 deli stevilo 1. Sledi torej, da je d
enak bodisi 1 bodisi —1, kar pa pomeni, da sta stevili a in n tuji.

Obratno, e sta a in n tuji Stevili, potem je 1 njun najvecji skupni delitelj. Ce upo-
rabimo lemo 2.16, vidimo, da obstajata celi stevili z in y, tako da je ax +ny = 1, iz

cesar sledi, da je ax =1 (mod n). O

Definicija 2.21. Naravno stevilo p > 2 je prastevilo, ¢e sta 1 in p njegova edina

pozitivna delitelja.
Primer 2.22. Stevila 2,3,5,7,11,13,17, ... so prastevila.

Izrek 2.23. (Fermatov mali izrek) Naj bo p prastevilo, a € Z in naj p ne deli a. Potem
je:
a?~ ' =1 (mod p).
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Dokaz Vzemimo 1 < i < p — 1. Zanima nas, ali je lahko ia = 0 (mod p). Ce to drz,
potem sledi, da p deli ia. Vemo pa, da je gcd(p,a) = 1, ker je p prastevilo in p ne deli
a. 1z tega sledi, da mora p deliti 7. To pa je v protislovju z naso zacetno predpostavko
1 <i<p-—1. Torej ia Z 0 (mod p).

Vzemimo sedaj 1 < i,j < p — 1. Zanima nas, ali je lahko ia = ja (mod p). Ce to drzi,
potem p deli ia — ja = a(i — j). Iz tega sledi, da p deli i — j, saj po predpostavki p ne
deli a. Iz nase zacetne predpostavke sledi, da je —(p —2) <i—j < p—2 in na tem
intervalu je s p deljivo le stevilo 0. Torej sledi, da je © — j = 0 oziroma, da je i = j.
Naj bo b poljubno celo stevilo. Potem obstaja enolicno dolo¢eno stevilo r (0 < r <
p — 1), tako da je b = r (mod p). Za vsak i (1 <i <p— 1) obstaja enoli¢no dolo¢eno
stevilo r; (0 < 1; < p—1), tako da velja (x):

a =r; (mod p)
2a

ro (mod p)

(p—1)a=ry_1 (mod p).

Ali se lahko zgodi, da je r; = 0?7 V tem primeru bi imeli ia = 0 (mod p), to pa smo
pokazali, da ni mogoce.

Ali se lahko zgodi, da je r; = r;7 V tem primeru bi imeli ia = ri = r; = ja (mod p),
iz Cesar sledi, da je ia = ja (mod p). Pokazali smo, da je potem i = j.

Dokazali smo torej, da so 71,79, ...7,-1 paroma razlicna nenicelna stevila. Ker smo na

omejenem intervalu, stevila 7,79, ... 7,1 zavzamejo ravno vse vrednosti od 1 do p—1,
tj. {ri,ra, ...y} =41,2,...,p—1}. Velja:

*)

a-2a-3a---(p—1a=(p—-1a' = (p—1) (mod p). (2.2)

Ce obe strani enacbe (2.2) delimo s (p—1)!, po lemi 2.12 dobimo naslednjo kongruenco:

p
ged(p, (p — 1))

at=1 (mod ) ozitoma a”~!' =1 (mod p).

]

Izrek 2.24. (al-Haythamov oziroma Wilsonov izrek) Celo stevilo n > 1 je prastevilo

natanko tedaj, ko:
(n—1)!'=—1 (mod n).

Dokaz. Najprej pokazimo, da kongruenca velja, ko je n prastevilo. Predpostavimo,
da je n = p liho prastevilo (kongruenca je o¢itna za n = 2). Vsako celo Stevilo
1 < a < p—1 ima enolicno dolo¢en multiplikativni inverz razlicen od a modulo p.

Enoli¢nost je oc¢itna, za razli¢nost pa vemo, da a®* = 1 (mod p) implicira p|(a+1)(a—1),
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iz Cesar sledi, da je a = +1 (mod p). V produktu (p— 1) =(p—-1)-(p—2)---3-2-1
se torej po modulu p pokrajsajo vsi cleni razen prvega in zadnjega. Ocitno je, da je
njun produkt —1 modulo p.

Sedaj moramo izrek pokazati Se v drugo smer. Naj bo n € Z in naj velja, da je
(n — 1) = —1 (mod n). Recimo, da n ni prastevilo. Potem lahko zapisemo n = d - r,
kjer je 1 < din r < n. Velja, da je d < n — 1 in zapisemo lahko (n —1)! =1-2---(d —
1)-d-(d+1)---(n—1), iz cesar sledi, da d deli (n — 1)!. Ker smo predpostavili, da je
n =d-r, velja tudi, da d deli n. Vemo, da n deli (n —1)!+1 in zato d deli (n —1)!+ 1.
Ker pa d deli tudi (n —1)!, deli tudi linearno kombinacijo ((n —1)!+1) — (n —1)! =1,

kar pa je v protislovju z naso predpostavko, da je 1 < d. Torej je n res prastevilo. [J

22 ALCEBRAICNE STRUKTURE

Definicija 2.25. Matrika A € R™" je obrnljiva matrika, ¢e obstaja taka matrika

1 0 ... 0
O 1 ... 0

A7l e R daje AA™ = A71A = I, pri ¢emer je I,, = | identicna
0 0 1

matrika. [12]
Lema 2.26. Ce sta matriki A, B € R"™", potem je det AB = det A - det B. [16]
Leme 2.26 tu ne bomo dokazali, bralec pa lahko dokaz poisce v skripti [16, str. 79].

2 2 —1
1 1]

2
Primer 2.27. Vzemimo matriki A = L3 in B=

Izracunajmo najprej matriko AB:

AB =

6 0
5 2|
Izracunajmo sedaj determinanto te matrike:
det AB=6-2—-5-0=12.
Izracunajmo sedaj Se produkt determinant obeh matrik:
detA-detB=(2-3—-1-2)-(2-1—(-1)-1)=4-3=12.
Lema 2.28. Matrika A € R™™ je obrnljiva natanko tedag, ko je det A # 0. [16]

Dokaz. Ce je A obrnljiva, potem je det A - det(A™1) = det(A- A~') = det I = 1. Sledi,
da je det A # 0.

Lemo 2.28 je potrebno dokazati Se v drugo smer, torej da ce je det A # 0, potem je
matrika A obrnljiva. Ta del dokaza si lahko bralec prebere v skripti [16, str. 81]. [
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Definicija 2.29. Naj bo K poljubna mnozica. Operaciji - : K x K — K retemo
binarna operacija na mnozici K. Naj bo sedaj - binarna operacija na mnozici K. Paru
(K, ) pravimo polgrupa, ¢e je a - (b-c) = (a-b) - ¢ za poljubne a,b,c € K. To lastnost

imenujemo asociativnost. [13]

Primer 2.30. Mnozica (N, +) je polgrupa, saj za a,b,c € N velja:
e zaprtost za operacijo: a +b € N;
e asociativnost: a + (b+c¢) = (a+b) + c. [22]

Definicija 2.31. Naj bo K poljubna mnozica. Operaciji - : K x K — K recemo
binarna operacija na mnozici K. Naj bo sedaj - binarna operacija na mnozici K. Paru
(K,-) pravimo grupa, ¢e za a,b,c € K velja:
e asociativnost: (a-b)-c=a-(b-c);
e obstaja nevtralni element e € K: a-e=¢€e-a = q;
1 -1

e obstaja nasprotni element a ™' € K: a-a ' =a'-a=e.

Ce za par (K,-) velja e komutativnost, tj. a-b = b-a za a,b € K, ga imenujemo

Abelova grupa. [13]
Primer 2.32. Mnozica (R, +) je Abelova grupa. Preverimo, da veljajo vse lastnosti:
e zaprtost za operacijo: a+b € R, za a,b € R;
e asociativnost: (a+b)+c=a+ (b+c), za a,b,c € R;
e nevtralni element je 0: a +0=04a = a, za a € R;
e nasprotni element je —a: a+ (—a) = (—a)+a =0, zaa € R;
e komutativnost: a +b=>b+a, za a,b € R. [15]

Primer 2.33. Vzemimo mnozico Z/nZ oziroma krajse Z,. Velja, da ta mnozica
vsebuje elemente {0,1,2,...,n — 1}. Operacija + : Z,, X Z, — Z, je definirana kot
sestevanje po modulu n.

Na primer, ¢e vzamemo dva elementa iz mnozice Zg = {0,1,2,...,5}, je:
(34 5)(mod 6) = 2.
Par (Z,,+) je Abelova grupa. [1]

Definicija 2.34. Naj bo GG grupa. Za poljuben g € G je red elementa g enak naj-
manjSemu naravnemu Stevilu n, za katerega velja, da je g-g---g = g" = e, Ce tako
—

n-krat
stevilo obstaja. Pri tem je e nevtralni element grupe G. [10]
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Primer 2.35. Vzemimo grupo (Zg,+). Red elementa 2 € Zg je 3, saj je:
2424+2=6=0 (mod 6).

Definicija 2.36. Red grupe (G,-) je kardinalnost oziroma mo¢ njene pripadajoce

mnozice G. Red grupe G oznacimo z |G|. [10]

Primer 2.37. Vzemimo grupo (Zg, +). Mnozica Zg vsebuje elemente {0, 1,2, 3,4, 5}.
Red grupe je torej |Zg| = 6.

Definicija 2.38. Grupa (G, ) je ciklicna, ¢e obstaja tak element a € G, da lahko vse
elemente grupe G zapiSemo s pomocjo potenc elementa a, tj. G = {e,a,a?,...,a" 1}

in a” = e. Elementu a pravimo generator grupe G. [21]

Primer 2.39. Pois¢imo vse generatorje grupe (Zi2, +). Mnozica Z5 vsebuje elemente
{0,1,2,...,11}. Generatorji Z so:

e I,sajl+1=21+1+1=3,...,na tanacin dobimo vse elemente Zs;
e 5,5a)5+5+5+5+5=25=1 (mod 12) in za 1 Ze vemo, da je generator;

e 7,sajje T+ T7T+7+T7T+7+7+7=49 =1 (mod 12) in za 1 ze vemo, da je

generator;
e 11,saj11+11+---+11 =121 =1 (mod 12) in za 1 ze vemo, da je generator. [21]

Definicija 2.40. Naj bo (G, -) grupa. Neprazna podmnozica H C G je podgrupa grupe
G, ¢e je H grupa za operacijo -. To oznacimo s H < G. [10]

Definicija 2.41. Naj bo GG grupa in H < G njena podgrupa. Za poljuben g € G je levi
odsek grupe G po podgrupi H enak mnozici gH = {gh : h € H}. Analogno definiramo
tudi desni odsek. Mnozico vseh levih odsekov grupe G po podgrupi H imenujemo

kvocientna mnoZica grupe G po podrgupi H in jo ozna¢imo z G/H. [10]

Primer 2.42. Naj bo n naravno stevilo. Z nZ oznac¢imo mnozico celih Stevil, ki so
deljiva z n. V primeru, ko je n = 3, je torej 3Z = {...,—6,-3,0,3,6,...}. Mnozica
3Z tvori podgrupo grupe (Z,+). Preverimo, da to res velja:

e podmnozica: 37Z C Z;

e zaprtost za operacijo: Ce sta a,b € 3Z, potem 3|a in 3|b in po lemi 2.5 sledi, da 3

deli tudi njuno linearno kombinacijo a + b, torej je vsota a + b vsebovana v 3Z;
e asociativnost: za a,b,c € 3Z je (a+b) +c=a+ (b+c¢);

e nevtralni element: zaa € 3Z jea+0=0+4+a =a in 0 € 3Z;
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e nasprotni element: za a € 3Z je a + (—a) = (—a) + a =0 in —a € 3Z.
Poiscimo sedaj leve odseke grupe Z po podgrupi 3Z. Za poljuben g € Z je:
g+3Z={g+h:hec3Z}.

Vidimo, da imamo le tri razlitne moznosti in sicer za ¢ = 0,9 = 1 in g = 2, saj je

mnozica 3 4+ 3Z ze enaka mnozici 0 + 3Z. Vsi mozni levi odseki so torej:
¢ 3Z=1{..,-6,-3,0306,...}
o 1+3Z=1{...,—5-21,4,7,.. .}
e 2+3Z={...,—4,-1,2,5,8,... }.

Iskana kvocientna mnozica je torej Z/3% = {37,1 + 3Z,2 + 37Z}.

Definicija 2.43. Naj bo R poljubna mnozica ter + in - binarni operaciji na mnozici

R. Urejena trojica (R, +,-) je kolobar, ce velja:
e (R,+) je Abelova grupa;
e (R,-) je polgrupa;
e operaciji + in - povezujeta zakona distributivnosti:

—a-(b+c)=(a-b)+ (a-c);
—(a+b)-c=(a-c)+ (b-c). [13]

Primer 2.44. Mnozica (R, +, ) je kolobar. Da je (R, +) Abelova grupa smo preverili v
primeru 2.32, preveriti moramo Se, da je (R, -) polgrupa in da operaciji + in - povezujeta

zakona distributivnosti:
e zaprtost za operacijo: a-b € R, za a,b € R;
e asociativnost: a- (b-c) = (a-b)-c, za a,b,c € R, torej je (R, -) res polgrupa;

ea-(b+c)=(a-b)+(a-c),zaa,b,ceR;
(a+b)-c=(a-c)+(b-c), zaa,b,ceR.[15]

Definicija 2.45. Kolobar (R, +,-) je komutativen, ¢e je polgrupa (R, -) komutativna.
[13]

Primer 2.46. Trdimo, da je kolobar (Z,+,-) komutativen. Preveriti moramo, da je

(Z,-) komutativna polgrupa:

e zaprtost za operacijo: a-b € Z, za a,b € Z,;
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e asociativnost: a-(b-c) = (a-b)-c, za a,b,c € Z;
e komutativnost: a-b=0b-a, za a,b € Z.

Definicija 2.47. Naj bo (F,+,-) komutativen kolobar in naj bo 0 nevtralni element
za binarno operacijo +. Potem je (F,+,-) polje, ce je (F'\ {0},-) Abelova grupa in je
0 # 1, kjer je 1 nevtralni element grupe (F'\ {0},-). [§]

Primer 2.48. Racionalna Stevila so polje. Preverimo, da res izpolnjujejo vse aksiome.

Vzemimo racionalna stevila &, < in <:
b d I

e zaprtost za operacijo: ¢ + <€ Qin ¢ -5 € Q;

ule

e nasprotni element: ¢+ (—%) =01in ¢-2 =1, ko je % £ 0;
e distributivnost: ¢ - (§ + ?) = g 4 ac,
e razlicnost nevtralnih elementov: 0 # 1.

Definicija 2.49. Karakteristika polja F' je tako najmanjse naravno stevilo n, da ce
multiplikativno enoto 1 n-krat sestejemo samo s sabo, dobimo aditivno enoto 0. Ce
vsota multiplikativne enote 1 ni nikoli enaka aditivni enoti 0, potem je karakteristika
polja F' enaka 0. [9]

Primer 2.50. Za polje F' vzemimo racionalna stevila. Karakteristika polja I’ je enaka
0, saj ne glede na to, kolikokrat sestejemo multiplikativno enoto 1, ne bomo nikoli
dobili rezultata 0, tj. 14+ 14 ---4+ 1 #0.

Definicija 2.51. Naj bo (R,+,-) kolobar, ki premore nevtralni element 1 € R za
binarno operacijo - : x -1 = 1-x = z za vsak element x iz R. Retemo, da je x € R

1 1

obrnljiv, ¢e obstaja tak x! € R, daje x -2~ ! = 27! -2 = 1. Mnozico vseh obrnljivih

elementov kolobarja R oznacimo z R*. [14]

Definicija 2.52. Naj bo (R, +,-) kolobar, ki premore nevtralni element 1 € R za bi-
narno operacijo -. Naj bo R* mnozica vseh obrnljivih elementov kolobarja R. Bralcu za
vajo prepusc¢amo, da preveri, da je (R*,-) grupa. Grupi (R*,-) pravimo multiplikativna

grupa kolobarja R. [20]
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Primer 2.53. Multiplikativna grupa celih stevil modulo n je grupa za operacijo mnozenja
po modulu n nad obrnljivimi elementi Z,. Ce n ni prastevilo, potem obstajajo poleg
elementa 0 Se drugi elementi, ki niso obrnljivi.

Vzemimo na primer n = 18. V tem primeru je Z, = {0,1,2,...,17} in mnozica
obrnljivih elementov je Z* = {1,5,7,11,13,17}, saj:

1-1=1
5.11=11-5=55=1 (mod 18)
7-13=13-7=91=1 (mod 18)
17-17 = 289 = 1 (mod 18).

Za stevili 11 in 13 sledi direktno iz 2. in 3. kongruence, da sta obrnljiva elementa.

Definicija 2.54. Naj bo w poljubno kompleksno stevilo. Definirajmo mnozico Z[w]
kot:
Zlw] = a+ wb; a,b € Z.

Bralec lahko sam za vajo preveri, da je mnozica Z[w] kolobar za operaciji obicajnega
seStevanja in mnozenja kompleksnih stevil. Kolobar Z[w| premore tudi enoto za ope-

racijo mnozenja, saj je stevilo 1 vedno element kolobarja Z[w].
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3 DIOFANTSKE ENACBE

Diofantska enacba je enacba, za katero zahtevamo, da so njene resitve cela stevila. Ime
je dobila po grskem matematiku Diofantu iz Aleksandrije, ki je znan predvsem po svoji

knjigi Aritmetika. Ta knjiga je imela velik vpliv na razvoj algebre in teorije stevil. [11]

3.1 FUNDAMENTALNI IZREK ARITMETIKE

Fundamentalni izrek aritmetike je bil naverjetneje poznan ze v Antiki. Preden ga lahko
zapisemo, moramo pogledati tri leme, ki so potrebne za dokaz Fundamentalnega izreka

aritmetike.

Lema 3.1. Za a,b,c € Z wvelja: ¢e alb in blc, potem alc. To lastnost imenujemo

tranzitivnost.

Dokaz. Ker alb, sledi, da obstaja tak my; € Z, da je a - m; = b. Ker b|c, sledi, da

obstaja tak my € Z, da je b- my = c¢. Z uporabo substitucije dobimo:
mo MMy -a = C.

Sledi, da obstaja tak m € Z, da je m - a = ¢, pri ¢emer je m = my - mo. 1z tega sledi,
da alc. [5] O

Lema 3.2. Naj bo p prastevilo in ay,asq,...,a; € Z. Ce play - - - ax, potem obstaja
1 <i <k, tako da pla;.

Dokaz.

Ce play, je dokaz zakljuéen, sicer moramo pogledati naprej.

Ce p fay, potem je ged(ar,p) = 1, saj je p prastevilo, torej mora p deliti ay - - - ax.
Ce plas je dokaz zakljucen, sicer moramo pogledati naprej.

Ce p Jas, potem je ged(ag, p) = 1, iz Gesar sledi, da plas - - - ay.

Analogno bi nadaljevali dokaz, dokler ne bi prisli do zakljucka. O]

Lema 3.3. Naj bodo p in q1,qa, . .., qx prastevila. Ce plqi - - qr, potem je p = q; za nek
ie{l,...,k}.

Dokaz. Po lemi 3.2 obstaja 1 < i < k, tako da p|g;, iz ¢esar sledi, da je p = g;. O



Modrijan P. Nekatere kvadratne diofantske enacbe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2021 15

Izrek 3.4. (Fundamentalni izrek aritmetike) Vsako naravno Stevilo veédje od 1, lahko
zapisemo kot produkt prastevil. Pri tem wvelja, da je razcep na prastevila enolicno

dolocen, ce zanemarimo vrstni red mnoZencev.

Dokaz. Najbon > 2 naravno stevilo. Ce je n prastevilo, je dokaz zakljuéen. Pogledati
moramo primer, ko n ni prastevilo. Tedaj obstaja d € N, tako da je 1 < d < n in d|n.
Naj bo p; najmanjsi tak delitelj. Ce p; ni prastevilo, potem obstaja tak d, da je
1 < d < p; in d|p;. Torej d|p; in pi|n, iz tega pa sledi, da d|n. Prigli smo do proti-
slovja, saj mora biti p; najmanjsi delitelj stevila n, ki je vecji od 1. Torej p; je prastevilo
in zapiSemo lahko: n = p; - nq, kjer je ny > 2.

Ce je n; prastevilo, je dokaz zakljucen. Pogledati moramo primer, ko n; ni prastevilo.
V tem primeru obstaja prastevilo po, ki deli ny. ZapiSemo lahko n; = ps - ng, kjer je
ny > 2. Torej je n = py - pa - No.

Ce je ny prastevilo, je dokaz zakljucen. Pogledati moramo primer, ko ny ni pragtevilo.

Tedaj obstaja prastevilo ps, tako da ny = p3 - n3. Torej je n = py - p2 - p3 - N3.

Ta postopek ponavljamo, dokler ne dobimo razcepa stevila n na sama prastevila. Po-
stopek se bo zagotovo ustavil, saj so ti n-ji vedno manjsi.

Sedaj moramo pokazati Se enolicnost takega zapisa. Ponovno predpostavimo, da je
n > 2 naravno Stevilo. Za dokaz bomo uporabili protislovije.

Najbon =pi-ps--pr=qi-qa- " qs, pritem so {p1,pa, ..., Pr, q1, G2, - - - , g5 } Prastevila.
Najbopr <pp <---<ping <qp < -+ < g Ker pi|qu - g2+ -+ g, po lemi 3.3 sledi,
da p1 = q;, kjer je i € {1,...,s}, torej je p1 > ¢1. Ker pa tudi ¢i|py - p2- - pr, po lemi
3.3 analogno sledi, da je ¢ = p;, kjer je i € {1,...,r} in je torej ¢; > p;. Iz obeh
pogojev skupaj dobimo, da mora biti p; = ¢; in zaradi zacetne predpostavke sledi, da
je potem py -+ pr = q2- - gs.

Analogno bi pokazali, da je ps = ¢o in tako naprej. V primeru, ko sta r in s enaka, je
torej dokaz zakljucen. Kaj pa ko nista enaka?

Ce je 7 > S Pop1 - Dsga- Dy = 1, kar pa je protislovje, saj produkt prastevil ne more
biti enak 1.

Cejer <s: 1 =qu1- Qo (s, kar pa je protislovje, saj produkt prastevil ne more
biti enak 1. O

Primer 3.5. Stevilo 300 lahko razcepimo na produkt prastevil na naslednji nacin:

300 = 22 -3 - 52,

3.2 PITACOROVA ENACBA

V tem poglavju si bomo pogledali zvezo med Fundamentalnim izrekom aritmetike ter

studijo polinomskih diofantskih problemov.
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Za zacetek vzemimo enacbo:

R (3.1)
Vemo, da je enacba take oblike povezana s pravokotnim trikotnikom, ki ima stranice
dolzine z,y in z. Imenujemo jo Pitagorova enacba, po grskem matematiku, ki jo je
povezal s pravokotnim trikotnikom. Nas cilj je poiskati vse mozne celostevilske resitve,

tj. trojice celih stevil (x,y, 2), ki zadoScajo enacbi (3.1).

Enacbo (3.1) lahko zapisemo kot:

? =2 -y = (2 +9y)(z —y). (3.2)

Ce bi vedeli, da je ged(z + y, 2z —y) = 1, bi lahko na podlagi Fundamentalnega izreka
aritmetike trdili, da morata biti z + y in z — y kvadrata, ter na ta nacin dobili vse

trojice, ki resijo enacbo (3.1).

Predpostavimo sedaj, da trojica (x,y, z) ne vsebuje skupnega prastevilskega faktorja.
To lahko predpostavimo, saj v kolikor ga vsebuje, le delimo s kvadratom tega faktorja.
Trojica (z,y, z) se imenuje primitivna resitev enacbe (3.1), ¢e x, y in z nimajo skupnega
faktorja. Predpostavimo lahko Se, da je le eno izmed teh Stevil sodo, saj ce sta sodi

dve, mora biti tudi tretje in to je v nasprotju z naso prvo predpostavko.

Ce je z sodo stevilo, potem je 22 = 0 (mod 4). Vsako liho stevilo je kongruentno
1 ali 3 po modulu 4, torej je kvadrat poljubnega lihega stevila kongruenten 1 po mo-
dulu 4. Ker sta x in y lihi stevili, je torej 2% + y* = 2 (mod 4), kar pa je v protislovju
s tem, da je z? kongruentno 0 po modulu 4. Torej z ne more biti sodo tevilo. Zato
lahko predpostavimo, da je eno izmed Stevil z in y sodo. Brez skode za splosnost lahko

predpostavimo, da je sodo §tevilo z in zapisemo lahko z = 22/. Ce to vstavimo v

enacbo (3.2), dobimo:
22 = (z—;—y) . <Z;y> (3.3)

Z;y in =¥ celi Stevili. Se vec, biti morata tudi tuji, saj

mora katerikoli skupni faktor dveh stevil izmed z,y in z deliti tretje Stevilo. Recimo,

Ker sta z in y lihi Stevili, sta

da imata ”Ty in “5¥ skupen delitelj d. Potem ta delitelj d deli tudi vsoto in razliko teh
dveh stevil, tj. z in y. Torej d? deli 22 — y? = 22, od koder sledi, da d deli z, kar pa je

v nasprotju z naso predpostavko, da je trojica (z,y, z) primitivna.

Sedaj lahko uporabimo Fundamentalni izrek aritmetike in pridemo do sklepa, da sta

zty

22 in %5¥ kvadrata. Zapisemo lahko:

z4y=2m* 2z —y=2n* m>n. (3.4)
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Predpostavljamo, da sta z in y pozitivni stevili, torej je z +y > z —y. Ce resimo
enacbi (3.4) za z in y in nato uporabimo enacbo (3.1), da najdemo z, dobimo naslednji

rezultat.

Izrek 3.6. Primitivne celostevilske resitve Pitagorove enacbe 22 + y? = 2% s sodim x

so dane z:
T = 2mn,;
y=m’—n%

z:m2+n2,

kjer sta m in n celi tugi stevili, ne obe sodi in velja m > n.

3.3 FUNDAMENTALNI IZREK ARITMETIKE V DRUGIH
KONTEKSTTH

Ce gledamo samo cela stevila, je Fundamentalni izrek aritmetike direktna posledica
Evklidovega algoritma, kar pa ne velja za dolocene kolobarje. Mi se bomo osredotocili

na komutativne kolobarje z multiplikativnim nevtralnim elementom 1.

Definicija 3.7. Pravimo, da je komutativen kolobar R FEvklidov, ¢e obstaja funkcija
N : R\ {0} — N, za katero velja:

1. N(ab) = N(a)N(b) za vse a,b € R;
2. za vse a,b € R, ¢e je b # 0, potem obstajata ¢, € R, tako da:

a = bg + r in velja, da je r = 0 ali N(r) < N(b).

Tako funkcijo imenujemo norma na R.

Primer 3.8. Naj bo R = Zl[i] = {x + iy|x,y € Z}, kjer je i*> = —1. Tak R imenujemo
Gaussova cela $tevila. Naj bo N(x + iy) = x* + y*. Preverimo, da je R res Evklidov
kolobar.
1. Vzemimo a =z +1y,b = z + v € R. Velja:
N((z +1iy)(z +iu)) = N(zz + izu + iyz — yu)
= N((zz — yu) +i(zu + yz))
= (22 — yu)* + (vu + y2)?
= 2222 — 2wzyu + y?u® + 2?4 2ruyz + y? 2P
=2*(2* +u®) + 7 (v + 27
= (22 +u?)(2® + 7).
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Po drugi strani je:
N(z +iy)N(z +iu) = (2* + y*)(2* + u?).
Torej je 1. tocka definicije 3.7 izpolnjena.
2. Naj bosta a,b # 0 € R in pisimo ab~! = p + it, kjer p,t € Q. Definirajmo
m,n € Z kot:
-1 p+1 t—1t+1
e L=}

Najbog=m+in € Rinr =a—b(m+in). Torej jeres a =bqg+r. Zar #0

velja:

=

=
I
=

((a —b(m+in))
N((ab™" —m —in)b)

= N(p+it —m —in)N(b)
N 1

(p—m+i(t—n))N() < (Z—I—i)]\/(b) < N(b).

Pokazali smo, da za nas R res veljata obe lastnosti iz definicije 3.7.

V poljubnem kolobarju lahko definiramo relacijo deljivosti ter najvecji skupni delitelj
na povsem enak nacin kot v kolobarju celih stevil. V vsakem Evklidovem kolobarju pa
lahko s pomo¢jo norme N definiramo tudi Evklidov algoritem, ki ga tako kot pri celih

stevilih, uporabimo za iskanje najvecjega skupnega delitelja.
Definicija 3.9. Naj bo R poljuben kolobar.

1. Naj bosta «, 8 elementa kolobarja R. Pravimo, da « deli § (oziroma «|f3), ¢e
obstaja tak v € R, da 8 = a.

2. Element u kolobarja R je enota, ¢e u deli 1.

3. Element 7 (razlicen od 0 ter od enote) kolobarja R je prastevilo, ¢e za vsak

a, f € R velja: mlaf => 7|« ali 7|5.
4. Ne-enota i € R je nerazcepna, ¢e velja: u = af => « ali § je enota.

Opazimo, da je u € R enota natanko tedaj, ko obstaja tak u, da je up = 1. 'V poglaviju
2 smo taksnim elementom rekli obrnljivi elementi kolobarja R. Mnozico vseh enot

komutativnega kolobarja R oznac¢imo z U(R) ali R*.

Izrek 3.10. V vsakem Evklidovem kolobarju velja Fundamentalny izrek aritmetike.
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Dokaz. Ocitno je, da za vsak nerazcepen pu velja N(u) > 2. Podobno kot smo pokazali
pri celih stevilih, tudi tu velja, da je razcepljanje na nerazcepna stevila konéno. Pokazati
moramo le, da je vsako nerazcepno sStevilo prastevilo. To sledi po lemi 2.16. Naj bo u
nerazcepen in predpostavimo, da p deli af, vendar ne deli a. Ocitno je, da je najvecji
skupni delitelj p in « enak 1, saj ima p le dva delitelja in sicer samega sebe ter enoto.
Zapisemo lahko:

pr+ay =1, (3.5)

za neka z,y € R, po lemi 2.16. Ce enacbo (3.5) sedaj pomnozimo z 3, dobimo:
pxB +afy = B. (3.6)

Ker po nasi predpostavki p deli oba ¢lena na levi strani enac¢be (3.6), mora deliti tudi
¢len na desni strani enacbe (3.6). Torej je predpostavka za prastevilskost iz definicije

3.9 izpolnjena. O]

3.4 VSOTA KVADRATOV

Resitev Pitagorove enacbe (enacbe (3.1)) je dobro poznan rezultat. Sedaj bomo po-
kazali Se, kako Fundamentalni izrek aritmetike v drugih kontekstih pripelje do resitev
manj znanih diofantskih enacb. Vzemimo naslednji problem: Katera cela stevila lahko

zapisemo kot vsoto dveh kvadratov? To so resitve diofantske enacbe
n=x?+ y2.
Ce vzamemo nekaj majhnih prastevil za stevilo n, opazimo naslednje.

Izrek 3.11. Prastevilo p lahko zapisemo kot vsoto dveh kvadratov natanko tedaj, ko je
p=2alip=1 (mod4).

Preden dokazemo izrek 3.11 si moramo pogledati Se eno lemo.

Lema 3.12. Ce je p = 2 ali pa je p prastevilo kongruentno 1 modulo 4, potem je

kongruenca T? + 1 =0 (mod p) resljiva v celih $tevilih.

Dokaz. Za p = 2 je ocitno. Predpostavimo sedaj, da je p = 4n + 1, za neko pozitivno

celo stevilo n. Po izreku 2.24 velja:
p—D!'=0pmE-1)-(p—2)---3-2-1=—1 (mod p).
Ce iz zacetne predpostavke izrazimo 4n, dobimo:

dn=p—1=—1 (mod p)
dn—1=p—2= -2 (mod p)

2n+1=p—2n=—2n (mod p).
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Sledi, da je:
p—)=4nl=4n(4n—-1)4n—-2)---(2n+1)2n(2n —1)---3-2- 1.

Ce torej upostevamo zgornje kongruence, dobimo, da je:
(p—DI=(=1)-(=2)---(=2n)-(2n) - 2n —1)---3-2-1 = (=1)**((2n)"2.
Ker pa po izreku 2.24 velja, da je (p—1)! kongruentno —1 po modulu p, je za T' = (2n)!
izpolnjen pogoj T2 + 1 = 0 (mod p). O

Sedaj bomo dokazali izrek 3.11. Za dokaz bomo uporabili Fundamentalni izrek aritme-
tike v kolobarju R = Z[i] z normo N : R — N, definirano kot N(z + iy) = 2% + 3°.

Dokaz. Za p = 2 je dokaz trivialen. V primeru, ko je p = 3 (mod 4), hitro opazimo, da
se p ne da zapisati kot vsoto dveh kvadratov, ker so kvadrati vedno kongruenti 0 ali 1
modulo 4 in je zato vsota dveh kvadratov vedno kongruentna 0,1 ali 2 po modulu 4.
Predpostavimo torej, da je p = 1 (mod 4) in naj bo p prastevilo. Po lemi 3.12 lahko
zapiSemo:

ep=T*+1=(T+i)(T—1i)vR=2Z[i], zaT,c€Z.

Izrek bomo dokazali s protislovjem. Predpostavimo, da je p nerazcepen v R. Ker v
Z[i] velja Fundamentalni izrek aritmetike, je p prastevilo. Sledi, da mora p deliti enega
izmed T+ ¢ v R, ker deli njun produkt. Recimo, da p deli T'+ i. Obstaja torej tak
element a + bi € R, da je T+ i = p(a + bi). Torej je T' = pa in 1 = pb. To pa je
nemogoce, ker sta p in b celi Stevili in p > 2. Podobno dokazemo, da p ne more deliti
T — 4. Sledi, da p ne more biti nerazcepen v R, torej lahko zapiSemo:

p= v,
kjer sta u in v ne-enoti v R. Ce vzamemo normo obeh strani, dobimo:
P2 = N(uw) = N()N(v).

To je enacha v Z in po Fundamentalnem izreku aritmetike imamo tri moznosti:

1. N(uz) =1in N(v) = p?, kar je nemogoce, saj i ni enota;

2. N(v) =1in N(u) = p? kar je nemogoce, saj v ni enota;

3. N(u) = N(v) = p, iz ¢esar sledi, da obstaja netrivialna resitev enacbe p = 2% +y?.

O

Izrek 3.13. Naj bo n naravno $tevilo in naj bo n = p{* - p2 - - pIr prastevilski razcep

stevila n. Stevilo n lahko zapisemo kot vsoto dveh kvadratov natanko tedaj, ko za vsak

pi 2 lastnostjo p; = 3 (mod 4) velja, da je q; sodo Stevilo. Pritem jei € {1,2,...,r}. [3]
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Izreka 3.13 tu ne bomo dokazali, bralec pa lahko dokaz poisce v skripti [3, str. 8].

Primer 3.14. Vzemimo stevilo 2.450. Njegov prastevilski razcep je:
2.450 = 2-5%- 7.

Od vseh prastevil, ki nastopajo v razcepu, je samo 7 = 3 (mod 4) in Stevilo 7 v razcepu
res nastopa na sodo potenco. Po izreku 3.13 lahko stevilo 2.450 zapiSemo kot vsoto
dveh kvadratov. Velja: 2.450 = 7% + 492, [24]

Izrek 3.15. Naravno stevilo n lahko zapisemo kot vsoto treh kvadratov natanko tedayj,

ko n ni oblike n = 4%(8b + 7) za nenegativni celi Stevili a in b. [2]
Izreka 3.15 tu ne bomo dokazali, bralec pa lahko za dokaz sledi ¢lanku [2].

Primer 3.16. Vzemimo stevilo 129. Najprej moramo preveriti njegovo deljivost s

Stevilom 4. Prastevilski razcep stevila 129 je:
129 = 3 - 43.

Ker stevilo 4 ne nastopa v prastevilskem razcepu, velja, da je a = 0. Sedaj moramo
preveriti Se ali je ostanek Stevila 129 pri deljenju s stevilom 8 enak 7, tj. ali lahko
zapisemo 129 = 8b + 7 za neko celo stevilo b? Ce enacbo malo preoblikujemo, dobimo
8b = 122 in vidimo, da ne obstaja celo stevilo b, ki bi resilo to enacbo. Po izreku 3.15
lahko torej Stevilo 129 zapisemo kot vsoto treh kvadratov. Velja: 129 = 22+52+10%. [17]

3.4.1 Lagrangeov izrek stirih kvadratov

Eden izmed stevilnih klasi¢nih rezultatov elementarne teorije stevil posplosi izrek 3.11
na vsa cela stevila, pri cemer dovoljuje, da se sesteje ve¢ kvadratov. Francoski ma-
tematik Bachet je predvidel rezultat, formuliral pa ga je Diofant. Domneva se, da je
dokaz morda imel ze Fermat, vendar je bil prvi objavljen dokaz Lagrangeov (1770) in

tega si bomo pogledali mi.
Lema 3.17. Naj bo p liho prastevilo. Potem obstajata celi stevili a in b, tako da je:
a®+b*+1=0 (mod p).
Dokaz. Definirajmo mnozici:
A:{aQ; ogag%} in B:{—bZ—l; Ogbg%}.

Vzemimo 0 < a1 < ay < I%l in predpostavimo, da je a3 = a? (mod p). Torej p deli
a3 —a? = (ag + ay)(az — ay). Ker je p prastevilo, velja, da p bodisi deli ay + a; bodisi
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deli as —ay. Vendar pajel <as+a; <p—2inl<ay —a; < ’%1 in zato p ne more
deliti niti ay + a; niti ay — a;. Sledi, da $tevili a? in a3 ne moreta biti kongruentni po
modulu p. Na enak nacin bi pokazali, da tudi mnozica B ne vsebuje dveh elementov,
ki bi bila kongruenta po modulu p. Sledi, da vsaka izmed teh dveh mnozic vsebuje
1%1 elementov, ki so paroma nekongruentni po modulu p. Po Dirichletovem principu?
mora obstajati nek element iz A, ki je enak nekemu elementu iz B po modulu p, saj
obstaja le p razlicnih celih stevil modulo p. Torej je a® (mod p) = —b*> — 1 (mod p), za

neki stevili 0 < a,b < ’%1. Iz tega sledi, da obstajata celi stevili a in b, tako da velja:
a®+b*+1=0 (mod p).
O
Izrek 3.18. (Lagrange) Vsako pozitivno celo stevilo je vsota kvadratov stirih celih Stevil.
Dokaz. Najprej opazimo, da velja Eulerjeva identiteta stirih kvadratov:

(a® + 0 + & + d*)(w? + 22 + y* + 2%) = (aw + br + cy + d2)* + (ax — bw — cz + dy)*
+ (ay + bz — cw — dx)* + (az — by + cx — dw)>.

Dokaz identitete je enostaven, potrebno je le na daljSe zapisati desno stran identitete.
Identiteta nam pove, da se lastnost zapisa v obliki vsote kvadratov stirih stevil ohrani
pri mnozenju. Po Fundamentalnem izreku aritmetike je torej dovolj pokazati, da je
vsako prastevilo vsota §tirih kvadratov celih stevil. Ker pa je 2 = 12 + 12 + 0% + 0%, je
dovolj pokazati, da je vsako liho prastevilo vsota kvadratov stirih celih Stevil.
Naj bo p liho prastevilo. Po lemi 3.17 velja, da obstajajo a,b,c,d € Z in m € Z, tako
da velja:

mp = a® + b + ¢ + d°. (3.7)

Ce je m = 1, je dokaz zakljuéen. Predpostavimo torej, da je m > 1. Poiskati moramo
zapis m’p kot vsoto stirih kvadratov, pri ¢emer je 0 < m’ < m. To lahko ponavljamo
dokler ne najdemo zapisa za prastevilo p, pri tem pa zmanjsujemo velikost m na vsakem
koraku.

Ce imamo sodo celo stevilo 2n in ga zapisemo kot vsoto dveh kvadratov, tj. 2n = z2+12,

potem sta x in y obe sodi ali obe lihi stevili. Sledi, da identiteta

() ()

izraza n kot vsoto kvadratov dveh celih stevil. Ce se sedaj vrnemo k enachi (3.7)

opazimo, da ¢e je m sodo sStevilo, potem ni nobeno, sta dve ali pa so vsa Stiri Stevila

IDirichletov princip pravi, da ¢e zelimo Q + 1 elementov razporediti v @ skatel, mora vsaj ena

Skatla vsebovati ve¢ kot en element.
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izmed a,b, ¢ in d soda. Sedaj lahko dvakrat uporabimo ena¢bo (3.8) in sklepamo, da
je (%§)p vsota stirih kvadratov. V tem primeru smo prepolovili vrednost m.
Ce je m liho stevilo, potem pa najprej poiséimo stevila w, z, y in z, za katera velja, da

je =% <w,r,y,z < G ter:

w = a (mod m)
x =0b (mod m)
y = ¢ (mod m)

Torej je:
w2 =P A+ =mp=0 (modm) in w®+a*+y?+ 2% <mi
Sledi, da je:
w+ 2?22 =km, za0 <k <m.
V Eulerjevi identiteti stirih kvadratov
(a® + 0 + 4+ d) (w4 2® +y* + 2%) = (aw + bx + cy + d2)?* + (ax — bw — cz + dy)?
+ (ay + bz — cw — dz)* + (az — by + cx — dw)?

je leva stran enaka km?2p. Glede na nago izbiro w, z,y, 2 je ax = bw in dy = cz modulo
m, torej je (ax — bw — cz + dy)? deljiv z m?. Podobno lahko pokazemo, da sta tudi
(ay + bz — cw — dz)?* in (az — by + cx — dw)? deljiva z m?. Za prvi ¢len na desni strani

Eulerjeve identitete pa velja:
aw + br + cy + dz = w? + 22 + y* + 2> = 0 (mod m).

Desna stran Eulerjeve identitete §tirih kvadratov je torej deljiva z m? in zato jo lahko
pokrajsamo z m?, kar nam da zapis za kp kot vsoto stirih kvadratov, kjer je 0 < k < m.
Ce konéno mnogokrat ponovimo ta postopek, bomo m zmanjsali na 1 in dobili zapis

lihega prastevila p kot vsoto Stirih kvadratov. O]

3.5 SIEGELOV IZREK

V tem poglavju si bomo pogledali, kako lahko s pomoc¢jo Fundamentalnega izreka
aritmetike v kolobarjih, ki so vec¢ji od celih stevil, dobimo vse celostevilske resitve

nekaterih kubi¢nih enacb. Primer takega kolobarja so Gaussova cela Stevila.

Izrek 3.19. Edina celostevilska resitev enacbe y* = 23+ x, je x = 0,y = 0.
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Dokaz. Naj bosta z in y celi §tevili in naj bo y? = 23 + 2. To enacbo lahko zapisemo
tudi kot y* = x(x? + 1). Katerikoli z bo delil 2, zato bo katerikoli skupni delitelj z in
2241 delil 1. Iz tega sledi, da sta z in 22 + 1 tuji stevili in po Fundamentalnem izreku
aritmetike velja, da morata biti obe kvadrata, saj je njun produkt enak y?. ZapiSsemo
lahko:

2 =2>+1 oziroma 1=2*—2%=(z+2)(z—2).

Po Fundamentalnem izreku aritmetike v Z, morata biti oba, tako z 4+ x kot tudi z — x,
enaka 1 ali oba enaka —1. Iz enacbe 22 = 22 + 1 hitro sledi, da mora biti 2 enak 0 v

obeh primerih. O
Izrek 3.20. Edina celostevilska resitev enacbe y?> = 23 — 1, jex = 1,y = 0.

Dokaz. Na prvi pogled izgleda, da bi morali desno stran enacbe y? = 2% — 1 razcepiti
v Z, vendar je za dokaz lazje, ¢e se premaknemo v kolobar Z[i], kjer prav tako velja
Fundamentalni izrek aritmetike.
Enacho iz izreka 3.20 lahko zapisemo kot y? +1 = 23 in ¢e levo stran razcepimo v Z[i],
dobimo:
(y+i)(y — i) = 2°. (3.9)

Ce bi vedeli, da sta stevili y +i in y — i med seboj tuji, tj. ged(y+14,y—i) = 1, bi lahko
na podlagi Fundamentalnega izreka aritmetike trdili, da morata biti y +¢ in y — ¢ kuba
v kolobarju Z[i].
Ce nek veckratnik stevila 2 deli y + i ali y — i, potem iz enacbe (3.9) sledi, da je z
sodo §tevilo. Ce je z sodo stevilo, potem je 3 = 0 (mod 8). Iz tega sledi, da je tudi
y> +1 =0 (mod 8), ta kongruenca pa nima resitve. Torej mora biti z liho stevilo, y
pa sodo stevilo.
Naj bo 6 = ged(y 44,y — i). Ce § ni enota kolobarja Z[i], potem obstaja prastevilo p
kolobarja Z[i], ki deli § ter zato deli tudi y + ¢ in y — ¢. Sledi, da p deli tudi razliko
Stevil y + 4 in y — 4, torej Stevilo 2i. Stevilo 2i se v kolobarju Z[i] razcepi na produkt
prastevil takole: 2i = (1 + )% Stevilo 1 + i je prastevilo kolobarja Z[i]. Zapisemo
lahko torej: p = 1+1. Ker p deli y + ¢, obstaja tako stevilo a + ib kolobarja Z[i], da je
y+i= (141i)(a+1ib). Torej mora veljati, dajey =a—bin 1l =a+b. Kerjel =a+b,
je eno od stevil a, b sodo, drugo pa liho. Ker je y = a — b sledi, da je y liho stevilo, kar
pa je v protislovju s tem, kar smo dokazali zgoraj. Torej je § enota kolobarja Z[i] in
sta y + i ter y — ¢ med seboj tuji stevili v kolobarju Z[i].
Po Fundamntalnem izreku aritmetike v Z[i] sledi, da sta y+1 in y — i kuba v Z[i], torej
lahko zapisemo:

y+i=(a+bi)? a,bcZ. (3.10)

Ce sedaj enacimo le imaginarni del, dobimo:

1 = 3a’b — b* = b(3a* — b?).
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Po Fundamentalnem izreku aritmetike v Z velja:
b= (3a®>—b*) = £1.

Ce je b = 1, mora biti 3a> — 1 = 1, kar pa je nemogoce, saj nobeno celo stevilo a ne
resi enacbe 3a? = 2. Druga moznost je, da je b = —1. Tedaj je 3a> — 1 = —1, torej je
3a? = 0 oziroma a = 0.

Ce sedaj dobljena a in b vstavimo v enacbo (3.10), dobimo reditev y = 0. Iz enacbe

y? = 2® — 1 potem sledi, da je z = 1. O

Izrek 3.21. (Siegelov izrek) Naj bodo a,b,c € Q. Potem obstaja le konéno mnogo

celostevilskih parov (z,y), ki so resitev enacbe

y? =2 +ax’® + b +c, (3.11)
pod pogojem, da kubicni polinom x3 + az* + bx + ¢ nima veckratnih nicel.
Izreka 3.21 tu ne bomo dokazali, bralec pa lahko za dokaz sledi knjigi [6, str. 54].
Krivuljo, ki jo opisuje enacba (3.11), imenujemo FElipticna krivulja, pod pogojem, da
desna stran nima veckratnih nicel.

Definicija 3.22. Stevilo a € Z, ki ni kvadrat nekega celega Stevila, imenujemo ne-

kvadratno celo Stevilo.
Primer 3.23. Ne-kvadratna cela Stevila so na primer 2,3,5,6, . ...

Dolocanje vseh celostevilskih resitev po Siegelovem izreku je v splosnem tezka naloga.
Sele proti koncu 20. stoletja so bile dodelane potrebne metode za praktiéno resevanje

dane enacbe.

3.6 FERMAT, CATALAN IN EULER

V tem poglavju si bomo pogledali tri slavne diofantske probleme, ki so svojo resitev
dobili sele pred kratkim.

3.6.1 Fermat

Fermatov veliki izrek oziroma Fermatov zadnji izrek pravi, da enacba
2ty =2"n>3 (3.12)

nima netrivialnih celostevilskih resitev, torej je vsaj eden izmed z,y ali z enak 0.

Enacbo (3.12) imenujemo Fermatova enacba.
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Dokaz tega izreka je leta 1994 predstavil britanski matematik Andrew Wiles. Ocitno
je, da je izrek dovolj dokazati le za primer, ko je n prastevilo. Resitev je odvisna od
zapletenih rezultatov s podroc¢ja aritmetike elipticne krivulje. Enacba a? 4+ b + c? = 0,
za neko prastevilo p in cela §tevila a,b in ¢ razlicna od 0, je protiprimer Fermatovi
enacbi. Ta protiprimer nas vodi do elipti¢ne krivulje z enacbo y? = z(z — aP)(z + bP)
in izkaze se, da ta elipticna krivulja nima lastnosti, za katere je Wiles uspel dokazati,

da jih mora imeti.

3.6.2 Catalan
Leta 1844 je belgijski matematik Catalan predstavil enacbo
u® —v¥ =1,

za naravna Stevila u, v, x,y > 2. Hitro lahko preverimo, dajeu =3,v =220 =2,y =3
reSitev Catalanove enacbe:
3-22=9-8=1.

Torej Catalanova enac¢ba premore vsaj eno celostevilsko resitev. Catalanov problem

pa je pokazati, da je ta resSitev edina in to je leta 2002 dokazal romunski matematik

Mihailescu.

3.6.3 Euler

Leta 1769 je svicarski matematik Euler predstavil tako imenovano Eulerjevo domnevo,
ki pravi, da n-ta potenca ne more biti izrazena kot vsota manj kot n, ampak vsaj dveh,
netrivialnih n-tih potenc za n > 3.

Lander in Parkin sta s pomoc¢jo rac¢unalnika poiskala netrivialne resitve diofantske

n
Zacf = y5; n < 6.
i=1

Med preostalimi resitvami sta nasla tudi protiprimer Eulerjevi domnevi za n = 5:

enacbe

275 + 84° + 110° + 133° = 144°.

V tem primeru je 5-ta potenca izrazena kot vsota stirih 5-ih potenc, kar se ne ujema z
Eulerjevo domnevo.

Poleg tega je bilo dokazano tudi, da v primeru, ko je n = 4, diofantska enacba
ut + vt +wt =2 (3.13)

nima pozitivne celostevilske resitve za x < 220.000. Elkies je ugotovil, da ima enacba

(3.13) naslednjo resitev:

2.682.440* + 15.365.639* + 18.796.760* = 20.615.673*.
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Kasneje pa je Roger Frye poiskal minimalno resitev enacbe (3.13) in ta je:
95.800" + 217.519" + 414.560" = 422.481".

Pokazal je tudi, da ne obstaja nobena druga resitev za u < v < w < z < 1.000.000.
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4 KVADRATNE DIOFANTSKE
ENACBE

Poskusi nadgradnje Pitagorove diofantske enacbe so hitro pripeljali do vprasanj o kva-

dratnih diofantskih enacbah. V tem poglavju jih bomo poblizje spoznali.

41 KVADRATNE KONGRUENCE

Na tem mestu bi zeleli posplositi rezultate iz prejSnjega poglavja in razloziti diofantsko
enacbo
v +2y% = p, (4.1)

kjer je p prastevilo, x in y pa sta celi stevili. To lahko naredimo s pomocjo lastnosti
kolobarja R = Z[v/—2], vendar pa moramo tudi bolje spoznati aritmetiko celih stevil
modulo p, ko je p prastevilo.

Za razlago in razumevanje enacbe (4.1) bomo uporabili enoli¢no dolo¢eno faktorizacijo

v R skupaj z znanjem o kongruencah. Kongruenca, ki jo bomo preucevali, je
T? +2 =0 (mod p).

Potrebovali bomo orodje, ki nam bo zagotavljalo obstoj resitve kongurence oziroma
nam bo povedalo, da neka kongruenca ni resljiva. Obmocje, ki ga bomo gledali je Z,.

Izkaze se, da je lastnost, ki jo potrebujemo, direktno povezana s konceptom iz teorije
grup.

Definicija 4.1. Element a € Z, je primitivni koren modulo p, ¢e je vsak nenicelen

element kolobarja Z, enak neki potenci elementa a.

Primer 4.2. Vzemimo a = 2 in p = 5. Pokazimo, da potence Stevila a generirajo vse
nenicelne ostanke modulo p.
Mozni nenicelni ostanki modulo 5 so 1,2,3 in 4. Poglejmo katere potence Stevila 2

generirajo nenicelne ostanke modulo 5:



Modrijan P. Nekatere kvadratne diofantske enacbe.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2021 29

Torej je 2 primitivni koren modulo 5.

Mnozica Z, tvori polje. Obstoj primitivnega korena a modulo p, je ekvivalenten temu,
da je multiplikativna grupa Z; polja Z, cikli¢cna, generirana z a. To pa lahko zapisemo

na vec¢ razlicnih med seboj ekvivalnetnih nacinov.

7. G oznacimo kon¢no Abelovo grupo z n elementi. Tedaj je a generator grupe G

natanko tedaj, ko velja eden izmed izmed naslednjih ekvivalentnih pogojev:
1. ¢e je a™ =1, kjer je 1 <m < n, potem je m = n;
2. red elementa a je n;
3. ¢e je a™ =1, kjer je 1 < m, potem n|m.
Izrek 4.3. Multiplikativna grupa poljubnega koncénega polja je ciklicna.
Preden dokazemo izrek 4.3, si moramo pogledati Se nekaj drugih rezultatov.

Izrek 4.4. (Kitajski izrek o ostankih) Naj bosta m,n € N tuji Stevili ter a,b poljubni
celi tevili. Potem imata kongruenci x = a (mod m) in x = b (mod n) resitev x € N

za vsaka a,b € Z.. Resitev je enolicno dolocena po modulu mn.

Kitajski izrek o ostankih je predstavil kitajski matematik Sun-tzu v 4. stoletju. Po-
sebne rezultate sta pri svojem delu uporabljala tudi matematika Fibonacci in al-

Haytham.

Sedaj bomo Kitajski izrek o ostankih Se dokazali.

Dokaz. Pogoj, da sta stevili tuji, nam zagotavlja, da obstajata taka m’ in n’, za katera
velja mm/ = 1 (mod n) in nn’ = 1 (mod m). To velja zaradi posledice 2.20. Potem

_—

reSitev x = bmm’ + ann’ zadosca obem kongruencam, saj je bmm’ + ann’ = a (mod
m), ker je bmm’ = 0 (mod m) in ann’ = 1 (mod m). Podobno je bmm' 4+ ann’ =
(mod n).

Pokazati moramo e enoli¢nost resitve modulo mn. Ce z in y zadostita obem kongru-
encam, potem je razlika (z — y) deljiva z m in n. Ker sta m in n tuji stevili, mora biti

razlika (z — y) deljiva z mn. Torej sta z in y kongruentna po modulu mn. O

Primer 4.5. Zanima nas resitev kongruenc z = 2 (mod 17) in x = 8 (mod 11).

Oznac¢imo:
® a1:21na2:8;

0N1:111nN2217,
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e N=N,-N,=11-17 = 187.

Iz kongruenc 11z; = 1 (mod 17) in 1725 = 1 (mod 11) dobimo, da je 1 = 14 in z9 = 2.
Resitev, ki jo iS¢emo, je:
X:xl-Nl-a1+:E2-N2-a2
=14-11-2+2-17-8
= 580.

Ve ostale resitve so kongruentne 580 po modulu 187.

Definicija 4.6. Aritmeticna funkcija je poljubna funkcija f : N — C. Ce za arit-
meticno funkcijo velja, da je f(1) # 0 ter da za poljubni tuji naravni steviili m in n
velja f(mn) = f(m)f(n), potem pravimo, da je f multiplikativna funkcija. Opazimo,
da v tem primeru nujno velja f(1) = 1.

Ce ima funkcija f to lastnost tudi za ne-tuji stevili m in n, potem f imenujemo popol-

noma multiplikativna funkcija.

Primer 4.7. Ena izmed najpomembnejsih artimeti¢nih funkcij je:
o(n) = {1 < a < nlged(a,n) = 1}].

Funkciji ¢ pravimo Fulerjeva ¢ funkcija.

Lema 4.8. Naj bo p prastevilo in o > 1. Potem je ¢(p®) = p® — p* L.

Dokaz. Najbo 1 <k < p*in ged(k,p*) =d > 2.

Ker d deli p* in ker je p prastevilo, je d = p®, pri ¢emer je 1 < 8 < a. Sledi, da p deli
d in ker d deli k velja, da p deli k. Stevilo k je torej veckratnik stevila p. Ker p deli k
in p deli p®, je ged(k,p*) > p > 2.

Dokazali smo, da je ged(k, p®) > 2 natanko tedaj, ko je k veckratnik stevila p, torej za
k€ {p,2p,3p,...,p* 1p}. Teh veckratnikov stevila p pa je ravno p®~'. O

Lema 4.9. Fulerjeva ¢ funkcija je multiplikativna.

Dokaz. Naj bosta m in n tuji stevili. Za x € Z,,, naj bo x,, enoli¢cno doloceno stevilo
v Zp,, ki je kongruentno stevilu x po modulu m. Podobno naj bo x,, enoli¢cno dolo¢eno

stevilo v Z,,n, ki je kongruentno stevilu x po modulu n. Definirajmo preslikavo
filpp — Loy X Ly

kot:

T — (T, Tp).

Trdimo, da je f bijektivna funkcija. Za bijektivnost mora veljati, da se vsaka dva

razlicna elementa iz Z,,, preslikata v razlicna elementa iz Z,, x Z, ter da je vsak
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element iz Z,, X Z, slika vsaj enega elementa iz Z,,,. Stevili 2, in z, smo definirali

tako, da velja:

T = Ty (mod m)

r =z, (mod n).

Po Kitajskem izreku o ostankih velja, da imata ti dve kongruenci resitev x za poljubna
Tm, Ty in ta resitev je enolicno dolo¢ena po modulu mn. Iz tega direktno sledi bijek-
tivnost funkcije f.

Definirajmo $e (Z,)* = {1 < a <n: gcd(a,n) = 1} ter analogno e za m in mn.

Ker je x tuj mn natanko takrat, ko je x,, tuj m in x,, tuj n, lahko definiramo Se funkcijo
F:(Zpn) = (Z)* X (Zy,)".

Za funkcijo F prav tako velja, da je bijektivna.
Po definiciji je kardinalnost (Z,,)* kar F(m). Analogno velja tudi za n in mn, kar

zakljuci dokaz, da je F' multiplikativna funkcija. ]

Posledica 4.10. Naj bo n = p{'p5? - - - pi* prastevilska faktorizacija naravnega $tevila
‘ = 1)l = pi—1
n. Potem je g(n) = IT,,(ps — Dpi"" = n [, 2.

Dokaz. Enakost ¢(n) =[], (pi — 1)pi~! sledi direktno iz leme 4.8.

Ker je funkcija ¢ multiplikativna, lahko zapiSemo:

o(n) = d(p"py* - - - pi*)
= o(pi")o(p5?) - - - d(p*)

as—1

= (p?* — p N (P5? — P

~—

(pk

Primer 4.11. ¢(360) = ¢(2%-32-5) = (23 — 22)(32 = 31)(5! —=5°) =46 - 4 = 96.

Izrek 4.12. Za vsak n € N, je

> o(d) =n.
din

Pri tem d pretece vse pozitivne delitelje stevila n.
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Dokaz. Opazimo, da rezultat oc¢itno drzi za n = 1, zato privzemimo, da je n > 2.
Preverimo najprej enakost za primer, ko je n = p", torej potenca prastevila. V tem
primeru je: )

Dod=1+) (-1 =1+ 1) =p =n

dn i=1
Definirajmo funkcijo F(n) = din ¢(d). Pokazimo, da je funkcija F' multiplikativna.
Vemo, da d deli mn natanko tedaj, ko obstajata taka d; in ds, da d; deli m in dsy deli

n, pri cemer je d = dyds. Torej za poljubni tuji stevili m in n velja:

F(mn) = Z P(d) = Z Z P(dida) = Z o(dr) Z ¢(da) = F(m)F(n).

dlmn di|lm d2|n di|lm da|n

Naj bo sedaj n = p{"'p3*---pp*. Ker je funkcija F' multiplikativna in ker smo ze

dokazali, da izrek 4.12 velja za potence prastevil, velja:
F(n) = F(p") - F(pe*) = pi* - pp* = n.
Torej izrek 4.12 velja za poljubno naravno Stevilo n. [l

Primer 4.13. Vzemimo n = 15. Vsi pozitivni delitelji stevila 15 so 1,3,5 in 15. Po

izreku 4.12 velja torej:
¢(1) +6(3) + ¢(5) + ¢(15) = 15.
Ce vrednosti izra¢unamo po definiciji Eulerjeve ¢ funkecije dobimo:
A1)+ o(3) + o(5) + ¢(15) =1+ 2+ 4+ 8 = 15.

Sedaj imamo vse potrebno za dokaz izreka 4.3. V dokazu bomo uporabili splosno
koncno polje, ki ga lahko vedno eksplicitno zapisemo s polinomi, vendar bomo uporabili

bolj abstraktno metodo.

Dokaz. Naj bo F, koncno polje s g elementi. Pokazali bomo, da ce je g € F}, potem
ima ¢’ enak red kot g natanko tedaj, ko je ged(j,q — 1) = 1. Pri tem F} predstavlja
multiplikativno grupo polja F,. Na ta nacin bomo ugotovili, koliko elementov posame-
znega reda imamo, s ¢cimer bomo pokazali, da ima grupa F; natanko ¢(q — 1) razlicnih

generatorjev.

Za lazje razumevanje si poglejmo primer. Razli¢ne potence stevila 3 v 3 so:
3'=1,31=3,32=2,33=6,3"=41in 3° = 5 modulo 7,

torej je 3 generator grupe 7. Edini vrednosti j, za kateri je 1 < j <6 in ged(7,6) = 1,
sta 1 in 5. Ker je 3° =5 (mod 7), je tudi 5 generator F%.
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Poglejmo si se F}; =< 2 >. Vrednosti j, za katere je 1 < j < 10 in ged(7,10) = 1, so

1,3,7in 9. Iz tega sledi, da imamo §tiri generatorje grupe [F7j,;, in sicer:
21 =223=82"=71n 2 = 6 modulo 11.

Nadaljujmo sedaj z dokazom. Naj bo a € F} ter naj bo d red elementa a. Vemo, da d
deli red grupe F;, torej d|(q — 1). Iz definicije reda elementa a sledi, da ¢e je a™ =1
za nek m (0 < m < d), potem je nujno m = 0. Trdimo, da so elementi 1,a,a?,...a%?
paroma razlicni. Recimo, da obstajata taka 7,5 € {0,1,...d — 1}, kjer je i < j in velja
a’ = a’. Potem je a’~% = 1, iz Gesar sledi, da je j — i = 0 oziroma i = j. Elementi

1,a,a%, ...a%"

so torej res paroma razlicéni.

Trdimo, da so preostali elementi reda d v F; natanko tisti a’ z1 < j < d, za katere
je ged(j,d) = 1. Torej, ée obstaja element reda d, bo takih natanko ¢(d). Ce je red
elementa a enak d, potem morajo preostali elementi reda d biti med potencami a, saj
vsak element reda d zados¢a enacbi ¢ —1 = 0 v F,. Ta enacba ima kvecjemu d nicel in
vsaka potenca a’, kjer je 0 < j < d, zadosca tej enachi. Torej morajo biti vsi elementi
reda d med temi potencami. Katere potence pa imajo red d? Pokazali bomo, da je red
a’ enak d (1 < j < d) natanko tedaj, ko je ged(j,d) = 1.

Nl
7

Ceje 1 < ged(j,d) = d' < d, potem je 1 < 4 < d in () = (a?)# = 17 = 1. Torej
je red elementa @’ manjsi ali enak % in zato ni enak d.

Obratno, predpostavimo sedaj, da je ged(j,d) = 1 in da ima o’ red d”, pri éemer je
1 < d” <d. Potem je &’ = 1, torej d|jd”, saj je red a enak d. Ker je gcd(j,d) = 1,
sledi, da d|d”. Po drugi strani pa je d” < d, iz ¢esar sledi, da je d = d". Torej je red a’
res enak d natanko tedaj, ko je ged(j,d) = 1.

Vsak izmed (¢ — 1) elementov F; ima red, ki deli (¢ — 1). Po izreku 4.12 sledi, da je
Zdl(qfl) ¢(d) =q—1.

Torej moramo za vsak d, ki deli (¢ — 1), imeti ¢(d) elementov reda d. V posebnem

imamo ¢(q — 1) > 1 elementov reda (¢ — 1), torej je grupa F res cikliéna. O

Z dokazom smo pokazali, koliko elementov polja F, je vsakega moznega reda in ugotovili

smo, da mora biti vsaj en element reda (¢ — 1), kateri je torej primitivni koren.

Primer 4.14. Stevilo 3 je primitivni koren za p = 7. Poglejmo zakaj:

3'=3=3 (mod7)
3?=9=2 (mod7)
3% =27 =6 (mod 7)
3* =81 =4 (mod 7)

3° =243 =5 (mod 7)
35 =729=1 (mod 7)
37 = 2187 = 3 (mod 7).
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Vidimo, da je red elementa 3 enak 7 — 1 = 6 in zato je 3 primitivni koren za p = 7.

Na tem podroc¢ju ostaja Se veliko odprtih vprasanj in eno izmed njih je Artinova do-
mneuva.
Artinova domneva: Vsako celo stevilo, ki ni kvadrat ali —1, je primitivni koren mo-

dulo p za neskon¢no mnogo prastevil p.

Se eno odprto vprasanje pa je, ali obstaja algoritem, s katerim bi lahko dolocili pri-
mitivni koren. Ce je na primer p dano prastevilo, ali lahko dolo¢imo primitivni koren
za p? Najbolj o¢itna metoda je, da po vrsti preizkusamo cela stevila 2,3,5,6,... in
upamo, da bomo hitro nagli primitivni koren.

Leta 1992 je matematik Victor Shoup pogojno pokazal, da je najmanjsi primitivni
koren modulo p navzgor omejen s C'(logp)®, pri éemer je C' neka konstanta. Ta re-
zultat sicer temelji na Se nedokazani hipotezi, vseeno pa se v praksi izkaze, da je zelo

uporaben.

4.2 EULERJEV KRITERILJ

Veliko problemov iz podroc¢ja kvadratnih kongruenc se lahko prevede na reSevanje naj-
enostavnejSe kvadratne kongruence, tj. 22 = a (mod p) za prastevilo p in poljubno celo
stevilo a. Tako celo stevilo a imenujemo kvadratni ostanek modulo p. Eulerjev kriterij

nam pove, ali je neko celo stevilo kvadratni ostanek po modulu p.

Definicija 4.15. Naj bo p liho prastevilo in a celo stevilo. Legendrov simbol definiramo
kot:
0; ¢e p deli a,

a
<]—)) =< 1; ¢epnedeliainima z? =a (mod p) resitev,

—1; sicer.

3 a
Cejea#0in (—) = —1, pravimo, da je a kvadratni neostanek modulo p, sicer pa je
p

a kvadratni ostanek modulo p.

a b
V splosnem za Legendrov simbol velja, da ¢e je a = b (mod p), potem je (—) = (—)
p p

a2
in za vsak a # 0 je <—> = 1.

p
Izrek 4.16. (Eulerjev kriterij) Naj bo p liho prastevilo. Potem je:

(9) = a® D2 (mod p). (4.2)

p
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Dokaz. V primeru, ko je a = 0 (mod p), rezultat sledi direktno iz definicije 4.15.
Predpostavimo sedaj, da sta a in p tuji stevili. Opazimo, da so edino kvadratni koreni
od 1 modulo p kongruentni +1, saj je 22 — 1 = (x — 1)(x + 1) v poljubnem polju.
Po izreku 2.23 velja:

(P~ /)2 = P71 =1 (mod p),

iz Cesar sledi, da je a®?~Y/2 = +1 (mod p).
Oznacimo z g generator ciklicne grupe Z;. Potem je a = ¢’ (mod p) za nek j in a je
kvadratni ostanek natanko tedaj, ko je j sodo stevilo. Predpostavimo, da je a kvadratni

ostanek. Zapisemo lahko 7 = 25’ za neko celo §tevilo j'. Po izreku 2.23 velja:

aP1/2 = (gj)(p—l)/2 = ¢/ = (gp—l)j’zl (mod p).

a
Torej (—) = 1 implicira, da je a® /2 =1 (mod p).
p

Obratno, ¢e je a?"Y/2 = 1 (mod p), potem je ¢?®~1/2 = 1 (mod p). Red elementa
g je p — 1 modulo p, zato p — 1 deli j(pT_l). Iz tega sledi, da 2(p — 1) deli j(p — 1)

in ¢e pokrajsamo (p — 1) na obeh straneh, vidimo, da mora biti j sodo stevilo. Torej

a
kongruenca a?~Y/2 = 1 (mod p) implicira, da je (—) =1. O
p

Posledica 4.17. Legendrov simbol zadosca enacbi:
5)-G)6)
p p/\p)

Torej, ce Legendrov simbol pogledamo kot aritmeticno funkcijo (—) :Z — {0, %1}, je
p

popolnoma multiplikativna.

Ta posledica sledi direktno iz izreka 4.16, saj je desna stran enacbe (4.2) popolnoma

multiplikativna.

4.3 KVADRATNI RECIPROCNOSTNI ZAKON

Glavni rezultat o kvadratnih ostankih je Kvadratni recipro¢nostni zakon. Gauss se
je veliko ukvarjal s kvadratnimi ostanki in zanimalo ga je, ¢e morda obstaja povezava
med tem, da je p kvadratni ostanek modulo ¢ in tem, da je ¢ kvadratni ostanek modulo
p, ko sta p in ¢ prastevili. Na podlagi obseznih izracunov je domneval in kasneje tudi
dokazal naslednje:

Ko je eden izmed p in ¢ kongruenten 1 modulo 4, sta obe spodnji kongruenci resljivi
ali pa obe neresljivi:

?=q (modp), y*=p (mod q).
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Ce sta p in ¢ oba kongruenta 3 modulo 4, potem je ena izmed kongruenc resljiva

natanko tedaj, ko druga ni.

Izrek 4.18. (Kvadratni reciprocnosti zakon) Naj bosta p in q liki prastevili. Ce je

(0--0)

Ce je vsaj eden izmed p in q kongruenten 1 modulo 4, pa je

(5)-C)

Izrek 4.18 lahko zapisemo kot bolj urejeno formulo. Ce sta p in ¢ lihi prastevili, potem

<%> _ (_1)(,,_1)/2.@_1)/2(2)

Primer, ko imamo sodo prastevilo 2, moramo obravnavati loceno.

p=q=3 (mod 4), potem je

je

Izrek 4.19. Ce je p liho prastevilo, potem je

2
(;9) = 1 natanko tedaj, ko je p = £1 (mod 8).

Preden dokazemo izrek 4.19 si moramo pogledati Se eno lemo.
Lema 4.20. Naj bo p liho prastevilo. Definirajmo funkcijo f : Z — {0,+1} kot:
. 0; J sod,
0= (=1)U*=1/8: 5 lih,
Potem je f(p)f(ip) = f(j)-

Dokaz. Po predpostavki je p liho prestevilo in zato je p*—1 = 0 (mod 8). Rezultat leme
4.20 je ociten, ¢e je j sodo stevilo. Predpostavimo, da je j liho stevilo. Ce poracunamo

f(jp), dobimo:

(
(

— ((_1)1’2)(j2*1)/8(_1)(p2*1)/8
(_1)(j2—1)/8(_1)(p2—1)/8.

Opazimo, da je f(jp) = f(j)f(p). Ce obe strani te enache pomnozimo z f(p), dobimo:

fGp)f(p) = f(G) () (4.3)
Ker je f(p) = £1, je f(p)? = 1. Enacbo (4.3) lahko torej zapisemo kot:
fGp)fp) = Q). (4.4)

Enacba (4.4) je ravno rezultat leme 4.20. O
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Sedaj bomo dokazali izrek 4.19, ki nam sluzi kot test za dokaz izreka 4.18.

Dokaz. Prastevilo p je po predpostavki liho in zato je p> — 1 = 0 (mod 8). Oznacimo
z I polje, ki ima p? elementov. Potem je F* cikli¢cna grupa reda p? — 1 (po izreku 4.3).
Ker je p? — 1 deljiv z 8, F* vsebuje element reda 8. Oznac¢imo ta element s k. Velja,
da je (k*)? = k® = 1, iz Cesar sledi, da je k* = —1, saj je k reda 8 in zato k* ne more
biti enak 1. Sledi, da je k> = —k in k7 = —k3.
Naj bo G =k — k* — k® + k". Zapisemo torej lahko:

G=2Fk—-Fk) in G?=4(k—k)*=4(k* - 2k* + £°).
Vemo, da je k* = —1 oziroma k* + 1 = 0, iz ¢esar sledi, da je k® + k? = 0. Velja torej,
da je G? = —8k* = 8.
Izrek 4.19 bomo dokazali tako, da bomo za GP poiskali dva razli¢na izraza.

Prvi izraz za GP”:
GP=G-Grt
=G - (G*)P-D/2
=G - (8)P~1)/2

=G- (;) (po izreku 4.16)

- G- (%2) : (%) (po posledici 4.17)
-(3)-()

()

()

Drugi izraz za GP: Definirajmo funkcijo f : Z — {0, +1} kot:

0; j sod,

)= (—=1)@*=1D/8. j lih.

Poglejmo, za katere j je f(j) = 1. Vemo, da je Zg = {0,1,2,...,7}. Ker mora biti j
liho stevilo, da je lahko f(j) = 1, nam preostanejo elementi {1,3,5,7}. Ce te elemente
vstavimo v enacbo (—1)U°~1/8 vidimo, da dobimo f(j) =1za j =1in j = 7. Vemo,
daje 1 =1 (mod 8) in 7= —1 (mod 8). Velja torej, da je f(j) = 1 natanko tedaj, ko
je j = +1 (mod 8). Podobno se lahko prepricamo, da je f(j) = —1 natanko tedaj, ko
je j =3 ali b (mod 8).

Polje F ima karakteristiko p, torej je (a + b)? = a? + b” v F, saj so vsi binomski

koeficienti, razen robnih, deljivi s p. Po indukciji sledi:

(a4 +a)P =l +---+db.
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Z uporabo enacbe G = k — k3 — k® + k7 in definicije funkcije f lahko zapisemo:

G=f(Ok+ fR)E*+ f(B)K + F(T)K"
= f0) + f(k + f2)R* +- -+ f(DE

Sledi, da je:
7
Gp—(zf S WELEES SV
7=0

Z uporabo leme 4.20 lahko enacbo (4.5) zapisemo kot:

Naj bo p fiksen. Potem jp (mod 8) zavzame vsako od vrednosti 0, 1,...,7, ko gre j od
0 do 7. Iz tega sledi, da je GP = f(p)G. To je drugi izraz za GP”. Ce sedaj enacimo oba

izraza za GP, dobimo:

2
a. (—) e (4.6)
Ker je G* = 8, G ni enak 0 v F in zato lahko obe strani enacbe (4.6) delimo z G.

Dobimo enacbo:

2
(—) = f(p) = 1 natanko tedaj, ko je p = 1 (mod 8).

Sedaj smo pripravljeni na dokaz Kvadratnega recipro¢nostnega zakona (izrek 4.18).

Dokaz. Predpostavimo, da imamo polje IF' s p?~! elementi. Potem je F* cikliéna grupa
reda p?~! — 1 (po izreku 4.3). Po Malem Fermatovem izreku je p?~! = 1 (mod q) in
zato v F* obstaja element reda ¢q. Oznacimo ta element s k.

Definirajmo:

Vsoto (4.7) imenujemo Gaussova vsota.

Dokaz bo potekal na enak nacin kot dokaz izreka 4.19 in sicer bomo poiskali dva razlicna
izraza za GP.
Prvi izraz za GP: Za zapis prvega izraza GP bomo potrebovali G?. ZapiSemo lahko:

CEORE )

7=1 =1
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saj ko ¢ pretece 1,...,q — 1, —¢ prav tako pretece 1,...,¢ — 1 modulo ¢. Po posledici
4.17 je
() -(5)-0)
¢/ \ 4« q)

CEOE@DE

Zapisemo lahko torej:

7=1 =1
Ce v enachi (4.8) faktor (_—) izpostavimo pred vsoto in v drugi vsoti zamenjamo
z j1, dobimo:
-1 q—1 g—1 j ji s
DEEQ@e o

Po posledici 4.17 je (Z) (j—) = (—) in zato lahko enacbo (4.9) zapisemo kot:
q q q

1\ = (i
- EE(p
q z; im1 N

J

-1 ,
[/ )
Opazimo, da je Z(—) k0019 = 0, saj je polovica nenicelnih ostankov po modulu ¢
i=1
kvadratov in zato je polovica vrednosti simbola enaka 1, polovica pa —1. ZapiSemo

1 q—1 g—1 .
- (QIEE (e
q =0 i=1 q

=

lahko torej:

Ce dvojno vsoto zapisemo nekoliko drugace, dobimo:

G? = (_—1) qi <2> ji:kj(l—”. (4.10)

q i=1

—1
Izraz za i = 1 k G? prispeva <—)q = (—1)l@=Y/2¢ (po izreku 4.16). Trdimo, da vsi
q
ostali izrazi enacbe (4.10) k G? ne prispevajo ni¢. Predpostavimo, da je 7 # 1 in pis§imo
n = k'~*. Potem je n netrivialen g-ti koren od 1. Definirajmo: S =1+n+---+n¢ 1.
Trdimo, da je S = 0. Zapisemo lahko:

nS=n+n*+. T Ent =4t 4T 4 1= 8.

Enacba S = S ima dve mozni resitvi, 7 =1in S =0. Cejen=k'""=1,je 1l —i =0
oziroma i = 1. To je v nasprotju z naso predpostavko in zato sledi, da je S = 0. S

tem smo pokazali, da je sumand desne strani enacbe (4.10), ki ga doprinese i # 1, res
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enak 0. Velja torej, da je G? = (—1)@1/2¢. Sedaj imamo vse kar potrebujemo, da

izpeljemo prvi izraz za GP:
GP = GGP!
- G(GQ)(pfl)/2
= G((—1)a= D2y e-1)/2
— G(_l)(q—l)/2~(p—1)/2q(17—1)/2
= G(—1)la- /212 (Z%) (po izreku 4.16).

Drugi izraz za G”:

Po definiciji Gaussove vsote lahko zapisemo:
q—1 ] p qg—1 j
o= (% (Jw) =S (—)k:j”. (4.11)
<j=1 q =1 N
V enac¢bi (4.11) smo uporabili dejstvo, da je karakteristika polja F enaka p ter da je

b .
(Z) = <Z> Zaradi posledice 4.17 lahko enacbo (4.11) dalje zapisemo kot:

q q
S OE@ o

J=1 J=1

2
p p

saj je (—) = =£1 in je torej (—) = 1. Vemo, da jp (mod q) zavzame vsako od
q q

vrednosti 0,1,...,g—1, ko gre j od 0 do ¢— 1. Z uporabo tega dejstva iz enacbe (4.12)

o= (e (113)

Ce sedaj enacimo oba izraza za GP, dobimo:

G(—1)l= /2 -1/ (g) = (3—9) G. (4.14)

p q

dobimo Se drugi izraz za GP:

Ker je G2 = (—1)@Y/2¢, G ni enak 0 v F in zato lahko obe strani enacbe (4.14) delimo

z G. S tem je Kvadratni recipro¢nostni zakon dokazan. O

Kvadratni reciprocnostni zakon je pomemben zato, ker nam omogoca hitro racunanje

Legendrovega simbola.

91
Primer 4.21. Izracunajmo Legendrov simbol 167 z uporabo Kvadratnega reci-

proc¢nostnega zakona. Najprej opazimo, da lahko zapiSemo:

(357) - (%) (1)
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Ker je

7 =3 (mod 4)
13 =1 (mod 4)
167 = 3 (mod 4),

lahko s pomocjo Kvadratnega reciprocnostnega zakona zapiSemo:

(i) = (o) () =~ () () =~ () ()

Ce uporabimo se definicjo 4.15, dobimo:

)-GO (--6-)--
(5)-()-()--

. 91
Ce to sedaj zdruzimo, dobimo rezultat: (ﬁ) =—1.

n

44 ENOTE V KOLOBARJU

V tem poglavju si bomo pogledali ve¢ o enotah v kolobarju Z[\/E] za celo stevilo d > 0.
Za d < 0 ima kolobar Z[v/d] le konéno mnogo enot.

Definicija 4.22. Za stevilo a pravimo, da je kvadratov prosto celo Stevilo, ¢e v njegovem
prastevilskem razcepu ni dveh enakih prastevil. Ekvivalentno, stevilo a je kvadratov

prosto celo $tevilo, ¢e ni deljivo z nobenim popolnim kvadratom razen z 1. [23]

Direktno iz definicije sledi, da so prastevila trivialna kvadratov prosta cela stevila. Po

dogovoru je tudi stevilo 1 kvadratov prosto celo stevilo.
Primer 4.23. Poglejmo stevilo 15. Prastevilski razcep stevila 15 je:
15=3-5.

Po definiciji je torej stevilo 15 kvadratov prosto celo Stevilo.

Poglejmo se stevilo 100. Prestevilski razcep stevila 100 je:
100 = 4 - 25 = 2% 5%

Po definiciji torej stevilo 100 ni kvadratov prosto celo stevilo.
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Naj bo sedaj d kvadratov prosto celo stevilo. Oglejmo si kolobar
ZIVd) = {a+bVd; a,beZ}.
Na kolobarju Z[v/d] definirajmo funkcijo N : Z[v/d] — Z takole:
N(a+bVd) = a® — bd.

Funkciji N véasih re¢emo tudi norma na kolobarju Z[v/d], ¢aprav se to ne ujema z
naso definicijo 3.7, saj ima nasa funkcija N lahko tudi negativne vrednosti. Velja pa

naslednja lema.
Lema 4.24. Naj bo o, § € Z[\/d]. Potem je N(af) = N(a)N(B).
Dokaz. Najbo o =a +bvd in 8 = e+ fV/d. Poracunajmo N(af) in N(a)N(B).

1. N(af) = N((a+bVd)(e + fVd))
— N((ae + bfd) + (af + be)Vd)
= (ae +bfd)* — (af + be)*d
= a?e® + V2 f2d® — a’f?d — b*e*d
2. N(a)N(B) = N(a+ bVd)N(e + fVd)
= (a® — b*d)(e* — f3d)
a’e? — a’f?d — b*e*d + v f2d?

Vidimo torej, da sta ti dve vrednosti res enaki. O]

Spomnimo se, da je element o € Z[v/d] enota kolobarja Z[v/d], ¢e obstaja tak element
B € Z[Vd], da je af = 1. Naj bo sedaj o = = + y\/d € Z[\/d] in privzemimo, da je
N(a) = 1. Potem je o¢itno a enota kolobarja Z[v/d], saj za element § = z —yv/d velja,
da je aff = 1. Podobno vidimo, da je element o € Z[\/c_l] enota tudi v primeru, ko je

N(a) = —1. Dokazimo sedaj, da velja tudi obratno.
Lema 4.25. Naj bo a € Z[/d] enota. Potem je N(a) = +1.

Dokaz. Ker je a enota kolobarja Z[v/d], obstaja tak 8 € Z[/d], da je a8 = 1. Po lemi
4.24 torej velja:

N(a)N(B) = N(af) = N(1) = 1. (4.15)
Ker sta N(«) in N(f) celi stevili, je zgornja enakost lahko izpolnjena samo v primeru,

ko je N(a) = %1. O

Iskanje enot v kolobarju Z[\/E] je torej ekvivalentno iskanju celostevilskih resitev enacbh
2? —dy? = £1. V tem poglavju se bomo ukvarjali z enac¢bo 22 — dy? = 1, ki ji pravimo

tudi Pellova enacba.
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Predpostavimo sedaj, da je nas d > 0 fiksno kvadratov prosto celo Stevilo. Za re-

alno stevilo ¢ oznacimo neceli del stevila s {t}.

Lema 4.26. Naj bo d > 1 kvadratov prosto celo stevilo. Potem obstaja neskoncéno

mnogo parov pozitivnih celih Stevil p in q, za katere je ged(p,q) =1 in |gv/d — p| < %.

Dokaz. Naj bo @ > 1 celo stevilo. Razdelimo interval [0,1) na @ podintervalov. Ti
2) o)
0,= ), 1=, 2),....
R) Q@

0, {Vd}, {2Vd},... . {QVd}.

podintervali so:

Vzemimo Se @) + 1 stevil:

Imamo torej @ + 1 stevil in @ intervalov in po Dirichletovem principu, ki smo ga
uporabili zZe v poglavju 3.4.1, morata vsaj dve stevili lezati v istem intervalu. Iz tega

sledi, da morata obstajati celi Stevili ¢; in g, tako da je 0 < ¢ < ¢ < @ in da velja:
1
‘{QQ\/E} - {Ch\/(_i}‘ <o

Ker imamo neceli del Stevila, morata obstajati celi Stevili p; in po, za kateri je:

1
@Vd—p,—qVd+p| = ‘(CJZ_Ql)\/a_(pZ_pl) <5
Oznacimo sedaj ¢ = g2 — ¢q1 in p = py — p1. Opazimo, da je ) > g > 0, ter da je
1 1
q\/é_i—p < =< -
| | 057

Ce sluéajno p ni pozitivno stevilo, potem dobimo % > % > |gvVd—p| > ¢vd > Vd > 1,
kar pa je seveda protislovje. Torej sta stevili p in ¢ res obe pozitivni.
Naj bo sedaj d najvecji skupni delitelj stevil p in ¢q. Zapisemo lahko p = dp; in ¢ = dq;

za neki pozitivni celi stevili p; in ¢;. Ce neenaébo |q\/8 —p| < % delimo z d, dobimo:

1 1
lnVd—p| < — < —,
qd q1

torej lahko predpostavimo tudi, da sta Stevili p in ¢ tuji.
Preostane nam torej samo Se pokazati, da je takih parov stevil p in ¢ neskonéno mnogo.
Zgoraj smo pokazali, kako lahko za fiksno pozitivno celo stevilo () > 1 poisc¢emo tuji

pozitivni celi stevili p in ¢, za kateri velja:

1

lqvV/d — p| <§§

|
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Ker stevilo v/d ni racionalno, je stevilo |q\/c_l — p| vedno pozitivno. Izberimo si sedaj
pozitivno celo Stevilo () tako, da bo é < |gv/d — p|. Po zgoraj opisanem postopku

lahko poiséemo tuji pozitivni stevili p; in ¢, za kateri velja:

1 1
lVd—pi| < — < —.
Q1 a1
Ker pa je bil @y izbran tako, da je & < |gv/d — pl|, par (p1,q1) ni enak paru (p,q). S

tem smo zakljucili dokaz leme.

To lemo je prvi dokazal Dirichlet in je osnova za teorijo diofantskih priblizkov. To je
podrocje teorije stevil, ki se ukvarja s tem, kako dobro lahko aproksimiramo iracionalno

Stevilo z racionalnimi Stevili.

Izrek 4.27. Ce je d > 1 kvadratov prosto celo stevilo, potem ima enacba z* — dy? = 1

neskonéno mnogo resitev (x,y) € 7Z.

Dokaz. Uporabili bomo lemo 4.26. Vzemimo p,q > 0 in naj bo:
1
lgVd —p| < p (4.16)

Potem je:

1 1
p—5<q\/8<p—l—5,

1z Cesar sledi:

1
Q\/E+p<2q\/3+a. (4.17)

Ce pomnozimo neenaébi (4.16) in (4.17), dobimo:
1
p* —dg?| < 2vVd+ — < 2Vd + 1. (4.18)
q

Zeleli bi pokazati, da je leva stran neenacbe (4.18) enaka 1 za neskonéno mnogo parov
(p,q). Opazimo, da je desna stran neenacbe (4.18) neodvisna od stevil p in ¢. Sledi,
da mora obstajati tak e € Z, da je 1 < e < 2v/d + 1, ter da za neskonéno mnogo parov
p in q velja, da je:

Ip* — dg®| = e. (4.19)

Zakaj e ne more biti 07 Ce je p? — dg® = 0, potem je vVd = §, kar pa ni mogoce, ker je
d kvadratov prosto tevilo in je zato v/d iracionalno stevilo.

Ker obstaja neskoncno mnogo parov (p,q), ki resijo enacbo (4.19), obstaja tudi ne-
skon¢no mnogo parov (p,q) in (p1,q1), ki resijo enacbo (4.19), poleg tega pa Se velja,

da je p=p;1 (mod e) in g = ¢ (mod e). Torej velja:

pp1 —dqqy =p* —dg* =0 (mod e) in pg — qp1 = 0 (mod e).
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Zato obstajata celi stevili xg in yg, za kateri velja:

pp1 — dqq = zoe  In pgr — qp1 = Yoe. (4.20)
Potem je:
d - 2
22— dy? = (ppl QQ1) d(zu)
(&

1 2(. 2 2

= 6—2 p°(pi — dq;) — dg*(p} — dg7))
1

= ~(p® — dg®
e(p q)

—1.

Torej sta Stevili g, yo res reSitev nase enacbe. Ker pa imamo neskonéno mnogo
moznosti izbire para (p1,q;), na tak nacin dobimo neskonéno mnogo resitev enacbe
22 —dy? = 1. O

Primer 4.28. Vzemimo d = 3. Opazimo, da je (p,q) = (3,2) ena od resitev neenacbe
(4.16), za katero je |[p? — 3¢*| = 3. Tudi (p1,q1) = (45,26) je resitev neenacbe (4.16), za
katero je |p? — 3¢3| = 3. Poleg tega je p = p; (mod 3) in q = q; (mod 3). Definirajmo
sedaj celi stevili xg, yo na enak nacin kot v enac¢bah (4.20):
3-45—-3-2-26 . 3-26—2-45
To = 3 =—7 in yozfz—él.

Par (z9,y,) = (—7,—4) je res resitev enacbe z* — 3y* = 1.

Opazimo, da je tudi par (ps,q2) = (627,362) resitev neenacbe (4.16), za katero je
Ip? —3¢3| = 3. Velja, da je p = py (mod 3) in ¢ = ¢ (mod 3). Ce definiramo celi stevili
x1,y1 na enak na¢in kot v enacbah (4.20), dobimo:
3-627—3-2-362 3-362 —2-627
T = 3 =-97 in y = 5 = —56.

Par (z1,71) = (=97, —56) je res resitev enacbe x? — 3y? = 1.

Primer 4.29. Vzemimo d = 5. Opazimo, da je (p,q) = (4,2) ena od resitev neenacbe
(4.16), za katero je |p* —5q?| = 4. Tudi (p1,q1) = (76, 34) je resitev neenacbe (4.16), za
katero je |p? — 5q3| = 4. Poleg tega je p = p; (mod 4) in ¢ = q; (mod 4). Definirajmo
celi stevili g, yp na enak nacin kot v enacbah (4.20):
4-76—-5-2-34 _ 4-34—-2-76
To = 1 =—-9 in yozf:—él.

Par (z9,v,) = (=9, —4) je res resitev enacbe z? — 5y* = 1.

Izrek 4.27 nam pove, da ima enacba 22 — dy? = 1 neskonéno mnogo resitev. Bralec si

lahko v ¢lanku [18, str. 2] prebere, kako te resitve poiséemo.
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4.5 KVADRATNE FORME

Vzemimo diofantsko enacbo
az® + bry + cy® = n, (4.21)

za katero iS¢emo celostevilsko resitev (z,y) za dane a,b,c,n € Z.
Diskriminanta A kvadratne forme az? + bxy + cy? je definirana kot: A = b* — 4ac.
Podobno kot pri Pitagorovi enachi lahko tudi tukaj problem razdelimo na tri podpro-

bleme.

1. Ce je ged(a,b,c) = d > 1, potem mora d deliti tudi n in enacbo (4.21) lahko

zapisemo kot:
2)az + b oy+(S)y?= (2
d a)" " \a)? ~\a)

torej lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je ged(a, b, c) = 1.

2. Ce je ged(x,y) = e > 1, potem mora e deliti tudi n in enacbo (4.21) lahko

o(2) (D) () (1) = (5)

iz cesar lahko brez skode za splosnost privzamemo, da sta x in y tuji Stevili.

zapisemo kot:

Resitve (z,y) z ged(x,y) = 1 so primitivne resitve.

3. Ce je diskriminanta A kvadrat, potem ima enacba at? + bt + ¢ = 0 racionalne

U

resitve, ki jih lahko zapiSemo kot Z—i in 32, kjer sta vy in vy pozitivna. Enacbo

at?+bt +c = 0 lahko v nicelni obliki zapisemo kot a(t — 4)(t — ¥) = 0. Podobno

u2
v2

lahko enacbo (4.21) v nicelni obliki zapisemo kot a(z — 31y)(z — 2y) = n. Ce

sedaj ni¢elno obliko te ena¢be pomnozimo z v;v9 na obeh straneh, dobimo:
a1z — ury)(veT — ugy) = NV vs.

To enacbo lahko smatramo kot par linearnih enacb. Namre¢, za vsak celostevilski

par (7, s), kjer je ars = nvjvq, resimo enacbi:

mT — Uy =7,

VX — UY = S.
Celostevilske resitve teh dveh enacb (v kolikor obstajajo), resijo enacbo (4.21).

V nadaljevanju si bomo pogledali diofantsko enacbo (4.21), za katero A ni kvadrat. V
ta namen enacbi (4.21) priredimo parameter p takole:

1 (=1

p=— (4.22)
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Opazimo, da je p enak 0, ko je b sodo Stevilo in enak 1, ko je b liho Stevilo. Naj bo

sedaj b sodo stevilo. Potem je b% deljiv s 4 in je zato % = % celo stevilo. Ce pa
je b liho stevilo, potem je b* kongruenten 1 po modulu 4 in je zato b* — 1 deljiv s 4.
Posledi¢no je AT_ = % zopet celo §tevilo.

Izrek 4.30. (Lagrange) Naj bo A ne-kvadratno celo Stevilo. Potem obstaja kvadratna

forma ax?® + bay + cy? z diskriminanto A, ki ima primitivno resitev za enacho
ar® +bry +cy’ =n

natanko tedaj, ko ima kongruenca

22+ pz— (%) =0 (mod n) (4.23)

resitev z. Pri tem je p definiran tako kot v enacbi (4.22).

Dokaz. Predpostavimo, da je (a,) primitivna celostevilska resitev enacbe (4.21). Po

lemi 2.16 obstajata taki celi stevili 8 in §, da velja: ad — Sy = 1.

Naj bo:
Y ¥ 9

?] = ad — By = 1, zato je to obrnljiva matrika (po lemi 2.28).

X
Y

(4.24)

«

f)/
Izrazimo sedaj enacbo (4.21) s spremenljivkama X in Y. Dobimo:

Opazimo, da je det [

n=alaX + BY)?* +b(aX + BY)(yX + §Y) + c¢(vX + 6Y)?
= X?(ac® + bay + ¢7*) + XY (2aaf + b(ad + By) + 2¢7d) + Y (aB® + b3S + c6°)
=nX?+ (2r + p) XY + sY2

Pri tem je s = a3 + bBd + c6% in 2r + p = 2aaf3 + 2¢y6 + b(ad + B).

Velja, da je s celo stevilo. Opazimo, da je ad + Sy = 1 + 247 liho Stevilo, torej je
b(ad + B) — p sodo stevilo in sledi, da je tudi Stevilo 7 = aaf+ cyd + 5 (b(ad + Bv) — p)
celo stevilo.

Enacba
n=nX>+2r+p)XY +sY? (4.25)

ima resitev X = 1, Y = 0, ki ustreza
al  |a B 1
v |y 6] [o]

A = (2r + p)? — 4sn, (4.26)

Diskriminanta enacbe (4.25) je
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iz Cesar zaradi p? = p sledi, da je:

r* + pr — (%) =sn =0 (mod n).

Torej je r celostevilska resitev kongruence (4.23).

Izrek 4.30 moramo sedaj dokazati Se v drugo smer. Predpostavimo, da je r reSitev
kongruence (4.23). Ce resimo enacho (4.26), dobimo celo stevilo s in zato celostevilsko
reSitev enacbe (4.25), X =1in Y = 0.

Ce sedaj to prevedemo nazaj na spremenljivki z in y z uporabo

1)

dobimo celostevilsko resitev enacbe na? + (2r + p)ay + sy* = n, ki ima diksriminanto
A. O

X
Y

voo0

Primer 4.31. Najboa=1, b=0, c=5in n = 7. Torej je:
p=0 in A=0b"—4ac=0-20=—20.

Izrek 4.30 nam pove, da obstaja kvadratna forma za Stevilo 7, z diskriminanto —20,

natanko tedaj, ko ima kongruenca
22 +5=0 (mod 7) (4.27)

resitev. Opazimo, da je z = 3 resitev enacbe (4.27).

Dokaz izreka 4.30 nam da formo:
7% + 6y + 297 (4.28)

Vidimo, da enacba (4.28) predstavlja stevilo 7, ko je z = 1 in y = 0.
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5 ZAKLJUCEK

Glavni cilj magistrskega dela je bil predstaviti diofantske enacbe in za nekatere od njih

poiskati tudi resitve. Ukvarjala sem se predvsem s kvadratnimi diofantskimi enacbami.

V zacetku poglavja 3 sem predstavila Fundamentalni izrek aritmetike, ki ima po-
membno vlogo pri resevanju diofantskih enacb. 7 uporabo Fundamentalnega izreka
aritmetike sem izpeljala reitve diofantske enacbe 22 + 3% = 22, ki jo imenujemo Pita-
gorova enachba.

V nadaljevanju sem predstavila Se Fundamentalni izrek aritmetike v drugih konte-
kstih, ki nas pripelje do resitev manj znanih diofantskih enac¢h. Podala sem odgovor
na vprasanje, katera prastevila ter katera naravna Stevila lahko zapiSemo kot vsoto
dveh kvadratov. Resevanje tega problema je namrec¢ ekvivalentno resevanju diofantske
enacbe n = 22 + y?. Za naravno Stevilo n sem problem razgirila Se na vsoto treh kva-
dratov, pokazala pa sem tudi, da se lahko vsako pozitivno celo stevilo zapiSe kot vsota
kvadratov stirih celih stevil.

Na koncu tega poglavja sem se dotaknila Se diofantskih enacb visjega reda in predsta-

vila tri slavne diofantske probleme, ki so svojo resitev dobili Sele pred kratkim.

V poglavju 4 sem s pomocjo Legendrovega simbola zapisala Eulerjev kriterij. Ta krite-
rij nam pove, ali je neko celo stevilo kvadratni ostanek po modulu p. Veliko problemov
iz podroc¢ja kvadratnih kongruenc namrec¢ lahko prevedemo na resevanje najenostav-
nejse kvadratne kongruence, tj. > = a (mod p), kjer je a kvadratni ostanek. Zapisala
sem Se Kvadratni reciprocnosti zakon, ki nam omogoca hitro racunanje Legendrovega
simbola.

V nadaljevanju sem predstavila Pellovo ena¢bo 22 —dy? = 1 in pokazala sem, da ima ta
enacba neskoncéno mnogo celostevilskih resitev za d > 1 kvadratov prosto celo stevilo.
Na koncu tega poglavia sem pogledala Se reSevanje enacbe ax? + bry + cy? = n. De-
finirala sem diskriminanto A = b? — 4ac in resevanje enacbe locila na dva primera. V
primeru, ko je A kvadrat, sem resevanje enacbe prevedla na reSevanje dveh linearnih
enacbh. Za primer, ko A ni kvadrat, pa sem zapisala izrek, ki nam pove, kdaj lahko

tako enacbo res§imo s pomocjo kvadratne forme ax? + bxry + cy?.
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