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druzina k-podmnozic mnozice X; vsaka t-podmnozica mnozice X se pojavi v natanko
A elementih druzine B. Predstavimo potrebe pogoje za obstoj t-nacrta in pokazemo, da
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mnozici blokov B. Pokazemo, da lahko s pomocjo t-tranzitivne grupe, kjer je t > 2,
konstruiramo ¢-nacrt. Hadamardove matrike so matrike s koeficienti iz {—1, 1}, kate-
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prvem stolpcu same enke. Pokazemo, da lahko iz normalizirane Hadamardove matrike
reda 4\ +4 dobimo simetri¢ni na¢rt s parametri 2-(4\+3,2A+1, A). Velja tudi obratno,

iz vsakega takSnega nacrta lahko dobimo normalizirano Hadamardovo matriko. Vse

predstavljene koncepte ponazorimo s konkretnimi primeri.
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Abstract:

Design with parameters ¢-(v, k, \) is a pair (X, B), such that: X is a set of cardinality
v; B is a family of k-subsets of X; each t-subset of X appears in exactly A members of
the family B. We present required conditions for existence of a t-design and show that
all finite projective planes are symmetric 2-designs. Symmetric designs have the same
number of points and blocks. We present additional required conditions for existence
of symmetric designs. We show that there are no finite projective planes of order 6.
We define an automorphism of a design and prove that the automorphism group of
a design acts faithfully on the set of blocks B. We show that a t-transitive group,
where ¢ > 2, can be used to construct a t-design. Hadamard matrices are matrices
with coefficients from {—1,1}, such that their row vectors are othogonal. Normalised
Hadamard matrix is the one that has only ones in the first row and in the first column.
We show that a normalised Hadamard matrix of order 4\ 44 gives rise to a symmetric
design with parameters 2-(4\ +3,2XA+ 1, \). The converse also holds, each such design
can be used to obtain a normalised Hadamard matrix. All of the above concepts are

explained with concrete examples.
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1 Uvod

V kombinatoriki pogosto proucujemo incidencne strukture. Incidencna struktura je par
(X, B), kjer je X konéna mnozica, B pa druzina podmnozic mnozice X. Elementom
mnozice X obic¢ajno pravimo tocke, elementom druzine B pa bloki. Po navadi zahte-
vamo, da ima inciden¢na struktura Se neke dodatne lastnosti. Ce npr. zahtevamo, da
so vsi bloki moci 2, dobimo enostavne grafe. Blokom v tem primeru recemo povezave.
Ce npr. zahtevamo, da je |X| = |B| = n, da je vsak blok moci k in da je vsaka tocka
vsebovana v natanko k blokih, dobimo kombinatori¢ne (n) konfiguracije.

V naSem primeru zahtevamo, da so vsi bloki enake moci. Velikost bloka oznac¢imo s
parametrom k. Poleg tega zahtevamo, da je nasa struktura “regularna” v naslednjem
smislu: vsaka t-podmnozica! mnozice X mora biti vsebovana v natanko A blokih.
Parameter v je mo¢ mnozice X. Tako incidencno strukturo (X, B) imenujemo nacrt s
parametri t-(v, k, \) oz. t-nacrt.

Pri studiju t-nacrtov (kot tudi pri studiju sorodnih kombinatori¢nih struktur) se

obic¢ajno ukvarjamo z naslednjimi vprasanji:

(1) Ali naért s parametri ¢-(v, k, \) sploh obstaja? Ce naért obstaja, ali ga znamo

konstruirati?

(2) Ce nacrt s parametri t-(v, k, ) obstaja, ali je edinstven? Torej, ali obstaja do izo-

morfizma natancno en sam tak na¢rt? Kaj sploh pomeni izomorfizem t-nacrtov?

(3) Ali t-nacrt lahko na nek nacin rasirimo, tako da je dobljena struktura tudi ¢-

nacrt?

(4) Kaj lahko povemo o grupi avtomorfizmov naérta? Ali obstajajo naérti, ki imajo

tranzitivno grupo avtomorfizmov?

Teh vprasanj je preve¢, da bi se lahko vsem podrobno posvetili. V naslednjih nekaj
odstavkih na kratko predstavimo, kaj bralca ¢aka v pricujocem delu. Nasa glavna
referenca je [1], v pomo¢ pa so nam tudi [3,6,7,12].

V drugem poglavju se bomo srecali z definicijo na¢rta. Zapisali bomo izrek, ki

govori o potrebnih pogojih za obstoj nacrtov z dolo¢enimi parametri. Ogledamo si

Mnozici moéi n pravimo n-mnoZica. Podobno, z izrazom n-podmnoZica poimenujemo podmnozico

moci n.
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primer Steinerjevega nacrta, tj. nacrta s parametri ¢-(v, k, A), kjer je t > 2 in A = 1.
Pokazemo, da so konc¢ne projektivne ravnine (kot je npr. Fanova ravnina) tudi nacrti.
Definiramo incidenéno matriko nacrta, ki jo oznac¢imo z A, ter dokazemo nekatere njene
lastnosti.

V tretjem poglavju definiramo simetri¢éni ¢-(v, k, A) nacrt. Dokazemo, da je vsak
simetri¢ni nac¢rt nujno 2-nacrt. Pokazemo, da inciden¢na matrika simetricnega nacrta
zadosta enachi ATA = AAT. Predstavimo tudi dualni nacrt (X*,B*) nacrta (X, B).
Spoznamo naslednji izrek: Ce simetriéni 2-(v, k, ) naért, kjer je v sodo stevilo, obstaja,
potem je k — X\ popolni kvadrat. V primeru, ko je v liho stevilo, velja naslednje: Ce
simetriéni 2-(v, k, ) nacrt obstaja, potem imam enacba 2 = (k—A)y2+ (—1)2(*=D 22
celostevilsko resitev (x,y, z), pri Cemer je vsaj ena spremenljivka nenic¢elna. S pomocjo
tega pokazemo, da konéne projektivne ravnine reda 6 ne obstajajo.

V cetrtem poglavju predstavimo pojme iz teorije permutacijskih grup, ki jih upo-
rabljamo v petem poglavju.

Peto poglavje je namenjeno avtomorfizmom nacrtov. Definiramo avtomorfizem
nacrta in dokazemo, da grupa avtomorfizmov nacrta deluje zvesto na mnozici blo-
kov B. Pokazemo, da lahko s pomocjo t-tranzitivne grupe, kjer je t > 2, konstruiramo
t-nacrt.

V Sestem poglavju poglavju predstavimo skréitve in razsiritve nacértov. Predstavimo
potreben pogoj za obstoj razsiritve DT nekega nacrta D.

V sedmem poglavju definiramo Hadamardove matrike in si ogledamo nekaj lastno-
sti takih matrik. Pokazemo, kako lahko iz Hadamardove matrike dobimo incidenéno
matriko simetri¢nega nacrta. Za konec iz nacrta s parametri 2-(15,7,3) konstruiramo

Hadamardovo matriko reda 16.
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2 Nacrti

V tem poglavju formalno definiramo t-nacrte in si ogledamo nekaj primerov. Pred-
stavimo potrebne pogoje za obstoj nacrta z danimi parametri. Nato pokazemo, da
so konéne projektivne ravnine posebni primeri nacrtov. Na koncu poglavja dokazemo

nekatere lasnosti incidencnih matrik na¢rtov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

2.1 Definicija in osnovne lasnosti
Mnozici moéi k pravimo k-mnozica. Podobno podmnozici moci k pravimo k-podmnozica.
Definicija 2.1. Nacrt s parametri t-(v, k, A) je par (X, B), tako da velja:

1. X je mnozica moci v;

2. B je druzina k-podmnozic mnozice X;

3. vsaka t-podmnozica mnozice X se pojavi v natanko A elementih druzine B.

Elementom mnozice X pravimo tocke. Elementom druzine B pa bloki na¢rta. Pa-
rametri nacrta so pozitivna cela stevila in velja v > k > ¢. Ponavljajoci bloki niso

dovoljeni.

Nekateri avtorji [11] v definiciji nacrta dopuscéajo v > k. Z naSo definicijo ne
izgubimo ni¢ pomembnega. Edini nacrt, pri katerem je v = k, je nacrt z enim samim

blokom, ki vsebuje vse tocke. Tak k-(k, k, 1) nacrt je trivialen in za nas nezanimiv.
Primer 2.2. Naj bo X ={1,2,3,...,10,11} in naj bo

B ={{1,2,3,7,10},{1,2,6,9, 11}, {1,3,4,5,9},{1,4,6,7,8},
{1,5,8,10,11},{2,3,4,8,11},{2,4,5,6,10},{2,5,7,8, 9},
{3,5,6,7,11},{3,6,8,9,10}, {4,7,9,10,11} }.

Opazimo, da je v = 11 in da vsak blok vsebuje pet tock, torej k = 5. Lahko se tudi
prepricamo, da vsak par elementov mnozice X nastopa v natanko dveh blokih. Na
primer par {5,7} nastopa v blokih {2,5,7,8,9} in {3,5,6,7,11}. To pomeni, da je
(X, B) nacrt s parametri 2-(11, 5,2) oz. 2-nacrt.
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Primer 2.3. Naj bo X ={1,2,3,...,8} in naj bo

B = {{17 27 37 4}7 {17 27 57 6}7 {17 27 77 8}7 {17 37 57 7}7 {17 37 67 8}7 {17 47 57 8}7 {17 47 67 7}7
{2,3,5,8},{2,3,6,7},{2,4,5,7},{2,4,6,8},{3,4,5,6},{3,4,7,8},{5,6, 7,8} }.

Podobno kot v prejsnjem primeru se lahko prepricamo, da je (X, B) naért s parametri
3-(8,4,1).

X
t

X. Naértu (X, ()t()) pravimo polni nacrt. Parametri tega nacrta so t-(v, ¢, 1).

Definicija 2.4. Naj bo X kon¢na mnozica in ( ) druzina vseh t-podmnozic mnozice

Primer 2.5. Naj bo X ={1,2,3,4,5} in ¢t = 3. Potem je

(if) ({1,238}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5},
{1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}}

(X, ()3()) je polni nac¢rt s parametri 3-(5,3, 1).

Izrek 2.6. Naj bo (X, B) t-nacrt s parametri t-(v, k, A). Potem je (X, B) tudi s-nacrt
za vse s =1,2,...,t. Kot s-nacrt ima parametre s-(v, k, \s), pri cemer velja

(v=s)v—s—1)...(v—t+1)

A T T L S S L

(2.1)

Primer 2.7. Po izreku 2.6 sledi, da je 2-(11,5,2) nacrt iz primera 2.2 tudi 1-(11, 5, 5)

nacrt. Vrednost Ay = 5 smo izracunali po enacbi (2.1).

Dokaz izreka 2.6. Izrek bomo dokazali z matemati¢no indukcijo po vrednosti s.

Baza indukcije: s = t. To ocitno velja, saj je (X, B) t-naért po predpostavki izreka.
Za s =t sta Stevec in imenovalec ulomka v enacbi (2.1) ‘prazna’. V tem primeru za
vrednost ulomka vzamemo 1. Iz enacbe (2.1) sledi, da je Ay = A.

Indukecijski korak: Predpostavimo, da izrek veljaza s =¢+1,...,t — 1,t. Pokazati
moramo, da izrek velja za s = i. Po indukcijski predpostavki je (X, B) (i 4+ 1)-nacrt.
Iz definicije nacrta sledi, da se vsaka (i + 1)-podmnozica mnozice X pojavi v natanko
Aiv1 blokih.

Naj bo I poljubna ¢-podmnozica mnozice X. Definirajmo mnozico S;:
Si={(x,B)e X xB:x¢IinlIU{x}C B}, (2.2)

kjer so x tocke in B bloki nacrta.
Elemente mnozice S; bomo presteli na dva nacina:

1. nacin:
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CED TS 3 (D o

(z,B):x¢I in IU{z}CB B:ICB \ z:z¢I in z€B

= > (k—i)=(k—i) Y 1=(k-i) N(]).
B:ICB B:ICB
Vsoto, ki gre po vseh ustreznih parih (z, B), smo zapisali kot dvojno vsoto. Zunanja
vsota gre po vseh ustreznih blokih B, notranja pa po ustreznih tockah x. Poljuben
blok B ima k elementov. Bloki, po katerih tece zunanja vsota, vsebujejo mnozico I, za
katero velja |I| = i. Notranja vsota tece po tockah, ki jih je natanko |B\ I| = k — i.
Oznaka \;(I) oznacuje Stevilo blokov, ki vsebujejo mnozico 1.

2. nacin:

SIEEED MEEES ol B ol

(z,B):x¢I in IU{z}CB zx¢l \ B:{z}UICB
= Z Ait1 = Aig1 Z L= Xy (v—1).
rx¢l cxdl

V tem primeru tece zunanja vsota po vseh ustreznih tockah x, notranja pa po vseh
ustreznih blokih B. Bloki, po katerih tece notranja vsota, ustrezajo pogoju IU{x} C B.
Mnozica I U{x} ima i + 1 elementov, saj = ¢ I. Po indukcijski predpostavki je stevilo
blokov, po katerih tec¢e notranja vsota, ravno \; ;. Zunanja vsota tece po tockah z, ki
ustrezajo pogoju « ¢ I. Taksnih tock je ravno | X \ I| = v —i.

Stetji enac¢imo in dobimo:
(k=) - ML) = (v —1) - Ay, (2.3)

od koder sledi

Xi(I) = % DV (2.4)

Iz enacbe (2.4) je razvidno, da je vrednost A;(I) neodvisna od izbire mnozice I. Zato
lahko pisemo A\; = X\;([). Vsaka i-podmnozica mnozice X je vsebovana v \; blokih
nacrta. To pa pomeni, da je (X,B) i-nacrt s parametri i-(v, k, \;). Po indukcijski
predpostavki velja

(v=—(G+1)v—>G(+1)=1)...(v—t+1)
(k—=(G+1)k=(G+1)—1)...(k—t+1)

Aip1 = A (2.5)

Ce i1 v enacbi (2.4) nadomestimo z izrazom iz enacbe (2.5), dobimo enacbo (2.1). [

Stevilo blokov, ki vsebujejo 1-podmnozico mnozice X po navadi ozna¢imo z 7, tj.

r = A;. Stevilo vseh blokov oznacimo z b, tj. b = |B.
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Posledica 2.8. Naj bo (X, B) t-nacrt. Velja
za vsak 0 <1<t —1.

Dokaz. V dokazu izreka 2.6 smo ze pokazali, da (2.6) veljaza 1 <i¢ <t—1. V primeru,
ko je ¢ = 0, je I iz dokaza izreka 2.6 prazna mnozica. Oznaka )\ je Stevilo blokov, ki
vsebujejo prazno mnozico, torej \g = b. Indukcijski korak iz dokaza izreka 2.6 velja
tudi za ¢+ = 0. O]

Posledica 2.9. Naj bo (X, B) t-nacrt. Velja
vr = bk. (2.7)
Dokaz. V enacbi (2.6) lahko postavimo i = 0 in upostevamo, daje \g = bin Ay =r. O
Izrek 2.10. Ce obstaja nacrt (X, B) s parametri t-(v, k, ), potem velja
(k—i(k—i—1)...(k—=t+1) | AXv—0)(v—i—1)...(v—t+1) (2.8)
za vsak 0 < ¢ <t—1.

Dokaz. Enac¢bo (2.1) lahko zapisemo kot
AMv—i)(v—i—=1)...(v—t+1)
k—iYk—i—1)...(k—t+1)

Ker je A; celo stevilo, mora biti tudi vrednost ulomka na desni strani (2.9) celo stevilo.

A = (2.9)

To se zgodi samo, ko je stevec ulomka deljiv z imenovalcem. O

Primer 2.11. Ali obstaja nacrt s parametri 3-(11,4,1)? To bomo ugotovili s pomocjo
izreka 2.10. Vrednosti parametrov so t = 3, v = 11, k = 4 in A = 1. Parametre bomo
vstavili v enacbo (2.8) za 0 < i < 2.

Za i = 0 dobimo pogoj 4-3-2 | 11-10-9, kar lahko zapisemo kot 23-3 | 2-3%-5-11.
Ta pogoj ni izpolnjen, zato nacrt s parametri 3-(11,4, 1) ne obstaja. Pogojev za i = 1
in ¢ = 2 ni potrebno preverjati.
Primer 2.12. Ali obstaja na¢rt s parametri 5-(28,7,1)7 Kaj nam v tem primeru pove
izreka 2.107 Vrednosti parametrov so t = 5, v = 28, £k = 7 in A = 1. Parametre
vstavimo v enacbo (2.8) za 0 < i < 4 in dobimo pogoje:

7-6-5-4-3]1-28-27-26-25-24 oziroma 2°-3%.5.7|2°.3".5%.7.13
6-5-4-3|1-27-26-2524 oziroma 2%-3%.5|2*.3%.5%.13
5-4-3]1-26-25-24 oziroma 2*-3-5|2*-3-5%-13
4-3|1-25-24 oziroma 2*-3]2%-3.5°
3] 1-24 oziroma 3 | 2% -3

Vsi pogoji veljajo, toda to ne pomeni nujno, da nacrt s temi parametri obstaja. Izrek

tudi ni¢ ne pove, kako konstruirati take nacrte.
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2.2 Steinerjevi sistemi

Definicija 2.13. Naé¢rtu s parametri ¢t-(v, k, 1), kjer je t > 2, pravimo Steinerjev
sistem in ga obi¢ajno oznac¢imo z S(t, k, v). Steinerjevemu sistemu s parametri S(2, 3, v)

pravimo Steinerjev trojcek.

Primer 2.14. Naj bo X ={1,2,3,...,7} in

B=1{{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,7},{2,5,6},{3,5,7},{3,4,6} }.

Vidimo, da je v = 7. Ker vsak blok vsebuje tri tocke, je £ = 3. Vidimo tudi, da vsak
par tock nastopa v natanko enem bloku, zato je A = 1 in t = 2. Par (X, B) je nacrt
s parametri 2-(7,3,1) oziroma Steinerjev trojéek S(2,3,7), ki je bolj znan po imenu

Fanova ravnina (glej sliko 1).

Slika 1: Fanova ravnina.

2.3 Konc¢ne projektivne ravnine

Definicija 2.15. Konéna projektivna ravnina je par (X, L), kjer je X kon¢éna mnozica

in £ druzina podmnozic mnozice X, ki zadosca naslednjim aksiomom:
(PR1) zavsak par {z,y} C X,z # y, obstaja natanko en element [ € £, da je {z,y} C I;

(PR2) za vsak par {l,p} C L, | # p, velja [[Np| = 1;
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(PR3) obstajajo stiri razlicne tocke T = {t, to,t3,t4} C X, tako da za vsak [ € £ in vse
UCT,Xkjer je |U| =3, velja U ¢ L.

Elementom mnozice X pravimo tocke, elementom druzine £ pa pravimo premice.

Trditev 2.16. Naj bosta Iy € L in ly € L dve razlicni premici. Potem obstaja tocka

xr € X, ki ni vsebovana v nobeni od teh premic, tj. x & 1y in x ¢ ls.

Dokaz. Denimo, da trditev ne drzi, tj. vsaka tocka pripada eni od teh dveh premic.
Po aksiomu (PR2) obstaja natanko ena tocka z € Iy Nly. Z w1,%9,x3,... oznacimo
tocke, ki pripadajo l; (in ne pripadajo ly). Podobno, z y1,ys, y3, . . . 0zna¢imo tocke, ki
priapadajo Iy (in ne pripadajo ;). Naj bo 7" mnozica stirih tock, ki nam jo zagotavlja
aksiom (PR3). Vemo, da z ¢ T, saj bi v tem primeru vsaj tri tocke iz T lezale na
skupni premici. Poleg tega vemo, da T vsebuje najve¢ dve izmed tock x,x9, x3,... in
najve¢ dve izmed tock y1,y2, ys, . . .. Brez skode za splosnost je T' = {x1, x2,y1, y2}. Naj
bo p; premica, ki vsebuje x; in y;, in naj bo py premica, ki vsebuje x5 in y,. Premici
p1 in pe obstajata po aksiomu (PR1). Vemo, da je p; # pa, sicer bi bili v protislovju z
(PR3). Po aksiomu (PR2) se p; in ps sekata v natanko eni tocki, ki jo ozna¢imo z w.
Ce je w € Iy, potem je l; = p; po aksiomu (PR1), saj l; in p; vsebujeta tocki y; in w.
(Tocki y; in w sta razliéni. Ce bi veljalo y; = w, potem bi sledilo, da je ps = Iy, saj
bi l1 in py vsebovali tocki y; in ys. To pa bi pomenilo, da je x5 € Iy, protislovje.) Iz
1 = py sledi z; € [y, protislovje. Torej w ¢ l;. Podobno pokazemo, da w ¢ ly. Torej

w € l; Uly. To pa je v protislovju z zacetno predpostavko. O

Lema 2.17. Naj bo (X, L) koncna projektivna ravnina. Vse premice vsebujejo enako

stevilo tock, tj. |l| = |p| za vse l,p € L.

Dokaz. Naj bosta [} in [ poljubni premici in naj bo z € [y Nly. Po trditvi 2.16 obstaja
tocka s € l; U ly. Definiramo preslikavo ¢: 1 \ {z} — lo \ {z}. Najbox € [}, z # z.
Po aksiomu (PR1) obstaja natanko ena premica p, ki vsebuje z in s. Po aksiomu
(PR2) imata premici p in l3 natanko eno skupno tocko, ki jo ozna¢imo z y. Definiramo
¢(x) = y. Preslikava ¢ je dobro definirana, ker je premica p enolicno dolocena, prav
tako pa je enoli¢no doloceno presecisce premic [, in p. Pokazali bomo, da je ¢ bijektivna
preslikava.

Naj bosta z1, 25 € I \ {z}. Naj bo ¢(z1) = ¢(x2). Naj bo p; premica, ki vsebuje
tocke xq, s in p(z1). Naj bo ps premica, ki vsebuje tockexs, s in ¢(x2). Po aksiomu
(PR1) je p1 = p2 (saj obe premici vsebujeta tocki s in ¢(x;)). Po aksiomu (PR2) se
p1 in [ysekata v natanko eni tocki, torej x1 = xo. Z drugimi besedami, ¢ je injektivna
preslikava.

Naj bo y € I3\ {z} poljubna tocka. Po aksiomu (PR1) obstaja natanko ena premica

p, ki vsebuje y in s. Z x ozna¢imo presecis¢e premic p in l; (ki je po aksiomu (PR2)
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enolicno dolo¢eno). Prepricajmo se, da je x # z. Ce bi veljalo z = z, bi iz aksioma
(PR1) sledilo Iy = p. To bi pomenilo, da je s € I, kar pa ni mogoce. Vidimo, da je
y = p(x). Z drugimi besedami, ¢ je surjektivna preslikava.

Ker je preslikava ¢ bijektivna, je |lo \ {z}| = |l1 \ {z}| oziroma |l;| = |l5]. O
Naj bon+1 = |l], kjer je l € L. Stevilo n je red konéne projektivne ravnine (X, £).

Trditev 2.18. Naj bo x € X poljubna tocka. Obstaja premica l, ki ne vsebuje tocke
x, .z ¢l

Dokaz. Denimo, da trditev ne drzi, tj. vse premice potekajo skozi tocko x. Naj bodo
T = {t1,1s,t3,t4} tocke, ki nam jih zagotovi aksiom (PR3). Lahko se zgodi, da je
x € T. V tem primeru naj bo t, = x. Kakor koli ze, tocke t;, t5 in t3 ne lezijo na
isti premici. Po aksiomu (PR1) obstaja natanko ena premica [;, ki vsebuje z in ¢;.
Podobno, z l; oznac¢imo premico, ki vsebuje x in ¢y, z I3 pa premico, ki vsebuje x in 3.
Po aksiomu (PR1) obstaja premica p; 2, ki vsebuje ¢; in t5. Podobno, s p; 3 ozna¢imo
premico, ki vsebuje ¢; in t3, s p2 3 pa premico, ki vsebuje ¢, in t3. Ker tocka z lezi na
vseh premicah, velja x € pyo, € p13 in @ € pos. Ker {z,t} C p1oin {x,t} C py3,
iz aksioma (PR1) sledi p; 2 = p13. Podobno lahko pokazemo Se p; o = pa 3, torej velja

P12 = P13 = p2,3. 1o pomeni, da so 1, t2 in ¢3 na isti premici, protislovje. O

Lema 2.19. Naj bo (X, L) koncna projektivna ravnina. Vse tocke so vsebovane v

enakem $tevilu premic, tj. [{le Lz el}=|{le L:yel}| zavsex,y € X.

Dokaz. Naj bo x € X poljubna tocka. Po trditvi 2.18 obstaja premica [l € L, x ¢ I.
Definirajmo preslikavo ¢: {I" € L : x € I’} — [. Naj bo p poljubna premica, ki vsebuje
tocko x. Po aksiomu (PR2) obstaja natanko ena tocka y, ki je skupna premicama I
in p. Definiramo ¥ (p) = y. Preslikava ¢ je dobro definirana, ker je tocka y enoli¢no
dolocena.

Naj bosta p; in ps poljubni premici, ki vsebujeta tocko x. Naj bo ¥ (p1) = ¥(p2)-
Iz aksioma (PR1) sledi p; = py. Z drugimi besedami, 1 je injektivna.

Naj bo u € [ poljubna tocka. Po aksiomu (PR1) obstaja premica p, ki vsebuje tocki
z in u. Vidimo, da je u = 9 (p), torej je preslikava 1) surjektivna.

Ker je 1 bijektivna, sledi [{{" € £ : 2z € I'}| = |l|. Lema 2.17 pa nam pove, da vsaka
premica vsebuje isto stevilo tock, kar smo oznaéili z n + 1. Torej [{I' € L:xz € '} =
n+ 1. O

Izrek 2.20. Naj bo (X, L) koncna projektivna ravnina reda n. Potem velja

1 X|=|L] =n*+n+1.
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Dokaz. Naj bo t € X poljubna tocka. Iz leme 2.19 vemo, da je tocka ¢ vsebovana v
n+ 1 razliénih premicah, ki jih oznacimo z Iy, ls, . .., 1, ;1. 1z aksioma (PR1)sledi, da ne
obstaja tocka, ki ne bi bila vsebovana v nobeni izmed premic Iy, s, ..., [,,11. Iz aksioma
(PR2) sledi (I; \ {t}) N (l; \ {t}) =0 za i # j. Lema 2.17 nam pove, da je |l;] =n+1
za vse 1 <i <n+1 oziroma |l; \ {t}| = n. Torej:

X:Uzi=<|_|zz-\{t}>u{t}7

=1

kjer simbol LI oznacuje disjunktno unijo mnozic. Od tod sledi:
n+1

Uli = (Z’li\{t}o +{t}

n+1
= <Zn> +1l=Mm+1n+1=n*+n+1.

i=1

X =

Naj bo [ € L poljubna premica. Iz leme 2.17 vemo, da premica [ vsebuje n + 1
tock, ki jih oznac¢imo z x1,%s,...,%,11. Definirajmo L; = {p € L : z; € p} za
1 <i<n+1. Iz aksioma (PR2) sledi, da ne obstaja premica, ki ne bi bila vsebovana
v nobeni od mnozic Ly, Lo, ..., Lyt1. 1z aksioma (PR1) sledi L; N L; = {l} za i # j,
torej (L; \ {I}) N (L; \ {l}) = 0 za i # j. Lema 2.19 nam pove, da je |L;| =n + 1 za
vse 1 <i <n+ 1 oziroma |L; \ {{}| = n. Torej:

E:UL,»: (ULi\{l}>u{l}.

Od tod sledi:

n+1

ULi = (ZIM\UH) + {1

n+1
= (Zn) +l=Mm+n+1=n*+n+1.

1£] =

i=1

O

Primer 2.21. Naj bo (X, £) konéna projektivna ravnina reda n. Po lemi 2.17 vse
premice vsebujejo n + 1 tock. Po aksiomu (PR1) je par {z;,z;} C X, i # j, vsebovan
v natanko eni premici. Po izreku 2.20 je |X| = n*+n+1. Torej je (X, L) 2-(n®*+n+1,
n+1,1) nacrt. Poleg tega vemo tudi, da je b = n? +n + 1 (to nam pove izrek 2.20) in

r=n+ 1 (to nam pove lema 2.19).



Grizon M. Nacrti in Hadamardove matrike.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 11

2.4 Incidenc¢éne matrike nac¢rtov

Definicija 2.22. Naj bo (X, B) nacrt, kjer je X = {z1,x9,...,2,} in B ={p1,52,..., 0}

Incidencna matrika nacrta (X, B) je v x b matrika A = (a;;)1<i<v.1<j<p, Kjer je

1, c¢ejex; € B,
i = ! g (2.10)
0, sicer.

7 I+, bomo oznacevali identicno matriko velikosti n X n, z J,«.,» pa matriko samih

enic velikosti n x m.
Lema 2.23. Za incidencéno matriko A poljubnega 2-(v, k, \) nacrta velja, da je
AAT = (r — N Lyso + Ay (2.11)

Dokaz. Po definiciji produkta matrik dobimo
(AAT),'J = ;1051 + Q5 2G5 2 + ;3053 + -+ Qi A5y = Z Q; 0Qj g (2.12)
=1

V primeru, ko je ¢ = j, dobimo (AA");; =37, af, = >, aig, to pa je ravno Stevilo
blokov, ki vsebujejo tocko z;, kar je ravno 7. V primeru, ko je i # j, je produkt a;a;,
enak 1 samo, ¢e sta obe tocki z; in z; vsebovani v bloku 3. Torej, (AAT); ; je ravno

stevilo blokov, ki vsebujejo par tock {x;,x;}. To pa je v primeru 2-na¢rta ravno A. [
Lema 2.24. Za incidencno matriko A poljubnega 2-nacrta velja
det(AAT) = rk(r — N1 (2.13)

Dokaz. 1z leme 2.23 vemo, da je

[r A N
r
AAT = A (2.14)
: : A
A A
V matriki (2.14) od vseh stolpcev od drugega do zadnjega odstejemo prvi stolpec in
dobimo: ~ _
r A=1) (A=r) (A=71)
A (r—=2A)
A

(r—2\) . (2.15)
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Ta operacija (pristevanje veckratnika enega stolpca nekemu drugemu stolpcu) ohrani
vrednost determinante. V matriki (2.15) vse vrstice od druge do zadnje pristejemo prvi

vrstici in dobimo:

A (r—A) . (2.16)

/.\ | (r—2M\)

Ker je (2.16) spodnje trikotna matrika, je njena determinanta enaka produktu elemen-

tov na diagonali, torej je
det(AAT) = (r + (v — DA)(r — N)" 1. (2.17)

Iz posledice 2.8 (zai = 1) sledi (v—1)A\y = (k—1)A;. Ker imamo opravka z 2-nacrtom,
je A = Ao, Torej je (v —1)A = (k—1)r. V (2.17) upostevamo (v — 1)A = (k — 1)r in
dobimo (r + (k — 1)r)(r — A", kar je ravno kr(r — X)L O

Izrek 2.25. Za poljuben 2-nacrt velja b > v.
Dokaz. Obravnavamo dva primere glede na vrednost det(AAT):

i) det(AAT) = 0: Iz lemi 2.24 sledi rk(r-\)*~* = 0. To velja samo, ¢e je r — X = 0,

iz ¢esar sledi 7 = A, torej Ay = r = A = Ay. Uporabimo posledico 2.8 (za i = 1):

(v—DA=(k—=1)\
v—1=k—1
v==%k

Po definiciji nacrta (definicija 2.1) to ni dovoljeno.

ii) det(AAT) # 0: Matrika AA” je polnega ranga, torej rang(AAT) = v. Iz line-
arne algebre vemo, da rang produkta matrik ni vec¢ji od rangov faktorjev, torej
rang(A) > rang(AAT). Ker je A matrika velikosti v x b, velja rang(A) < b. Torej

b > rang(A) > rang(AAT) = v,

iz ¢esar sledi b > v. O
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3 Simetriéni nacrti

V tem poglavju obravnavamo nacrte, ki imajo enako stevilo tock in blokov. Takim
nacrtom pravimo simetriéni nacrti. (Da se izognemo trivialnim primerom, v definiciji
izvzamemo polne nacrte in 1-nacrte.) Pokazemo, da je vsak simetri¢ni nacrt 2-nacrt,
obratno pa ne velja, kot bomo videli na primeru 3.13. Nato pokazemo, da imata
vsaka dva bloka simetri¢nega nacrta A skupnih tock. Predstavimo duale nacrtov. Dual
nacrta dobimo tako, da tocke in bloki na nek nac¢in ‘zamenjajo vloge’. Pokazemo, da so
duali simetri¢nih 2-nacrtov tudi 2-nacrti. Na koncu poglavja predstavimo Se dodatne
potrebne pogoje za obstoj simetri¢nih naértov (izrek 3.14 in izrek 3.15). Z uporabo teh

pogojev pokazemo, da koncne projektivne ravnine reda 6 ne obstajajo.

Definicija 3.1. Nacrt s parametri t-(v, k, ) je simetricen, ¢e ni poln in je v = b ter
t> 2.

Bistven pogoj je to, da je v = b, tj. stevilo tock je enako stevilu blokov.
Izrek 3.2. Ce je nacrt s parametri t-(v, k, \) simetricen, potem je t = 2.

Dokaz. Naj bo (X, B), kjer je X = {x1,x9,...,2,} in B={p,52,...,0}, simetricen
nacrt s parametri ¢-(v,k, A\). Denimo, da je t > 3. V primeru, da je ¢ > 3, upora-
bimo izrek 2.6, ki nam pove, da je (X, B) tudi 3-(v, k, A3) nacrt (za ustrezno vrednost
parametra A3). Zato se lahko brez skode za splosnost omejimo na ¢ = 3.

Naj bo

X ={a1,...,2p1} = X\ {z,} in
B={B\{z,}:8€B,z,€p}
Prepricajmo se, da je ()?,g) nacrt s parametri 2-(v — 1,k — 1,\). Velja |)?] =
X\ {z,}| = v—1. Naj bo 3 € B poljuben blok. Po definiciji je 8 = 8\ {x.},

kjer je 8 € B. Torej velja |8 = |8\ {z,}| = k — 1. Ker je (X, B) 3-nacrt, se trojéek
{z;,z;,2,}, 1 <i < j <wv, pojavi v A blokih nacrta (X, B). Velja

{2, xj,2,} C BB {a;2;} C B\ {z,} €B.

To pomeni, da je par {z;,z;} vsebovan v A blokih nacrta ()Af ,g) Parametri nacrta
(X,B) sores 2-(v — 1,k — 1, \).
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Naj bo r &evilo blokov nacrta (X,B), ki vsebuje totko z,. Ker je |B| =
{8 € B:x, € B} sledi |B] = r. 1z izreka 2.25 sledi

r>uv—1. (3.1)
Ker je (X, B) simetricen nacrt, velja b = v. Po posledici 2.9 velja tudi
r=k. (3.2)

Iz (3.1) in (3.2) sledi

k>v—1.
Spomnimo se, da mora biti k < v. Cejek > v —1, sledi v — 1 < k < v. To pa ni
mogoce, saj sta v in k celi Stevili. Edina moznost je k=v—1. Izk=v—1inizb=v
sledi B = {X \ {z;} : 2, € X} = (%,). To pomeni, da je (X, B) poln nacrt, kar pa je

v protislovju z definicijo simetri¢nega nacrta (definicija 3.1). [

Parametre simetri¢nega 2-(v, k, A) nacrta povezujejo naslednje enakosti:

b=, (3.3)
r=k, (3.4)
k(k—1)=Xv—1). (3.5)

Enakost (3.3) je del definicije simetricnega nacrta. Enakost (3.4) sledi iz (3.3) in
posledice 2.9. Ce v (2.6) vstavimo i = 1, dobimo (v — 1)\y = (k — 1)\, iz te enakosti
pa dobimo (3.5), ¢e upostevamo A\ = Ay (ker je t =2) in Ay =r = k.
Spomnimo se leme 2.23, ki pravi, da za inciden¢no matriko A poljubnega 2-nacrta
velja
AAT = (T - )‘)Iva + Ayxo-

Lema 3.3. Za incidenéno matriko A simetricnega 2-(v, k, \) nacrta velja
ATA = (k — M) Iy + Apxp- (3.6)

Dokaz. Ker je nacrt simetricen (v = b), je A kvadratna matrika. Po definiciji produkta

matrik dobimo
(AJ),L'J‘ = ai,l + ai’g 4+ -+ Cla,v = Za“ = ’{B I~ B - € ﬁ}’ =T.
=1
Z drugimi besedami, AJ = rJ = kJ. Podobno dobimo Se

(JA)L]' =ay; +a2,j —+ .- +av7j = Zal’j = |{$ cX:x¢€ 6]}| = k.
=1
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Z drugimi besedami, JA = kJ.

V dokazu izreka 2.25 smo Ze pokazali, da je det(AAT) # 0. Iz linearne algebre
vemo, da je det(AAT) = det(A) - det(AT). Torej det(A) - det(AT) # 0. Od tod sledi
det(A) # 0 in det(AT) # 0. Matrika A je obrnljiva (tj. A~! obstaja).

Enacbo (2.11) z leve pomnozimo z A~! in dobimo
ATAAT = (k= M)A+ A7,
od tod pa
AT = (k= MNA P+ 247

Iz AJ = kJ sledi J = LAJ torej:

Tk

—17 711 _1 -1 _1 -1 _l
AT = ATNGAT) = LA (AT) = (A7) = 2

Zdaj pa lahko izracunamo:
ATA = ((k— AP+ 2471 )A
=(k—MNATTA+NATA
— (k- NI+ )\(%J)A
=(k—=MNI+ )%(JA)

= (k= N7+ A3 (k)

=(k—-NI+X\J
O
Posledica 3.4. Za incidencno matriko A simetricnega 2-(v, k, \) nacrta velja
ATA = AAT. (3.7)
Dokaz. Sledi iz leme 3.3 in leme 2.23 pri ¢emer upostevamo (3.3) in (3.4). O

Izrek 3.5. Ce je (X,B) simetricni 2-(v,k, \) nacrt, imata vsaka dva razlicna bloka
natanko X\ skupnih tock, tj. |3; 0 B;| = X za vse i # j.

Dokaz. Pri dokazu bomo uporabili inciden¢no matriko nacrta. Po definiciji produkta

matrik velja

v
T
(ATA)s5 = anian; + assa0; + - + Gy = Y agiac.
/=1
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Po definiciji inciden¢ne matrike velja, da a,; = 1 samo, ¢e je x, € 3;, in ag; = 1 samo,

¢e je xy € Bj. Produkt agae; je enak 1 natanko tedaj, ko je z, € 8; N B;. Torej:

° H{z e X :z € 5}, ce i =7,
Zae,iaz,j = ' .
=1 Hre X:zepnp}, cei#j.
Po lemi 3.3 je (ATA),; = \, te je i % J. 0

3.1 Duali nac¢értov

Definicija 3.6. Naj bo (X, B) nacért in z € X. Zvezda tocke x, z oznako st(x), je
mnozica blokov, ki vsebujejo tocko z, tj. st(z) = {f € B: z € §}.

Primer 3.7. Naj bo (X, B) Fanova ravnina, kot v primeru 2.14.

Zvezda tocke x =1 je

st(1) = {{1,2,3}, {1,4,5},{1,6,7}}.

Zvezda tocke x =4 je

st(4) = {{1,4,5},{2,4,7},{3,4,7}}.
Definicija 3.8. Naj bo (X, B) nacrt. Dual nacrta (X, B) je par (X*, B*), kjer je
X*=Bin
B* = {st(z) : z € X}.

Primer 3.9. Naj bo (X, B) nacrt kot v primeru 2.2. Bloke na¢rta oznac¢imo po
vrsti takole: 8, = {1,2,3,7,10}, B = {1,2,6,9,11},.... Zato lahko pisemo B =
{617 627 637 s 7B11}' Potem je

X*=B={B,B20s-..,Pu},

B* = {st(r) : v € X} = {{$1, B2, B3, Ba, Bs }, {51, B2, Bs, Br, B}, {51, B3, B, Bos Bro},
{Bs. Ba: Be, Brs Bi1 }s {85, Bs, Br, Bs, Bo s { B2, Bas Br, Bo, Bro}
{51, B, Bs, B Bi1 }s {Ba, Bs: Be, Bss Bro}ts { B2, B3 Bs, Bros B }
{81, Bs; Bz, Bro, B}, { B2, Bs, B, Br; Bro} }-

Par (X*, B*) je dual nacrta (X, B).

Trditev 3.10. Naj bo (X,B) poljuben t-(v,k,\) nacrt. Potem je (X*,B*) nacrt s
parametri 1-(b,r, k).
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Dokaz. Naj bo poljuben ¢-(v, k, \) nacért. Podrobneje si oglejmo (X*, B*). Velja | X*| =
|B| = b. Po definicij 3.6 je st(z) = { € B : z € 5}, torej

|st(z)] = {f € B:{a} C O} =M =r

Pokazimo, da je vsaka tocka vsebovana v enakem Stevilu blokov. Naj bo z* = g € B
poljubna tocka duala. Ker so bloki nacrta (X*, B*) zvezde tock v (X, B), lahko namesto

f* pisemo st(x). Potem je
{B*eB 2" cf} =|{recX: :Best(r)} =k

Utemeljimo, da velja zadnji enacaj v zgornji enakosti. Blok f je vsebovan v st(z)
natanko tedaj, ko je x € . Torej je blok 5 vsebovan v zvezdi od vsake svoje tocke.
Par (X*,B*) je 1-(b,r, k) nacrt. O

Primer 3.11. Poglejmo si par (X*, B*) iz primera 3.9. Po trditvi 3.10 je (X*, B*)
1-(11,5,5) nacrt. Preverimo lahko, da se vsak par {f;, 5,},7 # j, pojavi v dveh blokih,
zato je (X*,B*) tudi 2-(11,5,2) nacrt. Trojéek {f, B2, B3} se pojavi v enem bloku,
trojcek {51, B2, fo} pa v nobenem, zato (X*, B*) ni 3-nacrt.

V primeru 3.11 smo videli, da je dual simetricnega 2-nacrta iz primera 3.9 tudi

simetri¢ni 2-nacrt. To ni zgolj nakljucje, ker ima izrek 3.5 naslednjo posledico.

Posledica 3.12. Naj bo (X, B) simetricni 2-(v, k, \) nacrt. Potem je (X*,B*) nacrt s
parametri 2-(v, k, ).

Dokaz. Naj bosta x; = f; in x} = 3; razlicni tocki nacrta (X*, B*). Potem je
{67 € B™: {a7, 25} € B} = {w € X - {6, B} Cst(x)}] = A

Zvezde, ki vsebuje bloka f3; in 3}, so ravno zvezde od njihovih skupnih tock, teh pa je

po izreku 3.5 ravno A. []

Primer 3.13. Naj bo (X, B) naért kot v primeru 2.3. Bloke na¢rta oznacimo po vrsti
takole: B ={1,2,3,4}, B = {1,2,5,6},.... Zato lahko pisemo B = {31, 52, B3, - . ., B14}-
Potem je X* = B in

B* = {{B1, B2, B3, Bs, B5, B, Bz}, { B1, B2, B3, Bs, Bo, Bro, Bur },
{81, Bas Bs, Bs, B, Bz, Bis}s 1B, Bss Br, Bro, Bir, Biz, P13}
{B2, Bas Bs, B, Bro, Brz, Bra}, {82, Bs, Br, Bo, Bi1, Pra, Prat,
{83, Bas Bz, Bo, Bro, P13, Biats {53, Bs, Bes Bss Burs Buas Bua}}-

Lahko se prepricamo, da je par (X*, B*) 2-(14,7,2) nacrt, ki pa ni simetricen.
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Izrek 3.14. Naj bo v sodo $tevilo in naj obstaja simetricni 2-(v, k, \) nacrt. Potem je

k — X\ popolni kvadrat.

Dokaz. Naj bo A incidenéna matrika nacrta. Iz linearne algebre vemo, da je det AT =
det A. Zato velja:

(det A)? = (det A) - (det AT) = det(AAT) = rk(r — N\)" ' = k*(k —))""'.  (3.8)

V enacbi (3.8) predzadnji enacaj velja po lemi 2.24, zadnji enacaj pa zaradi (3.4). Iz
enacbe (3.8) sledi

detA)Q' (3.9)

(k=N = < -

Ker je stevilo na desni strani enacbe (3.9) popolni kvadrat, mora biti tudi (k — \)*~*

popolni kvadrat. Ker je v — 1 liho Stevilo, mora biti £ — X popolni kvadrat. O

Izrek 3.15. Naj bo v liho Stevilo in naj obstaja simetricni 2-(v, k, \) nacrt. Potem
mma enacba
22 = (k= A2+ (=1)27 D)2 (3.10)

celostevilsko resitev (x,y,z), pri cemer je vsaj ena od spremenljivk x,y oziroma z

nenicelna.
Dokaz lahko bralec najde v [1].
Lema 3.16. Stevilo 2> + 1 ni deljivo s 3 za noben x € 7.
Dokaz. Stevilo z je lahko oblike 3¢, 3t + 1 ali 3t — 1.
e Ceje z = 3t, potem 3 | (3t)2 4+ 1 = 9t> + 1, od tod pa sledi 3 | 1, protislovje.

e Cejex =3t+1, potem 3 | (3t +1)2+1 = 9> + 6t + 2 od tod pa sledi 3 | 2,

protislovje.

e Cejex =3t—1, potem 3 | (3t —1)2 +1 = 92 — 6t + 2 od tod pa sledi 3 | 2,

protislovje.
To pomeni, da % + 1 ne more biti deljivo s 3. O
Izrek 3.17. Koncna projektivna ravnina reda 6 ne obstaja.

Dokaz. Denimo, da obstaja konéna projektivna ravnina (X, L) reda n = 6. Spom-
nimo se (glej primer 2.21), da je kon¢éna projektivna ravnina reda n nacrt s parametri
2-(n*+n+1,n+1,1). V konkretnem, (X, £) je 2-(43,7,1) nacrt. Izrek 2.20 nam pove,
da je (X, L) simetricen nacrt. Ker je v = 43 liho $tevilo, lahko uporabimo izrek 3.15.

Ce parametre k = 7, A = 1 in v = 43 vstavimo v enaébo (3.10) dobimo

7? = 6y — 2%, (3.11)
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ki ima celostevilsko resitev. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je najvecji
skupni delitelj stevil z,y in z enak 1. (Sicer lahko izrazimo z = Zd, y = yd in z = zd,
kjer je d najvecji skupni delitelj stevil z,y in 2. Ni tezko videti, da je tudi (7, 7y, 2)
resitev enacbe (3.11).)

Iz enache (3.11) sledi 2? + 2? = 6y, Vidimo, da 3 | 22 + 22. Stevilo z je lahko
oblike 3k, 3k + 1 ali 3k — 1 za nek k € Z. Ce je z = 3k + 1 potem je % + (3k + 1)2 =
1?4+ 9k? + 6k + 1, od tod pa sledi 3 | % + 1, kar po lemi 3.16 ni mogoce. Podobno, ¢e
je z =3k — 1, potem je 2% + (3k + 1)® = 2% + 9k* — 6k + 1, od tod pa sledi 3 | 22 + 1,
kar po lemi 3.16 ni mogoce. Edina moznost je z = 3k, tj. 3 | z. Potem iz enacbe
(3.11) sledi z* = 6y* — 9k?, kar pomeni, da 3 | x, tj. * = 3l. Iz enacbe (3.11) sledi
6y = 2% 4+ 22 = 91 + 9k2. Od tod dobimo 2y? = 312 + 3k%. Vidimo, da 3 | y. Stevilo
3 je skupni delitelj stevil z,y in z, protislovje. To pomeni, da (3.11) ni resljiva, kar

pomeni, da nacrt s parametri 2-(43,7, 1) ne obstaja. ]
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4 Permutacijske grupe

V tem poglavju definiramo pojme iz teorije permutacijskih grup, ki jih uporabljamo v

poglavju 5. Za ve¢ podrobnosti se lahko bralec obrne na [9,10].

Definicija 4.1. Naj bo G neprazna mnozica (tj. G # ) in o binarna operacija na

mnozici G. Par (G, o) je grupa, ¢e velja:

e Zavse a,b,c € G velja:

(aob)oc=ao(boc).
(Pravimo, da je operacija o asociativna.)
e Obstaja element e € GG, tako da za vsak a € G velja:
aoe=eoa=a.
(Element e je nevtralni element v G za operacijo o.)

e Za vsak a € G obstaja a™! € G, tako da velja:

aoail:afloa:e.

(Za vsak element a obstaja njegov nasprotni element a~'.)

Primer 4.2. Naj bo Zg = {0,1,2,...,7}. Operacija + na elementih mnozice Zg je
definirana tako, da po vsakem setevanju vzamemo ostanek pri deljenju z 8. (Zg, +) je
grupa. Nevtralni element grupe (Zs,+) je stevilo 0. Nasproti element k elementu 3 je
o,sajje3+5=5+3=0.

Kadar je operacija razvidna iz konteksta, bomo namesto (G, o) pisali G in “grupa”

rekli kar mnozici G.

Definicija 4.3. Naj bo G grupa. Podmnozica H C G je podgrupa grupe G, Ce je
zaprta za binarno operacijo grupe GG in je sama zase tudi grupa za to isto binarno

operacijo. Oznaka H < G pomeni, da je H podgrupa grupe G.

Primer 4.4. Naj bo (Zg,+) kot v primeru 4.2. Podmnozici H; = {0,2,4,6} in Hy =
{0,4} sta podgrupi grupe Zs (za isto operacijo).
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4.1 Simetricne grupe

Naj bo M neprazna mnozica. Bijektivni preslikavi 7: M — M pravimo permutacija
na M. Mnozica {m: M — M | 7 je bijektivna} skupaj z operacijo kompozitum pre-
slikav (tj. (m o p)(m) = w(p(m)), kjer je m € M) je grupa, ki jo ozna¢imo z Sym(M)
in ji pravimo simetricna grupa na M. Ce je m(m) = m za nek m € M, pravimo,
da 7 pribije element m oz. da je m fiksna tocka permutacije w. Permutacija 7 je
r-cikel, ¢e obstajajo razlicne tocke my,...,m,, tako da w(m;) = m;1 za 1 < i <,
7(m,) = mq, vse ostale elemente pa 7 pribije. Produkt permutacij 7 in p je definiran z
(m*p)(m) := p(n(m)) = (pom)(m). Namesto 7 * p bomo pogosto pisali kar 7p. Poleg
tega bomo za 7 * m uporabljali krajsi zapis 2. Podobno bomo 7 * 7 * 7 krajSe pisali
kot 73 itd.

Grupo Sym({1,2,...,n}) na kratko oznac¢imo z S,. Naj bo m € S,. Preslikavo 7

lahko zapisemo v obliki

Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt disjunktnih ciklov.

Primer 4.5. Naj bo

123456 7 89 10
= :
75943110 8 2 6

Potem je m = (1 7 10 6) x (2 5 3 9) % (4) * (8). Cikle dolzine ena izpustimo in tudi
simbola * ne pisemo. Torej 7 = (1 7 10 6)(2 5 3 9).

Definicija 4.6. Podgrupi grupe Sym(M) pravimo permutacijska grupa na mnozici M.

Definicija 4.7. Naj bodo g¢1,92,...,9x € Sym(M). Najmanjsi podgrupi grupe
Sym(M), ki vsebuje vse elemente g;,¢a, ..., gk, pravimo podgrupa generirana z ele-

menti g1, 9z, - - -, g, 0 jo 0zna¢imo z (g1, ga, - - ., gx). Elementom gy, gs, ..., gr pravimo

generatorji grupe (g1, ga, - - -, G-

Vsak element grupe (g1, 92, ..., gr) lahko izrazimo kot produkt generatorjev in nji-

hovih inverzov, npr. gi’(gz_l)Qg%gggg(gfl)B’.

Primer 4.8. Naj bo g; = (1 5)(26)(3 7)(4 8) innaj bo go = (1 584)(26 7 3). Ocitno
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velja g2 = id in g5 = id. Pois¢imo Se ostale elemente grupe (g, g2):

9192 = (1 8)(2 7),
= (18)(27)(36)(45),
9291 = (3 6)(4 5),
=(1485)(2376),
9195 = (1 4)(23)(5 8)(6 7).

Bralec se lahko sam prepric¢a, da z mnozenjem generatorjev in njihovih inverzov ne

moremo dobiti nobenih novih permutacij. Torej,

(g1, 92) = {id, 91, 92, 9192, G G291, G, G195 } < Ss.

4.2 Delovanja grup

Definicija 4.9. Naj bo G grupa in M neprazna mnozica. Delovanje G na mnozici M

je preslikava pu: M x G — M, da velja:
e u(z,idg) = x za vsak x € M,
o u(p(z,g),h) = pu(x,gh) za vsaka g,h € G in vsak x € M.
Identi¢no preslikavo na mnozici M bomo pogosto oznacevali z id ;.

Primer 4.10. Naj bo G = Zg = {0,1,2,...,7} kot v primeru 4.2 in M = {0, 1,2, 3}.
Preverimo, da je preslikava p(z,g) = (z + g) mod 4 delovanje grupe G na mnozici M.
Naj bo z € M poljuben. Velja p(z,0) = (x 4+ 0) mod 4 = x mod 4 = z.

Naj bodo x € M in g, h € G poljubni. Potem velja

p(p(z,g),h) = p((z + g) mod 4,h) = ((x + g) mod 4 + h) mod 4
=((z+g9g)+h)mod4=(x+ (¢g+h)) mod4 = pu(x,g+h).

Res, p je delovanje grupe G' na mnozici M. Pravimo tudi, da G deluje na mnozici M.
Namesto pu(z, g) bomo pogosto pisali kar g(z).

Definicija 4.11. Delovanje grupe G na mnozici M je zvesto, ¢e iz p(z, g) = = za vsak
x € M sledi g = idg.

Primer 4.12. Vzemimo delovanje iz primera 4.10. Ali je delovanje zvesto? Naj bo

x € M poljuben. Potem je
p(z,4) = (r+4) mod 4 = z mod 4 = x.

To delovanje ni zvesto.
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Definicija 4.13. Naj grupa G deluje na mnozici M. Naj bo z € M poljuben. Mnozici
{g(z) : g € G} pravimo orbita elementa z pri delovanju G in jo oznacimo z x%. Mnozici

{g € G : g(x) = x} pravimo stabilizator elementa x v G in jo oznacimo z G,.

Primer 4.14. Naj bo G = (g1, g2) kot v primeru 4.8. Orbita elementa 1 je 1¢ =
{1,4,5,8}. Vidimo, da je 1¢ = 49 = 5% = 8%, Orbita elementa 2 je 2¢ = {2,3,6,7}.
Podobno kot prej je 2¢ = 3¢ = 6% = 7. Delovanje ima dve orbiti.

Stabilizator elementa 1 je G7 = {id, g291 }.

Lema 4.15. Naj grupa G deluje na mnozici M in naj bo & € M poljuben. Ce je G
koncna grupa, velja:

|G| = |Gal - [2°].
Dokaz lahko bralec najde v [9].

Definicija 4.16. Delovanje grupe G na mnozici M je tranzitivno, ¢e za poljubna

elementa x,y € M obstaja element g € G, tako da je g(x) = y.
Lahko tudi recemo, da je delovanje tranzitivno, ko ima eno samo orbito.

Primer 4.17. Delovanje grupe Zg na mnozici {0, 1,2, 3} iz primera 4.8 je tranzitivno
delovanje. Delovanje grupe (gi, g2) na mnozici {1,2,...,8} ni tranzitivno, saj ima dve

orbiti.

Primer 4.18. S pomocjo leme 4.15 bomo poiskali grupo simetrij kocke (geometrijsko
telo). To lahko storimo tako, da ozna¢imo oglisc¢a kocke s stevili od 1 do 8, kot vidimo
na sliki 2. Vsaka simetrija kocke mora oglisca preslikati v oglisca, zato lahko grupo
simetrij kocke obravnavamo kot podgrupo grupe Sg. Naj G < Sg oznacuje celotno
grupo simetrij kocke. Najprej bomo poiskali red grupe G.

Vzemimo permutaciji ¢; = (123 4)(56 78) in vy = (1 584)(26 7 3). Permutaciji
@1 In @y sta elementa grupe G. Vemo, da (p1,p2) < G. Podgrupa (p1,ps2) deluje
tranzitivno na mnozici {1,2,...,8}. Orbita tocke 1 je 1{*1¥2) = {1,2.3.4,5,6,7,8}.

Dolzina orbite je 8. Uporabimo lemo 4.15:
|G| =1Gu| - [19] = |Gy - 8. (4.1)
Zdaj pa si poglejmo stabilizator tocke 1 v G. Ponovno uporabimo lemo 4.15 in dobimo
Gl = [(G1)al - 12711, (4.2)

Podgrupa (G1)2 = G2 stabilizira tako tocko 1 kot tudi tocko 2. Ce enacho (4.2)

vstavimo v enac¢bo (4.1) dobimo

Gl =Gl 129]-8. (4.3)
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Slika 2: Kocka z oznacenimi oglisci.

Simetrije kocke robove slikajo v robove. Podgrupa G; lahko rob (1,2) slika samo v
(1,2),(1,4) ali (1,5). To pomeni, da 261 C {2,4,5}. Element 3 = (25 4)(36 8) € G4
pokaze, da 291 = {2,4,5}. Podgrupa G(; 2) fiksira rob (1,2). Taksna simetrija je lahko
rotacija okrog osi, ki vsebuje tocki 1 in 2, ali pa zrcaljenje ¢ez ravnino, ki vsebuje tocki
1 in 2. Ni tezko videti, da je stabilizator G(12) = {id, (4 5)(6 3)}. Iz tega sledi, da
|Gl = |Gz |2°1]-8=2-3-8=48. Red grupe G je torej 48.

Izkaze se, da je G = ((1234)(56 78),(45)(6 3)). To lahko preverimo s program-
skim paketom SageMath [14].

fi_1 (1, 2, 3, 4, (5, 6, 7, 8)]
fi_4 (4, 5), (6, 3)]

G = PermutationGroup ([fi_1, fi_41)
print (G.order ()) # 48

Definicija 4.19. Naj grupa G deluje na mnozici M in naj bo ¢t naravno stevilo. De-
lovanje je t-tranzitivno, ¢e za poljubne paroma razlicne xq, x2,...,2; € M in poljubne
paroma razlicne yi,ys, ...,y € M obstaja g € G, da je g(x;) = y; za vsak 1 < i < t.
Ce za vsak (1,2, ..., x;) in vsak (y1, 4o, . . ., y:) obstaja natanko en tak g, gre za strogo

t-tranzitivno delovanje.

Primer 4.20. Grupa simetrij kocke G iz primera 4.18 deluje na mnozici {1, 2,...,8}.
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Videli smo ze, da je delovanje 1-tranzitivno, ni pa 2-tranzitivno, saj noben element

grupe G para (1,2) ne slika v (1, 3).



Grizon M. Nacrti in Hadamardove matrike.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 26

5 Avtomorfizmi nacrtov

To poglavje je posveceno grupi avtomorfizmov nacrta. Dolo¢imo red grupe avtomor-
fizmov Fanove ravnine in poiséemo generatorje te grupe. Nato pokazemo, da grupa av-
tomorfizmov nacrta deluje zvesto na njegovih blokih. Na koncu poglavja predstavimo
izrek, s katerim lahko iz t-tranzitivnega delovanja grupe na neki mnozici konstruiramo

t-nacrt.

Definicija 5.1. Naj bosta (X, B) in (X', B') na¢rta. Preslikava ¢: X — X' je izomor-

fizem nacrtov, ¢e je bijektivna in velja
peB<— p(pf)enB.

Preslikavo ¢ razsirimo na bloke nacrta: ¢e je 5 = {xy, 22, ...,z }, definiramo ¢(f8) =

{90<I1)7 ()O(x2)7 ce 790(xk>}‘

Podobno, kot smo ¢ razsirili na bloke, jo lahko rasirimo tudi na mnozice blokov: ¢e

je {41, Pa, - .., B} mnozica blokov, je g({51, B, -, Bm}) = {9(B1),9(B2), .., 9(Bm)}-

Primer 5.2. Vzemimo nacrt iz primera 2.14 in naért (X', B'), kjer je X' = {A, B, C,
D,E,F,G} in

B ={{A,B,E},{A,C,F},{A,D,G},{B,C,G},{B,F,G},{C,E,G},{D, E,F}}.

Preslikava ¢, ki je definirana s tabelo

x |11213]4|5|6]|7
px)|A|B|E|C|F|G|D

je izomorfizem nacrtov (X, B) in (X', B'). Res, ¢({1,2,3}) = {4, B, E}, ¢({1,4,5}) =
{A,C, F}7 80({17677}> = {A7D7 G}7 e

Definicija 5.3. Naj bo ¢ preslikava kot v definiciji 5.1. Ce je (X, B) = (X', B), potem

preslikavi ¢ pravimo avtomorfizem nacrta (X, B).

Avtomorfizem nac¢rta (X, B) je torej taksna permutacija m na mnozici X, za katero
velja

p € B« n(h) € B. (5.1)
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Primer 5.4. Naj bo (X,B) Fanova ravnina iz primera 2.14. Permutacije ¢; =
idx,p2 = (4 5)(6 7)in p3 = (1 5 6)(2 7 4) so avtomorfizmi nacrta (X,B). Naj
bo s =@axp3=(1527)(46)1in o5 = p3* s = a0 p3=(1426)(57). Lahko se
prepricamo, da sta tudi ¢4 in @5 avtomorfizma naérta (X, B).

Ni vsaka permutacija na X avtomorfizem nacrta. Na primer, g = (1 32 5)(4 6 7)
ni avtomorfizem nacrta (X, B), saj ¢({1,2,3}) = {2,3,5} ¢ B.

Mnozico vseh avtomorfizmov nacrta (X,B) oznac¢imo z Aut(X,B). Ocitno je
Aut(X, B) C Sym(X).

Trditev 5.5. Naj bo (X, B) nacrt. Potem je Aut(X,B) podgrupa grupe Sym(X).

Dokaz. Ocitno je idy € Aut(X, B).

Pokazimo, da je Aut(X,B) zaprta za invertiranje. Naj bo § € B. Denimo, da

0 1(B) ¢ B. 1z (5.1) sledi
B¢ B (8)¢B. (5.2
Iz (5.2) sledi ¢(¢~'(B)) = B ¢ B, protislovje. Torej B € B= ¢~ !(B) € B.

Naj bo o7 1(B) € B. 1z (5.1) sledi p(¢7'(B)) = B € B. Torej o '(B) € B =
£ € B. Res, inverzi avtomorfizmov so tudi avtomorfizmi.

Pokazimo zaprtost za mnozenje avtomorfizmov. Naj bosta ¢ in @ avtomorfizma
nacrta (X, B). Naj bo g € B. 1z (5.1) sledi p(5) € B. 1z (5.1) sledi se ¢(p(5)) = (¢ *
Y)(8) € B. Naj bo (¢ x¢)(8) € B. Pokazali smo ze, da so inverzi avtomorfizmov tudi
avtomorfizmi. Potem je v (¢(¢0(8))) = p(B) € B. Potem je o ' (p(8)) =B € B. O

Primer 5.6. Naj bo (X,B) Fanova ravnina iz primera 2.14. Grupa avtomorfizmov
Fanove ravnine G = Aut(X, B) deluje na mnozici {1,2,3,4,5,6,7}. Radi bi ugotovili

red grupe GG. Pomagali si bomo z lemo 4.15:
|G| = |Gu| - 19]. (5.3)

Permutaciji ¢; = (152 7)(4 6) in g2 = (1 3 56)(2 7) sta avtomorfizma Fanove ravnine.
Vidimo, da je 1¢ = {1,2,3,4,5,6,7}. Dolzina orbite je 7. Iz enache (5.3) sledi

|G| = |Gy| - 7. (5.4)
Ponovno uporabimo lemo 4.15 in dobimo
Gl =Gl [29]. (5.5)
Ce enacho (5.5) vstavimo v enacbo (5.4) dobimo

Gl =1Gaa| 127 7. (5.6)
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Elementa ¢3 = (24 6)(357) € Gy in ¢, = (25 7)(3 4 6) € G, pokazeta, da
201 = {2,3,4,5,6,7}. Torej, |2¢1| = 6. Ni tezko videti, da je G(1,2) = G(12;3). Ponovno
uporabimo 4.15:

Gaol = 1Gaosl = Gzl - [49029]. (5.7)
Elementa @5 = (4 6)(5 7) € G123) in p = (4 5)(6 7) € G123 pokazeta, da 46023 =
{4,5,6,7}. Torej, [49023| = 4. Ni tezko videti, da je grupa G(1,2,3,4) trivialna. Enacbo
(5.7) vstavimo v enacbo (5.6) in dobimo:

|G| = |Guasa - [4%2| |29 .7=1-4-6-7 = 168. (5.8)

Red grupe G je torej 168. Izkaze se, daje G = ((1527)(46),(1356)(27)). To lahko

preverimo s programskim paketom SageMath [14].

fi_1 [(1, 5, 2, 7), (4, 6)]
£fi_2 [((1, 3, 5, 6), (2, 7]

G = PermutationGroup ([fi_1, fi_2])
print (G.order ()) # 168

Lema 5.7. Naj bo (X, B) t-nacrt za t > 2. Tedaj grupa avtomorfizmov nacrta (X, B)

deluje zvesto na B.

Dokaz. Naj bo g € Aut(X, B) poljuben avtomorfizem, tako da g(8) = (3 za vsak § € B.
Naj bo z poljubna tocka. Oznacimo st(z) = {v1,72,...,7 }. Potem je

g(st(x)) = g({v1,72, - - > 1) = {9(n), 9(2)s - - 9(a) }

={71,7%2, -,V } = st(x).

Pokazimo e, da je st(g(z)) = g(st(x)). Ce je B € st(x), potem je oblike § =
{z,y2,...,yx}. Ker je g avtomorfizem, je g(8) = {g(x),9(y2),...,9(yx)} € B. Ker
9(@) € g(B), je g(B) € st(g(x)). Pokazali smo g(st(z)) C st(g(x)).

Ce je B € st(g(z)), potem je oblike § = {g(x), 22, ..., z,}. Ker je g avtomorfizem,
e g7 (8) = {2.97 (22),- ., g™ ()} € B. Ker je z € g7 (8) je g7'(8) € st(x). Torej
B=g(g71B)), kjer je g71(B) € st(x). Pokazali smo st(g(x)) C g(st(z)).

Pokazali smo st(g(z)) = g(st(z)), Ze od prej vemo g(st(x)) = st(x). Torej st(g(x)) =
st(z), tj. = in g(z) imata enaki zvezdi.

Denimo, da g(z) # x. Vemo, da je |st(z)| = A\ = r. Ker je st(z) = g(st(x)),
so v st(x) natanko tisti bloki, ki vsebujejo = in g(z), teh pa je ravno A,. Torej,

|st(z)| = A1 = Ag. Uporabimo posledico 2.8 za i = 1 in dobimo:
(U — ]_)/\2 = (k’ — ]_)/\1
v—1=k—-1
v==~F
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Po definiciji na¢rta to ni dovoljeno, protislovje. To pomeni, da g(z) = x. Ker je x

poljubna tocka, je g = idx. O]

Izrek 5.8. Naj bo t > 2 in G permutacijska grupa, ki deluje t-tranzitivno na X. Naj
bo | X| = v in naj bo B podmnozica mnozice X, da je |B| =k za 1 <k <v—1. Potem
je B ={g(B) : g € G} mnozica blokov t-nacrta (X, B), G je grupa avtomorfizmov, ki

deluje tranzitivno na B.

Dokaz. Pokazali bomo, da sta vsaki dve t-podmnozici mnozice X vsebovani v istem
stevilu blokov. Naj bosta S in T' t-podmnozici mnozice X. Ker GG deluje t-tranzitivno
na X, obstaja tak h € G, da h(S) = T. Vsak blok je oblike ¢g(/) za nek g € G. Iz
S C g(B) sledi h(S) =T C h(g(B)) = (g*h)(B). Iz T C g(B) sledi L™ 1(T) = S C
h='(g(B)) = (g* h™1)(B). Torej S C g(B) <= T C (g *h)(B). Od tod sledi, da sta S

in T vsebovani v istem Stevilu blokov. O

Primer 5.9. Naj bodo

mo=(123)(456),
m = (12)(56)(79),
75 = (14)(2 6)(3 5)
7= (17)(25)(48),
s = (2 3)(5 6)(7 8).

Grupa G = (my,ma,...,m5) < Sg deluje na mnozici X = {1,2,...,9}. S pomocjo
SageMath lahko preverimo, da je GG grupa reda 432 in da G deluje 2-tranzitivno na

mnozici X.

pi_1 = [(1, 2, 3), (4, 5, 6)]
pi_2 = [(1, 4), (3, 5), (2, 6)]
pi_3 = [(7, 8), (3, 2), (5, 6)]
pi_4 = [(7, 1), (8, 4), (2, 5)]
pi_5 = [(9, 7), (1, 2), (5, 6)]

G = PermutationGroup ([pi_1, pi_2, pi_3, pi_4, pi_51)
print (G.order ()) # 432

print (G.orbit (1)) # (1, 3, 2, 4, 5, 6, 9, 7, 8)

G_1 = G.stabilizer (1)

print (G_1.o0rbit(2)) # (2, 3, 6, 7, 5, 8, 9, 4)

Izberimo si 8 = {1,2,3}. Po izreku 5.8 dobimo, da so bloki nacrta

B ={{1,2,3},{1,4,9},{1,5,8},{1,6,7},{2,4,7},{2,5,9},
{2,6,8},{3,4,8},{3,5,7},{3,6,9},{4,5,6},{7,8,9} }.
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Par (X, B) je 2-(9, 3,1) nac¢rt. Ker je red grupe 432, smo si pri iskanju blokov pomagali
s programom v SageMath.
vsi_bloki = []
beta = [1, 2, 3]
for g in G:

nov_blok = []

for x in beta:

nov_blok.append(g(x))
nov_blok.sort ()
if nov_blok not in vsi_bloki:

vsi_bloki.append(nov_blok)
vsi_bloki.sort ()

print (vsi_bloki)
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6 Skrc¢itve in razsiritve nacrtov

V tem poglavju predstavimo skréitve in razsiritve nacrtov. Nacrt “skréimo” tako, da
odstranimo eno od njegovih tock ter temu ustrezno popravimo tudi mnozico njegovih
blokov. Nac¢rt “razsirimo” tako, da mu dodamo novo tocko, hkrati pa mu dodamo
nove bloke ter dodamo novo toc¢ko obstojecim blokom. Izkaze se, da ni mogoce razsiriti
kar vsakega nacrta. Videli bomo, da nacrta s parametri 3-(8,4,1) in 2-(13,4, 1) nista

razsirljiva.

Trditev 6.1. Naj bo D = (X, B) t-(v, k, \) nacrt in x € X poljubna tocka. Naj bo
B, = {#\{z}: 0 €B,wep}

Par (X \ {z}, B,) je nacrt s parametri (t —1)-(v — 1,k — 1, \).

Dokaz te trditve je za primer, ko je t = 3, Ze vsebovan v dokazu izreka 3.2. Dokaz

v splosnem poteka na enak nacin.

Definicija 6.2. Naj bo D = (X,B) nacrt in x € X poljubna tocka. Nacrtu

(X \ {z}, B,) pravimo skréitev nacrta D in ga ozna¢imo z D,.

Primer 6.3. Naj bo X = {1,2,...,8} mnozica tock in naj bo
B = {{17 27 3’ 4}’ {]" 27 57 6}7 {]" 2’ 77 8}7 {17 3’ 5’ 7}7 {17 37 6’ 8}7 {]‘7 4:7 57 8}’ {]" 47 67 7}7
{2,3,5,8},{2,3,6,7},{2,4,5,7},{2,4,6,8},{3,4,5,6},{3,4,7,8},{5,6,7,8}}

mnozica blokov. Par (X, B) je 3-(8,4,1) na¢rt. Iz mnozice X odstranimo tocko z = 8.

Bloki skréitve so:

Bs = {{1,2,7},{1,3,6},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,6},{3,4,7},{5,6,7}}.

Nacrt (X \ {8}, Bs) je izomorfen Fanovi ravnini. Permutacija (3 7 6) je izomorfizem

med (X \ {8}, Bg) in Fanovo ravnino iz primera 2.14.

Trditev 6.4. Naj bo D = (X, B) nacrt s parametri t-(v, k,\) in naj bo D, njegova
skréitev. Naj b oznacuge stevilo blokov nacrta D, b, pa stevilo blokov nacrta D,. Potem

velja:
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Dokaz. 1z definicije B, sledi, da je b, = |B,| = Ay = r. V enacbo (2.7) vstavimo b, = r,
pa dobimo vb, = bk od koder sledi trditev. O

Definicija 6.5. Nacrt DT = (X, B") je razgiritev nacrta D = (X, B), ¢e velja:
1. Xt =XU{z} zanek z ¢ X;
2. (D"), = D (tj. nacrt D je skréitev nacrta DT, pri éemer smo odstranili tocko z).

Definicija 6.6. Pravimo, da je nacért D = (X, B) razsirljiv, ¢e obstaja vsaj en nacrt

DT, tako da je DT razsiritev nacrta D.

Primer 6.7. Nacrt iz primera 6.3 je razsiritev Fanove ravnine. Fanova ravnina je

razsirljiv nacrt.

Lema 6.8. Naj bo (X, B) t-(v, k, \) nacrt zb bloki. Ce je nacrt (X, B) razsirljiv, potem

velja:
E+1]bv+1).

Dokaz. Naj bo (X, BT) razsiritev nacrta (X, B). Po trditvi 6.1 je (X, B%) nacrt s
parametri (t + 1)-(v + 1,k + 1,\) in z b™ bloki. Po trditvi 6.4 je b = a kH) Od tod

bt = (,::11) Ker je b™ celo stevilo, sledi da k41 | b(v + 1). O

Primer 6.9. Naj bo (X, B) naért s parametri 3-(8,4, 1) iz primera 6.3. Ce bi bil nacrt
rasirljiv, bi po lemi 6.8 moralo veljati 4 +1 | 14-9, tj. 5| 2-3%-7. To pa ne velja, torej

nacrt (X, B) iz primera 6.3 ni razsirljiv.

TIzrek 6.10. Naj bo g potenca prastevila. Ce je nacrt s parametri 2-(*+q+1,q+1,1)

razsirljiv, potem je ¢ = 2 ali g = 2°.
Dokaz. 1z leme 6.8 sledi, da g + 2 deli (¢*> + ¢ + 1)(¢* + ¢ + 2). To pomeni, da je

(@ +a+1)(@+q+2) _ ¢"+2¢° +4¢° +3¢+2
q+2 q+2

12
— P A -5+ ——
=7 1 q+2
celo stevilo. Od tod sledi, da je tudl 5 celo stevilo. Deljitelji stevila 12 so: 1,2, 3,4,6
in 12. Stevilo ¢ + 2 mora biti enako enemu od teh deliteljev. 1z ¢ + 2 = 4 sledi ¢ = 2,
iz ¢+2 = 6 pasledi ¢ = 4 = 22. Ostali delitelji ne pridejo v postev, saj je ¢ po
predpostavki potenca prastevila. Na primer, iz ¢ + 2 = 12 sledi ¢ = 10 = 2 - 5, kar ni

potenca prastevila. O
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Primer 6.11. Naj bo X = {1,2,...,13} mnozica tock in naj bo

B ={{1,2,3,4},{1,5,6,7},{1,8,9,10}, {1, 11,12, 13}, {2, 5,8, 11},
{2,6,9,12},{2,7,10,13}, {3,5, 10,12}, {3,6,8,13},{3,7,9, 11},
{4,5,9,13},{4,6,10,11}, {4,7,8,12}}

mnozica blokov. (X, B) je nacrt s parametri 2-(13,4,1). Nacrt zadosca predpostavkam

izreka 6.10, saj je ¢ = 3 potenca prastevila. Izrek nam pove, da nacrt ni razsirljiv.



Grizon M. Nacrti in Hadamardove matrike.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2020 34

7 Hadamardove matrike in nacrti

To poglavje je posveceno Hadamardovim matrikam. To so matrike s koeficienti iz
{—1,1}, katerih vrstice (in tudi stolpci) so ortogonalne. Najprej si ogledamo nekaj
operacij na matrikah, ki iz Hadamardove matrike ponovno naredijo Hadamardovo ma-
triko. Nato pokazemo, da je red Hadamardove matrike veckratnik Stevila 4, ¢im je
vecji od 2. Pokazemo, da lahko iz normalizirane Hadamardove matrike reda 4\ + 4
dobimo simetri¢ni na¢rt s parametri 2-(4A+3,2A+1, ). Velja tudi obratno, iz vsakega
taksnega nacrta lahko dobimo normalizirano Hadamardovo matriko. To ponazorimo s

konkretnimi primeri.

Definicija 7.1. Naj bo H = (h;;)1<ij<n 7 X n matrika s koeficienti iz {—1,1} (t;.
hij € {—1,1} za vsak 1 < i,j < n). Matrika H je Hadamardova matrika reda n, ¢e

velja:
HH" = nl, . (7.1)
Primer 7.2. Naj bodo
1 -1 -1 1
H_M g | 1 g | 111
R S D S I R B |
-1 -1 -1 -1

Ni tezko videti, da matrike Hy, Hy in H, ustrezajo pogoju (7.1), torej so Hadamardove

matrike.

Iz definicije produkta matrik dobimo
(HH)ij = hiahja + highjo + hishjs + -+ + hinhjn = Y highj. (7.2)
k=1

Ce je i = j, dobimo S_p_, hixhjx = Y b, hl, = > n_11 = n (saj so koeficienti iz
{—1,1}, torej je hij =1zavsel <i,j<n). Cejei# j, paimamo Yoy hirhjx =0.
Izraz ), _, hixh;y je (standardni) skalarni produkt i-te in j-te vrstice matrike H. To

pomeni, da so vrstice matrike H ortogonalne.
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Trditev 7.3. Naj bo H Hadamardova matrika. Matrika, ki jo dobimo 1z H z eno od

naslednjih operacij, je tudi Hadamardova:
(i) medsebojna zamenjava dveh vrstic;
(i) mnoZenje vrstice z —1;
(11i) medsebojna zamenjava dveh stolpcev;
(iv) mnoZenje stolpca z —1;
(v) transponiranje.

Dokaz. (i): Pogoj (7.1) pomeni, da so vrstice matrike H ortogonalne. Menjava vrstnega
reda vrstic ne vpliva na njihovo ortogonalnost.

(ii): Iz linearne algebre vemo, da dva vektorja ostaneta ortogonalna, ¢e enega izmed
njiju pomnozimo s skalarjem.

(v): Iz (7.1) sledi det(H) - det(H?) = det(HH') = n™ # 0. To pomeni, da
je det(H) # 0, se pravi H~' obstaja. Ce (7.1) z leve pomnozimo z H~!, dobimo
HT =nH~!. Torej,

HY(H"' = H'H = nH ' H = nl, ..

Res, HT je tudi Hadamardova.
(iii): Sledi iz (i) in (v). (Ce matriko transponiramo, zamenjamo med seboj dve
vrstici in jo nato ponovno transponiramo, je to enako, kot ¢e bi med seboj zamenjali

dva stolpca.)
(iv): Sledi iz (ii) in (v). O

Iz trditve 7.3 sledi, da so tudi stolpci Hadamardove matrike ortogonalni.

Posledica 7.4. Naj bo H Hadamardova matrika. Matrika, ki jo dobimo iz H s poljub-

nim stevilom operacij iz trditve 7.8 v poljubnem vrstnem redu, je tudi Hadamardova.
Dokaz. Sledi direktno iz trditve 7.3. O

V primeru 7.2 smo si ogledali tri majhne primere Hadamardovih matrik, med kate-
rim pa ni bilo matrike velikosti 3 x 3. Naslednja trditev bo povedala, da taksne matrike

ne obstajajo.
Trditev 7.5. Naj bo H Hadamardova matrika reda n, kjer je n > 2. Potem 4 | n.

Dokaz. Predpostavimo lahko, da so vsi elementi v prvem stolpcu matrike H enaki 1

(zaradi trditve 7.3). Vsaka vrstice matrike H je enega od naslednjih stirih tipov:
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(T1) vrstica oblike 111 ],
(T2) vrstica oblike 11 -1 },

(T3) vrstica oblike 111 },

(T4) vrstica oblike 11 -1 }

Zaradi trditve 7.3 lahko predpostavimo, da je prvih a vrstic matrike H tipa (T1), tem
sledi b vrstic tipa (T2), naslednjih ¢ vrstic je tipa (T3), zadnjih d vrstic pa tipa (T4).
Velja:

a+b+c+d=n, (7.
a+b—c—d=0, (7.
a—b+c—d=0, (7.
a—b—c+d=0. (7.

Enacba (7.3) velja, ker ima matrika H n vrstic. Enacbo (7.4) dobimo, ¢e izracunamo
skalarni produkt prvih dveh stolpcev matrike H. Podobno, enacbo (7.5) dobimo, tako
da izracunamo skalarni produkt prvega in tretjega stolpca matrike H. Prav tako enacho
(7.6) dobimo, ¢e izracunamo skalarni produkt drugega in tretjega stolpca matrike H.
Ce sestejemo enaébi (7.3) in (7.4) dobimo

2a 4 2b=n. (7.7)
Ce sestejemo enaébi (7.5) in (7.6) dobimo
2q — 2b = 0. (7.8)

Ce sestejemo enacbi (7.7) in (7.8) dobimo 4a = n. To pomeni, da 4 deli n. Poleg tega
vidimo tudi, da je vrstic tipa (T1) natanko 7. O

Definicija 7.6. Hadamardova matrika je normalizirana, ¢e so vsi elementi v prvi vrstici

in v prvem stolpcu enaki 1.

Trditev 7.3 nam pove, da lahko vsako Hadamardovo matriko pretvorimo v norma-

lizirano Hadamardovo matriko.

Izrek 7.7 (Naloga 3.7.1 v [1]). Naj bo H normalizirana Hadamardova matrika reda
n =4\ + 4, kjer je A > 1. Naj bo A matrika, ki jo dobimo iz matrike H, tako da ji
odstranimo pruvi stolpec in prvo vrstico ter vse elemente —1 nadomestimo z 0. Potem

je A incidencéna matrika simetricnega nacrta s parametri 2-(4X + 3,2\ + 1, A).
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Dokaz. Najbo X = {x9,23,...,2,} in naj bo B = {pfs, 53, ..., s} druzina podmnozic

mnozice X, kjer velja naslednje:
z; € Bj <= h;; = 1. (7.9)

Incidenéna struktura (X, B) pripada inciden¢éni matriki A. Naj bo j poljubno stevilo,
za katero velja 2 < j < n. Naj bo a; stevilo elementov 1 v j-tem stolpcu in naj bo
b; stevilo elementov —1 v j-tem stolpcu. Ce izracunamo skalarni produkt prvega in
j-tega stolpca, dobimo a; —b; = 0, torej a; = b; = 5. To pomeni, da je |3;| = § —1 =
PHE_1=20+2-1=2\+1

Pokazimo Se, da se vsak par tock pojavi v natanko A blokih. Brez skode za splosnost
si oglejmo par {zy,z3}. Ta par bo vsebovan v bloku §;, ¢e bo hy; = hs; = 1. Stejemo
torej stolpce, ki imajo v drugi in tretji vrstici element 1. To pa je isto, kot ¢e bi v matriki
HT steli vrstice tipa (T1), kot v dokazu trditve 7.5. V dokazu trditve 7.5 smo videli,

da je takih vrstic natanko %

Z.
je tudi njen prvi stolpec, ki ne pripada inciden¢ni matriki. Blokov, ki vsebujejo par
{2, 25}, je torej 2 —1 =24 — 1 =\

Ocitno je | X| =n—1=4X+4 —1=4) + 3. Incidencna struktura (X, B) je torej
nacrt s parametri 2-(4\ + 3,2\ + 1, \). m

Med stolpci matrike H, za katere velja hy; = hs; = 1,

Izrek 7.7 nam pove, da lahko iz Hadamardove matrike, ki je reda 8 ali ve¢, dobimo

simetri¢en 2-(4\ + 3,2\ + 1, ) nac¢rt. To osmisli naslednjo definicijo.

Definicija 7.8. Simetriénemu nacrtu s parametri 2-(4\ + 3,2X + 1, A) pravimo Hada-

mardov nacrt.

Primer 7.9. Vzemimo matriko

11 1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

= T O e O e e
|
—_
|
—_
[u—

Matrika H je normalizirana Hadamardova matrika. Ce matriki H odstranimo prvo
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vrstico in prvi stolpec ter elemente —1 zamenjamo z 0, dobimo matriko

01010710
1001100
0011001

A=11110000
0100101
1000011

0010110

Incidenéni matriki A pripada nacrt (X, B), kjer je X ={1,2,...,7} in

B={{2,4,6},{1,4,5},{3,4,7},{1,2,3},{2,5,7},{1,6,7}, {3,5,6}}.

Nacrt (X, B) je izomorfen Fanovi ravnini iz primera 2.14. Permutacija (6 7) je izomor-

fizem med (X, B) in Fanovo ravnino iz primera 2.14.

Primer 7.10. Naj bo

H12 -

N = T = S S e e e e e e T
—_
—_
|
—_
—_
—_
|
—_
—_
|
—_
|
—_
|
—_
—_

Ce vsak stolpec matrike His, razen prvega, pomnozimo z —1, dobimo normalizirano
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Hadamardovo matriko

Hyy =

l
e T e T e T e T = T e S e O S S S G St
|
[S—y
I
—_
[S—y
|
[S—y
I
—_
—_
|
—_
—_
—
—_
I
—_

1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1

Ce matriki His odstranimo prvo vrstico in prvi stolpec ter elemente —1 zamenjamo z

0, dobimo matriko

010111000710
00101110001
10010111000
01001011100
00100101110

A=0001001011°1
10001001011
110001007101
11100010010
011100071001

10111000710 0]

Incidenéni matriki A pripada nacrt (X, B), kjer je X ={1,2,...,11} in

B =1{{3,7,8,9,11},{1,4,8,9,10},{2,5,9, 10, 11}, {1,3,6, 10, 11},
{1,2,4,7,11},{1,2,3,5,8},{2,3,4,6,9}, {3,4,5,7, 10},
{4,5,6,8,11},{1,5,6,7,9},{2,6,7,8,10}}.

(X, B) je nac¢rt s parametri 2-(11,5,2), ki je izomorfen na¢rtu iz primera 2.2. Permu-

tacija (3 11 10 5 6 8 9 4) je izomorfizem med (X, B) in nacrtom iz primera 2.2.

Izrek 7.11 (Naloga 3.7.2 v [1]). Naj bo (X, B) nacrt s parametri 2-(4X + 3,2X 4+ 1, \),
kjer je A > 1, X = {xg,x3,...,Zansa} n B = {B2,0s,...,0unsa}. Naj bo H =
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(hij)1<ij<ar+a matrika definirana z

1, Gei=1lalij=1;
hij = 1, cejei,j>2inx; €5y
—1, sicer.

Potem je H normalizirana Hadamardova matrika reda 4\ + 4.

Dokaz. Pokazati moramo, da je skalarni produkt poljubnih dveh razlicnih vrstic (i-te
in j-te) enak 0.

Najprej obravnavajmo primer, ko je i,7 > 2. Ker je (X, B) 2-nacrt, se vsak par
razlicnih tock pojavi v A blokih. Ker je nacrt simetricen, je r = 2\ + 1. Torej, vsaka

tocka se pojavi v 2\ 4+ 1 blokih. Bloke lahko razdelimo v stiri skupine:

(i) blokov, ki vsebujejo z; in x;, je A, pripadajoci stolpci pa vsebujejo element 1 v

1-t1 in j-ti vrstici;

(ii) blokov, ki vsebujejo x; in ne vsebujejo z;, je 2\ +1 — A = X\ + 1, pripadajoci

stolpci pa vsebujejo element 1 oz. —1 v i-ti 0z. j-ti vrstici;

(iii) blokov, ki ne vsebujejo z; in vsebujejo x;, je 2A +1 — X = X + 1, pripadajoci

stolpci pa vsebujejo element —1 oz. 1 v i-ti 0z. j-ti vrstici;

iv) blokov, ki ne vsebujejo x; niti z;, je 4\ +3 — (3\+2) = A+ 1, pripadajoci stolpci
J

pa vsebujejo element —1 v -ti in j-ti vrstici.

Prvi stolpec matrike H, ki vsebuje same enke, ne pripada nobenemu bloku nacrta.
Zdaj lahko izracunamo skalarni produkt i-te in j-te vrstice:
4r+4
Y highjp=14+A=A+1)=A+1)+(A+1)=0. (7.10)
k=1
Skalarni produkt dveh razlicnih vrstic je enak 0, torej je H res Hadamardova matrika.

Obravnavajmo primer, ko je i =1 1in j > 2. Ker je h;, = 1 za vse k, dobimo

4\+4 A +4
S higchir=> hjp=1+2A+1)—(2X+2) =0. (7.11)
k=1 k=1

Utemeljimo, da velja drugi enacaj v 7.11. Velja hj; = 1. Med Stevili b, ..., hjarya je
2X +1 enic, saj je tocka x; vsebovana v natanko 2\ + 1 blokih, ostala Stevila pa so —1.

Iz definicije matrike H je o¢itno, da je normalizirana. O
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Primer 7.12 (Naloga 3.7.3 v [1]). Naj bo (X, B) nacrt, kjer so tocke nacrta X =
{1,2,...,15} in so bloki

B={{1,2,3,4,5,6,7},{1,2,3,8,9,14,15},{1,2,3,10, 11, 12, 13},
{1,4,5,8,9,12,13},{1,4,5,10,11,14, 15}, {1,6,7,8, 11,13, 14},
{1,6,7,9,10,12,15},{2,4,6,8,9,10,11},{2,4,6,12, 13, 14, 15},
{2,5,7,8,11,12,15},{2,5,7,9, 10, 13,14}, {3,4,7,8,10, 12, 14},
{3,4,7,9,11,13,15},{3,5,6,8,10,13,15}, {3,5,6,9, 11, 12, 14} }.

Parametri nacrta (X, B) so 2-(15,7,3). Ta nacrt ustreza pedpostavkam izreka 7.11. Po

izreku je
1 01 01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 =1 =1 =1 =1 -1 -1 -1 -1
1 1 1 1 -1 =1 =1 =1 -1 1 1 1 1 =1 -1 -1 -1
1 1 1 1 -1 =1 =1 =1 =1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 1 1 1 - -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1
1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

P e e e R e T e
1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 =1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1

normalizirana Hadamardova matrika reda 16, kar lahko bralec tudi sam preveri.
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8 Zakljucek

Izpostavimo nekatere rezultate, ki smo jih bralcu predstavili v tem delu.

Videli smo, da so koné¢ne projektivne ravnine reda n simetri¢ni nacrti s parametri
2-(n*+n+1,n+1,1). Spoznali smo, da kon¢ne projektivne ravnine reda 6 ne obstajajo.
Poiskali smo grupo avtomorfizmov Fanove ravnine. S pomocjo 2-tranzitivne grupe reda
432 smo konstruirali 2-(9, 3, 1) nacrt. Poiskali smo razsiritev Fanove ravnine in pokazali,
da ta nacrt ni razsirljiv. Zdaj znamo konstruirati nacrt s parametri 2-(4A+3, 2A+1, A),
¢e le poznamo kaksno Hadamardovo matriko reda 4\ + 4. In pa seveda tudi obratno,
¢e poznamo kaksen nacrt s parametri 2-(4\ + 3,2\ + 1, \), lahko iz njega naredimo
Hadamardovo matriko reda 4\ + 4.

O nacrtih je znanega mnogo ve¢. Bralec, ki ga je tema pritegnila si lahko razsiri
obzorja z [2,4,5,8,11].
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