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Izvlecek:

Zakljuéna naloga z naslovom »Racionalne Bézierove krivulje< obravnava objekte, ki so
zelo pomembni na podroc¢ju ra¢unalnisko podprtega geometrijskega nacrtovanja (angl.
Computer Aided Geometric Design oz. CAGD). Sprva je naloga posvecéena polinom-
skim Bézierovim krivuljam, kjer je opisan de Casteljauev algoritem, izpeljana je Bern-
steinova oblika polinomskih Bézierovih krivulj ter dokazane Stevilne lepe lastnosti teh
krivulj. V nadaljevanju je pozornost preusmerjena na racionalne Bézierove krivulje.
Pokazano je, da lahko vsako stoznico eksaktno predstavimo z racionalno Bézierovo
krivuljo stopnje dva, pri ¢emer si pomagamo s konceptom baricentri¢nih koordinat v
ravnini. Nato so obravnavane splosne racionalne Bézierove krivulje (torej poljubnih
stopenj) in znova izpeljan de Casteljauev algoritem. Izpeljano je, katere lepe lastnosti,
ki veljajo za polinomske krivulje, ter pod kakSnimi pogoji veljajo tudi za racionalne
Bézierove krivulje. Vecina snovi je povzeta po [1]. Naloga je obogatena s Stevilnimi

primeri, skonstruiranimi s programskim jezikom Octave.
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Abstract:

This thesis with the title "Rational Bézier curves” describes objects, which are very
important in the field of Computer Aided Geometric Design (CAGD). Initially, the
thesis is devoted to polynomial Bézier curves, where the de Casteljau algorithm is
described, the Bernstein form of Bézier curves is derived and many nice properties of
these curves are proven. In the following, attention is focused to the rational Bézier
curves. Firstly, we show, with the help of the concept of barycentric plane coordinates,
that every conic can be described as a rational Bézier curve of degree two. Then we
consider general rational Bézier curves, for which we derive the de Casteljau algorithm
and show some nice properties which are inherited from polynomial Bézier curves. The
basic literature used is [1]. The thesis is enriched with numerous examples, constructed

by Octave programming language.
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1 Uvod

Z razvojem tehnologije in racunalnikov se je v poznih petdesetih letih dvajsetega sto-
letja v Franciji zacelo oblikovanje s pomocjo krivulj. Najvecji razcvet se je zgodil v
avtomobilski in letalski panogi. Francoski matematik Paul de Casteljau, ki je bil zapo-
slen v tovarni Citroén, je leta 1958 razvil metodo za nacrtovanje parametri¢nih krivulj,
baziranih na lastnostih Bernsteinovih polinomov. V Citroénu niso dovolili objavljanja
tehni¢nih novosti, zato so bile raziskave de Casteljaua le poslovna skrivnost. Njegovo
delo je bilo objavljeno sele leta 1978. Istocasno je v znanem avtomobilskem podjetju
Renault v Franciji delal ambiciozen matematik Pierre Bézier, katerega delo je potekalo
neodvisno od dela de Casteljaua. Zaradi svobodomiselnosti, ki jo je premoglo podjetje
Renault, je bilo njegovo delo hitreje objavljeno, zato te krivulje in ploskve nosijo nje-
govo ime.

Oblikovanje s parametri¢nimi krivuljami in ploskvami kot posebna metoda oblikova-
nja s pomocjo racunalnika (CAD ali Computer Aided Design) se je zacelo razvijati v
Sestdesetih letih prejSnjega stoletja. Leta 1974 so ta pristop poimenovali racunalnisko
podprto geometrijsko nacrtovanje (CAGD ali Computer Aided Geometric Design).
Glavna uporabna lastnost Bézierovih krivulj je ta, da je za njihov opis dovolj podati
le nekaj tako imenovanih kontrolnih tock, ki krivuljo enoliéno dolocajo. Ta lastnost
tudi omogoca, da lahko enostavno in nazorno spreminjamo obliko krivulje ter implicira
Stevilne uporabne lastnosti, ki so pomembne pri racunalniski predstavitvi. Za razliko
od polinomskih so racionalne Bézierove krivulje dolocene Se z nekaj dodatnimi para-
metri, t.i. utezmi, ki omogocajo Se boljse in natancnejse oblikovanje.

V enaindvajsetem stoletju se Bézierove krivulje uporabljajo za Stevilne namene v indu-
strijskem oblikovanju (dizajniranje avtomobilov, ladij, letal), vodenje robotov, pisanje
¢rk (PostScript) in tudi za zabavo (animirani filmi, risanke .. .).

Nadaljevanje zakljuéne projektne naloge je zgrajeno iz dveh vecjih poglavij:

e V drugem poglavju bomo obravnavali polinomske Bézierove krivulje: spoznali
bomo de Casteljauev algoritem, Bernsteinovo obliko Bézierovih krivulj, opisali

bomo nekatere pomembne lastnosti teh krivulj ter si pogledali lastnosti odvajanja.

e V tretjem poglavju bomo spoznali racionalne Bézierove krivulje. To poglavje je

skonstruirano iz dveh podpoglavij, in sicer:
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- v prvem se bomo osredotocili na stoznice, kjer bomo podrobneje opisali ba-
ricentricne koordinate, stoznice kot kvadratne racionalne Bézierove krivulje,
de Casteljauev algoritem, lastnosti odvajanja, spoznali implicitno obliko ter

si pogledali dva uporabna problema in klasifikacijo,

- v drugem pa bomo definirali in opisali splosne racionalne Bézierove krivulje,
pozornost bomo zopet namenili de Casteljauevemu algoritmu, spoznali bomo

lastnosti odvajanja ter posebno raparametrizacijo.

Zakljucéna naloga vsebuje tudi stiri priloge, v katerih so navedene programske kode, s
katerimi smo implementirali de Casteljauev algoritem ter pristop preko Bernsteinovih
polinomov za polinomske in racionalne Bézierove krivulje. Kode so napisane s program-
skim jezikom Octave, ki je dostopen na spletni strani http://www.gnu.org/softwa-

re/octave/.



2 Polinomske Bézierove krivulje

Polinomske Bézierove krivulje so poseben primer parametri¢nih krivulj, ki so zelo po-
membne v CAGD.

Definicija 2.1. Preslikavi p(t) = (pi(t), p2(t),p3(t)) : I — R3 T C R, retemo parame-
trizacija krivulje p(I). Sliki te preslikave recemo parametri¢na krivulja, interval [

pa imenujemo domena parametra.

Slika 2.1: Primer parametricne krivulje.

Izraz polinomska Bézierova krivulja pomeni zgolj to, da so komponente krivulje name-
sto v monomski zapisane v posebni, t.i. Bernsteinovi, bazi. Torej to ni le nek podrazred
polinomskih parametri¢nih krivulj, ampak so to dejansko vse polinomske parametri¢ne
krivulje.

V nadaljevanju bomo potrebovali koncept prostorske linearne interpolacije pri definiciji

Bézierovih krivulj, zato jo dajmo na tem mestu definirati.
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Definicija 2.2. Naj bosta a, b tocki v R?. Mnozico tock x € R?, ki zadosca

x=x(t)=(1—-t)a+tb, tekR,

imenujemo premica skozi tocki a in b. Velja Se:
- pri t = 0 dobimo tocko x = a,
- pri t = 1 dobimo tocko x = b,
- ¢e 0 <t < 1, dobimo tocko x(t), ki lezi na daljici med a in b,

- cet ¢ [0, 1], dobimo tocko x(t), ki lezi zunaj daljice med a in b, ampak na premici

skozi tocki a in b.

Definicija 2.3. Prostorska linearna interpolacija je afina preslikava, ki preslika

realno premico v premico skozi dani tocki v tridimenzionalnem realnem prostoru.

2.1 De Casteljauev algoritem

To je eden izmed dveh nacinov, kako lahko skonstruiramo Bézierovo krivuljo. Ta algo-

ritem je zelo stabilen in se zaradi tega tudi uporablja v praksi.

De Casteljauev algoritem:
Podane imamo t.i. kontrolne tocke by, by, ..., b, € R3, ki dolo¢ajo Bézierovo krivuljo
b" in parameter t € R. Kontrolne tocke tvorijo t.i. kontrolni poligon krivulje b". Nato

izracunamo tocke

bi(t) ;= (1—t)b] ' (t) +tbj;{(t), i=0,1,....n—7r, r=12,...,n, (2.1)

kjer smo definirali b?(¢) := b;. Pri danem parametru ¢ nam bf(¢) predstavlja tocko
b"(t) na Bézierovi krivulji b”. Vse vmesne tocke v enacbi (2.1) lahko zapiSemo v

trikotno shemo, ki ji recemo de Casteljaueva shema:

bY = by
bY =b; bi(t)

bj =by bi(t)

b’ =b, bl (t) b ~'(t) by(t)
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De Casteljauevo shemo torej sestavimo tako, da v prvi stolpec zapisemo vse kontrolne
tocke, v drugi stolpec vnesemo tocke bl(t),i = 0,1,...,n — 1, v tretji stolpec tocke za
b%(t),i = 0,1,...,n — 2, itd. V zadnjem stolpcu dobimo tocko bj(t), ki, kot receno,
predstavlja tocko na krivulji b” pri parametru ¢. Ko de Casteljauev algoritem imple-
mentiramo, je dovolj ze uporaba enega samega stolpca velikosti n + 1. Geometrijsko

gledano je de Casteljauev algoritem le ponavljanje linearnih interpolacij.

Primer 2.4. Izracunajmo tocko na (kubi¢ni) Bézierovi krivulji pri parametru ¢t = 1/2.
Kontrolne tocke Bézierove krivulje b® naj bodo by = (4,0,2)7,b; = (0,2,0)7, by =
(6,0,0)7 in by = (2,0,0). De Casteljaueva shema pri tem parametru je oblike

4
0

_2_

"0 o

2 1

_0_ _1_

(6] [3] [25]

0 1 1

o] o] [05]

(2] [4] [35] 3
0 0 0.5 0.75
o] [0o] [0 ] 0.25

2.2 Bernsteinova oblika polinomske Bézierove kri-
vulje

Bernsteinova oblika polinomske Bézierove krivulje je alternativen nacin, kako definirati
Bézierove krivulje. Ta pristop ima prednost v tem, ker nam da formulo za Bézierovo

krivuljo v zakljuceni obliki.

Definicija 2.5. Polinome

BIMt) := (T,L)ti(l —t)" te|0,1],

1
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Slika 2.2: Bézierova krivulja skupaj s kontrolnim poligonom iz primera 2.4, skonstrui-
rana z de Casteljauevim algoritmom. Na krivulji je oznacena tudi tocka pri patametru

1
t=1

kjer je

imenujemo Bernsteinovi polinomi.
Bernsteinovi polinomi imajo Stevilne lepe lastnosti. Navedimo le nekaj izmed teh.
Izrek 2.6. Bernsteinovi polinomi zadoscajo naslednji rekurzivni zvezi:
BI(t) = (1— )BI (1) + tBI5 (1),

pri cemer je
Byt)=1, B}t)=0, j¢{0,1,...,n}.

J

Dokaz. Uporabimo lastnost binomskega simbola:

BMt) = @)ti(l )i = (n ; 1)#(1 — )i (Zl__ll)t(l — )i
= (1=8)B"!(t) + B (1)
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Izrek 2.7. Bernsteinovi polinomi tvorijo particijo enote:
Y Bt =1. (2.2)
j=0

Dokaz. Formulo (2.2) dokazemo s pomocjo binomskega izreka:

I=1"=(t+(1-1t)"=) (",)tju — )" = B(t).

§=0 J §=0

Opazimo, da so Bernsteinovi polinomi B!" nenegativni na intervalu [0, 1].

Izrek 2.8. Za Bernsteinove polinome velja simetrija na intervalu [0,1] :
Bi(t) =B, _;(1—1).

Dokaz.
n

J

Bi(t) = ( )tj(l — )" = (n i j) (1—t)" 7= = Br_(1—1).

Izrek 2.9. Naj bodo b; € R3,i = 0,1,...,n, kontrolne tocke Bézierove krivulje b".

Potem velja

b" (1) = En:bjB;‘(t).

Dokaz. Dovolj je pokazati, da se elementi k-tega stolpca v de Casteljauevi shemi

izrazajo kot
j+k
b(t) => bBf ;(t), j=0.1,...,n—Fk (2.3)
=y

Ce to dokazemo, potem to velja za vse stolpce v de Casteljauevi shemi, torej tudi za

n-ti stolpec. Vstavimo v enac¢bo (2.3) k =n in j = 0 in dobimo
b" =bg(t) =Y b} (t).
=0

Torej, dokazimo formulo (2.3). Uporabimo indukcijo po k. Naj bo najprej k& = 0.

Dobimo

J
bO(t) =Y beBy_(t) = b;By(t) = b;.
(=j
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Posljimo sedaj & — k 4 1 in dokazimo, da velja

J+k+1
k+1 k+1
bt § j b B

Upostevajmo lastnosti Bernsteinovih polinomov in dobimo:

bEL () = (1—t)bk(t) +tbh, (1)

J+k JH1+k
= (1—-6)) bBf ;(t)+t Y beBf (1)
l=j l=j+1
Jj+k Jj+k
= (1—t)b;Bi(t)+(1—1) Y bBf ;(t)+t > bBf (1)
=j+1 l=j+1
Jjtk
—|— tbj+1+kB Z b BkJrl + b BkJrl "‘ bj+1+kle§+11( )
l=j+1

J+k+1

— Z b BkJrl

2.3 Lastnosti polinomskih Bézierovih krivulj

Polinomske Bézierove krivulje imajo stevilne lepe lastnosti, zaradi katerih so tako zelo

uporabne. Nekaj jih bomo nasteli in opisali.

1. Afina invariantnost.

Lastnost afine invariantnosti za Bézierove krivulje velja zaradi dejstva, da po-
ljubno tocko Bézierove krivulje dobimo kot konéno zaporedje linearnih interpo-
lacij, saj je de Casteljauev algoritem ravno zaporedje linearnih interpolacij. Naj
bo ¢ afina preslikava. Potem naslednja postopka dasta ista rezultata:

(1) Izracunamo tocke na Bézierovi krivulji b™(¢) in vsako tocko afino preslikamo
s preslikavo ¢.

(2) Afino preslikavo uporabimo samo na kontrolnih tockah. Na preslikanih kon-

trolnih tockah ¢(by), ¢(by),. .., ¢(b,) izratunamo tocke na Bézierovi krivulji.

Primer 2.10. Narisati zelimo ¢rko C, ki je dolo¢ena s Stirimi kontrolnimi tockami,
v poSevnem zapisu. To lahko resimo na dva nacina. V prvem izvedemo de Caste-
ljauev algoritem, ki nam izrise pokoncen C, nato pa na vseh tockah pokoncénega

C izvedemo afino preslikavo. V drugem primeru pa najprej afino preslikamo le
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kontrolne tocke pokonéne ¢rke C, potem pa uporabimo de Casteljauev algoritem.

Opazimo, da je drugi postopek precej hitrejsi od prvega.

2. Invarianca za afine transformacije parametra.
Ponavadi za definicijsko obmodcje uporabimo interval [0,1], ni pa to obvezno.
Za Bézierovo krivuljo nad poljubnim intervalom a < u < b vpeljemo lokalno
parametrizacijo t = (u —a)/(b— a) in uporabimo de Casteljauev algoritem oblike
b—u u

r r— —a, .
bi(u) = b—abi Hu) + b—abiﬂl(u)'

Velja tudi

b;B'(t) = b; B! t 1 bl.
S b =3 b (375 ) re0 we s

3. Lastnost konveksne ovojnice.

Poglejmo si najprej definicijo konveksne mnozice (glej sliko 2.3).
Definicija 2.11. Mnozica K je konveksna mnozica <= vsak x,y € K velja :

(1-t)x+tye K, tel01].

Sedaj lahko definiramo tudi pojem konveksne ovojnice tock.

Slika 2.3: Primer konveksne (levo) in nekonveksne (desno) mnozice.

Definicija 2.12. Konveksna ovojnica tock by, by, ..., b, je najmanjsa konve-

ksna mmnozica, ki vsebuje te tocke.

Izrek 2.13. Bézierova krivulja 0" lezi v konveksni ovojnici svojih kontrolnih tock.

Dokaz. Krivulja b™ lezi v koveksni ovojnici svojih kontrolnih tock, saj so tocke
bl (t) iz de Casteljauevega algoritma konveksne kombinacije tock iz predhodnih
stolpcev v de Casteljauevi shemi. Vsaka nova tocka v de Casteljauevi shemi lezi
na daljici med dvema ze obstoje¢imi tockama v shemi. Isto torej velja tudi za

zadnjo tocko v shemi, ki pa je ravno tocka na Bézierovi krivulji. U

Opomba: Omenimo $e, da lastnost ne velja, ¢e vzamemo parameter ¢ ¢ [0, 1].



Volas V. Racionalne Bézierove krivulje

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 10

Slika 2.4: Primer konveksne ovojnice tock bg, by, by in bg.

4. Interpolacija robnih kontrolnih tock.
Bézierova krivulja stopnje n interpolira kontrolni tocki by in b,,. Velja namrec
b"(0) = by in b™(1) = b,,. To je posledica enach:

Bj'(0) = 0i0, Bi'(1) = i,

L
0ij = 72. j
0, i#]

pri Cemer je

Kroneckerjeva delta funkcija.

5. Simetrija.
Simetrija je lastnost, ki nam pove, da dobimo isti Bézierovi krivulji, ¢e zaporedje
kontrolnih tock razporedimo kot bg,bq,...,b, ali b,,b,_1,...,bg. Razlika je

zgolj v smeri parametrizacije, kar lahko s formulo zapisemo kot
Zb B (t an JBI(1—1t). (2.4)

Enakost (2.4) sledi iz lastnosti Bernsteinovih polinomov
B (t) = By _;(1—1).

6. Invarianca za baricentricne kombinacije.

Za o+ =1 velja

n

> (ab; + Bc) B (t) = aZb By (t +5icj3y(t)
j=0

j=0
Utezeno povprecje dveh Bézierovih krlvuIJ lahko dobimo tako, da izracunamo
utezeno povprecje ustreznih tock na krivulji (desni izraz), ali pa vzamemo utezeno

povprecje ustreznih kontrolnih tock (levi izraz) in nato izra¢unamo krivuljo.
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7. Psevdo - lokalni nadzor.
Izracunajmo najprej stacionarne tocke Bernsteinovega polinoma B'. V nasle-
dnjem podpoglavju bomo pokazali, da je
d n n— n—
EBi (t)=n (Bi—ll(t) — B, 1(75)) ;
zato velja

9 pnity =0 = n(BI (1) — B (1) = 0

dt
< Bl(t) = B '(t)

— (Z:f)t“(l )" = <n ; 1)#(1 _ pynl

=t (1-t) = . PR Sk
(i) t i
n\~! ¢
i n

Ker velja %B{‘(t) |,_: < 0sledi, da polinom By doseze lokalni maksimum v tocki

t = = na intervalu [0,1]. V praksi ima ta lastnost velik pomen pri oblikovanju

Bézierovih krivulj. Ce premaknemo eno od kontrolnih tock b, potem se oblika
krivulje najbolj spremeni v okolici tocke s parametrom % Toda, ker sprememba
vpliva na celotno krivuljo, temu pravimo psevdo-lokalni nadzor. Ce bi zeleli dobiti
povsem lokalni nadzor, bi bilo potrebno uporabiti posplositev Bézierovih krivulj
na t.i. B-zlepke ([4]).

2.4 Lastnosti odvajanja

V tem poglavju bomo podrobneje spoznali lastnosti odvajanja. Izracunajmo sedaj

najprej odvod Bernsteinovega baznega polinoma B}
d d (n\ . A
— B"™(t) = — (1 — )"
dat ' ®) dt (Z) ( )

T'l) (=" = (n— (A=)

7

Il
VRS

= = 1)7!1(!” — (tz‘f1(1 — t)”fz‘ — (n— i)ti(l o t)nfifl)

n! i—1 n—i n! ; .
“oeeg T Ty Y

n—1) i—1 n—i n—1! . N
:n(z- _(1)!(71)_ z’)!t (1—1) —nﬁt (1—1)

—n ((7;:11)#1(1 — <” ; 1)#’(1 - t)”“)
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Sedaj lahko izracunamo odvod Bézierove krivulje b"™. Velja
d n n—1
Sbr(n) = n Z b - B (1))
:anB”l an B

V prvi vsoti premaknemo indeks in dobimo

d n—1

%bn( )= Z(bj—i-l —b;) B (t).

<.
Il
o

7 definicijo premih koné¢nih diferenc
Abj = bj+1 — bj

lahko zapis zgornje formule poenostavimo ter dobimo odvod Bézierove krivulje v obliki:
—b” —nZAb B (1), Ab; € R

Odvod Bézierove krivulje je zopet Bézierova krivulja, katere kontrolni poligon je sesta-
vljen iz diferenc kontrolnih tock originalnega kontrolnega poligona.

Ce zgornji postopek veckrat uporabimo, dobimo §e visje odvode Bézierove krivulje:

dr n — T n—r
b (t)_<n_T'ZAbB (1),

kjer je
ATbj = Ar_lbj+1 - Ar_lbj = Z (r) (—1)r_ibj+l'.

1
=0
Poglejmo si dva posebna primera. Zanima nas, kaj se dogaja pri parametrih ¢ = 0 in

t = 1. Velja

d" n!
—b"(0) = ——A"Db
P (0 = (n—r)! 0
in
ﬁb”(l) =—F-A"b
dtr B (n — r) e

kar pomeni, da je r — ti odvod Bézierove krivulje pri parametru ¢ = 0 odvisen le od

kontrolnih tock by, by, ..., b,. Medtem, ko je pri parametru ¢ = 1 odvisen od kontrolnih

tock b,,,b,_1,...,b,_,.. Za r = 0 dobimo lastnost interpolacije robnih kontrolnih tock
d° d’

—bn(O) — b(], @

b"(1) = b,,.
o (1)
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V primeru r = 1 dobimo:

d d
%bn(O) = n(b1 — bo), abn(1> = n(bn — bnfl).

Ob predpostavki by # by je tangentni vektor na Bézierovo krivuljo v tocki by v smeri
vektorja b; —bg. Podobna predpostavka b,, # b,,_; implicira, da je tangentni vektor na
Bézierovo krivuljo v tocki b,, v smeri vektorja b,, —b,,_;. Ta lastnost je zelo pomembna

pri doloc¢anju pogojev gladkosti za konstrukcijo zlepkov Bézierovih krivulj.



3 Racionalne Bézierove krivulje

Racionalne Bézierove krivulje so le poseben podrazred vseh parametricnih racionalnih
krivulj (glej sliko 3.1), saj zahtevamo, da imajo vse komponente isti imenovalec. Poleg
tega imajo v primerjavi s polinomskimi Bézierovimi krivuljami ve¢ svobodnih parame-
trov, zato so bolj primerne za oblikovanje. Pri racionalnih Bézierovih krivuljah lahko

ohranimo isti kontrolni poligon, pri tem pa krivuljo vseeno preoblikujemo.

vse racitonalne krivulje

racionalne Bézierove krivulje

polinomske Bézierove
krivulje

Slika 3.1: Umestitev racionalnih in polinomskih Bézierovih krivulj.

3.1 Stoznice

Stoznice so bile zgodovinsko gledano vedno zelo zanimive za matematike in fizike.
Stoznice ali krivulje drugega reda so objekti, ki so zelo pomembni pri oblikovanju s
krivuljami. V skupino stoznic spadajo elipse, parabole in hiperbole. V tem podpoglavju
bomo videli, da lahko vse stoznice eksaktno opisemo kot kvadratne racionalne Bézierove

krivulje, medtem ko lahko s polinomskimi Bézierovimi krivuljami opisemo le parabole.

14
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3.1.1 Baricentri¢cne koordinate

V tem podpoglavju bomo opisali baricentricne koordinate v ravnini, saj jih bomo po-
trebovali v nadaljevanju. Vzemimo neizrojen trikotnik z oglisci a, b, ¢ € R? ter dodatno
¢etrto tocko p € R2. Tocko p lahko vedno zapisemo kot baricentricno kombinacijo tock
a, b, c kot

p=ua+vb+we; u+v+w=1, wuv,welk (3.1)

Koeficiente u := (u,v,w) imenujemo baricentri¢ne koordinate tocke p glede na
oglisca a, b, c.

Z oznako pl(a, b, ¢) bomo v nadaljevanju oznacevali ploséino trikotnika z oglisci a, b, c.

Izrek 3.1. Naj bodo a, b, c nekolinearne tocke v ravnini in p poljubna tocka. Baricen-

tricne koordinate tocke p glede na tocke a,b,c so oblike

_ pl(p,b,c) _pl(a,p,c) _pl(a,b,p)

— A =L 7> 7 = . 3.2
T hlabe) T pabe U plab.c) (32)

Dokaz. Pisimo a = (x4,v4),b = (2, 4) in ¢ = (x.,y.). Plos¢ino trikotnika lahko

izracunamo s pomocjo determinante kot

1 Lo Tp Te
pl(a,b,c) = o1 ya vy Ye
1 11
Enacbe (3.1) zapisimo v matri¢ni obliki:
Tq Ty Te u T
Ya Ub Ye v = yp
1 11 w 1

Neznanke u, v, w sedaj izracunamo tako, da uporabimo Cramerjevo pravilo ( [9]) in
dobimo

Ty Tp Te
Yp Yv Ye
L1 1] 2pl(p,b,c)  pl(p,b,c)
To Tp T 2pl(a,b,c)  pl(a,b,c)’
Ya Yb Ye
1 11
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Lo Tp Te
Ya Yp Ye
111 2pl(a,p,c) pl(a,p,c)

v = - - )
Ty Tp T 2pl(av b7 C) pl(aa ba C)

Ya Yb Ye
1 11

To Tp Ty
Ya Yb Yp
11 1] 2pi(a,b,p) pl(a,b,p)
Ty Tp Te ~ 2pl(a,b,c)  pl(a,b,c)’

Ya Yo Ye
1 11

Pomembna lastnost baricentri¢nih koordinat je, da so invariantne glede na afine
preslikave. Recimo, da ima tocka p baricentricne koordinate wu,v,w glede na tocke
a,b,c. Ce uporabimo afino preslikavo ¢, ima tocka ¢(p) iste baricentriéne koordinate
u,v,w glede na tocke ¢(a), ¢(b), ¢(c). Baricentricni koordinatni sistem v ravnini defi-
nirajo katerekoli tri nekolinearne tocke a, b, c. Tocka p bo lezala znotraj trikotnika z
oglisci a, b, ¢, ¢e bodo vse njene baricentri¢ne koordinate pozitivne. Ce je katera njena

baricentricna koordinata negativna, bo tocka p lezala izven trikotnika (glej sliko 3.2).

3.1.2 Stoznice kot kvadratne racionalne Bézierove krivulje

Definicija 3.2. Projekcija P, : R* — R? na ravnino z = 1 je preslikava, ki vsaki tocki

(z,y,2)" priredi tocko (£,%,1)". To tocko bomo identificirali s tocko (£, %)" € R?.

Trditev 3.3. Naj bo c(t) € R? tocka, ki lezi na stoinici. Potem obstajajo tocke

by, b1, by € R? in parametri wy, wi, ws € R, da velja

w(t) woB2(t) + w, B2(t) + wa B2(1) (3.3)

Dokaz. Tocka c(t) € R?, ki jo lahko identificiramo s tocko (c(t),1)T € R? je projekcija
tocke (w(t)c(t), w(t))”, ki lezi na paraboli. V Bézierovi obliki lahko tretjo komponento

w(t), ki mora biti kvadratna funkcija v ¢, zapisemo kot

w(t) = weBj(t) + wiBi(t) + wyB3(t).



Volas V. Racionalne Bézierove krivulje

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 17

Slika 3.2: Trikotnik predstavlja koordinatni sistem v ravnini. Ce so vse tri baricentri¢ne
koordinate u, v, w dolocenih tock pozitivne, potem te tocke lezijo znotraj trikotnika. Ce
sta dve koordinati negativni in ena pozitivna, potem taksne tocke lezijo v zelenem delu
slike. Tocke v rdecem delu pa dobimo, ¢e je ena kordinata negativna in dve pozitivni.

Opomnimo, da vse koordinate ne morejo biti negativne, saj se morajo sesteti v ena.

Formulo preoblikujemo v
o (C0) - (<0 2 wiBA(1)
w = .
1 Yo wiBi(t)
Ker levi izraz enacbe oznacuje parabolo, velja
2 2 2
i c(t) ) _qwB;(t
S (P )m- (Lo B0 b
im0 \Wi > im0 wiB{ (1)
in dobimo

>_piBi(t) = c(t) D_wilB (1), (3.4)

Iz enacbe (3.4) sedaj sledi

c(t) = pOBg(t) + plB%@) + p2B§(t)
woBF(t) + w1 BY(t) + w2 B3 (1)

1
Definirajmo b; := —p; in izrek je dokazan.
w;

Tocke b; znova imenujemo kontrolne tocke, parametere w; pa imenujemo utezi.
Enacbo (3.3) imenujemo kvadratna racionalna oblika odseka stoznice.
Ce so vse utezi w; enake, potem dobimo polinomsko kvadratno krivuljo. Ce vse utezi
pomnozimo z istim neni¢elnim faktorjem, to ne spremeni oblike stoznice. Ce je utez

wp nenicelna, lahko dobimo wy = 1, tako da z wy delimo utezi w; in ws.
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3.1.3 De Casteljauev algoritem in lastnosti odvajanja

Podobno kot za polinomske Bézierove krivulje tudi za racionalne Bézierove krivulje
obstaja de Casteljauev algoritem. Standardni de Casteljauev algoritem uporablja raz-
merje treh tock, racionalni de Casteljauev algoritem pa uporablja krizno razmerje Stirih

tock, ki ga bomo oznacili s cr.

Definicija 3.4. Razmerje treh kolinearnih tock a, b, ¢ je definirano kot:

b—a
c—b’

razmerje(a, b, c) = (3.5)

Definicija 3.5. Krizno razmerje stirih tock a, b, c,d, ki lezijo na isti premici, je defi-

nirano kot )
razmerje(a,b,d)

cr(a,b,c,d) = (3.6)

razmerje(a,c,d)

Naj bodo bg,by,...,b, € R3 kontrolne tocke in ¢ dan parameter. Tocko c(t) na
stoznici ¢ lahko izra¢unamo tako, da najprej izracunamo imenovalec, nato pa Stevec

(ali obratno). S projekcijo vsake vmesne de Casteljaueve tocke (w!b;, w!)T na R? pa

ZZ’

lahko dobimo bolj geometrijski algoritem, ki je oblike

7“1 rl
bI(t) = (1 — )2 w b!~ 1()+t;}j1b;"+11() i=0,1,....,2—r; r=12 (3.7

7 7

kjer so
wi = (1—tw] ') +tw/ (), i=0,....2—r; r=12 (3.8)

()

V nadaljevanju bomo potrebovali t.i. utezne tocke, ki so definirane kot

'S T T T
w;b; +wi bl

Izrek 3.6. Velja
1-1¢
er(bl,qf, bt bl ) = — Vi, r. (3.10)
Dokaz. Najprej uporabimo enakost (3.6), kjer upostevajmo (3.5) in dobimo
" — b (b, — bt
CT(br q“br—&—l b:+1) ( z)( i+1 i ) (311)

(b7yy —af) (b ™" —b)’
V enacbo (3.11) vstavimo relaciji (3.9) in (3.7) za g} in b; ™. Preoblikujemo in dobimo

whyy (wi bl — (1= thwb] — tw], bl,,)
wi((1 = ywib] + twf, bl — wi"'b])

(3.12)
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Sedaj vstavimo v izraz (3.12) zvezo (3.8) za w; ™! in formula (3.10) sledi. O

Poglejmo si sedaj Se, kaj lahko povemo za odvod krivulje c. Preoblikujmo enac¢bo

(3.4) in dobimo p(t) = w(t)c(t). Sedaj uporabimo pravilo za odvajanje produkta

dp dw dc
() =~ (e(t) +w(t) (1)

dc

ter i imo —(?):
er izrazimo dt( )

dc 1 dp dw

—(t)= — | —(t) — — : 1

e U 0C) (3.13)
V enacbo (3.13) vstavimo parameter ¢ = 0:

dc 2

%(0) = w—o (w1b1 — ’wobo — (wl — wo)bo) .

Preoblikujemo in dobimo

dc 2w1

— = — A by.

dt (0) Wo 0
Enako storimo za t = 1 in dobimo

dc 211}1

—(1) = — A by.

dt( ) Wao !

Torej vidimo, da za tangenti v robnih tockah stoznice velja podobno kot za polinom-
ske Bézierove krivulje. To lastnost bomo kasneje posplosili Se na poljubno stopnjo

racionalne Bézierove krivulje.

3.1.4 Implicitna oblika

Vsako stoznico c(t) lahko zapisemo v implicitni obliki kot

f(z,y) =0,

kjer je f kvadratni polinom v spremenljivkah x in y. Ker lahko vsako stoznico skon-
struiramo iz petih razli¢cnih tock, ki ne lezijo na isti premici in imajo koordinate dane

kot (xz1,11), (x2,y2), ..., (z5,ys5), je implicitna oblika stoznice dana kot

2?2 xy v ooyl

x} Ty Y T 1
T3 Tolo Y5 To Yo 1
T3 T3ys Y3 v3 Y 1
T35 TaYs Y5 T4 ys 1

T2 T5Yys Yz x5 Y5 1

flz,y) =
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Trditev 3.7. Za baricentricne koordinate poljubne tocke c(t) na stoZnici c, definirani

s kontrolnimi tockami by, by, by in uteZmi wg, wy, ws glede na by, by, by :
c(t) = 7obg + by + by, W AT+ =1, (3.14)

velja
T (3.15)

ToT2 WoWws '

Dokaz. Ker lahko stoznico zapisemo kot racionalno Bézierovo krivuljo, definirano v
(3.3), velja

70 = wo(l — )2 Jw(t), (3.16)
71 = 2w t(1 — ) Jw(t), (3.17)
Ty = wyt? Jw(t), (3.18)

Ijer je w(t) := Yo, w;B(t). Nato iz enacb (3.16) in (3.18) izrazimo > in (1 — )2 in

oba izraza vstavimo v enacbo (3.17). Dobimo

2

T()TQ’LUl
=4 .

WowW2

Primer 3.8. Poglejmo si sedaj en primer, ko je bolje imeti krivuljo zapisano v impli-
citni obliki. Podana je stoznica c ter tocka x € R?. Ali tocka x lezi na stoznici ¢? Ce
je stoznica ¢ podana v implicitni obliki, je to trivialno odgovoriti. Ce pa je podana v
parametri¢ni obliki (torej z by, by, by in wg, wy, wy) pa je odgovor tezje dobiti. Najprej
moramo po formuli (3.2) izracunati baricentri¢ne koordinate 79, 71, 72 tocke x glede na
bo, by, by. Nato 7y, 71, 7o vstavimo v enacbo (3.15). Ce enakost drzi, potem tocka x

lezi na stoznici c, sicer pa ne.

3.1.5 Uporabni problemi

Sedaj si bomo pogledali dva uporabna problema, kako dolociti odsek stoznice iz danih

podatkov.

(a) Skonstruirati Zelimo odsek stoznice, ki interpolira tocki Py in Py, tangenti ty in
t1 v teh dveh tockah in $e eno dodatno tocko P (glej sliko 3.3).
Kontrolne tocke by, by, by lahko doloc¢imo direktno iz danih podatkov. Prva kon-
trolna tocka by je kar enaka Py, zadnja kontrolna tocka by pa je enaka P;. Tam,
kjer se sekata nosilni premici tangent tq in t1, je kontrolna tocka b;. Predposta-

vimo, da je stoznica podana v standardni obliki, t.j., wy = we = 1. Izracunati
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moramo Se utez wy, ki pa jo dolo¢imo iz tocke P. Izracunajmo baricentri¢ne koor-
dinate 7y, 71, 72 tocke P glede na by, by, bs. Dobimo linearni sistem treh neznank
(glej enacbo (3.14)) in izra¢unamo 7y, 71, 72. Ker tocka P lezi na stoznici, lahko
neznano utez w; sedaj izracunamo tako, da vstavimo 7,7y in 75 v encbo (3.15)

ter izrazimo utez w;. Dobimo

- 2«/’7’07’2‘

Ce tocka P lezi v trikotniku by, by, by, potem resitev enacbe (3.19) vedno eksi-

(3.19)

wq

stira. Ce pa je 7oy < 0, potem enacba (3.19) nima resitve.

Slika 3.3: Skonstruirali smo odsek stoznice iz primera (a).

(b) Skonstruirati Zelimo odsek stoznice, ki interpolira tocki Po in Py, tangenti to in
t1 v tockah Py in Py ter dodatno tangentno premico (glej sliko 3.4).
Kontrolne tocke by, by, by lahko zopet dolo¢imo direktno iz danih podatkov, kot
smo to storili v tocki (a). Zopet predpostavimo, da je stoznica v standardni obliki
ter zelimo poiskati notranjo utez w,. Notranja utez w1, ki je sicer neznana, doloca

dve utezni tocki qq in q;. Uporabimo formulo (3.9) in dobimo utezno tocko qo

0 wgbo + U)lbl b() + wlbl

ter utezno tocko qy

w1 by + wabg . bs + wiby
w1 + wa 14w '

Q1:q(1]:
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Slika 3.4: Skonstruirali smo odsek stoznice iz primera (b).

Lema 3.9. Daljici qoqy in bobsy sta vzporedni.

Dokaz. Dokazati zelimo, da sta vektorja q; —qg in by —bg vzporedna. Vstavimo

podatke in dobimo

b2+w1b1 —bo—w1b1 . 1
1—|—w1 _1+w1

q1 —qo = (b2 - bo)-

Sedaj lahko iz danih podatkov izracunamo
ro := razmerje(bg, by, by) in 7y :=razmerje(by, by, by).

Nadalje velja

bo+wib; —bo—bow;
Yo — by 1+w,; wq (b1 — by)

razmerje(bg, qo, by) = = = = w,

b1+b —bo—w1b
b1 —qo 1+ 1uil+wlo wi1by b1 _bO

in podobno razmerje(by,qi,bs) = w% Zaradi lastnosti kriznega razmerja in

enacbe (3.10) dobimo
"o

wq

— = Trws. (320)
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Dokazimo, da enakost (3.20) res velja.

To
— = nw;
w1

& razmerje(bg, by, by) razmerje(by, qi, by)

= razmerje(by, bi, by) razmerje(bg, qo, by)

)
razmerje(bg,do,b1)  razmerje(by, qi,bo)
razmerje(bg, bi,by)  razmerje(by, bl by)

<~ Cr(b07q07b(1)7b1) = CT’(bl,(h’b%;bz)-

Ce sedaj v izreku (3.10) vstavimo r = 0,7 = 0 in nato se 7 = 0, i = 1, dobimo:

1—1¢
Cr(b07q07b(1)7b1) = T = CT(b1,Q17b%,b2)'

Izrazimo sedaj iz (3.20) w; in dobimo

To
wp = —.
T1

Enacba ima resitev pod pogojem, da je ror; > 0.

3.1.6 Klasifikacija

V afini geometriji stoznice delimo na tri razrede: hiperbole, parabole in elipse. Elipse
se z afinimi preslikavami preslikajo v elipse, parabole v parabole in hiperbole v hi-
perbole. Kako dolociti vrsto stoznice? Preden odgovorimo na zastavljeno vprasanje,
definirajmo, kaj je komplementaren odsek stoznice ¢. Komplementaren odsek stoznice
izracunamo tako, da spremenimo predznak pri w;, ob predpostavki, da je stoznica
podana v standardni obliki. Ker se zveza (3.15) s tem ne spremeni, imamo $e vedno
isto stoznico, le drugace je predstavljena. Tocke by, c(t) in &(t) so kolinerane, ¢e tocka
c(t) lezi na originalnem odseku stoznice in tocka €(t) na komplementarnem odseku.
Ce predpostavimo, da je wy > 0, potem iz obnasanja stoznice ¢(t) razberemo v kate-
rem razredu je. Stoznica je elipsa, ¢e €(¢) nima singularnosti na [0,1], ¢e je parabola
mora imeti eno singularnost, ¢e je hiperbola pa ima dve singularnosti. Singularnost
v tem primeru pomeni ni¢le imenovalca v zapisu odseka stoznice &(t). Singularnosti
(ki ustrezajo tockam v neskonénosti krivulje €) so dolocene kot realne nicle imenovalca

w(t) krivulje &(¢). V bistvu sta najve¢ dve realni nicli, ki sta definirani kot

_ltw s wi—1

t
1,2 2+ 2w,

Ce povzamemo, potem je stoznica elipsa, ¢e je wy < 1, parabola, ¢e je utez w; = 1, in

hiperbola, ce je wy > 1.
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Med stoznice seveda spada tudi kroznica. V bistvu je kroznica poseben primer elipse.
Del kroznice bo opisala racionalna kvadratna krivulja, ki ima za utez w;, < 1. Kontrolni
poligon ima obliko enakokrakega trikotnika zaradi simetrije kroznice. Utez w; lahko

dolo¢imo, ¢e poznamo kot a = Z(by, by, by) tako, da velja
wy = cos a.

Da dobimo celotno kroznico, moramo npr. skupaj zlepiti tri enake koscke (glej sliko
3.5).

25 L Hiperhola

15 - Farabola

0 2 4 6 3 10

Slika 3.6: Klasifikacija stoznic.
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Slika 3.6 prikazuje tri tipe stoznic, ki jih dobimo z variacijo vmesne utezi w;, pri

predpostavki wy = wy = 1.

3.2 Splosne racionalne Bézierove krivulje

Racionalne Bézierove krivulje so v zadnjem casu postale zelo pomembne pri konstrukeiji
s krivuljami v CAGD. Prednost racionalnih Bézierovih krivulj je ta, da lahko krivuljo
preoblikujemo, pri ¢emer Se vedno ohranimo isti kontrolni poligon. Tega ni mozno

doseci s polinomskimi Bézierovimi krivuljami.

3.2.1 Definicija in opis

Definicija 3.10. Racionalna Bézierova krivulja stopnje n v R? je projekcija polinomske

Bézierove krivulje stopnje n iz R* na hiperravnino w = 1.

Izrek 3.11. Racionalna Bézierova krivulja stopnje n je podana kot:

. r(t),b; e R%w, e R. (3.21
woBg(t) + w By (t) + ... + w, B(t) ®) ( )

r(t) =

Dokaz. Projekcija na ravnino preslika tocko (z,y, z, w)? v tocko (z/w,y/w,
z/w,1)T. Fiksirajmo t. Tocko na krivulji r(¢) € R? lahko gledamo kot (r(t),1)T € R,
kar je ravno projekcija tocke (w(t)r(t), w(t))T, ki lezi na polinomski Bézierovi krivulji

stopnje n v R*. Sedaj lahko izrazimo zadnjo komponento kot
w(t) =Y wB} (1)
i=0

in zapiSemo
(w(t)e(t), w(t))T = (r(%%_:;ggf(t )@) . (3.22)

Leva stran enacbe (3.22) predstavlja tocko na polinomski Bézierovi krivulji stopnje n
v R%, zato velja

(o (WTp0), mew o

Prva komponenta v enacbi (3.23) nam da enacbo

> pB(E) = () > wiB (1),

1z Cesar izrazimo

r(t) wo B (t) + wy B (t) + ... + w, B (t)
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. 1
Ce definiramo b; := —p;, je izrek dokazan.
W

Kontrolne tocke b;,i = 0,1,...,n, tvorijo kontrolni poligon, ki je projekcija kon-
trolnega poligona (w;b;, w;)T,i = 0,1,...,n, polinomske Bézierove krivulje v R*. Ce
vzamemo vse utezi enake 1, je imenovalec izraza (3.21) enak 1 in dobimo navadno

polinomsko Bézierovo krivuljo.

Ce ima racionalna Bézierova krivulja vse utezi pozitivne, potem zanjo veljajo po-
dobne lastnosti kot za polinomske Bézierove krivulje: lastnost konveksne ovojnice,
interpolacija robnih kontrolnih tock, simetrija, afina invariantnost in invariantnost za
afine transformacije parametra.

V praksi utezi w; uporabljamo kot dodatne proste parametre, s katerimi lahko bolje
vplivamo na obliko krivulje. Ce neko utez w; poveéamo, se krivulja pribliza k pripa-
dajoci kontrolni tocki b;. Ce pa utez w; zmanjsamo, se Bézierova krivulja oddalji od
pripadajoce kontrolne tocke b,. Skupni faktor povecanja utezi ne vpliva na krivuljo,
saj se krivulja z enako rasto¢imi utezmi w; ne spreminja (s skupnim faktorjem lahko

celotno krivuljo pomnozimo).

Na spodnji sliki ponazorimo, kaj se zgodi z Bézierovo krivuljo, ¢e spreminjamo neko

utez, kontrolne tocke pa pustimo iste.

3.2.2 De Casteljauev algoritem

De Casteljauev algoritem lahko uporabimo takrat, ko zelimo izracunati neko tocko na
Bézierovi krivulji. To lahko naredimo tako, da posebej izracunamo Stevec ter ime-
novalec, nato pa rezultata delimo. TakSen nac¢in je numericno nestabilen, ceprav je
preprost. Namrec, ¢e so utezi razliénih velikostnih razredov, lahko za velike utezi wj
vmesne tocke de Casteljauevega algoritma izpadejo iz konveksne ovojnice kontrolnega
poligona.

Poznamo pa tudi metodo, ki je zahtevnejsa, vendar stabilna. Ta metoda projecira
vsako vmesno tocko de Casteljauevega algoritma (w;b;, w;)T na hiperravnino w = 1.

Racionalni de Casteljauev algoritem kot podatke dobi kontrolne tocke b;, utezi w;,7 =

0,1,...,n, in parameter ¢t € [0, 1], ter izracuna:
r—1 r—1
w; Wit 1

bi(t) == (1 —t)——=b/ ' +t—"2b |, i=0,1,...,n—7r, r=12,...,n, (3.24)
Ww; Ww:;

7 3

pri ¢emer je by := b; in velja

w! = (1—tw, " () + twi (1), w):=w;. (3.25)
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b

by by

Slika 3.7: Racionalne Bézierove krivulje pri razlicnih parametrih w;: ¢e je w; = 1,
ostane Bézierova krivulja (modra barva) nespremenjena v okolici tocke by. Ce pa je
wy = 2, se krivulja pribliza tocki b; (rdeca barva), ¢e pa je w; = %, se krivulja oddalji

od tocke by (zelena barva).

Tocka na krivulji r pri parametru ¢ je potem dana kot r(t) := b{ ().
Poglejmo si Se geometrijsko razlago algoritma. Na premici, na kateri lezita tocki b} in

b;,;, bomo med njiju postavili utezno tocko q; tako, da bo veljalo:
. ro T T w;%*l
razmerje(by,q;,bi, ) = ——. (3.26)
w;
Ko uporabimo enacbi (3.6) in (3.26), iz enacbe (3.24) dobimo

1—1¢
CT<b§7 q;7bg+17b;+1) = T, za vse T, 7.

kar smo dokazali v izreku (3.10). Ce v enacbo (3.26) vstavimo parameter r = 0, dobimo

o Wib; Fwipi1biy
qQ =9q; = .
w; + Wit
Torej: ko tocke q; pomikamo po ustreznih delih kontrolnega poligona, se posledi¢no

spreminjajo tudi utezi w;, ki vplivajo na obliko krivulje.

Primer 3.12. Skonstruirajmo tocko na racionalni Bézierovi krivulji, podani s kontrol-
nimi tockami by = (0,0,0)7, by = (2,0,0)7, by = (0,2,0)7 in by = (1,0,1)” ter utezmi

wo = 1, w1 = 2,wy = 3, ws = 4 pri parametru t = %
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Najprej izra¢unajmo vmesne utezi w] po de Casteljauevi shemi (3.25):

1

2 1.67

3 2,67 234
4 3.67 334 3

Sedaj po enacbi (3.24) izracunajmo vmesne kontrolne tocke v de Casteljauevi shemi:

2 w? 1Y
bl = Z20p0 4+ —ZTLpY — (8/5.0.0)7 .
0 Bwé 0+3wé 1 (/7 9 )

Po istem postopku izra¢unajmo Se preostale vmesne kontrolne tocke. Tako na koncu
56 8 32

dobimo tocko | —, =, —
obimo OCO<81’9’81

T
) , ki lezi na Bézierovi krivulji pri parametru ¢ = 3

06 -

0.2 -

15

Ul

05

i

Slika 3.8: Racionalna Bézierova krivulja iz primera 3.12.

3.2.3 Lastnosti odvajanja

V tem podpoglavju si bomo ogledali lastnosti odvajanja racionalnih Bézierovih krivulj.

Najprej zelimo izracunati prvi odvod racionalne Bézierove krivulje. Odvajajmo enacbo

p(t) = w(t)r(t) (3.27)

in dobimo
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Izrazimo prvi odvod racionalne Bézierove krivulje:
dr 1 dp dw
— ()= —= =) — —()r() ] . 3.28
0= (0 - o) (3.28)

Za odvode visjega reda enacbo (3.27) k-krat odvajamo in po Leibnitzovem pravilu

dobimo

p®)(1) = i (k’> W (1) =00,

=0
Tako smo dobili rekurzivno formulo za k-ti odvod racionalne Bézierove krivulje

k

1) = <p<k> 0= (f)w“%t)r(ww) .

J=1

Poglejmo si konkretna primera pri parametrih t = 0 in ¢ = 1. Vstavimo v enacbo (3.28)

najprej parameter ¢ = 0 in dobimo
dr 1 dp dw
G0 = (o - Fom),

pri parametru t = 1 pa dobimo
dr 1 dp dw
Ty = — (2o -,
G0 = (B - )
Vemo, da velja r(0) = by ter r(1) = b,. Prav tako je preprosto videti, da velja
w(0) = wp in w(l) = w,. 1z zveze
dw n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
o =n(wy(B"' = By ) +wi(By ' = By ) + ...+ wa(BrZ) — BiTY)
pri parametru ¢ = 0 dobimo

dw

E(O) = n(—wo + wy) = n(w; — wp)

in pri parametru t = 1
d
d—l;(l) = n(w, — w,_1).

d
[zracunajmo sedaj Se d—lz Pri parametru ¢ = 0 dobimo

d
d—I;:(O) = n(b1w1 — bo’wo),
prit =1 pa
d
P 1y = (b, — bp_twn1).

dt
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Sedaj vse izracunane koli¢ine vstavimo v enacbo (3.28). Pri parametru ¢t = 0 dobimo

dr 1 w
%(0) = w—o(n(blwl — bowo) — n(wl — wo)bo) = nw—;(bl — bo)

Pri parametru t = 1 pa

dr 1 Wy
%(1) = — (n(bpywy — bp_1Wn_1) — n(wy — wy_1)by) = n——(b, — by_1).

Wn, Wnp,

Opazimo, da v primeru, ko so vse utezi enake 1, dobimo dobro znani zvezi, ki veljata

za polinomske Bézierove krivulje.

3.2.4 Reparametrizacija

Reparametrizacija pomeni spremembo parametrizacije krivulje, pri ¢emer se ne spre-
meni ne polozaj ne oblika krivulje. V podpoglavju 3.1.2 smo povedali, da lahko racio-
nalno Bézierovo krivuljo obicajno zapiSemo v standardni obliki, kar pomeni, da lahko
prvo in zadnjo utez postavimo na ena. Pokazimo sedaj, kdaj in kako lahko to dosezemo.

Zamenjajmo utezi w; z utezmi

W; = cw;, i=0,1,...,n; c#0.
Izkaze se, da v tem primeru oblika krivulje ostane enaka. Nove utezi dolocajo nove
utezne tocke §;. Krizno razmerje tock (b;, q;, ;, b;+1) je enako za vsak poligon, saj so
nove in stare utezne tocke povezane. Racionalno Bézierovo krivuljo lahko preobliku-
jemo v standardno obliko, ¢e uporabimo linearno racionalno transformacijo parametra,
ki jo doloca izbor

Wo

c= p/—.

w?’l

Ocitno sedaj velja wy = w,. Standardno obliko wy = w, = 1 dobimo, ¢e vse utezi

delimo z wy. Vidimo, da lahko ta postopek izvedemo le, ce velja wow, > 0.
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4 Zakljucek

V zakljuéni nalogi smo raziskovali matematicno in racunalnisko ozadje polinomskih in
racionalnih Bézierovih krivulj, saj so te parametri¢ne krivulje atraktivne predvsem v
industriji za oblikovanje avtomobilov, letal ter v svetu zabave.

Morda omenimo Se enkrat, da polinomske Bézierove krivulje predstavljajo poseben
nacin zapisa parametricnih polinomskih krivulj, ki so v tem zapisu dolocene le s kon-
trolnimi tockami. Po drugi strani pri racionalnih Bézierovih krivuljah potrebujemo
dve druzini podatkov, to so kontrolne tocke in utezi. Kot smo videli v nalogi, lahko
Bézierove krivulje izracunamo z dvema ekvivalentnima matemati¢cnima metodama, t.j.
z de Casteljauevim algoritmom in preko Bernsteinovih polinomov. Spoznali in obrav-
navali smo Stevilne lepe lastnosti teh krivulj, nekatere izmed njih pa smo tudi grafiéno
predstavili in dokazali. Za vec¢ informacij je na voljo knjiga G. Farina Curves and sur-
faces for CAGD. Krivulje smo Se bolje spoznali, ko smo jih sprogramirali v programu
Octave, ki je dostopen na spletni strani http://www.gnu.org/software/octave/. Odkar
sta P. Bézier in P. de Casteljau neodvisno drug od drugega definirala te krivulje, so le-te
dozivele velik razcvet in Stevilne posplositve ter modifikaciji, ki jim dajejo pomembno

uporabno vrednost Se dandanes in omogocajo nadaljni razvoj v prihodnosti.
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Priloge
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V prilogah A, B, C in D so podane kode v programskem jeziku Octave za konstruk-

cijo Bézierove krivulje.

Pred klicem funkcij v prilogah moramo najprej vnesti dva podatka. To sta parameter
'm’, ki nam pove kako na gosto racunamo tocke na krivulji, in kontrolne tocke 'b’.

Spodaj je naveden primer s tremi kontrolnimi tockami.

m=100;

%Kontrolne tocke so sestavljene iz stirih komponent.
%Prva komponenta predstavlja x-koordinato, drugo
%y-koordinato in tretja z-koordinato. Zadnja komponenta
%predstavlja utez.

b0=[1;0;0;1];

b1=[0;1;0;1];

b2=[0;0;1;11;

b=[b0,bl,b2];
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Priloga A

Funkcija bezier izracuna za dane kontrolne tocke polinomsko Bézierovo krivuljo z de

Cesteljauevim algoritmom in jo nariSe.

function bezier(b,m)
% b predstavlja kontrolne tocke (skupaj z utezmi, ki so v
% tem primeru vse enake 1), m pa pove v koliko tockah
% naracunamo krivuljo
n=columns (b);
A=zeros(3,m);
x=b(1,1);
br=0;
t=0;
while (br<m)
Q=b;
w=b(4,:);
k=1;
while k<n
x1=1;
while x1<=(n-k)
Q(1,x1)=(1-t)*Q(1,x1)+t*Q(1,x1+1);
Q(2,x1)=(1-t)*Q(2,x1)+t*Q(2,x1+1);
Q(3,x1)=(1-t)*Q(3,x1)+t*Q(3,x1+1);
x1=x1+1;
endwhile
k++;
endwhile
A(1,br+1)=Q(1,1);
A(2,br+1)=Q(2,1);
A(3,br+1)=Q(3,1);
x=x+(b(1,n)-b(1,1))/m;
t=(x-b(1,1))/(b(1,n)-b(1,1));
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br++;
endwhile
plot3 (A(1,:),A(2,:),A(3,:))

endfunction
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Priloga B

Funkcija bezier_rac izracuna za dane kontrolne tocke racionalno Bézierovo krivuljo z

de Cesteljauovim algoritmom in jo nariSe.

function bezier_rac(b,m)
% b predstavlja kontrolne tocke (skupaj z utezmi), m pa
% pove v koliko tockah naracunamo krivuljo
n=columns (b);
A=zeros (3,m);
x=b(1,1);
br=0;
t=0;
while (br<=m)
Q=b;
w=b(4,:);
k=1;
while k<n
x1=1;
while x1<=(n-k)
wi=w(l,x1)/(w(l,x1)*x(1-t)+t*xw(l,x1+1));
w2=w(1l,x1+1)/(w(l,x1)*x(1-t)+t*w(1l,x1+1));
Q(1,x1)=(1-t)*wi1*xQ(1,x1)+t*w2*xQ(1,x1+1);
Q(2,x1)=(1-t)*w1*Q(2,x1)+t*w2*Q(2,x1+1);
Q(3,x1)=(1-t)*w1*xQ(3,x1)+t*xw2*xQ(3,x1+1);
w(l,x1)=((1-t)*w(l,x1)+t*w(1l,x1+1));
x1=x1+1;
endwhile
k++;
endwhile
A(1,br+1)=Q(1,1);
AC2,br+1)=Q(2,1);
A(3,br+1)=Q(3,1);
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x=x+(b(1,n)-b(1,1))/m;
t=(x-b(1,1))/(b(1,n)-b(1,1));
br++;

endwhile

plot3 (A(1,:),A(2,:),A(3,:))

endfunction
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Priloga C

Funkcija bezier_bern izracuna za dane kontrolne tocke polinomsko Bézierovo krivuljo s

pomocjo Bernsteinovih polinomov in jo narise.

function bezier_bern(b,m)
% b predstavlja kontrolne tocke (skupaj z utezmi, ki so v
% tem primeru vse enake 1), m pa pove v koliko tockah
% naracunamo krivuljo
n=columns (b) -1;
A=zeros(3,m+1);
t=0;
x=b(1,1);
br=0;
while (br<=m)
i=0;
R_kor=[0,0,0]"7;
while (i<=n)
pom=nchoosek(n,i)*t " i*(1-t) " (n-1i)*b(1:3,i+1);
R_kor= R_kor+ pom;
i++;
endwhile
A(1,br+1)=R_kor (1);
A(2,br+1)=R_kor (2);
A(3,br+1)=R_kor (3);
x =x+(b(1,n+1)-b(1,1))/m;
t=(x-b(1,1))/(b(1,n+1)-b(1,1));
br++;
endwhile
plot3(A(1,:),A(2,:),A(3,:))

endfunction
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Priloga D

Funkcija bezier_rac_bern izracuna za dane kontrolne tocke racionalno Bézierovo krivuljo

s pomocjo Bernsteinovih polinomov in jo narise.

function bezier_rac_bern(b,m)
% b predstavlja kontrolne tocke (skupaj z utezmi), m pa
% pove v koliko tockah naracunamo krivuljo
n=columns (b)-1;
A=zeros (3,m);
t=0;
x=b(1,1);
br=0;
while (br<=m)
i=0;
R_kor=[0,0,0]7;
while (i<=n)
=03
B_kor=[0,0,0]";
while (j<=n)
B_kor= B_kor+ nchoosek(n,j)*t"j*x(1-t) (n-j)
*b(4,j+1);
JH+;
endwhile
pom= nchoosek(n,i)*t i*x(1-t) " (n-1)*b(4,i+1)
*b(1:3,i+1);
R_kor=R_kor+pom./B_kor;
i++;
endwhile
A(1,br+1)=R_kor (1);
A(2,br+1)=R_kor (2);
A(3,br+1)=R_kor (3);
x=x+(b(1,n+1)-b(1,1))/m;
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t=(x-b(1,1))/(b(1,n+1)-b(1,1));
br++;
endwhile
plot3(A(1,:),A(2,:),A(3,:))

endfunction



