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1 Uvod

V zakljuéni nalogi bomo obravnavali 1-popolno usmerljive, oziroma krajse 1-p.u. grafe.
To so natanko tisti grafi, za katere obstaja taka usmeritev, ki je izhodni turnir. To po-
meni, da izhodna soses¢ina poljubne tocke inducira usmeritev polnega grafa. Kammer
in Tholey sta leta 2014 vpeljala bolj splosen koncept, in sicer koncept k-popolno usmer-
ljivih grafov [8]. Graf je k-popolno usmerljiv, ¢e premore usmeritev, v kateri je vsaka
izhodna sosescina vsake tocke unija takih £ mnozic, da vsaka izmed njih inducira tur-
nir. Slede¢ njuni terminologiji je usmeritev grafa 1-popolna, ¢e izhodna sosescina vsake
tocke inducira turnir, graf pa je 1-popolno usmerljiv, ¢e premore 1-popolno usmeritev.

Koncept 1-popolno usmerljivih grafov se je v literaturi prvi¢ pojavil leta 1982
pod imenom {Bs}-grafi v okviru splosne studije Skriena, ki je med drugim postavil
vprasanje strukturne karakterizacije 1-p.u. grafov [9]. Vprasanje je Se vedno odprto.
V stevilnih ¢lankih je omenjena tudi t.i. bratska usmeritev, to je usmeritev, v kateri
vse vhodne soseséine inducirajo turnirje. Ce celotno usmeritev obrnemo, se vhodne
sosescine preslikajo v izhodne in dobimo natanko 1-popolno usmeritev.

Kljub temu da 1-p.u. grafe lahko prepoznamo v polinomskem casu, pa struktura
1-p.u. grafov ni znana. Znani so le nekateri delni rezultati. Podana je karakterizacija
1-p.u. grafov brez trikotnikov, karakterizacija 1-p.u. povezavnih grafov in dokazano je,
da je vsak graf z enim samim induciranim ciklom reda vsaj 4 tudi 1-p.u. (glej [1]). Prav
tako je bilo dokazano, da sta razreda tetivnih grafov in grafov kroznih lokov podrazreda
razreda 1-p.u. grafov. V disertaciji T. Hartinger [5] so opisane Stevilne operacije nad
grafi, ki ohranjajo razred 1-p.u. grafov. Prav tako je podana karakterizacija 1-p.u. gra-
fov glede na pokritje povezav z klikami, prikazana je neskon¢na druzina minimalnih
prepovedanih induciranih minorjev za razred 1-p.u. grafov in karakterizacija 1-p.u. gra-
fov v razredih kografov in kodvodelnih grafov. Definirana je tudi neskon¢éna druzina
kodvodelnih grafov in dokazano, da so njihovi komplementi 1-p.u.

Hartinger in Milani¢ sta v ¢lanku [7] popolnoma karakterizirala, kdaj je netrivialen
produkt dveh grafov G in H 1-p.u. za kartezicni, leksikografski, direktni in krepki

produkt. Clanek nam bo sluzil kot glavna literatura.
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V nalogi si bomo ogledali nekaj osnovnih lastnosti 1-p.u. grafov ter njihove dokaze.
Obravnavali bomo §tiri standardne produkte: karteziéni produkt, leksikografski pro-
dukt, direktni produkt in krepki produkt, ter za vsakega od njih opisali karakterizacijo

1-p.u. grafov, ki jih lahko zapisemo kot netrivialen produkt dveh grafov.
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2 Osnovni pojmi

Za lazje razumevanje zZeljenih problemov bomo v tem delu predstavili pomembnejse

definicije in nekaj osnovnih pojmov o grafih ter osnovne rezultate o 1-p.u. grafih.

2.1 Osnove o grafih

Vsi grafi, ki jih bomo obravnavali, bodo enostavni in konc¢ni. Nekateri bodo usmerjeni,
tem bomo rekli digrafi. Uporabili bomo standardno terminologijo ter tako mnozico
tock grafa G oznacevali z V (G), mnozico povezav pa z E(G). Podobno za digrafe, kjer
pa bomo mnozico usmerjenih povezav digrafa D oznacili z A(D). Povezavo v grafu, ki
povezuje tocki u in v, bomo oznacevali uv.

Mnozica vseh tock, ki so sosednje z v, je sosesc¢ina tocke v v grafu G, in jo bomo
oznacevali z Ng(v). Z dg(v) oznacimo stopnjo tocke v, ki je definirana kot velikost
njene sosesScine. Tocki stopnje 1 recemo list. Zaprta sosesc¢ina tocke v v grafu G je
mnozica Ng(v) U {v} in jo oznacimo z Nglv]. Usmeritev grafa G = (V, E) je poljuben
digraf D = (V, A), ki ga dobimo, ¢e vsaki povezavi v G dolo¢imo smer. Natancneje, za
vsako povezavo {u,v} vsebuje mnozica A natanko enega izmed urejenih parov (u,v)
in (v, u) in nobenih drugih urejenih parov. Turnir je usmeritev polnega grafa. Vhodna
sosescina tocke v v digrafu D = (V, A) je mnozica vseh takih tock w, za katere velja
(w,v) € A. Oznacimo jo z Np(v). Podobno definiramo N} (v), izhodno soseséino
tocke v digrafu D, kot mnozico vseh tock w, za katere je (v,w) € A. Velikosti mnozic
vhodne in izhodne sosescine sta vhodna in izhodna stopnja tocke v, oznaceni kot dg(v)
in d5(v). Razdalja med dvema tockama u in v v povezanem grafu G je dolzina (to je
stevilo povezav) najkrajse u, v-poti, oznacena kot d(u,v).

Klika v grafu G' je mnozica paroma sosednjih tock, neodvisna mnoZica pa mnozica
paroma nesosednjih tock. Klicno pokritje grafa G je taka mmozica klik, da je vsaka
tocka grafa G vsebovana v neki kliki. Komplement grafa G oznacimo z G in je graf
z mnozico tock V(G), v katerem sta razliéni tocki sosednji natanko tedaj, kadar nista
sosednji v G. Graf G je dvodelen, ¢e je V(G) unija dveh disjunktnih (lahko praznih)
neodvisnih mnozic in kodvodelen, ¢e je komplement dvodelnega grafa. Dejstvo, da sta
grafa G in H izomorfna, bomo oznacevali z G = H. Graf G je povezan, ¢e za vsak

par tock u,v € V(G) v grafu G obstaja u,v-pot. Komponente grafa G so njegovi



Sentjurc M. 1-popolno usmerljivi produktni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2019 4

maksimalni povezani podgrafi. Induciran podgraf grafa G je podgraf, ki ga dobimo z
odstranitvijo neke podmnozice tock. Pisemo G[T] za G — (V(G)\ T), to je za podgraf
grafa GG, induciran z mnozico tock T'. Naj bosta G in H poljubna grafa. Pravimo, da
je G H-prost, ¢e ne vsebuje induciranega podgrafa, izomorfnega grafu H.

Unija poljubnih dveh grafov G in H je graf GU H z mnozico tock V(G)UV(H) in
mnozico povezav E(G)UE(H). Graf, ki ga dobimo kot unijo dveh tockovno disjunktnih
grafov G in H, je disjunktna unija danih grafov, oznac¢imo ga z G + H. Pisali bomo
2G za G+ G. Spoj dveh grafov G in H, oznac¢imo z G x H, je graf, ki ga dobimo tako,
da disjunktni uniji G + H dodamo vse povezave med vsako tocko iz G z vsako tocko
iz H. Naj bosta G in H tockovno disjunktna grafa in v tocka grafa G. Substitucija
tocke v z grafom H v G je operacija, ki zamenja tocko v z grafom H, in doda vse
povezave med tockami iz grafa H ter tockami iz Ng(v). Za razliéni tocki u in v v grafu
G recemo, da sta prava dvojcka, ¢e velja Nglu] = Ng[v]. Operacijo dodajanja pravega
dvojcka gratu G definiramo kot dodajanje nove tocke w tako, da dodamo vse povezave
med w in Ng[v], kjer je v neka fiksna tocka v € V(G) . Tocki v v grafu G recemo,
da je stmpliciana, ¢e njena sosescina tvori kliko, in univerzalna, ce je sosednja z vsemi
ostalimi tockami grafa, to je Ng[v] = V(G).

Kot obicajno K, C,, P, oznacuje poln graf, cikel in pot na n tockah. OpiSimo Se
nekaj grafov, ki jih bomo kasneje uporabili. Krempelj je poln dvodelen graf K 3, tj.
zvezda z tremi listi. Bik je graf na 5 tockah s 5 povezavami, sestavljen iz trikotnika in
dveh disjunktnih, nanj pripetih povezav. Diamant je graf P x K, tj. graf dobljen iz

poti na treh tockah z dodajanjem univerzalne tocke. Prikazani so na sliki 1.

bik krempelj diamant

Slika 1: Slika prikazuje grafe bika, kremplja in diamanta.

Grafu H pravimo induciran minor grafa G, ¢e lahko H dobimo iz G z zaporedjem
brisanja tock in krcenja povezav. Pri tem je kréenje povezave uv operacija, ki izbrise
povezavo med w in v in tocki u in v zamenja z novo tocko w, ki je sosednja z natanko
tockami iz Ng(u) U Ng(v).

Grafi, v katerih je vsaka usmeritev 1-popolna, so ocitno 1-p.u. Vendar pa so Se
precej bolj restruktivne strukture in bodo za nas v nadaljevanju naloge nezanimivi.

Opisali jih bomo v naslednji trditvi.
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Trditev 2.1. Naslednje trditve so ekvivalentne:
i) Vsaka usmeritev grafa G je 1-popolna.
i1) G je P3-prost.
i11) Vsaka komponenta grafa G je poln graf.

Dokaz. Najprej z protisloviem pokazimo implikacijo i) = 7). Naj bo G graf, katerega
vsaka usmeritev je 1-popolna. Naj G vsebuje pot P3, recimo na tockah (a, b, c). Usme-
rimo b — a, b — ¢, in ostale povezave poljubno. Opazimo, da izhodna sosesc¢ina tocke
b ne tvori klike. Usmeritev torej ni 1-popolna. To pa je v protislovju s predpostavko
pogoja i). Sledi, da je graf G Ps-prost.

Pokazimo implikacijo i) = 7i7). Vzemimo poljubni nesosednji tocki x in y v po-
ljubni komponenti grafa G. Potem obstaja najkrajsa pot od x do y. Ker smo vzeli
nesosednji tocki, med njima na poti obstaja najmanj ena tocka. Posledicno G vsebuje
induciran podgraf izomorfen Ps, to pa je v protislovju s predpostavko, da je G Ps-prost.
Torej obstaja povezava med vsakim parom tock v isti komponenti, kar pomeni, da je
vsaka komponenta poln graf.

Nazadnje dokazimo Se implikacijo i7i) = 7). Fiksirajmo poljubno usmeritev grafa
G, katerega vsaka komponenta je poln graf. Ker so vse tocke v isti komponenti paroma
sosednje, izhodna sosesc¢ina poljubne tocke v € V(G) tvori turnir. Usmeritev je torej

I-popolna. S tem smo pokazali implikacijo iz iii) v i) in tako zakljuéili dokaz. O

2.2 Osnovni rezultati o 1-popolno usmerljivih gra-
fih

S spodnjo trditvijo bomo opisali 1-p.u. grafe Se z uporabo lastnosti povezanih z obsto-

jem dolocenih kli¢nih pokritj.

Trditev 2.2 (Hartinger in Milani¢ [6]). Za vsak graf G z mnozico tock V(G) =

{v1,...,v,} so naslednje trditve ekvivalentne:
(1.) G je 1-popolno usmerljiv.
(2.) G ima tako klicno pokritje {C1,...,C,}, da veljata naslednja pogoja:

2.a) v; € C; za vsak i€ {1,...,n}.

2.b) za vsako povezavo v;v; € E(G) imamo v; € C; ali v; € C;, vendar ne oboje.

(3.) G ima tako klicno pokritje {C1,...,C,}, da veljata naslednja pogoja:
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3.a) v; € C; za vsak i € {1,...,n}.

3.b) za vsako povezavo v;v; € E(G) imamo v; € C; ali v; € C;.

Kot zgled uporabe trditve 2.2 si bomo pogledali dokaz spodnje leme iz [6].

Lema 2.3. Noben graf iz mnozice {Fy, Fy, F3, Fy} ni 1-p.u. (glej sliko 2).

Fy Fy F3=Cs Fy=Kj3

Slika 2: Stirje grafi, ki niso 1-p.u.

Dokaz. Lemo bomo dokazali z uporabe trditve 2.1. Poglejmo si najprej graf F. Sesta-
vlja ga 6 tock in ima kliéno pokritje, ki ga sestavlja 7 klik. V vsaki kliki je natanko ena
povezava. Opazimo, da je Stevilo tock manjse kot stevilo klik, potrebnih za pokritje
povezav. Pogoj 2.a) tako ni izpolnjen, torej graf Fy ni 1-p.u.

Podobno velja za F5, ki ima 7 tock in 8 klik, in za F}, ki ima 5 tock in 6 klik.

Stevilo tock v grafu Fj je vecje kot stevilo klik, potrebnih za pokritje povezav. Da
graf F3 ni 1-p.u., bomo dokazali s protisloviem. Recimo torej, da je graf Fy = Cg
1-p.u. Tedaj obstajajo take klike C,,...Cqs , da velja v; € C1,...,v5 € Cg. Tocke v
grafu oznac¢imo s stevilkami (glej sliko 3). Brez skode za splosnost naj bo C; = {1, 2},
Cy = {3,4}, C3 = {5,6} in v; = 1. Ker je vy € Cy, pomeni, da je vy = 3 ali vy = 4.
Ce velja vy = 3, sledi, da je v, € Oy ali v, € Oy, kar pa je protislovie. Torej je vy = 4.
Sedaj podobno v5 € C3 pomeni, da je v3 = 5 ali v3 = 6. Ce je v3 = 5, pogoj 3.b) ni
izpolnjen za povezavo vyvs. Torej vg = 6, kar pa prav tako ne zadosca pogoju 3.b) za

povezavo vv3. Prisli smo do protislovja, kar pomeni, da graf ni 1-p.u. O
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v = 1 Cl 5
e 4
5 Cs 6

Slika 3: Oznacen graf Fj

Naslednja lema in njen dokaz sta povzeta iz ¢lanka [6].

Lema 2.4. Razred 1-p.u. grafov je zaprt za naslednje operacije:

(a) Disjunktno unijo.

(b) Dodajanje pravega dvojcka.

(¢) Dodajanje univerzalne tocke.

(d) Dodajanje simplicialne tocke.

(e) Brisanje tocke.

(f) Kréenje povezav.

Dokaz. Naj bo D(G) poljubna, vendar fiksna 1-popolna usmeritev 1-p.u. grafa G.

(a)

Naj bosta G in G5 dva poljubna 1-p.u. grafa, ter D(G,) in D(G3) njuni 1-popolni
usmeritvi. Potem je graf G = G + G5 disjunktna unija dveh 1-p.u. grafov in

disjunktna unija digrafov D(G7) in D(G5) njegova 1-popolna usmeritev.

Naj bo G 1-p.u. graf in w njegova tocka. Naj bo G’ graf, dobljen iz G z do-
dajanjem pravega dvojcka, tocke v, tocki w. l-popolno usmeritev D’ grafa G’
dobimo iz D(G) tako, da ne spreminjamo usmeritev povezav iz G, novo dodane
pa usmerimo kot v — u, ¢e je u € N;;(G)(w) inu — v, e jeu € Npg(w),
povezavo wv pa usmerimo od w proti v. Izhodna sosescina tocke v je natanko
enaka izhodni soses¢ini tocke w, ki je klika. Torej je usmeritev D’ 1-popolna in

graf G’ 1-p.u.

Naj bo G 1-p.u. graf in D(G) njegova 1-popolna usmeritev. Ko grafu G dodamo
univerzalno tocko v, dobimo graf G'. Njegovo usmeritev D’ dobimo iz D(G)
tako, da ne spreminjamo usmeritev povezav iz (G, na novo nastale povezave oblike

uv € G' pa usmerimo od u do v. Taka usmeritev je 1-popolna, torej je G’ 1-p.u.
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()

Naj bo graf G’ dobljen iz 1-p.u. grafa G z dodajanjem simplicialne tocke v. Usme-
ritev D’ grafa G’ dobimo iz D(G) tako, da ne spreminjamo usmeritev povezav iz

GG, vse povezave oblike vu pa usmerimo v — u. Mnozica Ng(c) (v) je torej klika

in G’ 1-p.u. graf.

Da je razred 1-p.u. grafov zaprt za operacijo brisanja tocke, sledi iz dejstva, da

je razred polnih grafov zaprt za operacijo brisanja tocke.

Naj bo G 1-p.u. graf in e = wv njegova povezava, ki jo brez skode za splosnost
usmerimo kot v — v. Naj bo G’ = G/e graf, ki ga dobimo z kréenjem povezave
e, in w tocka s katero zamenjamo tocki u in v.
Definirajmo
X = Ng(u) \ Ng(v)
Y = {x € Ng(u) N Ng(v
U ={x € Ng(u) N Ng(
W ={z € Ng(u) \ Ng(v); (x,v)
Z ={x € Ng(u) \ Ng(v); (v,z) € A(D)}
R=V(G)\(XUYUUUWUZU{u,v})

); (z,v)
); (v, z)

v

(2.1)

Definirajmo usmeritev D’ grafa G’ na naslednji nacin.
— Vse povezave e € E(G'), ki za krajisce nimajo tocke w, usmerimo tako, kot
so usmerjene v D.
— Za vse x € X usmerimo povezavo rw kot x — w.

— Za vse x € Y usmerimo povezavo xw kot x — w.

Za vse x € U usmerimo povezavo zw kot w — .
— Za vse x € W usmerimo povezavo xw kot x — w.

— Za vse x € Z usmerimo povezavo rw kot w — x.

Pokazimo sedaj, da je D’ 1-popolna usmeritev grafa G’. To naredimo tako, da
za vsak definiran pogoj pokazemo, da za vsako tocko z € V(G') njena izhodna
sosescina, tj. N, (x), tvori kliko v grafu . Kerje X UY UUUW U ZU{w}UR
particija mnozice tock grafa G', moramo obravnavati sedem primerov, glede na

to kateremu delu particije pripada tocka x.

1. x € X. V tem primeru je N}, (z) = (N} (x) \ {u}) U{w}. Ker je (u,v) €
A(D) in je D l-popolna usmeritev grafa G, je u € N} (z). Ker vemo, da
je Nj(x) klika, ki vsebuje u, ne vsebuje tock iz RU Z, torej je Nj, (z) =
(NS () \ {u}) U {w} klika v grafu G'.
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2.z € W. V tem primeru je v € Nj(z). S podobnimi argumenti kot v
zgornjem primeru lahko pokazemo, da je N, (z) = (Np(z) \ {v}) U {w}
klika v grafu G’.

3. x € Z. V tem primeru sta izhodni soses¢ini tocke x v grafu G in G’ enaki,
tj. Nj(z) = Nj(x). Vemo, da je Nj(x) klika v G, torej je tudi N}, (x)
klika v G'.

4. x € Y. V tem primeru imamo dve moZnosti, u € N} (z) ali u ¢ N} ().
Poglejmo si najprej primer, ko velja u € N} (z). Potem je N, (z) =
(NS (2) \ {u,v}) U{w}. Vemo, da je N} (z) klika v grafu G, ki vsebuje
tocki u in v. Vsaka tocka, ki je grafu G’ sosednja z w, je v grafu G sose-
dnja ali z v ali z u. V drugem primeru je Nj, (z) = (N} (x) \ {v}) U {w}.
S podobnimi argumenti kot v predhodnem primeru opazimo, da je tudi ta

mnozica klika v grafu G'.

5. z € U. V tem primeru je N/, (x) = N (z) \ {u} klika v G, ki ne vsebuje u
in v, torej je tudi klika v grafu G'.

6. x € R. Povezave, ki imajo tocke vsebovane v R, ne vsebujejo tock u in v,
torej bodo povezave, ki vsebujejo x kot krajisce, ohranile enako usmeritev
kot v D. Potem velja N}, (z) = N (z) klika v G'.

7. z =w. V tem prmeru N}, (z) = N (v), torej je N, (z) klika v grafu G'.

Pokazali smo, da kateremu koli delu disjunktne unije pripada tocka x, bo njena

izhodna sosesc¢ina vedno tvorila kliko, torej je G’ 1-p.u. S tem smo zakljuéili

dokaz. u

Dejstvo, da je razred 1-p.u. grafov zaprt za operaciji brisanja tock in kréenja pove-

zav, implicira naslednjo trditev.
Trditev 2.5. Ce je G I-p.u. in H induciran minor grafa G, potem je tudi H 1-p.u.

Iz zgornje trditve direktno izpeljemo naslednjo posledico, ki nam bo v pomoc¢ pri

kar nekaj dokazih.

Posledica 2.6. Naj bo G tak graf, da je vsaj eden izmed F, Fy, F5, Fy induciran minor
grafa G. Potem G ni 1-p.u.

Induciran minor dobimo z zaporedjem brisanja tock in kréenja povezav in po trdi-
tvi 2.5 je razred 1-p.u. grafov zaprt za inducirane minorje. Od tod sledi, da obstaja
taka mnozica F prepovednih induciranih minorjev, s pomocjo katere lahko karakteri-
ziramo 1-p.u. grafe kot natanko tiste grafe G, ki ne vsebujejo nobenega izmed grafov

iz mnozice F kot induciran minor. Celotne druzine prepovednih induciranih minorjev
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za razred 1-p.u. grafov sicer ne poznamo, sta pa jo delno opisala Hartinger in Milani¢
v [6].
S spodnjo trditvijo bomo opisali, kdaj je spoj dveh grafov 1-p.u. Opazili bomo, da

pomembno vlogo v karakterizaciji igrajo kodvodelni grafi.

Izrek 2.7. Za vsaka grafa G in Go je njun spoj Gy x Gg 1-p.u. natanko tedaj, ko velja
eden od podanih pogojev:

i) Gy je poln graf in Go je 1-p.u. ali obratno.

ii) Giin Gy sta kodvodelna 1-p.u. grafa.

Iz zgornjega izreka sledi naslednja posledica.
Posledica 2.8. Razred kodvodelnih 1-p.u. grafov je zaprt za spoj.

Dokaz. Naj bosta G in H poljubna kodvodelna 1-p.u. grafa. Torej sta njuna komple-
menta G in H dvodelna grafa. Ker so dvodelni grafi zaprti za operacijo disjunk-
tne unije in je komplement spoja grafa ravno disjunktna unija komplementov, tj.
G+H =G+ H =G * H, sledi, da je razred kodvodelnih grafov zaprt za spoj. Po
izreku 2.7 je spoj dveh 1-p.u. grafov 1-p.u. O]

Za razumevanje spodnjih lem definirajmo Se nekaj pojmov. Usmeritev grafa G je
vhodni turnir, ¢e vhodna soses¢ina poljubne tocke inducira turnir. Graf kroznih lokov je
presecni graf mnozice kroznih lokov. Natanc¢neje, vsaka tocka predstavlja en krozni lok
iz mnozice, povezava pa je med vsakim parom tock, ki ustrezata lokoma z nepraznim
presekom. Graf G je tetiven graf, ¢e ima vsak cikel, dolzine vsaj 4, tetivo. Tetiva
reCemo povezavi e, ki povezuje dve tocki cikla C', vendar e ¢ E(C).

Naslednje tri leme z dokazi si lahko bralec prebere v ¢lanku [1].

Lema 2.9. Vsak tetiven graf in vsak graf kroznih lokov ima usmeritev, ki je vhodni

turnar.

Lema 2.10. Vsak graf z natanko enim induciranim ciklom dolZine veé kot 3 ima usme-

ritev, ki je vhodni turnir.

Lema 2.11. Povezan graf brez trikotnikov ima usmeritev, ki je vhodni turnir, natanko

tedaj ko je enociklicen.

Opomba 2.12. V zgornjih lemah so obravnavani grafi, ki imajo usmeritev, ki je vhodni
turnir. Vendar pa preprost argument z obra¢anjem usmeritve vseh povezav pokaze, da

so grafi, ki imajo usmeritev, ki je vhodni turnir, natanko 1-popolno usmerljivi grafi.
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3 1-popolno usmerljivi kartezicni

produkti grafov

V tem poglavju bomo najprej opisali nekaj lastnosti kartezicnega produkta grafov,
nato pa bomo opisali karakterizacijo 1-p.u. grafov, ki jih lahko zapisemo kot kartezi¢ni

produkt dveh grafov.

Karteziéni produkt grafov G in H je graf GOH z mnozico tock V(G) x V(H);

razlicni tocki (x1,y1) in (22, ys2) sta sosednji natanko tedaj, ko velja:
e 1| = Iy in y; je sosed 1y, v grafu H ali
e 11 je sosed xy v grafu G in y; = o

Grafoma G in H recemo faktorja grafa GUH.

G (z1,91)

T b

Y1

Slika 4: Karteziéni produkt grafov G in H.

Primer kartezicnega produkta grafov je prikazan na sliki 4. Graf je produkt dveh
faktorjev, faktorja G = P3 z mnozico tock V(G) = {x1,x9, 23} in faktorja H = P, z
mnozico tock V(H) = {y1,y2, y3,ys}. Produkt GOH pa ima za mnozico tock urejene
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pare in sicer V(GDH) - {(xlayl)v(xlayQ)J(xlay3)7(x17y4)7(x27y1)7<x27y2>7('r27y3)7
(372,94)7($3;yl)a($3,y2)7($3ay3>»($3>y4)}~

Lema 3.1. Kartezicni produkt dveh grafov je komutativen, v smislu da velja GLOH =
HOG.

Dokaz. V kartezicnem produktu GOH sta tocki (x1,41) in (z2,y2) sosednji natanko
tedaj ko velja: (z; = x9 v grafu G in y; je sosed z yp v grafu H) ali (z; je sosed
z x9 v grafu G in y; = yo v grafu H). V produktu HOG pa sta tocki (y;,x1) in
(y2, ) sosednji natanko tedaj, kadar velja: (y; = yo v grafu H in z; je sosed z x9
v grafu G) ali (y; je sosed z yo v grafu G in x; = x9 v grafu G). Opazimo, da je
preslikava f : V(GOH) — V(HUOG), ki slika (z,y) — (y, z) bijekcija, ki ohranja tako

pare sosednjih, kot pare nesosednjih tock torej sta grafa izomorfna. O

Zgornja lema nam pove, da sta grafa GLJH in HOG, ¢e zanemarimo poimenova-
nje tock, enaka. Vendar pa z razlicnim vrstnim redom operacije dobimo v produktu

razlina poimenovanja tock.

Poglejmo si Se karakterizacijo povezanosti, ki nam bo prav prisla v spodnjem do-
kazu. Graf G ni povezan, natanko tedaj ko obstaja taka particija mnozice tock V(G)
na dve mnozici A in B, da nobena povezava iz E(G) ne povezuje tocke mnozice A s

tocko iz mnozice B. Graf je povezan, ¢e taka particija ne obstaja.
Lema 3.2. Produkt GUH je povezan natanko tedaj, ko sta oba faktorja povezana.

Dokaz. Naj bo G nepovezan graf. Torej obstaja taka particija mnozice tock V(G) na
dve mnozici A in B, da med poljubnima tockama v € A in v € B ne obstaja povezava.
Torej za vsako tocko y € V(H) tocki (u,y) in (v,y) v produktu nista sosednji. In ker
to velja za vse y € H, dobimo, da je mnozica tock produkta GLIH razdeljena na dva
dela Ax V(H) in B x V(H), med katerima ni povezav. Torej je graf GLJH nepovezan.
Ce je H nepovezan, je dokaz podoben.

Za dokaz implikacije v drugo smer predpostavimo, da sta grafa G'in H oba povezana
in preverimo definicijo povezanosti za produkt GOH. Naj bosta (z1,y1) in (22, ys)
poljubni tocki v grafu GUH. Ker je graf G povezan, v njem obstaja x1, xo-pot. Sledi,
da v produktu obstaja pot od tocke (x1,y;) do tocke (x2,7;). Podobno, ker je graf H
povezan, v njem obstaja y1, yo-pot in v produktu obstaja pot od tocke (2, ;) do tocke
(x2,y2). Posleditno v produktu obstaja tudi pod od tocke (z1,y;) do tocke (xq,ys).
Ker to velja za poljubni tocki (z1,y;) in (z2,y2) produkta, sledi, da je produkt GOH

povezan. ]

Natancneje, ce so Gy, ..., G komponente grafa G, in Hy, ..., H, komponente grafa

H, potem so komponente grafa GOH natanko G,00H; za i € {l,...,k} in j €
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{1,...,¢}. Pri studiju 1-p.u grafov se zaradi leme 3.2 omejimo le na povezane grafe,
zato lahko brez skode za splosnost karakteriziramo netrivialne kartezicne produkte
1-p.u grafov le med povezanimi grafi (ekvivalentno, samo med produkti, ki imajo po-
vezane faktorje).

Za ve¢ informacij o kartezicnem grafovskem produktu bralcu predlagamo knjigo z

naslovom “Handbook of Product Graphs” avtorjev Hammacka, Imricha in Klavzarja [4].

Karakterizirajmo sedaj 1-p.u. netrivialne kartezicne produkte grafov. Najprej pa

definirajmo, kdaj je produkt nerivialen.

Produkt dveh grafov je netrivialen, ce ima vsak od faktorjev vsaj dve tocki.

Izrek 3.3. Netrivialen karteziéni produkt GLIH dveh povezanih grafov je 1-p.u. natanko
tedaj, ko velja G = H = K,.

Dokaz. Dokaz je povzet po [7]. Naj bosta grafa G in H izomorfna grafu K. Potem
je kartezicni produkt GOH izomorfen Cy. Ker ima Cj 1-popolno usmeritev (cikliéna
usmeritev), je 1-popolno usmerljiv tudi GOH.

Za dokaz implikacije v drugo smer predpostavimo, da je graf GLJH 1-p.u., in naj eden
od grafov G ali H, recimo G, ne bo izomorfen Kj. Ker sta tako G kot H inducirana
podgrafa grafa GOH, sta oba 1-p.u. (trditev 2.5). Ker sta oba grafa G in H povezana
grafa na vsaj dveh tockah, imata vsak po vsaj eno povezavo. Se ve¢, G vsebuje pot
P; kot (ne nujno induciran) podgraf. Ce G vsebuje induciran Ps, potem GOH vsebuje
kot induciran podgraf Fy in po posledici 2.6 ni 1-p.u. Ce pa G vsebuje induciran K,
potem GLJH vsebuje inducirano kopijo F3 in po posledici 2.6 ni 1-p.u. V obeh primerih

pridemo do protislovja. O
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4 1-popolno usmerljivi

leksikografski produkti grafov

V tem poglavju bomo karakterizirali netrivialne leksikografske produkte, ki so 1-p.u.

Zacnimo najprej z definicijo in nekaj osnovnimi lastnostmi leksikografskega produkta.

Leksikografski produkt grafov G in H je graf, ki ga ozna¢imo z G[H]| in ima za
mnozico tock V(G) x V(H); dve razliéni tocki (x1,y1) in (za,y2) sta sosednji natanko

tedaj, ko velja eden od naslednjih pogojev:
e 1| = Iy in y; je sosed yo v grafu H,

e 1 je sosed xy v grafu G.

1 o
2
3
®
H o ° ° °

Slika 5: Leksikografski produkt grafov G in H.

Primer leksikografskega produkta je prikazan na sliki 5. Graf G[H] je leksikografski
produkt grafa G z grafom H, kjer je graf G pot na treh in H pot na §tirih tockah.

Leksikografski produkt ni komutativen, kar pomeni, da v splosnem G[H] 2 H[G]
(glej primer 4.1)
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Primer 4.1. Naj bo G = P; in H = P, kot na zgornji sliki (slika 5). Poglejmo kako
izgleda graf dobljen z produktom G leksikografsko H. Vidimo (slika 6), da z zamenjavo

vrstnega reda operacije dobimo graf H|[G], ki ni izomorfen G[H|

Slika 6: Leksikografski produkt grafov H in G.

Dokaz naslednje leme bralec lahko najde v knjigi [4].

Lema 4.2. Leksikografski produkt G[H| dveh netrivialnih grafov je povezan natanko
tedaj, kadar je G povezan.

Natanc¢neje, ¢e ima graf G komponente Gy, ..., G,, potem ima leksikografski pro-
dukt G[H] komponente G1[H], ..., G,[H]. Zato se pri proucevanju leksikografskih pro-
duktov, ki so 1-p.u., brez skode za splosnost lahko omejimo le na primere produktov
G[H], kjer je G povezan.

Za ve¢ informacij o leksikografskem grafovskem produktu bralcu predlagamo knjigo [4].

Karakterizirajmo sedaj 1-p.u. netrivialne leksikografske produkte grafov.

Izrek 4.3. Netrivialen leksikografski produkt G[H| dveh grafov G in H, kjer je G

povezan, je 1-p.u. natanko tedaj, ko drzi eden od spodnjih pogojev:
i) G je 1-p.u. in H je poln graf.

it) G je poln in H je kodvodelen 1-p.u. graf.
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Dokaz. Dokaz je povzet po [7]. Predpostavimo najprej, da je G[H| 1-p.u. Ker sta
G in H inducirana podgrafa grafa G[H|, vemo, da sta oba 1-p.u. Predpostavimo, da
noben od pogojev i) in ii) ne drzi in pokazimo, da pridemo do protislovja. Ker je G
netrivialen in povezan, vemo, da ima vsaj eno povezavo. In ker smo predpostavili,
da pogoj i) ne drzi, H ni poln graf. Sklepamo, da je Ks[H] induciran podgraf G[H],
izomorfen spoju dveh kopij H. Ker vemo, da je G[H] 1-p.u. in je H x H izomorfen
nekem njegovemu induciranemu podgrafu, sledi da je tudi H « H 1-p.u. Po izreku 2.7 je
H kodvodelen. Ker smo predpostavili, da pogoj ii) ne drzi, G ni poln graf. Natancneje,
obstaja inducirana pot P; v GG. Ker vemo, da H vsebuje inducirano kopijo 2K in, da
je P32K,] = Ky 4 (glej sliko 7) po posledici 2.6 graf G[H] ne more biti 1-p.u., kar je
protislovje.

Za dokaz v drugo smer bomo pokazali, da je v obeh primerih i) in ii) graf G[H]
I-p.u. Predpostavimo najprej, da je H poln. Potem je G[H| izomorfen grafu, ki ga
dobimo z zaporedno substitucijo tock grafa G z grafom H. Ker je substitucija tocke v
s polnim grafom ekvivalentna dodajanju pravih dvojckov tocki v, in ker je po lemi 2.4
razred 1-p.u. grafov zaprt za operacijo dodajanja pravih dvojckov in je H 1.p.u., sledi,
da je G[H] 1.p.u.

Sedaj predpostavimo, da je G poln in naj bo H poljuben 1-p.u. kodvodelen graf.
Z indukcijo po n bomo pokazali, da je K,[H] 1-p.u. kodvodelen graf. Za n = 1 je
K, [H| = H, torej je K1[H] 1-p.u. in kodvodelen. Naj bo n > 1 in predpostavimo, da
je K,_1[H] 1-p.u. in kodvodelen. Oznacimo ga z G'. Ker je K,[H] = G’ x H, kjer je
G' 1-p.u. in H 1-p.u. in kodvodelen, in vemo, da je razred 1-p.u. grafov zaprt za spoj,
sledi, po izreku 2.7, da je K,[H] kodvodelen in 1-p.u. ]

P3[2K]

Slika 7: Graf P3[2K;] in v njem inducirana kopija Ko 3.
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5 1-popolno usmerljivi direktni

produkti grafov

5.1 Osnovne lastnosti direktnega produkta grafov

Naj bosta G in H grafa. Direktni produkt grafov G in H je graf G x H z mnozico tock
V(G) x V(H), v katerem sta dve tocki (x1,71) in (z2,y2) sosednji natanko tedaj, ko:

e sta tocki x; in x5 sosednji v grafu G in

e y; in ys sosednji v grafu H.

G (1,91)

x1

Y1
Slika 8: Direktni produkt grafov G in H.

Primer direktnega produkta je prikazan na sliki 8. Graf je direktni produkt grafov
G in H, kjer je G pot na treh in H je pot na stirih tockah. Opazimo lahko tudi, da je
G x H dvodelen in nepovezan.

Direktni produkt dveh grafov je komutativen v smislu, da velja G x H = H x
G. Ce je produkt G x H povezan, potem sta G in H povezana grafa in vsaj eden
izmed njiju ni dvodelen. Obrat v splosnem ne velja. Natancneje, ¢e so G1,...,Gy
komponente grafa G, in Hy, ..., H, komponente grafa H, potem je G x H disjunktna
unija produktov komponent G; x H; za ¢ € {1,....k} in j € {1,...,¢} [3]. Zato
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se bomo pri karakterizaciji 1-popolno usmerljivih direktnih grafovskih produktih brez
skode za splosnost omejili le na primere netrivialnih produktov, v katerih sta oba
faktorja pveznana.

Za vet¢ informacij o direktnem grafovskem produktu bralcu predlagamo knjigo [4].

Graf G je brez trikotnikov, ¢e je Cs-prost. Graf je psevdogozd, ¢e vsaka njegova
komponenta vsebuje najvec en cikel in psevdodrevo, ¢e je povezan psevdogozd. Grafu

G recemo, da je enociklicen, ¢e vsebuje vsebuje natanko en cikel.

Izrek 5.1 (Weichselov izrek, glej [4]). Naj bosta G in H povezana netrivialna grafa. Ce
eden izmed grafov G ali H vsebuje lih cikel, potem je direktni produkt G x H povezan. Ce
sta tako G kot H dvodelna, potem ima direktni produkt G x H natanko dve komponenti.

5.2 Karakterizacija 1-popolno usmerljivih direktnih

produktov grafov
Zaceli bomo z pogojem, ki je potreben, da je direkten produkt dveh grafov 1-p.u.
Lema 5.2. Naj bo direktni produkt dveh povezanih grafov G in H 1-p.u. Potem velja:

(i) Ce eden od grafov G ali H vsebuje induciran Py ali Cs, potem je drugi
{krempelj, Cs, Cy, Cs, Ps}-prost.

(ii) Vsaj eden od grafov G ali H je brez trikotnikov.

(111) Vsaj eden od grafov G ali H je Py-prost.

P53 X krempelj P3; x Cy Cs3 X krempelj

Slika 9: K> 3 kot induciran podgraf grafov Ps; x krempelj, Ps x Cy, Cs x krempelj.
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X0 X 3K

Ps x Ps P3><C5 P3><C3

Slika 10: Fy kot induciran podgraf grafov P x Ps, Py x C5, P3 x C}.

& &

P4 X P4 Cg X Cg

Slika 11: F} kot induciran podgraf grafa P, x P, in F3 kot induciran podgraf grafa
Cg X Cg.

Dokaz. Nasliki 9 lahko vidimo, da grafi Py x krempelj, P3x Cy, Csx krempelj vsebujejo
K 3 kot induciran podgraf in zato po lemi 2.2 niso 1-p.u. Podobno lahko vidimo (slika
10), da grafi P; x P5, P3 x C5, P3 x C3 vsebujejo F; kot induciran podgraf, iz slike 11 pa
lahko vidimo da je F} induciran podgraf grafa Py x P, in Fj induciran podgraf grafa
C3 x (3. Vsak od grafov C3 x Cy, C5 x (5, C3 X P5 vsebuje kot induciran podgraf graf
C5 x P3 = P53 x (3 in torej vsebuje induciran F5. Po lemi 2.2 tako nobeden od zgornjih

grafov ni 1-p.u. |

Trditev 5.3. Netrivialen direktni produkt dveh povezanih grafov G in H je 1-p.u. na-
tanko tedaj, ko drzi ena od spodnjih trditev:

(i) En faktor je izomorfen Ko, drugi faktor je psevdodrevo.
(i) En faktor je izomorfen Ps, drugi faktor je izomorfen P3 ali Pj.

Dokaz. Dokaz je povzet po [7]. Najprej bomo pokazali, da sta (i) in (ii) zadostna
pogoja, da je produkt G x H 1-p.u. Iz lem 2.9, 2.10 in 2.11 sledi, da je vsak tetiven graf
z enolicno doloc¢enim ciklom dolzine vsaj 4 1-p.u. Od tod sledi, da je vsak psevdogozd
1-p.u. Predpostavimo najprej, da je G = K, in H psevdodrevo. Ce je H dvodelen,
potem je Ko x H izomorfen psevdogozdu 2H, ki pa je 1-p.u. Ce H ni dvodelen, potem
je enociklicen, kar pomeni, da je Ky X H zopet enociklicen in zato 1-p.u. Naj bo P; X Py

izomorfen 2F. Graf F' je enociklicen in zato 1-p.u. Sledi, da je tudi P; x P; 1-p.u.
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Da pokazemo potrebnost, predpostavimo, da je graf G x H 1-p.u. Obravnavali bomo
dva primera, enega, ko je eden izmed faktorjev izomorfen K,, in drugi primer, ko ni.
Naj bo G = K,. Potem je Ky x H graf brez trikotnikov. Iz leme 2.11 sledi, da je
K> x H psevdogozd. Ce je H dvodelen, potem je Ky x H izomorfen grafu 2H. Torej je
graf H povezan 1-p.u. dvodelen graf in mora biti po lemi 2.11 psevdodrevo. Ce pa graf
H ni dvodelen, potem je Ky x H povezan in zato izreku 5.1 psevdodrevo. Opazimo,
da mora biti v tem primeru H enociklicen in posledi¢no psevdodrevo. Ce bi imel H
cikel (vy, ..., vy) lihe dolzine, potem bi imel graf Ky x H cikel dolzine 2k, sestavljen kot
(ug,v1), (ug, v2), (u1,v3), ..., (U, vg), (ug, v1), (U1, v2), (ug, v3), ..., (uz,vy), kjer sta uy in
uy tocki faktorja Ky. Torej, e bi imel H ve¢ kot en cikel, potem bi tudi Ky x H imel
ve¢ kot en cikel, kar pa vemo, da se ne more zgoditi.

Poglejmo sedaj primer, v katerem imata oba faktorja vsaj tri tocke. Po lemi 5.2
je vsaj eden od faktorjev brez trikotnikov. Brez skode za splosnost naj bo to G.
Ker ima G vsaj tri tocke, vsebuje inducirano pot Ps;. Po lemi 5.2 vemo, da je H
{krempelj, C3, Cy, Cs, Ps}-prost. Lastnost da je graf {krempelj, C3}-prost, pomeni, da
je njegova najvecja stopnja 2, torej da je graf H pot ali cikel. In ker {Cjy, Cs, P5}- prost
in vemo da imata faktorja vsaj tri tocke, H 2 P,, H 2 P;, mora biti graf H pot s
tremi ali Stirimi tockami. Ce je H & Py, potem je po lemi 5.2 graf G Ps-prost, in ker
vemo, da vsebuje P, je torej G = P;. Ce pa je H = P, z uporabo istega argumenta
dobimo, da je G = P; ali G = P,. Dokaz izreka je s tem zakljucen. m
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6 1-popolno usmerljivi krepki

produkti grafov

V tem poglavju bomo karakterizirali 1-p.u. grafe, ki so netrivialni produkti glede na
krepki produkt grafov. Kot glavna literatura nam bo sluzil ¢lanek Hartingerjeve in
Milanica [7], po katerem so povzeti tudi dokazi. Poglejmo si najprej nekaj lastnosti

krepkih produktov grafov.

6.1 Osnovne lastnosti krepkega produkta grafov

Naj bosta G in H grafa. Krepki produkt grafov G in H je graf G X H z mnozico tock
V(G) x V(H), v katerem sta dve tocki (z1,y1) in (x2, y2) sosednji natanko tedaj, ko je

izpolnjen eden od naslednjih pogojev:
(i) &1 = 2 in yy je sosed yp v grafu H ali
(i) y1 = y2 in x7 je sosed xo v grafu G ali

(iii) x; je sosed x5 v grafu G in y; je sosed y, v grafu H.

G (z1,91)

X1

Y1

Slika 12: Krepki produkt grafov G in H.

Primer krepkega produkta je prikazan na sliki 12. Graf je krepki produkt grafa G,
ki je pot na treh tockah, in grafa H, ki je pot na stirih tockah.
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Opazimo, da je dejstvo, da eden izmed pogojev (i), (ii), (iii) drzi, ekvivalentno
pogoju za € Ng[z1] in ya € Ny[y1], kar pomeni (x9,y2) € Ng[z1] X Nyly1]. Poslediéno
za vsaki dve tocki x € V(G) in y € V(H) velja Negr[(z,y)] = Nelz] X Nglyl.

Lema 6.1. Krepki produkt grafov G in H je komutativen v smislu, da velja GX H =
HXG.

Lema 6.2. Krepki produkt GX H grafov G in H je povezan natanko tedaj, kadar sta

oba faktorja povezana.

Natancneje, ¢e so G, ..., G, komponente grafa G, in Hy, ... H, komponente grafa
H, potem so komponente grafa G X H natanko G; X H; za ¢ € {1,...,k} in j €
{1,...,¢} [3]. Zato se bomo pri karakterizaciji 1-popolno usmerljivih krepkih grafovskih
produktov brez skode za splosnost omejili le na primere netrivialnih produktov GX H,
v katerih sta oba faktorja pvezanana.

Za vet¢ informacij o krepkem grafovskem produktu bralcu predlagamo knjigo [4].

Lema 6.3. Naj bosta G in H grafa, u simplicialna tocka v G in v simplicialna tocka

v H. Potem je tudi tocka (u,v) simplicialna v krepkem produktu G X H .

Dokaz. Dovolj je pokazati, da je zaprta soses¢ina Nexp|(u, v)] klika v GRH. Vemo, da
velja Nemp[(u,v)] = Nglu] X Nglv]. Mnozica Nglu] je klika v G (ker je u simplicialna
tocka). Prav tako je mnozica Ny[v] klika v H. Ker je krepki produkt dveh polnih
grafov poln, je torej tudi Nggy|[(u, v)] klika, kar pomeni, da je tocka (u,v) simplicialna
v grafu GX H. ]

Graf je brez pravih dvojckov, ¢e ne vsebuje para pravih dvojckov. Spodnja lema
pokaze, da zadostuje karakterizacija 1-p.u. krepkih produktov grafov, v katerem sta

oba faktorja brez pravih dvojckov.

Lema 6.4. Naj bosta G in H grafa ter G' graf, dobljen iz grafa G z dodajanjem pravega
dvojcka. Potem je krepki produkt G X H 1-p.u. natanko tedaj, kadar je tudi G' X H
1-p.u.

Dokaz. Ker je G X H induciran podgraf grafa G’ X H, po trditvi 2.5 velja, da ce
je graf G’ X H 1-p.u., potem je tudi G X H 1-p.u. Predpostavimo, da je produkt
G X H 1-p.u. in da je G’ dobljen iz grafa G z dodajanjem pravega dvojcka x’ tocki x
v grafu G. Vemo, da za vsak v € V(H) velja zveza Noxp[(z,v)] = Ng/[z] X Ng[v]
in Nogu|(2',v)] = Ner[2'] X Ny[v]. Ker pa je Noi[z] = Neo[2'], je vsaka tocka oblike
(',v) za v € V(H) pravi dvojéek tocke (z,v) v krepkem produktu G' X H. Od tod
sledi, da lahko G’ X H dobimo iz G X H z zaporednim dodajanjem pravih dvojckov,

razred 1.p.u. grafov pa je po lemi 2.4 zaprt za dodajanje pravega dvojcka. O
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Potreben pogoj, da je krepki produkt grafov 1-p.u., opisemo z naslednjo lemo.
Lema 6.5. Naj bo krepki produkt grafov G in H 1-p.u. Potem:

(1.) Ce eden od grafov G ali H vsebuje inducirano kopijo grafa Ps, potem je drugi
{Ps, Cy, Cs, krempelj, bik }-prost.

(2.) Vsaj eden od grafov G ali H je Py-prost.

$

P3 X krempelj

D%

P X Py PyX Py

Slika 13: Prepovedani inducirani minorji v grafih: PsXCYy, PsXC5, PsX krempelj, P3X
bik, P3 X P, P, X P, (od leve proti desni in od zgoraj navzdol).

Dokaz. 1z slike 13 je lepo vidno, da grafi PsX Cy, Py X krempelj, P3s X bik vsebujejo Fy
kot induciran podgraf. Grafa P3X P5 in P3X (5 kot induciran podgraf vsebujeta F5 in
P, X P, kot induciran podgraf vsebuje Fj. Torej po posledici 2.6 nobeden od nastetih
grafov ni 1-p.u. |

Zgornja lema motivira razvoj strukturne karakterizacije Ps-prostih in Pj-prostih
grafov in {Ps, Cy, Cs, krempelj, bik }-prostih grafov. Po trditvi 2.1 je graf Ps-prost
natanko tedaj, kadar je disjunktna unija polnih grafov, tj. vsaka komponenta grafa G
je poln graf. Graf G je P,-prost, ¢e je vsak induciran podgraf grafa G z vsaj dvema
tockama ali nepovezan, ali pa komplement nepovezanega grafa. To so natanko grafi,
ki jih dobimo iz kopij grafa K, z iterativno uporabo operacij disjunktne unije in spoja

(glej npr. [2]).
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6.2 Struktura {F;, Cy, C5, krempelj, bik }-prostih grafov

Nasa karakterizacija {Ps, Cy, Cs, krempelj, bik }-prostih grafov bo temeljila na ti. ko-
veriznih grafih. Poglejmo si najprej nekaj osnovnih pojmov. Graf G je koveriZen, ¢e
lahko mnozico tock razdelimo na taki dve kliki, recimo X in Y, da lahko tocke iz X
tako uredimo kot X = {z1,...2x |}, da za vse 1 <1i < j < |X], velja Nglz;| C Nglz;]
oziroma ekvivalentno Ng(z;) NY C Ng(z;) NY. Takemu paru (X,Y) bomo rekli

koverizna particija grafa G.

Lema 6.6 (Hartinger in Milani¢ [7]). MnoZica koveriznih grafov je zaprta za operaciji

dodajanja pravih dvojckov in univerzalne tocke.

Trditev 6.7. Povezan graf G je {Ps, Cy, Cs, krempelj, bik }-prost natanko tedaj, ko je

koverizen.

Dokaz. Pokazali bomo, da je pogoj potreben in zadosten. Najprej pokazimo zado-
stnost. Grafi Ps, C5, krempelj, bik niso kodvodelni grafi, iz ¢esar sledi, da tudi niso
koverizni. C'y ima le eno particijo mnozice tock v dve kliki, ki pa nima zeljene lastnosti.

Pokazimo sedaj, da je pogoj tudi potreben . Naj bo graf G povezan,

{Ps, Cy, Cs, krempelj, bik }-prost graf. Pokazali bomo, da je G 3K;-prost, iz ¢esar bo
sledilo, da je G koverizen. To bomo pokazali s protislovjem. Predpostavimo, da ima G
induciran 3K7, z mnozico tock {z,y,z}. Ker je G povezan in P5 prost, sta vsaki dve
tocki izmed {z,y, z} na razdalji 2 ali 3.

Predpostavimo najprej d(z,y) = d(x,z) = 2. Naj bo y' skupni sosed tocke z in y
ter 2’ skupni sosed toc¢k z in z. Ker G ne vsebuje kremplja kot induciranega podgrafa,
Yz ¢ BE(G) ter 2’y ¢ E(G). Od tod sledi, da 3’ # 2’. Ce tocki ' in 2/ nista sosednji,
mnozica {y,y', z, 2, x} inducira P;. Ce pa sta tocki ¢/ in 2’ povezani potem mnozica
{y,v, 2,7, 2} inducira kopijo bika. Torej sta vsaj dve tocki izmed z,y, z na razdalji
3. Predpostavimo d(z,y) = d(z,z) = 3. Vemo, da mnozica tock na razdalji 2 od
tocke x tvori kliko, sicer bi namrec¢ lahko uporabili isti argument za trojico {z,v’, 2’}
kjer sta 1/, 2’ nesosednja z d(z,y’) = d(z,2') = 2. Fiksirajmo dve taki poti P in @,
da je P = (z = po,p1,p2,p3 = y) najkrajsa x,y-pot in ¢ = (z = qo,q1, 92,43 = 2)
najkrajsa x,z-pot. Poti P in () naj se ujemata v ¢im ve¢ zacetnih tockah, to je
vrednost k = k(P,Q) = max{j : pi = ¢; za vse 0 < ¢ < j} naj bo najve¢ja mozna.
Ocitno je k € {0,1,2}. Ce je k = 2, potem graf G vsebuje krempelj, induciran na
{p1,p2,9, 2} Ce je k = 1, potem sta ps in ¢o sosednji, iz Gesar sledi, da ¢e je py sosed z
z, potem graf G vsebuje krempelj, sicer pa vsebuje bika, induciranega z mnozico tock
V(Q)U{p2}. Torej je edina moznost, da je k = 0. Iz pogoja o minimalnosti (P, Q) sledi
{p142, p2q1, P22, Y2} N E(G) = 0, vendar v tem primeru G vsebuje krempelj, induciran
na {p1,p2,y,q2}. Torej smo prisli do protislovja. H
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6.3 Rafti in povezani koverizni grafi brez pravih
dvojckov

V tem poglavju bomo opisali dolo¢eno neskonéno druzino koveriznih grafov, ki jo bomo
v naslednjem poglavju uporabili, da bomo z njo opisali neskon¢no druzino 1-p.u. grafov.
Najprej pa definirajmo rafte reda m. Naj bo n nenegativno celo Stevilo. Raft reda
n je graf R,, ki ga sestavljata dve disjunktni kliki, vsaka na n + 1 tockah, recimo
X = {xo,21,...,x,} in Y = {yo,y1,...,Yn}, skupaj s povezavami med X in Y, za
katere velja, da je za vsak 0 < 7,j < n, tocka x; sosednja s tocko y; natanko tedaj,
kadar velja i +j > n+1. Tocki x( in yo sta simplicialni v raftu. Klikama X in Y bomo
rekli dela rafta.

Kot direktna posledica definicije sledi naslednja trditev.
Posledica 6.8. Vsak raft R, je koveriZen graf.

S spodnjo lemo bomo pokazali, da so rafti pomembni pri klasifikaciji povezanih

koveriznih grafov bez pravih dvojckov.

Lema 6.9. Naj bo G povezan graf brez pravih dvojckov. Potem je G koveriZen natanko
tedaj, kadar velja G € {K;} U {R,,n > 1} U{R, * K1,n > 0}. Se vec, ce je graf G
Py-prost, potem je G koverizen natanko tedaj, kadar G = K, ali G = Ps.

Dokaz. Pokazali bomo, da je pogoj potreben in zadosten. Zadostnost sledi direktno,
saj je vsak graf iz mnozice {K;} U{R,,n > 1} U{R, *x K1,n > 0} koverizen.

Pokazimo sedaj se potrebnost. Naj bo G povezan koverizen graf brez pravih dvojckov,
s koverizno particijo (X,Y). Ker je G graf brez pravih dvojckov, za soses¢ine tock v
X = {xo,21,...,2x)} velja: Ng(z1) NY C Ng(za) NY C ... Ne(zix)) NY. Kerv
mnozici Y nimamo nobenega para pravih dvojckov, velja |Ng(x;41) NY| = |Ng(z;) N
Y|+ 1zavseie {1,...,|X| — 1}, kar implicira, da so tudi tocke v y urejene tako,
da je Ng(y;)) N X C Ng(yip1) N X in [Ng(yiv1) N X| = |Ne(y:) N X| + 1 za vse
ie{l,...,|Y| =1}, Kjer Y = {yo,y1, ...,y }. Cevelja X =0 ali Y = (), potem sta
tako X kot Y kliki in je G brez pravih dvojckov. Torej G = K;. Naj bosta sedaj X in

Y neprazni mnozici. Analizirajmo sedaj Stiri primere.

1. Ceje Ng(x1)NY = Ng(y:)NX = 0, potem, ker je G povezan, velja | X| = [Y| > 2,

in G je izomorfen R|x|_;.

2. Ceje No(x))NY = 0 in Ng(y1) N X # 0, potem je |X| > 2 in ¢e iz grafa G
izbriSemo univerzalno tocko z x|, dobimo graf, izomorfen R|x|_s, torej je G =

R|X|_2 * Kl.
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3. Ceje Ng(z) NY # 0 in Ng(y1) N X = ), je razmislek podoben kot v prejsnjem

primeru in dobimo G = R|x|—p * K.

4. Nazadnje, ¢e Ng(21) NY # 0 in Ng(y1) N X # 0, potem sta obe tocki z|x| in yjy|
univerzalni v grafu G. To pa je v protislovju z dejstvom, da je graf ne vsebuje

pravih dvojckov.

Predpostavimo sedaj Se, da je G Py-prost, vendar ni izomorfen ne Ky in ne P;. Ker
vemo, da velja Ry = P,, vsak raft reda vsaj 1 vsebuje induciran podgraf P;. Od tod
sledi, da je G izomorfen grafu oblike R, * K; za nek n > 0. Ker vemo, da je graf
Ry x K1 = P3, mora biti n > 1. Vendar v tem primeru graf G vsbuje R; = P, kot

induciran podgraf. Prisli smo do protislovja in tako zakljucili dokaz. O]

6.4 Neskoncéna druzina 1-popolno usmerljivih gra-

fov, ki so netrivialni krepki produkti

Kot direktno posledico leme 6.3 opazimo naslednje.

Opazka 6.10. Naj bo G graf s simplicialno tocko v in naj bo P3 = (uq,uz, u3) pot na
treh tockah z listoma w; in ug. Potem sta tudi tocki (u,v) in (ug,v) simplicialni v
grafu P3; X G.

Izrek 6.11. Za vsak n > 1 je krepki produkt Ps X R,, 1-p.u.

Dokaz. Opazimo, da ima R, dve simplicialni tocki. Iz zgornje opazke sledi, da ima
P; X R, 4 simplicialne tocke. Naj bo G graf P;IX R,,. Ker je razred 1-p.u. grafov zaprt
za operacijo dodajanja simplicialne tocke, je dovolj pokazati, da je G 1-p.u. Izrek bomo
dokazali tako, da bomo podali dolo¢eno usmeritev grafa G in pokazali, da je 1-popolna.

Naj bo V(P3) = {uy, us,us}, kjer sta uy, ug lista. Naj bo V(R,,) = X UY raft teda
nin X = {xo,...2,}, Y = {yo, ... yn} njegova dela. Tocki iz grafa G bomo rekli leva,
¢e bo njena druga koordinata v X, in desna, ¢e bo v Y.

Razdelimo sedaj mnozico tock na 8 klik, in sicer dve, ki vsebujeta le po eno
tocko {a}, {b}, kjer je a = (u2,x0) in b = (u2,0), ter 6 klik velikosti n, in sicer
Ay, Ay, A3, By, By, Bs. Definirane so kot: za vse i € {1,2,3} je B; = {u;} x (X \ {z0})
in A; = {ug—i} X (Y \ {yo})-

Za opis povezav grafa G uporabimo naslednjo notacijo. Povezave oznacene krepko
na sliki bodo pomenile, da so med mnozicama prisotne vse mozne povezave. To so
povezave med: aAj,ads,aAs, AjAs, AsAs, DBy, bBy, bBs, BBy in BsB;. Ce na sliki
povezava ni oznacena krepko, pomeni, da je med mnozicama prisotnih le nekaj pove-

zav. Te bomo opisali kot naslednje. V vsaki izmed 6 klik uvedemo naslednjo linearno
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razvrstitev tock. Ker je R, raft, za vsaka 1 < i < j < n velja Ng,[z;] C Ng,[z,]
in Ng,[y;] C Ng,ly;]. Tocke v klikah uredimo na naslednji nac¢in. V vsaki kliki
oblike A; so tocke linearno urejene kot (u;,x1),..., (u;,x,) in v vsaki kliki oblike
B; kot (ug—i,y1,) .-, (us—i,yn). Za lazjo notacijo bomo govorili o “tocki ¢ v kliki
C”, pri ¢emer bomo imeli v mislih i-to tocko v linearni razvrstitvi tock v C, kjer je
C e {A, Ay, A3, By, By, B3} ini € {1,...n}.

Opisimo sedaj povezave grafa G. Rekli bomo da sta kliki A; in A; (ali B; in B))
sosednji, ¢e velja |i — j| < 1. SoseS¢ina tocke a je A; U Ay U Aj in sosescina tocke
b, je B1 U By U Bs. Za vsako tocko ¢ v levi kliki, recimo Aj;, njeno soseS¢ino v grafu
G sestavljajo tocka a in vse tocke, ki prpadajo neki levi kliki, sosednji z A; ter tocke
{n —i+1,...n} iz vsake desne klike, sosednje z By_;. Podobno, za vsako tocko i v
desni kliki, recimo B;, njeno soses¢ino v grafu G sestavljajo tocka b in vse tocke, ki
pripadajo neki desni kliki sosednji z Bj;, ter tocke {n —i+1,...n} iz vsake leve klike,
sosednje z Ay_;.

Usmeritev grafa GG, recimo ji D, definiramo na naslednji nacin:

e Povezave med tocko a in tocko ¢ € A; so usmerjene od ¢ proti a za j = 1 in
od @ proti i za j € {2,3}. Simetri¢no, povezave med tocko b in tocki i € B; so

usmerjene od i proti b za j = 1 in od b proti i za j € {2,3}.

e Povezave znotraj vsake klike so usmerjene od tocke ¢ proti j (i # j) natanko

tedaj, ko velja 7 < j.

e Vse povezave med tockami iz A; in A so usmerjene od A; proti As. Simetricno,

vse povezave med tockami iz B in By so usmerjene od By proti Bs.

e Povezave med tockami iz Ay in Az so usmerjene na slede¢ nacin: Za i € A, in
j€ Asodido g, et < j,inod j do 4, Ce ¢ > j. Simetri¢no so povezave med
tockami iz By in B3 usmerjene na slede¢ nacin: Za ¢ € By in j € B3 od 7 do j, ce

1< j,inod jdoz, cei>j.

e Vse povezave med tockami iz A; in Bs so usmerjene od Bj proti A;. Simetri¢no

so vse povezave med tockami iz Az in By usmerjene od As proti Bj.

e Vse povezave med tockami iz A; in By so usmerjene od By proti A;. Simetri¢no

so vse povezave med tockami iz A; in By usmerjene od A, proti Bj.

e Vse povezave med tockami iz As in B3 so usmerjene od Bj proti As. Simetri¢no

so vse povezave med tockami iz Az in By usmerjene od Az proti Bs.

e Vse povezave med tockami iz Ay in By so usmerjene od A, proti Bs.
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Usmeritev povezav grafa G je prikazana na sliki 14. Usmerjena povezava med dvema

klikama pomeni, da imajo vse prisotne povezave enako, nakazano usmeritev. Povezavi,

ki sta usmerjeni v obe smeri, pa pomenita, da so med klikama prisotne povezave, ki so

lahko usmerjene tako v eno kot v drugo smer.

Al B3

N

AN

As B,

Slika 14: Grafi¢éni prikaz grafa G.

Da zakljuc¢imo dokaz, moramo le Se pokazati, da je D 1-popolna usmeritev grafa

G, tj. za vsako tocko v € V(@) velja, da njena izhodna soseséina v D tvori kliko v G.

Glede na to kateremu delu particije pripada v, upoStevamo ve¢ primerov:

1)

2.)

v € {a,b}. Izhodna sosei¢ina tocke je a, Nj(a) = A; U Ay U A, in tvori kliko.
Simetri¢no, N (b) = By U Bs tvori kliko v G.

v € Ay U By. Zaradi simetrije lahko predpostavimo v € Ay, naj bo v = i. Potem
NA(i) ={a}U{j € A1,j > i} U Ay, kar tvori kliko v G.

v € Ay, naj bo v =i. Potem je Nj)(a) = AUB, kjerje A= {j € Ay U A3,j > i}
in B={k € ByUDBy,k>n—i}. Vemo, da sta A in B kliki v grafu G. Se ve¢,
¢e j € Ain k € B, potem velja j + k > i + (n — i) = n, kar pomeni, da sta j in
k sosednji v G. Torej je N} (i) klika v G.

v € A3 U Bs. Zaradi simetrije lahko predpostavimo v € As. Naj velja v = 1.
N{(i) = AU B, kjer velja, A = {j € Ay,j > i} U{j € A3,j >i}in B=1{k €
By U By, k > n —1i}. Podobno kot v prejsnjem primeru velja, da sta A in B kliki
v grafu G. Se ve¢, ¢e j € A in k € B, potem velja j+k > i+ (n—i)=n+1,
kar pomeni, da sta j in k sosednji v G. Torej je N (i) klika v G.
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5.) v € By in naj velja v = i. Potem N (i) = AU B, kjer velja A = {j € Ay,j >
n—i}in B = {k € By U B3,k > i}. Podobno kot v prejsnjih dveh primerih
velja, da sta A in B kliki v grafu G. Se ve¢, ¢e j € A in k € B, potem velja
j+k > (n—1)+i=mn, kar pomeni, da sta j in k sosednji v G. Torej je N}, (i)
klika v G.

Dokazali smo torej, da je graf G 1-p.u. n

Za vse n > 0 je graf R, x K; je izomorfen induciranemu podgrafu R,.o . Izrek
6.11 z dejstvom, da je druzina 1-p.u. grafov zaprta za operacijo induciranih podgrafov,

implicira naslednjo posledico.

Posledica 6.12 (Hartinger in Milani¢ [7]). Za vsak n > 0, je krepki produkt PsX (R, *
Ky) 1-p.u.

6.5 Karakterizacija 1-popolno usmerljivih krepkih

produktov grafov

Najprej bomo opisali netrivialne 1-p.u. krepke produkte povezanih grafov, ki so brez

pravih dvojckov.

Lema 6.13. Netrivialni krepki produkt, G X H, dveh povezanih grafov brez pravih
dvojckov G in H je 1-p.u. natanko tedaj, kadar je eden od grafov izomorfen Ps in drug:
pripada {R,,n > 1} U{R, * Ki,n > 0}.

Dokaz. Brez skode za splosnost naj bo G = Py in H € {R,,n > 1} U{R, * Ky,n > 0}.
Krepki produkt G X H je po izreku 6.11 in posledici 6.12 1-p.u.

Pokazimo sedaj Se implikacijo v obratno smer. Ker sta faktorja G in H brez pravih
dvojckov lahko predpostavimo, da je produkt GX H 1-p.u. graf, brez pravih dvojckov.
Ce je eden od faktorjev Ps-prost, bi to zaradi povezanosti pomenilo, da je graf poln in
posledi¢no vsebuje par pravih dvojckov, kar pa je v protislovju z predpostavko. Torej
oba faktorja G in H vsebujeta P3 kot induciran podgraf. Po tocki (1.)leme 6.5 velja,
da sta oba G in H {Ps, Cy,C5, krempelj, bik }-prosta. Se ve¢, po izreku 6.7 sta oba
faktorja koverizna, in po lemi 6.9 oba pripadata mnozici {R,,,n > 1}U{R,*K;,n > 0}.
Po tocki (2.) leme 6.5 je vsaj eden od G ali H Py-prost, in po lemi 6.9 izomorfen P;. S
tem smo pokazali, da je eden izmed faktorjev izomorfen Pj, drugi pa pripada mnozici
{R,,n > 1} U{R, * K;,n > 0}, in s tem zakljucili dokaz. O

Preden opisemo 1-p.u. krepke produkte dveh grafov, definirajmo Se pojem 2-polnega

grafa in nekaj lastnosti, ki jih bomo potrebovali pri opisu.
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Graf je 2-poln, Ce je sestavljen iz uniije dveh, ne nujno disjunktnih polnih grafov, ki
imata vsaj eno skupno tocko. Redukcija pravih dvojckov grafa G je poljuben najvecji

induciran podgraf grafa G, ki ne vsebuje pravih dvojckov.

Lema 6.14 (Hartinger in Milani¢ [7]). Graf G je 2-poln natanko tedaj, kadar ga lahko

dobimo iz grafa Ky ali Py z zaporedjem dodajanja pravega dvojcka.

Izrek 6.15. Netrivialen krepki produkt, G X H, dveh povezanih grafov G in H je
1-p.u. natanko tedaj kadar velja eden od spodnjih pogojev.

1. Eden izmed faktorjev G ali H je 1-p.u., drugi pa je poln graf.
2. Eden 1zmed faktorev G ali H je koveriZen in drugi je 2-poln.

Dokaz. Predpostavimo, da je GRH 1-p.u. graf ter G in H njegova netrivialna povezana
faktorja. Potem sta G in H oba 1-p.u. Predpostavimo, da noben izmed faktorjev ni
poln, saj bi bil sicer izponjen pogoj 1. Naj bo G’ graf dobljen z redukcijo pravih
dvojckov grafa GG in H' graf dobljen z redukcijo pravih dvojckov grafa H. Ker sta G’
in H' grafa brez pravih dvojckov in je G’ ¥ H' induciran podgraf grafa G X H, je graf
G'X H' 1-p.u. Po lemi 6.13 je eden izmed G ali H izomorfen Pj, drugi pa pripada
mnozici {R,,n > 1} U{R, * K;,n > 0}. Brez skode za splosnost naj bo H' = P; in
G' € {R,,n > 1} U{R, * K1,n > 0}. Po lemi 6.9 je graf G’ koverizen. Ker G dobimo
iz G' 7z zaporedjem dodajanja pravih dvojckov in ker je G’ koverizen, je po lemi 6.6
koverizen tudi graf G. Ker je H' graf dobljen z redukcijo pravih dvojckov grafa H,
mora biti izomorfen P, in po lemi 6.14 sledi, da je H 2-poln. Torej pogoj 2 drzi.

Pokazimo sedaj Se, da sta pogoja 1 in 2 tudi zadostna. Naj bo G 1-p.u. in H poln
graf. Vemo, da lahko produkt G X H dobimo z zaporedjem dodajanja pravih dvojckov
tockam grafa G. Ker je operacija dodajanja pravih dvojckov zaprta za 1-p.u. grafe
(lema 2.4), je GX H 1-p.u.

Za dokaz 2. pogoja naj bo G koverizen in H 2-poln graf. Naj bo G’ graf dobljen
z redukcijo pravih dvojckov grafa G, in H' graf dobljen z redukcijo pravih dvojckov
grafa H. Po lemi 6.4 je dovolj pokazati, da je G' X H 1-p.u. Po lemi 6.9 vemo, da
je G’ izomorfen grafu iz mnozice {K} U {R,,n > 1} U{R, * K1,n > 0}. Ker je H’
graf dobljen z redukcijo pravih dvojékov iz 2-polnega grafa, mora biti po lemi 6.14 H’
izomorfen K ali pa P3;. Po izreku 6.11 in dejstvu, da je razred 1-p.u. grafov zaprt za
operacijo induciranih podgrafov vemo, da je G’ X H' 1-p.u. S tem smo pokazali, da je

tudi drugi pogoj zadosten, in s tem zakljucili dokaz. O
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7 Zakljucek

V zakljucni nalogi smo se seznanili z 1-p.u. produktnimi grafi. Najprej smo si ogledali
nekaj splosnih rezultatov 1-p.u. grafov. Spoznali smo operacije, ki ohranjajo razred
1-popolno usmerljivih grafov, nekaj prepovedanih induciranih minorjev in karakteri-
zacijo 1-p.u grafov v terminologiji klicnega pokritja. Za vsakega izmed glavnih §tirih
produktov, kartezicni, leksikografski, direktni in krepki produkt, smo si pogledali nekaj
osnovnih lastnosti (radovedni bralec si lahko ve¢ prebere v knjigi [4]), nato pa si za vsa-
kega od njih ogledali karakterizacijo 1-p.u. grafov, ki jih lahko zapisemo kot netrivialni
produkt dveh grafov.

Spoznali smo, kdaj sta kartezicni in leksikografski produkt dveh netrivialnih grafov
G in H 1.p.u. Preden smo karakterizirali direktni produkt, smo si ogledali se potreben
pogoj, da je direkten produkt dveh grafov 1-p.u.

Prav tako smo si pred karakterizacijo 1-p.u. krepkih produktov pogledali potre-
ben pogoj, da je produkt 1-p.u. Ker karakterizacija temelji na koveriznih grafih, se
z njimi seznanimo in opisemo dolo¢eno neskoncéno druzino, rafte, ki se izkazejo kot
pomembni pri klasifikaciji povezanih koveriznih grafov, brez pravih dvojckov. Preden
karakteriziramo povezani 1-p.u. krepke produkte grafov, opiSemo Se neskonéno druzino
tovrstnih grafov in netrivialne 1-p.u. krepke produkte povezanih grafov, ki so brez
pravih dvojckov.

V nalogi smo se torej seznanili z delnim rezultatom Se vedno odprtega vprasanja
strukturne karakterizacije 1-p.u. grafov. Radovedni bralec si lahko ve¢ na temo 1-

p.u. grafov prebere v ¢lanku [6] in doktorski desertaciji Tatiane R. Hartinger [5].
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