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Izvlecek:

Zakljuéna naloga je osredotocena predvsem na grafe; to so urejeni pari mnozic sesta-
vljeni iz mnozice vozlis¢ V(I') in mnozice povezav grafa I', katero oznac¢ujemo z E(T").
V samem zacetku naloge so predstavljene nekatere osnovne definicije, lastnosti in po-
sebne oblike grafov. Nato sledi pregled osnovnih pojmov iz teorije grup, ki nam skupayj
s teorijo grafov omogo¢i razumevanje particij mnozice V(I'). Njeni elementi so t.i. ce-
lice; to so med seboj disjunktne podmnozice mnozice V (I'), katerih unija tvori celotno
V(I'). Sledi opredelitev ekvitabilnih particij. Particija je ekvitabilna, ¢e za poljubni
dve celici velja, da ima vsako vozlisée vsebovano v prvi celici konstantno stevilo sosedov
v drugi. Tovrstne particije so tudi predstavljene in obrazloZzene na razli¢cnih primerih,
katere skupaj s karakteristicno matriko in karakteristicnim polinomom povezemo v po-
glavju o lastnih vrednostih in vektorjih. Nato se Se spoznamo s krepko regularnimi
grafi. Regularni grafi v katerih za poljubni razlicni vozlisci v grafu velja, da je stevilo
vozlis¢, ki so sosednji obema vozlis¢ema, odvisno zgolj od tega ali sta izbrani vozlisci
povezani ali ne. Vsa napisana poglavja nas konéno pripeljejo do definicije razdalje —

regularnih grafov in opisa dveh druzin le-teh.
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1 Uvod

V sami zakljucni nalogi se osredoto¢imo predvsem na vse kljucne segmente, ki bralca
vodijo do definicije razdaljno - regularnih grafov.

Torej, vzemimo povezan graf GG, poljubni vozliséi grafa u in v, ter izberimo poljubni celi
Stevili ¢ in 5. Nato oblikujmo dve mnozici vozlisé, kateri oznac¢imo z A in B. Mnozico
A sestavljajo vozlisca, ki so od vozlis¢a u oddaljene za razdaljo i, v mnozici B pa naj
bodo vsebovana vozlisca, ki so od vozlisca v oddaljena natanko za razdaljo j. G je
razdaljno - regularen, ce velja, da je stevilo vozlis¢ v preseku mnozic A in B odvisno
samo od razdalje med vozlis¢ema v in v, ne pa od izbire vozlis¢ v in v.

Pot do zgoraj navedene definicije bralcu na samem zacetku ponudi obnovitev vseh
osnovnih definicij s podrocja teorije grafov in teorije grup, nato pa se bralec spozna
s posebno vrsto particije, ki jo imenujemo ekvitabilna particija. Le-te so kasneje s
pomocjo karakteristicnih polinomov in matrik povezane z lastnimi vrednostmi in la-
stnimi vektorji.

Cetrto poglavje je namenjeno predstavitvi krepko regularnih grafov, oziroma (n,k;a,c)-
krepko regularnih grafov. Prav tako so parametri n, k, a in ¢ v nadaljevanju obrazlozeni
in le-ti nas tudi popeljejo do povezave tovrstnih grafov z njihovimi komplementi, ob
tem pa pride tudi do lo¢evanja krepko regularnih grafov na primitivne in neprimitivne.
V samem zakljucku zaklju¢ne naloge se nahaja poglavje v katerem konc¢no pridemo do
zgoraj navedene definicije razdaljno - regularnih grafov. V tem poglavju tudi predsta-
vim dve druzini tovrstnih grafov, to so Johnsonovi in Hammingovi grafi.

Osnove teorije grafov in teorije grup so ¢rpane predvsem iz Studijskih zapiskov in pa
knjig [1] in [2]. Nadaljnje gradivo pa je ¢rpano predvsem iz knjige [3], katero prav tako

priporoc¢am za obsirnejso studijo in obravnavo razdaljno - regularnih grafov.
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2 Osnovni pojmi

Da bi bilo proucevanje razdaljno - regularnih grafov lazje, so v ta namen v tem poglavju

zajete vse potrebne osnovne definicije iz podrocja teorije grafov.

2.1 Teorija grafov

Definicije in rezultati so povzeti predvsem iz [1] in [2].

Graf G = (V(G), E(G)) je urejen par mnozic, katerega sestavljata:

e koncna neprazna mnozica V(G). Elemente mnozice V(G) imenujemo tocke ali

vozlis¢éa grafa, katere oznacujemo z malimi tiskanimi ¢rkami npr. a, b, c, .. ..

e Mnozica neurejenih parov vozlis¢ E(G), katere elemente imenujemo povezave

grafa in jih oznacujemo z e = {a, b}, kjer sta a in b vozlisci grafa.

Mnozico tock oz. vozlisé grafa véasih oznacujemo tudi z V' in mnozico povezav z F.
Naj bosta v in u vozlisci grafa G. Za povezavi {v, u} ali {u, v} pravimo, da povezujeta
oz. {u,v}. Prav tako pa tudi za vozliséi v in u pravimo, da sta sosednji vozliséi,
kar oznacujemo z u ~ v. Ker glede na naso definicijo obravnavamo tako imenovane
neusmerjene grafe, velja {u,v} = {v, u}.

Dve povezavi ali ve¢ povezav, ki povezujejo isti par vozlis¢, imenujemo veckratne po-
vezave. Povezava, ki povezuje neko vozlis¢e samo s seboj, je povratna povezava ali
zanka. V splosnem graf brez zank in veckratnih povezav imenujeno tudi enostavni
graf. V primeru, kjer dopuscamo tovrstne povezave pa govorimo o multigrafih. Pri-
mer teh je viden na Sliki 1, kjer skrajno levi graf predstavlja enostavni graf, ostala dva

pa sta multigrafa.
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Slika 1: Primer enostavnega grafa in multigrafa

Katera vozlisca so v grafu sosednja in katera ne, lahko ponazorimo tudi z matriko,
katero imenujemo matrika sosednosti. Le-ta je sestavljena iz pozitivnih celih stevil,
ki predstavljajo stevilo povezav med dvema poljubnima vozliSécema. V splosnem je
definicija sledeca.

Naj bo G enostaven graf z n vozlisci, oznacenimi z 1,2,3,...,n. Matrika sosednosti
M(G) je matrika razseznosti n x n, katere element v j-tem stolpcu i-te vrstice pove
stevilo povezav, ki povezujejo vozlisci 7 in j.

Prav tako je pri obravnavi in preucevanju grafov pomembna tudi stopnja vozlisca.
Naj bo G enostaven graf in v € V(G). Stopnja oz. valenca vozliica v je tevilo po-
vezav, ki vsebujejo v. Stopnjo vozlis¢a v obi¢ajno oznac¢imo z deg(v). Vozliséu stopnje
0 pravimo izolirano vozlisce. V primeru, da so vsa vozlisca v grafu stopnje k, potem

tak graf imenujemo k-regularen graf ali regularen graf stopnje k.

Sprehod dolzine k v grafu G je zaporedje k povezav grafa GG oblike

{u, v}, {v,w}, {w,x}, ..., {y, z}.

Tak sprehod oznac¢imo z wvwzx ...yz in ga poimenujemo sprehod med vozliS¢ema u in
z.
V primeru, da so vse povezave sprehoda razlicne, potem tak sprehod imenujemo eno-
stavni sprehod ali sled. Ce so v enostavnem sprehodu tudi vsa vozliséa razliéna,
potem sprehod poimenujemo pot.

Posebna vrsta sprehoda je tudi t.i. sklenjen sprehod ali obhod, pri katerem

se sprehod zacne in konc¢a v istem vozliscu. Le-tega zapiSemo kot zaporedje povezav
oblike:

{u, v}, {v,w}, {w,x},... . {y, z},{z, u}.

V primeru, da so v obhodu vse povezave in hkrati tudi vsa vozlisca razlicna, razen
zacetnega in koncnega, potem le-temu pravimo cikel.

[skanje poti v grafu locuje grafe na tiste, ki so v enem kosu’ in tiste, ki niso. Torej
graf G je povezan, Ce obstaja pot med poljubnim parom vozlis¢, sicer je nepovezan.
Slednji graf razpade na ve¢ razliénih povezanih podgrafov oz. (povezane) komponente

grafa. Spomnimo se splosne definicije podgrafa, ki pravi:



Savi¢ J. Razdaljno - regularni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2019 4

Definicija 2.1. Naj bosta G = (E(G),V(G)) in H = (E(H),V(H)) grafa. Ce velja
V(H) C V(G) in je vsaka povezava vsebovana v E(H) prav tako vsebovana v E(G),
potem pravimo, da je graf H podgraf grafa GG, kar pa oznacujemo z H C G.

Med drugim nam iskanje poti v grafu omogoca tudi to, da grafu lahko dolo¢imo
njegov diameter oz. premer, le-to pa lahko naredimo, ¢e razumemo definicijo razdalje
med dvema vozliScema grafa.

Ce v grafu G obstaja pot med u in v, potem definiramo razdaljo med u in v (oznaka:
d(uw) ali krajse d(u,v)) kot Stevilo povezav v najkrajsi poti med tema dvema vo-
zliscema. Ce v G ne obstaja taka pot, potem je d(u,v) = oo.

Diameter grafa G, katerega oznacujemo tudi z diam(G), definiramo kot

diam(G) = mazy ey {d(u, v)} = max{d(u,v);u,v € V(G)}.

Polni graf je graf, v katerem je vsak par razli¢nih vozlis¢ povezan z natanko eno
povezavo. Poln graf na n vozlis¢ih oznacimo z K,. Prazen graf pa je graf brez
povezav.

Naslednja lastnost grafa je dvodelnost.

Kot dvodelni graf pojmujemo graf G, katerega mnozico vozlis¢ V' (G) lahko razbijemo
na dve disjunktni podmnozici A in B, tako da vsaka povezava grafa G povezuje po eno
vozlisce iz podmnozice A z enim vozliséem iz podmnozice B.

Ali je graf dvodelen ali ne, najlazje ugotovimo z barvanjem vozlis¢ tako, da vozlisca
mnozice A lo¢ujemo od vozlis¢ mnozice B. Kot primer: vozlis¢a vsebovana v A po-
barvamo s ¢rno, druga pa z belo barvo (glej Sliko 2). V primeru, da je graf dvodelen,

potem vsaka povezava povezuje po eno ¢rno in eno belo vozlisce.

Slika 2: Primer dvodelnega grafa

Komplement enostavnega grafa G oznacéujemo z G. Le-tega sestavlja mnozica

vozlise, za katero velja V(G) = V(G). Razlicni vozliséi grafa G sta povezani natanko

tedaj, ko le-ti nista povezani v grafu G.
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Naslednji primer grafa, katerega lahko dobimo iz prvotnega grafa, je povezavni

graf.
Povezavni graf (an. line graph) neusmerjenega grafa G, ki ga oznacujemo tudi z
L(G), je graf katerega vozlisca so povezave grafa G tj. V(L(G)) = E(G). Velja, da
{e, f} € E(L(Q@)) natanko tedaj, ko imata razli¢ni povezavi e in f skupno vozlisce v
grafu G.

Digraf ali usmerjen graf D sestavljata mnozica elementov, poimenovanih vo-
zliS€a, in seznam urejenih parov teh elementov, ki jih imenujemo (usmerjene) pove-
zave. Ce sta u in v vozliséi digrafa D, potem pravimo, da je povezava (u,v) usmerjena
od u k v ali povezava (u,v) gre iz u v v. Taki usmerjeni povezavi med drugim pravimo
tudi lok in v tem primeru se vozlis¢e u imenuje glava in vozlisée v rep loka (u,v).
Grafa G in H sta izomorfna, ¢e obstaja bijektivna preslikava ¢ med mnozicama V(G)
in V(H), tako da velja u ~ v < ¢(u) ~ ¢(v) za poljubni vozliséi u,v € V(G). Ce
sta grafa izomorfna, potem to oznac¢imo z G = H in preslikavi ¢ pravimo tudi izo-
morfizem grafov. V primeru, da je graf H enak grafu G, je ¢ bijektivno preslikava
grafa v samega sebe, pri ¢emer se ohranijo vse strukturne znacilnosti (t.j. Stevilo po-
vezav, §tevilo vozlis¢ in njihove stopnje, ...). V tem primeru tovrstnemu izomorfizmu
pravimo avtomorfizem grafa. Ce vse skupaj poenostavimo, ugotovimo, da je na nek

nacin avtomorfizem simetrija grafa. Matematicno povedano:

Definicija 2.2. Avtomorfizem grafa G = (V| F) je permutacija ¢ mnozice V pri
cemer velja, da je {u,v} € E(G) & {o(u),0(v)} € E(G).

Torej pri avtomorfizmu gre za ohranitev sosednosti vozlisc in iz teorije o permutacij-
skih grupah vemo, da velja, da mnozica vseh avtomorfizmov grafa GG skupaj z operacijo
kompozituma preslikav tvori grupo, kateri pravimo tudi grupa avtomorfizmov grafa
G in jo oznacujemo z Aut(G). Torej je grupa Aut(G) permutacijska grupa, ki deluje
na mnozici vozlisé grafa G. V primeru, da za ¢ € Aut(G) in {u,v} € E(G) definiramo
o({u,v}) = {o(u),o(v)}, kjer {u,v} € E(G), potem Aut(G) deluje tudi na mnozici
povezav grafa. Ce je |V| = n, je Aut(G) podgrupa simetriéne grupe S,,.

Slika 3 prikazuje tri razlicne grafe: K, (t.j. polni graf na stirih vozliséih), Cy (t.j.
cikel na §tirih vozliséih) in poljuben enostavni graf G. Za graf K, opazimo, da je vsaka
permutacija njegovih vozlis¢ avtomorfizem, zato velja Aut(Ky) = Sy. Za graf Cy je
Aut(Cy) = Dy (t.j. diederska grupa reda 8), saj so geometrijsko gledano avtomorfizmi
ravno razlicne rotacije in zrcaljenja. Vemo, da mora avtomorfizem grafa ohranjati
sosednost vozlis¢ v grafu in posledi¢no tudi stopnje vozlisé. Iz tega sledi, da ima graf

G samo en avtomorfizem tj. identi¢ni avtomorfizem id in zatorej Aut(G) = {id}.



Savi¢ J. Razdaljno - regularni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2019 6

K. C. G

Slika 3: Primer grafov z razli¢nimi grupami avtomorfizmov.

Zaradi lastnosti avtomorfizmov (tj. preslikavanje sosednjih vozlis¢ v sosednja in

nesosednjih v nesosednja) je ocitno, da velja tudi, da za dani graf G velja Aut(G) =

Aut(Q).

2.2 Teorija grup

Za razumevanje nadaljnje vsebine je med drugim potrebno tudi nekaj znanja teorije
grup, pri cemer se bomo osredotocili predvsem na delovanja le-teh. Definicije so povzete

predvsem iz Studijske literature predmeta permutacijske grupe.

Definicija 2.3. Grupa (I', %) je mnozica I' skupaj z operacijo * na I', ki zadosca

naslednjim aksiomom:
e zaprtost: za vse a,b € I' velja a x b € I';
e asociativnost: za vse a,b,c € I' velja (a % b) x c = a x (bx¢);

e nevtralni element: obstaja tak element e € I', da za vsak element a € I' velja

e*xa=a*xe=a,

e inverzni element: za vsak element a € I’ obstaja @' € T', za keterega velja:

axa =d *xa=e.

Ce za binarno operacijo * velja e, da je komutativna, tj. za poljubna a,b € I velja

a*x b= bx*a, pravimo, da je grupa abelska oziroma komutativna.

Preden si ogledamo primer grupe, se spomnimo naslednje definicije.

Definicija 2.4. Permutacija kon¢ne mnozice {1,2,...,n} je bijektivna preslikava, ki
slika nazaj v mnozico {1,2,...,n}
Mnozico vseh permutacij na mnozici {1,2,...,n} ozna¢ujemo kot S,,. Mnozica S,

skupaj z operacijo kompozituma o tvori grupo.

Definicija 2.5. Ce mnozica A C T tvori grupo skupaj z operacijo *, potem pravimo,

da je A podgrupa grupe I'. Oznaka: A <T.
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Definicija 2.6. Delovanje grupe I' na neprazni mnozici X je preslikava X xI' — X

oz. (z,g) — x9 (oznacimo tudi kot g(x)), ki zadoséa naslednjima pogojema:
e r°=xzaVre X,
o 9" = (29" zaVz € X inVg,h €.

Ne pozabimo omeniti, da locujemo med desnim in levim delovanjem grup, a v nasem
kontekstu to ni kljuénega pomena. Zgoraj je navedena definicija desnega delovanja.
Kljuéni pri delovanju sta definiciji orbite in stabilizatorja.

Naj grupa I' deluje na mnozici X. Na mnozici X vpeljimo ekvivalen¢no relacijo

~r za katero velja :
x ~py << dg €I, tako da velja 29 =y, kjer z,y € X.

Ekvivalen¢nim razredom glede na to relacijo pravimo orbite delovanja grupe I' na
mnozici X. Orbita elementa x € X je mnozica Orbr(z) = {29 € X;9 € T'}. V
primeru, da ima delovanje eno samo orbito, takemu delovanju pravimo tranzitivno
delovanje oz. delovanje je tranzitivno, ¢e Va,y € X dg € I, tako da velja 29 = y.
Naj grupa I' deluje na mnozici X in naj bo x € X. Mnozici vseh elementov g € I', ki
ohranjajo element x oz. ', = {g € I'|x9 = x} pravimo stabilizator elementa x. Pri
tem je lahko pokazati, da je I', podgrupa grupe I'.
Poleg tranzitivnega delovanja poznamo tudi pol-regularno in regularno delovanje grupe
I' na mnozici X.
Delovanju pravimo, da je pol-regularno, ce je [I';| =1 za Vo € X.
V primeru, da je delovanje tranzitivno in hkrati pol-regularno, pa takemu delovanju
pravimo regularno delovanje.

Pomembna lema je lema o orbiti in stabilizatorju, katera povezuje velikost orbite

in red stabilizatorja. Dokaz bomo v tem primeru opustili.

Lema 2.7. Naj koncéna grupa I' deluje na neprazni koncéni mnozici X in naj bo x € X

poljuben. Tedaj velja enakost:
Ul = |Ts| - |Orbr(x)].

Poglejmo si uporabo te leme na primeru.
Naj permutacijska grupa S; na naraven nac¢in deluje na mnozici X = {1,2,3,4}.
Poglejmo si orbito elementa 1 € X. Torej pogledamo, v katera Stevila se element 1
preslika s permutacijsko grupo Sy. Ker vemo, da S; vsebuje permutacije, ki nas element
preslikajo v poljuben element iz mnozice X, je Orbg, (1) = {1,2,3,4}. Torej je dano
delovanje tranzitivno.

Poglejmo si Se kateri elementi permutacijske grupe S, fiksirajo element 1. Ugotovimo,
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da Iy = {id, (23), (24), (34), (234), (243)}.

Torej, ¢e povzamemo: |Orbg,(1)] = 4 in |I";| = 6 in ob uporabi zgoraj navedene leme

o orbiti in stabilizatorju velja |Sy| = 6 - 4 = 24, kar seveda ze vemo.

2.3 Vektorski prostori in matrike

Spomnimo se Se nekaj definicij s podroc¢ja vektorskih prostorov, katerih razumevanje

nam bo v nadaljevanju prislo prav. Vse definicije so povzete iz Studijske literature

predmeta Linearna algebra.

Definicija 2.8. Naj bo V' # () neprazna mnozica z notranjo dvomestno operacijo

+:VxV =V

Naj bo F polje in operacija:
S FxV =SV

Algebrska struktura (V,F, +, ) je vektorski prostor, ¢e velja:
(V1) (V,+) je abelska grupa,

(V2) (a+p) - v=a-v+p-vzavsea,f€Finvsev eV,
(V3) a-(u+v)=a-u+a-vzavsea € Finvse UveV,
(V4) a-(f-v)=(a-p)-vzavse o,f €Finvsev eV in

(V5) 1-v=vzavseveV.

V tem primeru pravimo vsakemu elementu mnozice V' vektor in vsakemu elementu

polja I skalar.

Nekaj primerov vektorskih prostorov:

e IV = R” je vektorski prostor za operaciji seStevanja vektorjev in mnozenja s

skalarjem po komponentah.

o IV = R™*" je vektorski prostor za operaciji seStevanja matrik in mnozenja matrike

s skalarjem.

Definicija 2.9. Naj bo (V,F) vektorski prostor. Vektor v je linearna kombinacija

vektorjev vy, ve,v3,...,v, € V (kjer n € N), ¢e obstajajo skalarji oy, as, . .

za katere velja:

n
V= QU1 + Qg + ...+ U, = E QUL
k=1

Lo, €F



Savi¢ J. Razdaljno - regularni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2019 9

Definicija 2.10. Naj bo (V,F) vektorski prostor in naj bon € Nin n > 2. Za vektorje
vy, Vs, ..., U, € V pravimo, da so linearno odvisni, ¢e lahko katerega od njih izrazimo

kot linearno kombinacijo preostalih. Vektorji so neodvisni, ¢e niso odvisni.

Definicija 2.11. Baza B je podmnozica vektorskega prostora V', ki je sestavljena iz

vektorjev, ki imajo dve bistveni lastnosti:

e bazni vektorji so med seboj linearno neodvisni,

e vsak drug vektor iz vektorskega prostora V' se da zapisati kot linearno kombinacijo

baznih vektorjev.

Definicija 2.12. Ce je A matrika dimenzije n x n in v vektor dimenzije n x 1, potem

lahko definiramo produkt Aw, ki je zopet vektor dimenzije n x 1.

Definicija 2.13. Naj bo A matrika dimenzije n x n. Stevilo @ imenujemo lastna

vrednost matrike A, ¢e obstaja tak nenicelen vektor v, ki je dimenzije n x 1, da je:
Av = aw.
Vektor v imenujemo lastni vektor za matriko A pri lastni vrednosti a.

Po definiciji je torej « lastna vrednost matrike A, ¢e obstaja tak nenicelen vektor
v, da velja (A — al)v = 0.

Opomba: Matrika [ je enotska oz. identicna matrika, ki je enake dimenzije kot

matrika A in so njeni diagonalni elementi enaki 1, vsi ostali pa 0.

Definicija 2.14. Naj bo A matrika dimenzije m xn, s stolpi¢nimi vektorji sq, sa, .. ., S,.
Mnozica vseh moznih lineranih kombinacij vektorjev sy, so, ..., s, se imenuje stolpiéni

prostor matrike A.

Definicija 2.15. Matrika A € F"*" (kjer je IF polje in n € N) je obrnljiva, ¢e obstaja
taka matrika B € F"*", da velja:

AB=1=BA

kjer je I € ™™,
Opomba: Oznaka det(A) bo v nadaljevanju oznacevala determinanto matrike A.

Definicija 2.16. Naj bo A matrika dimenzije n x n. Karakteristi¢cni polinom
matrike A v spremnljivki ¢ je polinom ®(A,t) definiran kot ®(A,t) = det(t] — A).

Naj bo A nicla karakteristicnega polinoma ®(A,t). Torej je det(A] — A) = 0 in zato
matrika Al — A ni obrnljiva. Enacba (A — A)v = 0 ima zato netrivialno resitev v # 0.
Torej je A\v — Av = 0, oz. Av = Mv. Sledi, da je A\ lastna vrednost matrike A s

pripadajocim lastnim vektorjem wv.
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3 Kvocientni grafi

3.1 Ekvitabilne particije

V nadaljevanju bodo predstavljene ekvitabilne particije mnozice vozlisé grafa V (G), ka-
terih teorija je zlasti uporabna pri preucevanju oz. obravnavanju razdaljno - regularnih
grafov. Tovrstne particije nam omogocajo pridobitev informacij o lastnih vrednostih
in lastnih vektorjih grafa G (ve¢ o tem v nadaljevanju).

Vse definicije in rezultati bodo povzete po [3].

Particija mnozice V(G) je mnozica, katere elementi (imenujemo jih tudi celice) so
med seboj disjunktne neprazne podmnozice mnozice V(@) in katerih unija je celo-
tna mnozica V(G). Ce kot primer vzamemo particijo 7, potem le-to zapisemo kot
m={c1,¢2,C3,...,ck}, Kjer je k € N, in 80 ¢1, ¢, ¢3, . . ., ¢ celice particije 7.

Glede na celice in Stevilo le-teh lo¢ujemo dve posebni vrsti particij. To sta diskretna
in trivialna particija. Diskretna particija je tista, katere vse celice vsebujejo po en
element. Medtem ko kot trivialno particijo pojmujemo particijo, ki je sestavljena iz
ene same celice.

V primeru, ko imamo dve poljubni razliéni particiji 7 in 7 in je 7 taka particija, kjer
je vsaka celica iz 7 vsebovana v neki celici particije 7, potem taki relaciji med njima
pravimo izpopolnitev particije oz. v nasem primeru pravimo, da je 7 izpopolnitev par-
ticije .

Torej kdaj potem pravimo particiji, da je le-ta ekvitabilna? Vzemimo particijo m =
{c1,¢9,¢3,..., ¢k}, Kjer je k € N, mnozice V(G). Particija 7 je ekvitabilna, ¢e za vse
i,j € {1,...,k} velja, da ima vsako vozlisée, ki je vsebovano v celici ¢;, konstantno
stevilo sosedov v celici ¢;.

Poglejmo si kot primer McKay-ev graf na Sliki 4, katerega bomo skupaj z ekvitabilno

particijo uporabljali tudi v nadaljevanju tega poglavija.
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Slika 4: McKay-ev graf.

Naj bo m = {c1,¢c}, kjer je ¢ = {1,2,4,5,7,8} in ¢o = {3,6}, particija danega
grafa na Sliki 4. Poljubno vozlisce iz ¢; ima natanko enega soseda znotraj ¢y, ter na-
tanko enega soseda v co. Podobno ima vsako vozlisce iz ¢y natanko 3 sosede v ¢y, ter
nobenega soseda znotraj co. Torej je particija 7 ekvitabilna.

Ekvitabilne particije se naravno pojavijo kot orbite grupe avtomorfizmov.

Naj bo G graf in I grupa avtomorfizmov grafa GG. Potem V(G) sestavlja particija, ka-
tere celice so enake orbitam grupe I'. Ta particija je ekvatibilna. Namre¢, ¢e vzamemo
u in v, ki sta vsebovani v isti celici tovrstne particije, potem obstaja avtomorfizem v
I', ki slika u v v. Ker pa iz lastnosti avtomorfizmov vemo, da mora vsak avtomorfizem
slikati vsako celico samo vase, imata v in v enako Stevilo sosednjih vozlis¢ v vsaki celici
te particije.

Eden izmed primerov grafov s particijo, ki ustreza zgornjemu pogoju, je Petersenov
graf. Za dolocitev particije vzamemo vozlisce v € V(G). Z njegovo pomocjo defini-

ramo tri celice ¢, ca, c3 takole:
e ¢, je celica, ki vsebuje samo vozlisce v,
® ¢, je celica, ki vsebuje vsa sosednja vozlis¢a od vozlisca v ,

e 3 je celica, ki vsebuje vozlisca grafa, ki so na razdalji 2 od vozlisca v.
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Slika 5: Petersenov graf.

Torej, ¢e je v = 1, potem je:
g =41}, co ={2,5,6} in ¢35 ={3,4,7,8,9,10}.
Opazimo, da so celice enake orbitam stabilizatorja vozlis¢a v = 1. Zatorej je taka
particija ekvitabilna.
Prav tako kot McKay-ev graf bomo tudi Petersonov graf skupaj z zgoraj opisano ek-
vitabilno particijo uporabljali in spremljali skozi celotno poglavje.
Pri primeru McKay-evega grafa na Sliki 4 se izkaze, da navedene celice niso enake or-
bitam nobene grupe avtomorfizmov, ampak je particija vseeno ekvitabilna.
Ekvitabilno particijo grafa G lahko definiramo tudi malo drugace. Najbom = {c1,...,cx}

particija mnozice V(G). Potem je m ekvitabilna, ¢e veljata naslednja pogoja:
1) podgraf grafa GG, induciran na ¢;, je regularen za Vi € {1,... k}.

2) Dvodelen graf, katerega dobimo iz povezav med poljubnima dvema celicama c¢;
in ¢; (i # j), je pol-regularen (tj. vsa vozlis¢a pobarvana z isto barvo so enake

stopnje).

Ni tezko videti, da je diskretna particija vedno ekvitabilna, trivialna particija pa je
ekvitabilna natanko takrat, ko je graf regularen.

Naj bo m = {cy, ..., ¢} ekvitabilna particija in naj ¢;; oznacuje stevilo povezav, ki po-
vezujejo fiksirano vozlisce celice ¢; z vozlisci celice ¢;. Definirajmo sedaj se kvocientni
graf G/m. G/7m je usmerjen graf, katerega vozlisca so celice particije m. Iz vozlisca
¢; v vozlisée ¢; gre v grafu G/m ¢;; lokov. Prav tako opazimo, da je usmerjen graf
G /7 multigraf, saj lahko vsebuje zanke in veckratne povezave, zato bomo risanje le-teh

opustili in jih bomo zgolj opisali.
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Matrika sosednosti grafa A(G/m) je matrika dimenzije k x k, kjer je ij-to mesto v
matriki enako ¢;;. Naj bo ®(G/m, z) karakteristicnim polinomom matrike A(G/).
Preden pogledamo matriko A(G/m) za primer McKay-evega grafa in z opisano ekvita-
bilno particijo, najprej opisSimo graf G /. Torej glede na G in particijo 7, je graf G /=
sestavljen iz dveh vozlis¢ (ozna¢imo kot Cj in C9) in petih lokov, od katerih je eden
zanka, ki ima zacetno in kon¢éno vozlisée v C;. Nato so Se trije loki, ki so usmerjeni iz
Csy v (' in en lok, ki je usmerjen iz C v Cs.

Torej v nasem primeru McKay-evega grafa matrika sosednosti grafa G/7 izgleda tako:

acim -y 1)

s karakteristicnim polinomom 22 — z — 3, kjer je x spremenljivka.

Sedaj pa si poglejmo primer, ko je G Petersonov graf (glej Slika 5) in je m ekvitabilna
particija taka, kot je bila prej opisana. Enako kot pri McKay-evem grafu tudi sedaj
najprej opisimo graf G/m. Le-tega sestavljajo 3 vozlis¢a (oznac¢imo kot: Cy,Cy in Cj)
in 9 lokov, od tega 2 zanki, katerih zac¢etno in konéno vozlisce je C3. Od preostalih
lokov imajo trije zacetno vozlis¢ce v C in konéno v Cs, en lok v obratni smeri t.j. iz
Cs v (', dva loka usmerjena iz Cy v C3 in en obratno usmerjen t.j. iz C3 v Cs.

Potemtakem v tem primeru dobimo matriko sosednosti za graf G /m:

A(G/m) =

o = O

3
0
1

NN O

V nadaljevanju se ekvitabilne particije izkazejo kot uporabne, saj je karakteristi¢ni
polinom matrike A(G/7) vedno faktor karakteristicnega polinoma matrike A(G). In
med drugim lahko lastne vektorje matrike A(G/m) preoblikujemo v lastne vektorje
matrike A(G). V nekaterih primerih pa je celo mozno opisati karakteristi¢ni polinom
matrike A(G) kar iz polinoma matrike A(G/).
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3.2 Lastne vrednosti in lastni vektoriji

Karakteristicna matrika particije 7 = {cy, ..., ¢}, katero ozna¢imo tudi s P(7), na
mnozici z n elementi, je n x k matrika, katere stolpci so sestavljeni iz karakteristi¢nih
vektorjev celic particije . Oziroma z drugimi besedami: na (i, j)- tem mestu matrike
P je 0 ali 1, kar je odvisno od tega, ce je i-to vozlisce grafa G vsebovano v celici ¢; ali
ne.

Torej, ce se spomnimo primerov McKay-evega in Petersonovega grafa, bi karakteristic¢ni

matriki grafov s pripadajocimi particijami izgledali tako.

e P(m), kjer je G McKay-ev graf in ekvitabilna particijam = ({1,2,4,5,7,8},{3,6}).

= =R
O O = O O = O O

e P(m), ki pripada Petersonovem grafu in ekvitabilni particiji
= ({1}7 {2’ 9, 6}7 {37 4,7,8,9, 10})

100
010
00 1
001
010

P(W)_()lo
00 1
00 1
001
001

Sledi lema, ki s pomocjo karakteristicne matrike P povezuje lastne vrednosti in la-

stne vektorje matrike A(G) z lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji matrike A(G /7).
Lema 3.1. Naj bo w particija mnozice V(G) s karakteristicno matriko P.

1.) Ce je particija 7 ekvitabilna, potem velja A(G)P = PA(G/7).
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2.) Ce obstaja matrika B za katero velja: A(G)P = PB, potem je particija @ ekvi-

tabilna.

Dokaz. Naj bo 7 particija mnozice V(G) in naj bo A := A(G) matrika sosednosti grafa
G.

Potem je element na (4, j)-tem mestu matrike AP enak stevilu vozlis¢ v ¢;, ki so sosednja
vozliséu ¢ v grafu G. Particija 7 je ekvitabilna particija natanko takrat, ko je to stevilo
odvisno od celice v kateri je vsebovano vozlisce 7 in ne od samega vozlisca 7.
Dokazimo najprej tocko 1.).

Torej, ¢e je m ekvitabilna, potem so stolpci matrike AP konstantni v celicah particije 7
in od tod sledi, da so le-ti linearna kombinacija karakteristicnih vektorjev particije 7.
Ampak to hkrati pomeni, da so le-ti linearna kombinacija stolpcev matrike P in zato
3B tako, da AP = PB. Pri tem ni tezko preveriti, da je v tem primeru B = A(G/).
Sedaj pa dokazimo Se tocko 2.).

Ce AP = PB, potem so stolpci matrike AP linearne kombinacije stolpcev v P in so

prav tako konstantni v celicah permutacije 7. Imamo:

n

(AP)ij =Y (A)uPrj=>_ Py,

r=1 reg

pri cemer je zadnja vsota enaka Stevilu sosednjih vozlis¢ vozliséa ¢, ki so vsebovane v
j-ti celici particije 7. Zato iz AP = PB sledi, da je to Stevilo odvisno samo od celice

particije m v kateri je vozlisce ¢ vsebovano in zato sledi, da je w ekvitabilna particija. [

Torej, ce povzamemo: particija 7 s karakteristicno matriko P je ekvitabilna natanko
takrat, ko obstaja matrika B tako, da AP = PB. To pa dalje velja natanko tedaj,
ko je stolpi¢ni prostor matrike P A-invarianten. Zato torej lahko zaklju¢imo, da lahko
prejsnjo lemo parafriziramo kot:

7 je ekvitabilna < stolpicni prostor karakteristicne matrike P je A-invarianten.
To se bo izkazalo kot zelo uporabno pri obravnavi razdaljno - regularnih grafov (sledi

v nadaljevanju).

Lema 3.2. Naj bo 7 ekvitabilna particija grafa G, ki jo sestavlja k celic. Oznacimo
P = P(r), A= A(G) in B= A(G/n). Naj bo x vektor dimenzije k x 1, vektor y pa
dimenzije n X 1, kjer je n = |V(G)| in pa © realno stevilo.

Potem imamo:
(a) ¢e je Bx = Ox, potem APx = ©Puz;
(b) ¢e je Ay = Oy, potem je y' PB = Oy’ P;

(c¢) karakteristicni polinom matrike B deli karakteristicni polinom matrike A.
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Dokaz. Ce je Br = Oz, potem je OPx = PBx = APz. Prav tako, ¢e je Ay = Oy,
potem Oy’ P = yT AP = yT PB. Torej moramo dokazati samo $e trditev (c).
Ker so stolpci matrike P linearno neodvisni, obstaja baza py, ..., p, za R" tako, da so

P1, ...,k stolpci matrike P. Glede na to bazo, je matrika A oblike:

(03)

Iz tega sledi, da je karakteristi¢ni polinom matrike A deljiv s karakteristicnim polino-

mom matrike B. ]

Tocka (a) Leme 3.2. nam torej pove, da ¢e je = lasten vektor matrike B s pripadajoco
lastno vrednostjo ©, potem je Px lastni vektor matrike A z isto lastno vrednostjo.
Po drugi strani: ¢e je y lastni vektor matrike A z lastno vrednostjo ©, potem sledi, da
je yT P levi lastni vektor matrike B, ¢e je le-ta nenicelen.

V primeru, da pogledamo na vektorje kot na funkcije iz mnozice V(G) v C, potem
vektor y dodeli vrednost vsakemu vozliséu grafa G. Velja, da je y' P = 0 natanko
tedaj, ko je vsota dodeljenih vrednosti vozlis¢ v vsaki celici ¢; particije m enaka 0.

V primeru, da je G povezan graf, potem ima lastni vektor x, ki pripada spektral-
nemu polmeru p matrike A(G) (t.j. najvecja absolutna vrednost med vsemi lastnimi
vrednostmi), vse koordinate pozitivne. Zato v tem primeru x? P nikakor ne more biti
enako 0. Torej je p tudi lastna vrednost matrike B. Ker so lastne vrednosti matrike B
podmnozica lastnih vrednosti matrike A sledi, da je p tudi sprektralni polmer matrike
B.

Posledica 3.3. Naj bo 7 ekvitabilna particija povezanega grafa G. Potem imata A(G)
in A(G/m) enak spektralni polmer oz. imata enako po absolutni vrednosti najvecjo

lastno vrednost.
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4 Krepko regularni grafi

V tem poglavju je na kratko predstavljen uvod v teorijo krepko regularnih grafov
(povzeto po [3]). Na le-te lahko pogledamo tudi kot na razdaljno - regularne grafe s
premerom 2.

Graf G je krepko regularen, ce je regularen, ni poln ali prazen in za poljubni dve
razliéni vozlisci u, v € V(G) velja, da je stevilo vozlise, ki so sosednja tako u kot vozliséu
v, odvisno samo od tega ali sta u in v sosednji ali ne.

Ce je G krepko regularen graf z n vozliséi, valenco k, vsak par sosednjih vozlisé ima
skupnih sosednjih vozlis¢, potem pravimo, da je graf G (n, k; a, ¢)- krepko regularen.
Kot primer takih grafov, si poglejmo (5,2;0,1)- krepko regularen graf, kjer opazimo,

da je le-ta enak grafu, ki predstavlja cikel petih vozlisc.

Slika 6: 5 - cikel oz. (5,2;0,1) - krepko regularen graf.

Poglejmo si Se primer Petersonovega grafa, za katerega opazimo, da je krepko re-
gularen. Le-tega sestavlja 10 vozlis¢ in je valence 3. Ce izberemo poljubni dve sosednji
vozliséi ugotovimo, da le-ti nimata skupnih sosednjih vozlisc.

Sedaj pa si poglejmo Se dve nesosednji vozlisci, kjer hitro opazimo, da le-ti imata 1
skupno vozlisce. Torej je Petersonov graf (10, 3;0, 1)- krepko regularen graf.
Med drugim so primeri krepko regularnih grafov polni dvodelni grafi K, , in njihovi

povezavni grafi.
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Slika 7: Popolni dvodelni graf K33 oz. (6,3;0,2)- krepko regularen graf.

Slika 8: Povezavni graf grafa K, 4 oz. (16,6;2,2) - krepko regularen graf.

V splosnem si oglejmo Se dva primera krepko regularnih grafov in pa njihove para-
metre.
Kot prvi primer si oglejmo povezavni graf polnega grafa K.
Iz definicije povezavnega grafa vemo, da je to graf za katerega velja V(L(K,)) = E(K,),
torej je stevilo vozlis¢ grafa L(K,) enako (g)
razliéni povezavi. Naj vozlisée x v grafu L(K,) predstavlja povezavo e grafa K, in naj

vozlisée y v grafu L(K,) predstavlja povezavo f grafa K,.
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Vozliséi z in y sta torej v grafu L(K,) sosednji natanko tedaj, ko imata povezavi e
in f natanko eno skupno krajisce v grafu K,.
Naj bo z poljubno vozlisce, ki v grafu L(K,) predstavlja povezavo {v,u} grafa K,.
Stopnja vozlisca = € L(K,,) je stevilo povezav v grafu K, ki so razlicne od {u,v} in
imajo krajiscée v vozliscu v ali u, kjer v,u € V(K,,). Stevilo tovrstnih povezav je enako
2(n—2) =2n—4.
Sedaj pa lo¢imo primera, ko sta si poljubni vozliséi grafa L(K,) sosednji in, ko sta

nesosednji.

e Predpostavimo, da sta z,y € L(K,,) poljubni razli¢ni sosednji vozliséi, glede na
povezavi {u, v} in {u, w} grafa K,. Stevilo skupnih sosednjih vozlis¢ vozlisc z in y
je enako stevilu povezav grafa K, (razlicne od {u,v} in {u,w}), ki imajo skupno
krajisce hkrati s povezavo {u,v} in hkrati s povezavo {u,w}. Takih povezav je
natanko n—2; to so povezava {v, w} in preostalih n—3 povezav, ki imajo krajisce

u.

e Sedaj pa predpostavimo, da poljubni razliéni vozliséi x,y € L(K,) nista sosednji,
glede na povezavi {u, v} in {w, t} grafa K,,. Potem je Stevilo vozlis¢, ki so sosednja
tako vozlistu z kot tudi vozliséu y v grafu L(K,), enako stevilu povezav grafa
K, ki imajo eno krajisce povezave enako enemu izmed krajis¢ povezave {u, v} in
drugo krajisée povezave enako enemu izmed krajis¢ povezave {w,t}. Opazimo,
da obstajajo 4 take povezave, to so: {u,t}, {u,w}, {v,w} in {v,t}. Torej imata

vozliséi x in y v grafu L(K,) stiri skupna sosednja vozlisca.

2).2n—4,n—2,4) zan > 2.

Torej L(K,) je krepko regularen graf s parametri ((,

Sedaj pa si poglej se krepko regularen graf L(K, ,) in pa njegove parametre.

Kot vemo iz definicije polnega dvodelnega grafa K, , lahko vozlis¢a razdelimo v dve
disjunktni podmnozici tako, da vsaka povezava grafa K, , povezuje po eno vozlisce iz
ene podmnozice z enim vozlis¢em iz druge podmnozice. Vsaka od podmnozic vsebuje
n vozlisé. Povezavni graf grafa K, je sestavljen iz n® vozlis¢ in vsa vozlisca so sto-
pnje 2n — 2. Ponovno lo¢imo dva primera, glede na sosednost dveh poljubnih razli¢nih

vozlisc.

e Ce sta poljubni razliéni vozliséi sosednji, potem imata n — 2 skupnih sosednjih

vozlisc.

e V primeru, da sta poljubni razlicni vozlis¢i nesosednji, pa imata potem 2 skupni

vozIliSci.

Torej graf L(K,, ) je krepko regularen graf s parametri (n?,2n — 2,n — 2,2).
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Ce je G (n, k; a,c)- krepko regularen graf, potem je njegov komplement G tudi

krepko regularen graf. Ce oznacimo parametre komplementa z n, k, @ in ¢ potem sledi:
a=n—2k—2+c,
k=n—Fk—1
in
c=n—2k+a.

Krepko regularne grafe locujemo na dve skupini: primitivni in neprimitivni krepko
regularni grafi.
Za krepko regularen graf GG pravimo, da je primitiven, ce sta oba grafa, tako prvoten
graf G kot njegov komplement G, povezana. Ce graf ni primitiven, potem mu pravimo,
da je neprimitiven. Obicajno gledamo na neprimitivne grafe kot trivialne in tako bo
tudi v nadaljnji obravnavi.

Spomnimo se Se definicije razdaljne particije:

Definicija 4.1. Naj bo G graf premera oz. diametra d. Za poljubno vozlisée v € V(G)

in poljubno stevilo 7, za katero velja 0 < i < d, definirajmo:
Si(v) ={u € V(G);d(u,v) = i}.

Taki mnozici vozlis¢ pravimo i—ta soseska vozlis¢éa v v grafu G. V primeru, da je
G povezan graf, tvori druzina mnozic Sy(v), S1(v), ..., Sa(v) particijo mnozice vozlis¢
V(G), katero imenujemo tudi razdaljna particija grafa G glede na vozlisce v.
Opomba: Sy(v) = {v} za vsak v € V(G).

V primeru, ko je graf G(n, k; a, ¢)-krepko regularen, potem velja formula (glej Slika
9):

k(k—a—1)=cn—Fk—1). (%)
Lema 4.2. (n, k;a,c)- krepko reqularen graf je neprimitiven < ¢ =k ali ¢ = 0.

Dokaz. Privzemimo najprej, da je G neprimitiven. Torej je bodisi G bodisi G nepove-
zan.

Ce je G nepovezan, potem obstajata vozliséi grafa G, ki nimata skupnih sosedov. Torej
jec=0.

Naj bo sedaj G nepovezan. V grafu G v tem primeru obstajata vozliséi, ki nimata

skupnih sosedov. Torej je ¢ = 0, oziroma n = 2k — a. 1z formule (x) zato sledi, da je

k(k—a—1)=clk—a-1).
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k-a-1

T

N(U) N(U)

Slika 9: Skica dokaza

Cejek—a—1=0, potem je a =k —11in G je poln graf, protislovje.
Torej je k —a—17# 0, in zato k = c.

Privzemimo sedaj, da je ¢ = 0. Potem je ocitno G nepovezan in zato neprimitiven.

Naj bo koncno se ¢ = k. Podobno kot zgoraj ugotovimo, da velja
k(k—a—1)=k(n—k—1),

oziroma
k—a—-—1=n—-—k—-1.

Od tod dobimo n = 2k — a, oziroma ¢ = 0. Sledi, da je G nepovezan. O

Torej v jeziku ekvitabilnih particij smo v dokazu pokazali, da je razdaljna particija

ekvitabilna glede na vsako vozlisce krepko regularnega grafa.

Lema 4.3. Naj bo G krepko reqularen graf z (p+1) vozlisci, kjer je p prastevilo. Potem

je G neprimitiven graf.
Dokaz. 1z formule (%) vemo, da velja:
k(k—1—a)=(p—k)c.

Ce je k = p, potem je G poln graf. Torej je 1 < k < p. Sledi, da je skupni deljitelj od
k in p — k enak 1 in torej k deli c.

Ker je ¢ < k, sledi, da je ¢ = k ali ¢ = 0 in zato je G neprimitiven graf. O
Iz tega dokaza sledi, da je najmanjsi netrivialen krepko regularen graf enak ciklu
petih vozlisc.

Sedaj pa si poglejmo na krepko regularne grafe iz matri¢no-teoreticne perspektive.
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Lema 4.4. Naj bo G graf z matriko sosednosti A, ki ni poln ali prazen. Potem je G
krepko regularen graf natanko tedaj, ko je matrika A? linearna kombinacija A, I in J,
kjer sta I in J identicna matrika ter matrika samih enic, ki sta enake dimenzije kot

matrika A.

Dokaz. ij-to mesto v matriki A? je enako stevilu sprehodov dolZine 2 od vozliéa i do
vozlisca j v grafu G. Ce je G krepko regularen graf, je potem to tevilo enako k, a ali c,
kar pa je odvisno od tega ali sta vozlisci ¢ in 7 enaki, sosednji ali razli¢ni in nesosednji.
Zato:

A2 =kl +aA+c(J—1—A)

Obrat pa je prakti¢no definicija krepke regularnosti. O]

V bistvu je Lema 4.4. zgolj prevod definicije krepko regularnega grafa v matri¢no

teoreticnih terminih, ki pa je zelo uporabna.

Posledica 4.5. Naj bo G (n, k; a,c)—krepko regularen graf.

Ce je A = (a — c)? + 4(k — ¢), potem so lastne vrednosti matrike sosednosti grafa G

a—c—l—\/Z ZTL a—c—\/Z
2 2 .

enake k,

Dokaz. Naj bo A matrika sosednosti grafa G. Ker je graf G k-regularen iz tega sledi,
da je k ena izmed lastnih vrednosti. Pripadajoci lastni vektor je vektor, ki je sestavljen
iz samih enic in ga ponavadi oznac¢imo z j.

Naj bo z lasten vektor matrike A, ki ni veckratnik vektorja j. Ker je matrika A
simetri¢na, je vektor z pravokoten na vektor j. Naj bo © pripadajoca lastna vrednost.

Ce preuredimo enakost iz Leme 4.4. dobimo:
A2 —(a—c)A—(k—co) =cl.

Pomnozimo to enacbo z vektorjem z. Na desni strani dobimo 0, saj je vektor z pravo-

koten na vektor j. Na levi strani pa dobimo:
0%z — (a — )0z — (k —¢)z.

Torej:
(©*—(a—c)®—(k—c))z=0.

Ker je z nenicelen vektor, velja:
0%~ (a—c)®—(k—c)=0.

Torej je
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Vsi povezani krepko regularni grafi imajo diameter enak 2. Iz naslednje leme ter
posledice 4.5 zato sledi, da ima vsak povezan krepko regularen graf natanko tri razlicne

lastne vrednosti.

Lema 4.6. Ce ima graf G diameter enak d, potem ima matrika A(G) vsaj d+1 lastnih

vrednosti.
Dokaz. Naj bodo A, Ao, ..., \, razlicne lastne vrednosti matrike A(G). Oznaéimo
A= A(G).
Potem je:
(A=XMID(A=Xg)---(A—=)\,) =0,
tako da je A™ linearna kombinacija matrik I, A, ..., A"7L,

Oznaka: ij-ti element matrike A™ zapisimo kot (A");;.

Upostevajmo, da je element (A");; neni¢elen natanko tedaj, ko med poljubnima razlicnima
vozlis¢ema 7, j € G obstaja pot dolzine n.

Predpostavimo, da v nasem primeru obstaja pot med poljubnima razlicnima vozlis¢ima
z,y € G katere dolzina je enaka n. Potem je (A"),, =02za0<i<n-—1in (4"),, > 0,
kar pa je protislovje.

Od tod: n > d. O

Lema 4.7. Povezan regularen graf z natanko tremi razlicnimi lastnimi vrednostmi je

krepko reqularen graf.

Dokaz. Naj bo G k—regularen graf z n vozlis¢i. Ker ima natanko tri lastne vrednosti
in ni poln ima (po prejsnji lemi 4.6.) polmer enak 2.
Ker je graf regularen vemo, da je k ena izmed lastnih vrednosti, preostali dve pa

ozna¢imo z © in . Naj bo

p(x) = (= O)(x - ).
Potem je (A — kI)p(A) = 0 in zato stolpci matrike p(A) lezijo v ni¢elnem prostoru
matrike A — kI. Ker je G povezan graf, je k enostavna lastna vrednost od A, zatorej
je nicelen prostor matrike A — kI dimenzije 1. Ker je Aj = kj, je ta nicelen prostor
generiran z j. Posledi¢no so vsi stoplci matrike p(A) veckratniki vektorja j. Matrika
je p(A) simetri¢na in zato je p(A) = ¢J.
Torej pokazali smo, da je matrika A% linearna kombinacija matrik A, I in J in zato (po

Lemi 4.4.) sledi, da je G krepko regularen graf. [

Za konec: krepko regularen graf ni dolocen s parametri n,k,c in a. Dva (ne-
izomorfna) grafa s parametri (16,6;2,2): povezavni graf od Ky 4 (glej Slika 10) in
Shrikhande-jev graf (glej Slika 11).
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Slika 10: Povezavni graf L(K,4).

Slika 11: Shrikhande-jev graf.
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5 Razdaljno - regularni grafi

Po vseh predelanih poglavjih in sedaj, ko smo spoznali vse potrebne termine za obrav-
navo razdaljno - regularnih grafov lahko preidemo tudi k definiciji le-tega.
Vsebina je povzeta po [3].

Kot je bilo ze omenjeno, razdaljo med dvema vozlis¢ema v grafu G oznacujemo z
d(u,v), kjer u,v € V(G). Mnozico vozlisé, ki so od poljubnega vozliséa u v grafu G
oddaljenje za razdaljo r pa bomo oznacevali kot S, (u).

Povezan graf G je razdaljno - regularen graf, ¢e za vsak par vozlis¢ u,v € V(G) in

kateri koli celi stevili ¢ in 7 velja, da je
|Si(u) N.5;(v)]

odvisna samo od razdalje med vozliséi u in v tj. d(u,v).

Mi bomo v nadaljevanju uporabljali pogoj, ki je sicer Sibkejsi pogoj, a zadostuje za
lastnost razdaljne - regularnosti, kjer je j = 1.

Torej: graf G je razdaljno - regularen, ce je za vsaki dve vozlis¢i u in v in poljubno celo
stevilo 4, presek |S;(u) NS1(v)| odvisen samo od d(u, v). 1z le-te sledi, da je G razdaljno
- regularen, natanko tedaj ko je razdaljna particija 7(u) ekvitabilna za vsako vozlisce

u, pripadajocCi parametri te particije pa niso odvisni od izbire vozlisca wu.

5.1 Druzine razdaljno - regularnih grafov

Povezan krepko regularen graf je razdaljno - regularen graf premera 2, torej dobimo
kar nekaj primerov tovrstnih grafov.

Naslednji pomemben razred razdaljno - regularnih grafov so grafi, ki ustrezajo naslednji
trditvi. Taksnim grafom pravimo razdaljno - tranzitivni grafi.

Naj ima graf G naslednjo lastnost.

Za poljubna dva urejena para vozlis¢ (u,u’) in (v,v’) grafa G, za katera velja, da je
d(u,u") = d(v,v’), obstaja tak avtomorfizem grafa G, ki u preslika v v, ter v’ preslika
v v'. Potem je graf G razdaljno-regularen.

V naslednjih podpoglavjih bosta predstavljeni dve druzini razdaljno - regularnih grafov,

to so Johnsonovi grafi J(n, k) in Hammingovi grafi H(n, q) (povzeto po [3]).
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5.1.1 Johnsonovi grafi

Johnsonov graf J(n, k) je graf katerega vozlis¢a so k-podmnozice od mnozice, katere
moc je enaka n in velja:

dve k-podmnorzici sta povezani natanko takrat, ko se sekata v natanko (k—1) elementih.

Slika 12: Johnsonov graf J(5,2)

Slika 12 predstavlja Johnsonov graf, ki je sestavljen iz desetih vozlis¢ in velja, da
sta dve vozlis¢éi sosednji, ¢e se dve podmnozici mnozice iz petih elementov sekata v
natanko enem elementu.
Ena izmed lastnosti tovrstnih grafov je J(n,k) = J(n,n — k) in prav zato ponavadi
predpostavimo, da je k < .
Naslednja zanimivost teh grafov je, da je graf J(n, 2) povezavni graf grafa K, (t.j. poln
graf z n vozlisci, kjer sta vsaki dve vozlis¢i sosednji vozlisci) in je krepko regularen.
Ce se dve k- mnozici sekata v (k — i) elementih, potem lahko pokazemo, da sta le-ti na
razdalji dolzine ¢ v grafu J(n, k).

Od tod je lahko pokazati, da je J(n, k) razdaljno - tranzitiven graf.
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5.1.2 Hammingovi grafi

Hammingovi grafi H(n,q) imajo za mnozico vozlis¢ mnozico vseh n-teric iz abecede
q simbolov. Dve n- terici sta sosednji, natanko tedaj ko se le-ti razlikujeta v natanko
eni koordinatni poziciji.

Ta graf je ubistvu kartezi¢ni produkt n-tih kopij od K,. V primeru da je ¢ = 2, je graf

dvodelen in znan tudi kot n-kocka.

Slika 13: Hammingov graf H(2,3)
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6 Zakljucek

Ugotovili smo, da je snov poglavij zakljuéne naloge tesno povezana in odvisna med
seboj. V samem zacetku so podrobno in na primerih obravnavane ekvitabilne parti-
cije. Poglavje le-teh nas nauci tehnike prepoznavanja lastnosti ekvitabilnosti s pomocjo
grup avtomorfizmov in orbit le-teh. Particije s to lastnostjo smo tudi razdelili v dve
skupini in locili diskretne particije od trivialnih. Tovrstne particije se kaj hitro izkazejo
kot zelo uporabne pri preucevanju in obravnavanju krepko regularnih grafov, saj nam
omogocajo pridobitev informacij o lastnih vrednostih in lastnih vektorjih grafa.

V poglavju krepko regularnih grafov se zacne kazati povezanost tovrstnih grafov in
prej obdelanih particij z razdaljno - regularnimi grafi. Spoznamo tudi razlicne primere
tovrstnih grafov, to so Petersonov graf, popolni dvodelni grafi K, , in njihovi pove-
zavni grafi in med najmanjse pa spada (5,2;0, 1)—krepko regularen graf, za katerega
se izkaze, da je le-ta enak 5b—ciklu. Lo¢imo tudi primitivne krepko regularne grafe od
neprimitivnih in pogledamo na le-te tudi iz matri¢no - teoreticne perspektive, ki nam
omogoc¢i priti do zakljucka, da so vsi povezani krepko regularni grafi premera 2 in imajo
vsaj tri razlicne lastne vrednosti. In ravno ta zakljuc¢ek nam omogoci, da pridemo do
povezave le-teh z razdaljno - regularnimi grafi, saj na krepko regularne grafe lahko
pogledamo tudi kot na razdaljno - regularne grafe premera 2.

Na samem koncu sledi Se splosna definicija razdaljno - regularnih grafov. Tu sta Se na
kratko opisani dve druzini le-teh.

V primeru, da pa bi bralca zanimalo Se kaj ve¢ o le-teh, priporocam knjigo [3].
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