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1 Uvod

V svoji zakljuéni nalogi se bom ukvarjala s problemom igral¢evega bankrota in njego-

vimi posplositvami.

V poglavju 2 se bom posvetila Pascalovemu problemu igral¢evega bankrota. Pokazala
bom, kako je Huygens resil ta problem in kako ga lahko resimo s pomocjo prevedbe na

problem tock. To poglavje je povzeto predvsem po ¢lanku [1].

V poglavju 3 bom pokazala, kako lahko ta problem zapiSemo z uporabo slucajnih
sprehodov, nato pa kako izracunamo pricakovano vrednost dobicka oziroma izgube, ki
jo bo imel igralec ob koncu igre glede na zacetni znesek. Izracunala bom tudi kakSen
je pricakovan cas trajanja take igre, prav tako v odvisnosti od zacetnega zneska. Tudi

to poglavje je povzeto predvsem po ¢lanku [1].

V poglavju 4 bom preucila posplositev problema igralcevega bankrota in sicer se bom
osredotocila na veédimenzionalni problem igralcevega bankrota. ReSitev bom izpeljala
v jeziku markovskih verig in s pomocjo tega zapisala glavni izrek, ki nam bo povedal,
kaksna je verjetnost za zmago, Ce se nas igralec nahaja v nekem stanju (iq,...,iq).
Na koncu bom izpeljala Se dokaz tega izreka. To poglavje je povzeto predvsem po
¢lanku [6].
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2 Pascalov problem igralcevega

bankrota

Problem igraléevega bankrota je ze dolgo poznan problem in sicer ga je leta 1656 za-
stavil Blaise Pascal (1623-1662). Problem je bil ze takrat zelo zanimiv in tudi do danes
se to ni spremenilo, saj se ga lahko prevede na razne igralniske igre, npr. ”craps”in
"blackjack”, poleg tega pa se ga uporablja v biologiji, financah ter na raznih drugih

podrocjih.

Osnovni problem, ki ga je zastavil Pascal, se glasi: Igro igrata dva igralca, igralec
A in igralec B. Vsak od njiju ima ob zacetku 12 kovancev in igrata tako, da meceta tri
kocke. Po vsakem metu pogledata vsoto pik na vseh treh kockah in e je ta enaka 11,
potem da igralec B kovanec igralcu A, v kolikor pa je vsota pik enaka 14, da igralec A
kovanec igralcu B. Ko en igralec prvi zbere vseh 24 kovancev, je zmagovalec in seveda
velja, da je igralec porazenec, ko ostane brez vseh kovancev. Vprasanje je, kaksna je

njuna moznost za zmago.

2.1 Pascalova resitev problema

Pascal je ponudil pravilno reSitev in sicer z izracunom razmerja moznosti za zmago

obeh igralcev.
pa : pp = 150094635296999122 : 129746337890625, (2.1)
kar lahko zapisemo tudi kot
282429536481 : 244140625, (2.2)

pri ¢emer prvi zapis delimo s 3'2. Na Zalost ne vemo, katero metodo je Pascal uporabil,

da je prisel do tega izracuna.

2.2 Huygensova reSitev problema

Definicija 2.1. Ce ti je ponujenih x€ z verjetnostjo p ali y€ verjetnostjo ¢, pri ¢emer

velja p + ¢ = 1, potem je vrednost te ponudbe zate enaka (pr + qy). To se imenuje
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Huygensova definicija vrednosti igre. [1]

2.2.1 Definicija problema igralcevega bankrota in reSitev

Problem: Tokrat imamo problem, ki je zelo podoben osnovnemu problemu, ki ga je
zastavil Pascal. Igralca A in B igrata ve¢ zaporednih iger, ki so med seboj neodvi-
sne. Igralec A zacne z m kovanci, B pa z n kovanci. V vsaki igri igralec A zmaga z
verjetnostjo o in B z verjetnostjo 5. Tako kot prej, zmagovalec vsake posamezne igre
dobi en kovanec od porazenca te igre. V celotni igri zmaga tisti, ki prvi pridobi vseh
m + n kovancev. Zanima nas, kolik$na je verjetnost, da zmaga igralec A in kolik$na,

da zmaga igralec B.

Predpostavljamo, da je a + = 1 in za zacetek predpostavimo, da o # 3, kar nam bo

prislo prav v nadaljevanju.

Preden se posvetimo resitvi problema igral¢evega bankrota, si poglejmo problem tock.

2.3 Prevedba na problem tock

Problem tock je vprasanje, ki je spodbudilo razvoj teorije verjetnosti. Ta problem se
je prvi¢ pisno pojavil leta 1494 v knjigi, ki jo je napisal Luca Pacioli (1447-1517). V
njegovem primeru igralca A in B igrata najve¢ 11 zaporednih poskusov, za nagrado
10 zlatnikov. Na koncu vsakega poskusa eden izmed njiju prejme tocko nasprotnega
igralca. Prvi, ki zbere 6 tock, je zmagovalec celotne igre. Do tezave pride, ko morata
prekiniti igro v trenutku, ko ima A 5 tock in potrebuje le Se eno tocko za zmago, B
pa ima 2 tocki in mu torej do zmage manjkajo Se 4. Vprasanje je, kako naj praviéno

razdelimo nagrado.

V splosnem lahko zapiSsemo naslednji problem: Imamo dva igralca, igralca A in B.
Tekmovanje med njima poteka kot zaporedje med seboj neodvisnih poskusov in na
koncu vsakega poskusa je eden izmed igralcev nagrajen s tocko. Prvi, ki zbere n tock,
je zmagovalec. Iz tega je jasno, da igralec A in igralec B odigrata najve¢ 2n — 1 posku-
sov, saj celotna igra traja najdlje, ¢e oba zmagata (n — 1)-krat in v zadnjem poskusu
eden izmed njiju pridobi Se eno tocko.

Tezava se pojavi, ko je treba igro prekiniti, preden eden izmed njiju zbere vseh n tock.
Recimo, da ima A ze n — a tock in B n — b tock, torej A za zmago v tem trenutku
potrebuje Se a, B pa Se b tock. Vprasanje je, kako naj pravicno razdelimo nagrado v

takem trenutku?
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Problem dolgo ni imel resitve in Sele leta 1654 ga je uspel resiti Blaise Pascal. Problem
je resil na dva razlicna nacina, Se tretji nac¢in kako resiti ta problem, pa je predstavil
Pierre de Fermat (1607-1665).

Dve izmed teh metod temeljita na prestevanju stevila enako verjetnih izidov. Pasca-
lova metoda pa je posebna v tem, da se ne zanaSa na to, da imamo enako verjetne
izide in izhaja iz ideje o vrednosti iz definicije 2.1. Iz tega sledi, da mora biti nagrada
razdeljena proporcionalno z moznostjo, ki bi jo imel posamezen igralec za zmago, v

kolikor bi se igra nadaljevala.

Toc¢na definicija problema tock: Imamo ve¢ zaporednih metov postenega kovanca.
Ce pade cifra, dobi A tocko, ¢e pade grb, dobi B tocko. Igralec A zmaga, ¢e pade a

cifer, prej kot b grbov. Zanima nas verjetnost, da zmaga igralec A.

Oznac¢imo z «(a,b) verjetnost, da zmaga igralec A in z [(a,b) verjetnost, da zmaga
igralec B, pri ¢emer a predstavlja Stevilo cifer, ki jih igralec A Se potrebuje do zmage,
b pa Stevilo grbov, ki morajo Se pasti, da zmaga igralec B.

Recimo, da v prvem metu pade cifra. V tem primeru A potrebuje le Se a — 1 cifer do
zmage, torej je pogojna verjetnost, da zmaga A, ¢e je v prvem metu padla cifra, enaka
ala — 1,b). Obratno, ¢e v prvem metu pade grb, je pogojna verjetnost, da zmaga A

enaka a(a,b — 1). Po pravilu za popolno verjetnost je
1 1
ala,b) = Ea(a —1,0) + §a(a, b—1). (2.3)

To enacbo lahko resimo s pomocjo rekurzije. Vemo, da je za a = 0 in b > 0, zmagovalec

igralec A, ki v tem primeru dobi celotno nagrado. Iz tega sledi:

a(0,b) = 1. (2.4)
Podobno velja, da je za a > 0 in b = 0, zmagovalec igralec B in velja:

a(a,0) = 0. (2.5)
Enacbo (2.3) s pogojema (2.4) in (2.5) lahko resimo s pomocjo Pascalovega trikotnika.

Definicija 2.2. Naj bo c(j, k) = (I) in d(j, k) = (7).

Iz Pascalove identitete sledi:

d(j, k) = (jzk) = <j+]]z_1> + (Jj:;l) —d(j—1,k)+d(j,k—1). (2.6)

Resitev enacbe (2.3) bo povezana z ¢(j + k, k) = d(j, k) = (Jzk) Zapisemo lahko:
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a(a,b) = %u(a, b). (2.7)

Ce enacbo (2.7) vstavimo v enacbo (2.3) dobimo:

u(a,b) =u(a —1,b) + u(a,b —1), (2.8)

in e enacbo (2.7) preuredimo tako, da zapiSemo u(a,b) = 2¢"a(a, b), dobimo iz (2.4)

in (2.5) pogoja:

u(0,b) = 2° (2.9)
in

u(a,0) = 0. (2.10)
Obstaja veliko nacinov, kako lahko resimo enacbo (2.8) s pogojema (2.9) in (2.10).

Ko je Pascal prisel do teh enach, je ze imel resitev, ki jo je pridobil po drugi metodi in

je s to metodo le preveril, da res velja:

u(a, b) :22 (aJFZ_l), (2.11)

iz esar zaradi enacbe (2.7) sledi:

b—1

ala,b) = ﬁz (a +Z_ 1). (2.12)

k=0
Pascal je potreboval priblizno dva tedna, da je prisel do tega rezultata in ko ga je
pridobil, je ugotovil, da lahko to prevede na ve¢ drugih problemov. Najbolj znan med

njimi je ”Problem igral¢evega bankrota”in sedaj si lahko pogledamo resitev le tega.

2.4 Problem igralcevega bankrota

Predpostavimo, da imamo ponovno dva igralca, igralca A in B, ter da imata skupaj
m-+n zetonov. Najima v danem trenutku igralec A a zetonov, torej jih ima B n+m—a.
Oznac¢imo moznosti igralca A za zmago v tem trenutku z v(a). Podobno kot v problemu
tock, v primeru da A zmaga naslednjo igro, so njegove moznosti za zmago v(a + 1), ¢e

jo izgubi pa v(a — 1). Po pravilu za popolno verjetnost lahko ponovno zapisemo:

v(a) = av(a+1) + Pv(a — 1), (2.13)

pri cemer veljata pogoja:
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v(m+n)=1 (2.14)

in
v(0) = 0. (2.15)

Enacbo (2.13) bomo resili z uporabo diferen¢nih enacb.

2.4.1 Resitev z uporabo diferenc¢nih enacb
Naslednje definicije povzamemo po [1] in [3].

Definicija 2.3. Ce velja &, x = f(Z, Zyq1, - ., Trgk_1), kjer je 7 > 0, re¢emo, da to

zaporedje zadosca rekurzijski zvezi.

Definicija 2.4. Ce je funkcija f v definiciji 2.3 linearna, potem recemo, da je to
diferen¢na enacba reda k in zapiSemo x,, = aor, + a12,q1 + - + a1 51 + g(7),

kjer je ag # 0 in g(r) je konstanta.

Definicija 2.5. Ce je v definiciji 2.4 g(r) = 0, potem rec¢emo, da imamo homogeno

diferencno enacbo in zapiSemo x, = agT, + a1 X471 + -+ Q1T 151, Kjer je ag # 0.

2.4.1.1 Resitev diferenc¢ne enacbe drugega reda v sploSnem

Definicija 2.6. Vse mozne resitve diferencne enacbe tvorijo splosno resitev diferencne

enacbe, vsaka posamezna resitev pa je partikularna resitev te diferencne enacbe. [3]

Povzemimo dejstva o diferen¢nih enacbah po [3].

Naj bo:
Tpyo = oTr + a1Tr1 +g(r); 7 2>0 (2.16)

in naj bo:

7(r+2) =aor(r) + am(r+1) + g(r). (2.17)

Predpostavimo, da sta A; in Ay resitvi enacbe 22 = ay + a1z. Potem so vse resitve

(2.16) oblike:

A e\ 4+ 7(r): Mg # Ao,
Ntk m(r); M # Ao (2.18)

(c1 4+ com)A] +7(r); A = Ay,

kjer sta ¢; in ¢o konstanti, 7(r) pa je partikularna resitev. Tako ¢; in ¢y kot tudi Ay in

Ao so lahko kompleksna stevila.
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2.4.1.2 ResSitev naSe diferen¢ne enacbe

Resitev enacbe (2.13) ima obliko v(a) = c1 A 4+ A3, kjer sta ¢; in ¢, konstanti in A\
in \y resitvi enacbe az? —x + B = 0.

Resitvi enacbe sta Ay = 11in Ay = g # 1, ker predpostavljamo, da je o # 5.

Z uporabo robnih pogojev (2.14) in (2.15) izra¢unamo konstanti ¢; in ¢y iz ¢esar sledi,

da je resitev enacbe (2.13) enaka:

- (@)
vla) = —2—. 2.19
Vemo, da je g # 1, saj smo to predpostavili ze v poglavju 2.2.1.
V primeru, ko je o = 3, enac¢bo (2.13) lahko zapisemo kot:
1 1
v(a) = zv(a+ 1)+ zv(a—1). (2.20)

2 2
Resitev enacbe (2.20) je oblike v(a) = ¢ + coa, za katerikoli konstanti ¢; in co. Z
uporabo robnih pogojev (2.14) in (2.15) izracunamo konstanti ¢; in ¢y, iz ¢esar sledi,
da je resitev enacbe (2.20) oz. (2.13) enaka:

v(a) = (2.21)
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3 Sluc¢ajni sprehod, pricakovan
dobicek in pricakovan cas trajanja

igre

3.1 Formulacija problema v jeziku sluc¢ajnih spre-
hodov

Imamo igralca, ki lahko pridobi ali izgubi en Zeton, s pripadajoc¢ima verjetnostma p in q.
Ta igralec naj ima ob zacetku igre z zZetonov, njegov nasprotnik pa a — z. Igra se tako
kot v prejsnjih primerih zakljuci, ko ima eden izmed igralcev vseh a Zetonov, drugi
pa nima ve¢ nobenega. Zanima nas verjetnost igralcevega bankrota in verjetnostna

porazdelitev trajanja igre. To je klasicni problem igralcevega bankrota.

Definicija 3.1. Slucajni sprehod je zaporedje slucajnih spremenljivk .S, = Zzzl Tk,

kjer so z1, ..., x, neodvisne in enako porazdeljene. [§]

Problem igral¢evega bankrota je mozno formulirati v jeziku slucajnega sprehoda.

Predstavljajmo si, da imamo tocko oziroma delec na z-osi, ki je ob zacetku igre v z. V
vsaki enoti casa se premakne desno ali levo po x-osi glede na to, ali gre za zmago ali za
poraz. Polozaj te tocke po n korakih predstavlja igralcevo premozenje po n poskusih.
V tem primeru je gibanje tocke slucajni sprehod z dvema absorbirajocima stanjema a

i 0.

Definicija 3.2. Imamo enostaven sluc¢ajen sprehod S, na mnozici Z¢. Vrnitev v iz-

hodisce se pojavi, ko je S, enak 0, za nek n vecji od 0. [4]

Ce gledamo slu¢ajni sprehod v limitnem primeru, ko a — oo, dobimo slu¢ajni sprehod
na pol-neskon¢nem intervalu. Delec, ki zacne v z > 0, predstavlja slucajni sprehod vse
do trenutka, ko prvi¢ doseze izhodisée. Ce problem formuliramo na ta naéin, opazimo,

da gre za problem prvega obiska.

Mozna posplositev splosnega problema je, da absorbirajoc¢e stanje zamenjamo z od-

sevnim stanjem ali z elasticnim stanjem. Odsevno stanje si lahko predstavljamo tako,
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da imamo sluc¢ajen sprehod na konéni mnozici tock in kadarkoli delec pride v tocko
1, lahko gre z verjetnostjo p v 2, ali pa z verjetnostjo ¢ ostane v tocki 1. Tako ab-
sorbirajoce stanje kot tudi odsevno stanje sta posebna primera elasticnega stanja, ki
predstavlja to, da ko je delec v tocki 1, se z verjetnostjo p premakne v tocko 2, z ver-
jetnostjo dq ostane v 1 in z verjetnostjo (1 — §)g se premakne v absorbirajoce stanje 0.

Vecji kot je d, vecja je verjetnost, da se bo igra nadaljevala.

3.2 Klasi¢ni problem bankrota

Ukvarjali se bomo s problemom, ki je definiran na zacetku poglavja 3.1. Naj bo ¢, ver-
jetnost, da igralec bankrotira in p, verjetnost, da zmaga, pri danem zacetnem stanju
z. To lahko prevedemo na zapis iz poglavja 3.1 in dobimo sluc¢ajni sprehod, v katerem
je p. oz. q, verjetnost, da je delec, ki zacne v z, ”absorbiran”v stanje a oz. 0.

Ker je p, + q. = 1, se bo igra neko¢ gotovo koncala.
Kot Ze v poglavju 2.3, je igralcevo premozenje po eni igri enako z + 1 ali z — 1. Tore;j:

¢ = DLt + qG2-1, (3.1)

kjer je z € {1,2,...,a — 1}, p je verjetnost, da zmaga v prvi igri in ¢ je verjetnost, da

v prvi igri izgubi. Pri tem veljata pogoja:
g =1 (3.2)

in
Ga = 0. (33)

Dobimo torej diferenc¢no enacbo, ki jo lahko resimo po standardni poti.

Za zacetek predpostavimo, da je p # q.

Ce v enachi (3.1) zamenjamo ¢, z \*, delimo z najmanjso potenco A in resimo kvadra-

tno enacbo, dobimo resitvi ¢, = 1 in ¢, = %.

Iz tega sledi, da so vse resitve oblike:

var() »

Ce vstavimo pogoja (3.2) in (3.3) v enacbo (3.4), dobimo enacbi 1 = A+ B in 0 =
A+ B(%)“. Iz teh dveh enacb poracunamo konstanti A in B, ter dobimo resitev
diferen¢ne enacbe (3.1), ki je:

(3.5)
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Ce zelimo dokazati, da je enacba (3.4) iskana verjetnost bankrota, moramo pokazati Se,
da je resitev enoli¢no dolo¢ena. To sledi, saj sta glede na podano resitev (3.1) konstanti
A in B izbrani tako, da (3.4) velja za z = 0 in z = 1. Vemo, da sta dve resitvi, ki

zadoscata z = 0 in z = 1 identicni in da je vsaka resitev te oblike.

V zacetku poglavja 3.2 smo privzeli, da je p # ¢, sedaj pa si moramo pogledati Se

primer, ko sta p in ¢ enaka.

V tem primeru sta nasi partikularni resitvi ¢, = 1 in ¢, = % enaki in je torej enacha

(3.5) nesmiselna. Pri resevanju diferen¢ne enacbe (3.1) dobimo resitev A\; o = 1, torej je

splosna resitev enaka (A 4+ Bz) in ko uporabimo pogoja (3.2) in (3.3), dobimo resitev:
z

L =1-=. 3.6
q p (3.6)

V kolikor imamo igralca, ki igra proti nasprotniku, ki je neskoné¢no bogat in je vedno
pripravljen igrati in ¢e nas igralec zacne z z Zetoni, potem je verjetnost, da nas igralec
izgubi, enaka ¢,, da zmaga pa 1 — ¢,. Pri tem se nas igralec odloc¢i, da bo igral dokler
ne izgubi vseh Zetonov oz. dokler ne pride do premozenja a. Ker po predpostavki iz
zacetka poglavja 3.2 velja, da je ¢, + (1 — ¢.) = q. + p. = 1, se bo igra nekoé¢ gotovo

koncala.

3.3 Pricakovana vrednost dobicka oziroma izgube

Dobicek oz. izguba nasega igralca ob koncu igre je slucajna spremenljivka, ki jo bomo
oznacevali z GG. Zavzela bo vrednost a — z z verjetnostjo 1 — ¢, in vrednost —z z
verjetnostjo q..

Ker bo igralec igral, dokler ne izgubi vsega ali pa dokler ne doseze premozenja a, sta
to edini mozni vrednosti, ki ju lahko zavzame slucajna spremenljivka G. Z uporabo
formule za pricakovano vrednost diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk dobimo naslednjo

enacbo:

E(G)=a(l —q.) — 2. (3.7)
Pri tem velja, da je F(G) = 0 natanko tedaj, ko je p = ¢. V tem primeru recemo, da

je igra poStena.

Ce ima igralec zacetno vsoto denarja z, pri ¢emer je z neko veliko Stevilo, potem

je velika verjetnost, da bo prej zasluzil majhen znesek a — z, kot pa bankrotiral.

Primer 3.3. Recimo najprej, da je p = ¢. V tem primeru torej uporabimo formulo

(3.6). Naj bo z = 3100 in a = 3101. Iz tega sledi, da je ¢. = 557. Torej je verjetnost,

. . - . . 3100 ~_
da bo igralec prej zasluzil 1 enoto denarja kot bankrotiral £77 ~ 1.
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Primer 3.4. Recimo, da je sedaj p # ¢ in sicer p = 0.4 in ¢ = 0.6, pri ¢emer ostaneta
z in a enaka kot v primeru 3.3. Sedaj uporabimo enacbo 3.4 in dobimo ¢, ~ %, torej je

verjetnost, da bo igralec prej zasluzil eno enoto denarja kot pa bankrotiral, priblizno
2

3

3.3.1 Limitni primer

V limitnem primeru imamo a = oo. To v problemu bankrota predstavlja igro proti

neskonéno bogatemu igralcu. Ce posljemo torej a — oo, iz enach (3.5) in (3.6) dobimo:

L p<gq
(1) p>aq
V tem primeru torej ¢, predstavlja verjetnost, da bo igralec izgubil vse svoje premozenje,

ki je na zacetku enako z, v igri proti neskon¢no bogatemu nasprotniku.

3.4 Pricakovan cas trajanja igre
Se vedno se ukvarjamo s problemom igraléevega bankrota, ki je definiran na zacetku
poglavja 3.1.

Opomba 3.5. Oznacimo dogodek, da pade m +n grbov zapored z Y. Potem je E(Y) <
oo in ¢as nase igre je manjsi ali kve¢jemu enak Y, torej bo pricakovan cas trajanja igre

koncen.

Po opombi 3.5 lahko predpostavimo, da je pricakovan cas igre kon¢en in ga oznacimo
z D,. Ce po prvem poskusu igralec zmaga, potem je pricakovan ¢as igre pogojno na

zmago v prvem poskusu enak D,,; + 1. Dobimo nehomogeno diferen¢no enacbo:

Dz = pDz—H —|— qu—l —|— 1, (39)

kjer je 0 < z < a. Nasa pogoja sta:

Dy=0 (3.10)
n
D,=0, (3.11)

saj v primeru, ko nimamo nicesar ali pa ze imamo znesek, ki ga zelimo imeti na koncu,

igre ni, oziroma je njen cas trajanja enak 0.

Predpostavimo najprej, da je p # ¢q. Dobimo resitev linearne nehomogene diferenéne
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enacbe D, = = Razlika, ki jo oznatimo z 4, katerikoli dveh resitev (3.9), ustreza

enacbi 0, = pd.,1 + ¢d._1 in vemo, da so vse resitve te enacbe oblike A + B(%)z, torej

so vse resitve enacbe (3.9):

T L A+B <Q> . (3.12)
q—7p p
Iz pogojev (3.10) in (3.11) sledi:
. 7\" a
A+ B=0in A—i—B(—) =— : (3.13)
P q—7p

iz Cesar sledi: |- (1)

D, = = a4 p (3.14)

Cq-p g-pl—(H
Sedaj pa predpostavimo Se, da je ¢ = p. V tem primeru je resitev enacbe (3.9) enaka
—2%. Vse resitve enacbe (3.9) so tedaj oblike D, = —2? + A + Bz. Z uporabo pogojev
(3.10) in (3.11) pridemo do koncne resitve:

D, = z(a—2). (3.15)

Primer 3.6. Sedaj ko imamo enacbi, s katerimi lahko izracunamo pricakovan cas
trajanja igre, si lahko za lazjo predstavo pogledamo se stevilski primer. Recimo, da
imamo dva igralca in naj ima vsak 100€. Dolzino igre lahko izracunamo kot

D1go = 100 x (200 — 100) = 100 x 100 = 10000. Torej bo potrebnih 10000 poskusov,

da bo eden izmed njiju bankrotiral.

3.4.1 Limitni primer

Podobno kot v poglavju 3.3.1 lahko predpostavljamo, da igralec igra proti neskonéno

bogatemu nasprotniku, tj. a — oo. Tedaj je:

00; ¢ < p,

D. = i=r (3.16)
—£_. gicer.

q—p
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4 Posplositev problema igralcevega

bankrota

Obstaja veliko posplositev problema igralcevega bankrota, na primer za enega ali vec¢
igralcev, za neskon¢no vsoto denarja, ter za verjetnost zmage posameznega igralca
glede na to, kolikSna je njegova zacetna koli¢ina denarja. V tem poglavju se bomo
osredotocili na ve¢dimenzionalno posplositev problema igraléevega bankrota. [6]

Gre za igro enega igralca proti d igralcem. Zanimala nas bo verjetnost zmage in poraza
v odvisnosti od sedanjega premozenja s posameznim igralcem, pri ¢emer dovoljujemo

tudi izenacenje.

4.1 Vecdimenzionalni problem igralcevega bankrota

V enodimenzionalnem problemu igral¢evega bankrota imamo dva igralca s skupnim
zneskom N. Na zacetku ima eden izmed njiju k, drugi pa N — k kovancev. Na vsakem
koraku vrzeta kovanec, ki ni nujno posten, in eden izmed njiju pridobi kovanec od soi-

gralca. Igre je konec, ko eden izmed igralcev ostane brez vseh kovancev.

Igro bomo posplosili na naslednji nac¢in: Imamo enega igralca, ki igra proti d > 1
igralcem. Zacetna stanja nasega igralca so (i1, 2, ...,%q), pri Cemer velja 0 < i; < Nj,
kjer j = 1,2,...d, torej ima lahko nas igralec proti igralcu j najmanj 0 kovancev in
najvec¢ N; kovancev, kar je skupni znesek, ki ga imata s tem igralcem. Seveda mora
veljati, da je N; > 1. Stanja nasih soigralcev so (N7 — i1, Ny —ig, ..., Ny — ig).

Z verjetnostjo p;(i;) dobimo en kovanec od igralca j in z verjetnostjo ¢;(i;) izgu-
bimo en kovanec proti igralcu j. Ker dovoljujemo tudi izenacenje, se z verjetnostjo
1 — 370 (pi(ix) + gi(ix)) ne zgodi nic.

Igralca j dokonc¢no premagamo, ko velja 7; = N;. V tem primeru z njim ne igramo vec.
Celotno igro izgubimo, ¢e izgubimo proti enemu ali ve¢ igralcem, torej ko je i; = 0
za nek j € {1,2,...,d}. Iz tega sledi, da ¢e imamo ze ob zacetku igre ¢; = 0 za nek
j€{1,2,...,d}, potem smo igro ze izgubili in je verjetnost zmage enaka 0. Zato lahko

zaCetna stanja nasega igralca omejimo tako, da veljal <i; < N; zanek j =1,2,...,d.
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4.1.1 Izpeljava glavnega izreka s pomoc¢jo markovskih verig

Definicija 4.1. Re¢emo, da je zaporedje (z,,),>0 markovska veriga z zacetno porazde-

litvijo A in prehodno matriko P , ¢e za vse n > 0 in i, 21, ...,4,11 € I velja:
1. P(JIQ = ZQ) = )\i70
2. P(xn+1 = in+1|$0 = io, N ’ln) = P(.ZCTL+1 = in+1 Tpn = Zn) = pin’in+17

kjer je I mnozica stanj markovske verige. [13]
Povzemimo dejstva o markovskih verigah po [13].

Igro bomo zapisali kot markovsko verigo Z’ z dvema absorbirajo¢ima stanjema. Mnozica
stanj je 8" = {(i1,...,4q) : 1 <i; < N;,1 <j <d}U{—o0}, kjer —oo pomeni, da smo
izgubili oziroma bankrotirali.

Predpostavimo, da za vse i; € {1,...,N; — 1}, kjer j = 1,...,d, velja p;(i;) > 0 in
¢;(i;) > 0, torej je verjetnost za zmago in poraz vedno pozitivna, e se ne nahajamo v
enem izmed absorbirajocih stanj. Poleg tega velja Zizl(pk(ik) + qr(ix)) < 1.

Veéasih bomo pisali (i), ...,i,) = —oo, kar predstavlja nabor stanj nasega premozenja
proti ostalim igralcem, ko izgubimo proti vsaj enemu. Velja torej, da je vsaj ena kom-

ponenta izmed {7}, ...,,} enaka 0.

Prehodne verjetnosti nase markovske verige so torej:

(3(i)); {4 Ly =ik £,
q;(15); iy =i — 1, = ir, k # j,
PL((i1,. .., iq), (11, ... ,iy)) = > =1 45(1); (i), ..., iy) = —00,
L= 320 (i) + qelin)); ;=151 < j < d,
| L; (i1, ... ig) = (i, ... i,) = —oo0.
(4.1)
Ta veriga ima torej dve absorbirajoci stanji: (Ny, ..., Ny), kjer zmagamo in —oo, kjer
izgubimo.
Podali bomo formule za verjetnost zmage, ¢e se nahajamo v nekem stanju (iq,. .., 1),
t].
p((i1, - ia)) = P(Tivy, v < TooolZo = (i, - - - ,i4)), (4.2)

kjer 7, :=inf{n >0: 7, =e}.

Torej 7, predstavlja ¢as, ko smo prvi¢ v stanju e. Iz tega sledi, da je verjetnost, da
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bomo zmagali enaka verjetnosti, da pridemo prej v absorbirajoce stanje (Ny, ..., Ny),

kot pa v absorbirajoce stanje —oo. Glavni rezultat je:

Izrek 4.2. Predpostavimo, da imamo posplosen problem igralcevega bankrota, ki smo

ga opisalt v poglavju 4.1. Potem je verjetnost za zmago, ce se nahajamo v stanju

I (ShA TS (56))
I, <Zn]71 I (Zg”)

Izrek 4.2 lahko posplosimo na razlicne primere in ga tako poenostavimo.

(11,...,1q) enaka:

(4.3)

I Recimo, da smo premagali ze vse nasprotnike, le nasprotnika j Se ne. V tem

primeru je verjetnost zmage enaka:

a;(r)
p((N1,...,Nj_1,i5, Njy1,... Ng))) = E?D _ - EZJ T;>> (4.4)

IT Ce pri I dodamo pogoja p;(r) = p,q;(r) = g, kjer r = 1,..., N;, potem dobimo
formulo za izracun verjetnosti zmage v klasicnem problemu igralcevega bankrota,
kjer dovoljujemo izenacenja. Nas dodatni pogoj pomeni, da od igralca j vedno z
verjetnostjo p dobimo en kovanec in z verjetnostjo ¢ enega izgubimo, ne glede na
to, kaksno je naSe trenutno stanje proti temu igralcu. Sledi formula:

. n—1
ij q 1-(2)"
. n:1<5> qN7p3AQ7
p((Nla"'7Nj—17Zj7Nj+17"'Nd)):—Tb_l: = ( ) (45)
N; .
> ot <]%> ﬁ; sicer.
J

IIT Predpostavimo sedaj, da za vse j = 1,...,d velja p;(r) = p;,q;(r) = ¢;, kjer
r =1,...,N;. Ta pogoj pomeni, da od vsakega igralca s konstanto verjetnostjo
p; pridobimo en kovanec in s konstantno verjetnostjo ¢; izgubimo en kovanec, ne

glede na to, kaksno je naSe zacetno stanje proti temu igralcu. Definirajmo:

1) j j 9
5, PTG (4.6)
0; sicer.

Potem velja:

d 1 — (%)% i
p((i,..ia) =[] { (%) Sj+ (1= Sj)}7 (4.7)

kar je vecdimenzionalna posplositev klasicnega problema igral¢evega bankrota.
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4.1.2 Sigmundova dualiteta in antidualiteta

V nadaljevanju bomo za dokaz izreka 4.2 potrebovali Sigmundovo dualiteto. Posvetili

se bomo obstoju Sigmundovega duala in verjetnostim absorpcije.

Definicija 4.3. Naj bo X diskretna markovska veriga s prehodno matriko Py in
kon¢no mnozico stanj S = {s1,...,su}, ki je delno urejena z <, pri Cemer sta mini-
malni element s; in maksimalni element s,; enolicna. Predpostavimo Se, da je neraz-
cepna in ima invariantno porazdelitev 7.

Za A C S definirajmo Px(s, A) := > s, Px(s,s), kar pomeni, da je verjetnost, da
pridemo iz stanja s € S v katerokoli stanje, ki lezi v podmnozici A, enaka vsoti verjetno-
sti, da pridemo iz stanja s € S v posamezno stanje s € A, za vse mozne s € A. Defi-
nirajmo Se m(A) := >, m(s) ter {s}T:={s' € S:5< s}, {s}:={s €5:5 <s}
in 6(s,s’) = 1(s,s’). Recemo, da je markovska veriga Z, s prehodno matriko Py,

Sigmundov dual za X, ¢e za vsak n > 1 velja:
V(si,8; €5) in V(n >0) velja P%(si,{s;}") = Ph(s;,{s:}"). (4.8)

Definicija 4.4. Kvadratno matriko P imenujemo pod-stohasticna matrika, ¢e izpol-

njuje pogoja:
1. pi;>0zaVijel
2. Z?:l Dij <1za VZ,
kjer je I mnozica stanj markovske verige. [2]
Dodali bomo absorbirajoce stanje in sicer —oo. Oznacimo dobljeno matriko s P,

in definirajmo P/ (sj,—00) = 1 = > P,(sj,8:), Pz(—00,8;) = d(—00,s;) in

P, (s,s5) = Py(s,ss) sicer.
Iz encbe (4.8) sledi, da je sp; absorbirajoce stanje, torej ima Z' dve absorbirajo¢i
stanji. Ce izra¢unamo limito enacbe (4.8), ko n — 0o, dobimo:

m({s;}) = lim Pli(s;, {s:}) = P(ry, < 7o | % = 5,), (4.9)

. . !
kjer 7, = inf{n : Z, = s}.
Na ta nacin je invarianta porazdelitev nerazcepne markovske verige povezana z verje-

tnostmi absorpcije Sigmundovega duala.

Za delno urejenost < definirajmo matriko C(s,s’) = 1(s < s'). Zaradi Mobiusove

inverzne formule je taka matrika vedno obrnljiva [11] in njen inverz C~' oznacimo z g,
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imenujemo pa ga Mobiusova funkcija urejenosti <.

Enacbo (4.8) lahko za n = 1 zapisemo kot:
PxC =CP}. (4.10)

Definicija 4.5. Markovska veriga X s prehodno matriko P je Mobiusovo | monotona
(pisemo X € M%), ¢e je C™*PC > 0, kar pomeni, da so vsi elementi matrike nenega-
tivni. Veriga je Mobiusovo 1 monotona (pisemo X € M), ¢e je (CT)'PC” > 0. [7]

Lema 4.6. Za dano delno urejenost <, Sigmundova dualna veriga obstaja <= X je
Mobiusovo monotona. V tem primeru ima Sigmundov dual za S" = S U {oco} prehode

zunaj stanja —oo, podane s:
P, =(C'PxC). (4.11)

Naravni proces je, da za iskanje invariante porazdelitve markovske verige X, izracunamo
Sigmundov dual in potem verjetnost, da bo neko¢ absorbiran v sy;.

Vendar lahko ta proces obrnemo in zaénemo z verigo Z z dvema absorbirajocima
stanjema. V enem absorbirajocem stanju izgubimo, v drugem pa zmagamo. Recimo,
da je mnozica stanj te markovske verige " = {—oco} U {sy,..., sy} z absorbirajo¢ima
stanjema —oo in sy;. Oznacimo S := {s1,..., Sy}

V tem primeru imamo naslednji proces:

1. Odstranimo stanje —oo in pridobimo pod-stohasti¢no matriko P .

2. Naredimo nekaj delnega urejanja < izrazenega z matriko C, tako da je s/

enolicen maksimalen element.

3. Izra¢unamo prehode Sigmundove antidualne verige X z uporabo enacbe (4.10),

tako da izracunamo Py = CPLC™'.

4. Ce ima dobljena matrika Py invariantno mero 7 tako, da je za Vs € S
lim,, s P%(s,-) = m(-), potem lahko izracunamo verjetnosti absorpcije verige Z’
z uporabo enacbe (4.9). Ce je Px stohastiéna matrika, potem je 7 invarianta

porazdelitev verige, povezane s to matriko.

Trditev 4.7. Naj bo Z' markovska veriga s prehodno matriko P, na mnoZici stanj
S ={-o0c}U{s1,...,smu} = {—o0} US, z dvema absorbirajo¢ima stanjema —oo in
Syr. Recimo, da imamo neko matriko Py, ki je enaka matriki P, , le da j7i odstranimo
vrstico in stolpec, ki se navezujeta na stanje —oo. Fiksiramo neko delno urejanje < na
mnoZzici stanj S, izraZeno z matriko C, t.d. je sy; enolicen maksimalen element.
Lzracunamo:

Py =CPLC™. (4.12)
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Za dobljeno matriko Px velja: Vs € S je ) Px(s,s5) = 1.

Predpostavimo, da obstaja invarianta mera m, ki izpolnjuje pogoja:

s0€S

1. Vsy € S je lim, oo P%(82,8) = 7(s)

2. Y sesm(s) =1
Potem sledi: p(s') := P(7s,, < T_0o|Zy=8) = n({s'}}).

Opomba 4.8. Ce je dobljena matrika Px v enacbi (4.12) stohasti¢na matrika nerazcepne
markovske verige X, potem je 7 njena invarianta porazdelitev. Se veé, je Mobiusovo

monotona glede na <.

Opomba 4.9. Ce ima dobljena matrika Px negativne elemente, potem ne predstavlja

pravih verjetnosti.

Dokaz. Glavna ideja dokaza trditve 4.7 je bila podana ze pred trditvijo, pri njeni izpe-

ljavi. Edina stvar, ki jo Se moramo razjasniti je, da za vse s velja > Px(s, s)=1.

Y Px(s,s)=) (CP,C" ZZ (CPY)(s,8,)C  (s5,8). (4.13)

/

(CP%)(s, sy) ZC s, 83)P(s3,82) ZC(S,Sg)Pz(SQ,Sg)

S3

— Z Py(sy,85) = Py(sy, {s}).

83>8

(4.14)

Iz tega sledi:

ZPX s, s ZZPZ 32,{3} (82,8 Z,u Sy, 8 )ZPZ(SQ,{S}T)

s’ 82 (4.15)
u = Pz(sa, {s}") = 1.
Pri (*) smo uporabili dejstvo, da za vsako delno urejenost z enolicnim maksimalnim

elementom sj;;, Mobiusova funkcija izpolnjuje pogoj: Vs € S je zs]_ C (s, s) =
1(s = sy). O
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Primer 4.10. Ogledali si bomo primer macke, ki lovi mis, ki lovi sir. Nas primer ima
pet stanj.

Radoziva mis se premika po labirintu sob. Ce je v ¢asu n v sobi, ki ima k sosednjih sob,
bo v ¢asu n + 1 v eni izmed teh k sob. Vsako od sob izbere naklju¢no z verjetnostjo
%. Lena macka pa ostaja ves cas v isti sobi, kjer ¢aka na mis. Prav tako je tudi koscek
sira vedno v istem prostoru.

Ce mis vstopi v sobo, v kateri se nahaja macka, jo bo ta pojedla in igre bo konec. Igra
se konca tudi v primeru, ko pride mis do sira.

Zanima nas verjetnost, da bo mis prej pojedla sir kot prisla do macke, ce se na zacetku

nahaja v sobi 1, macka in sir pa se nahajata v sobah 3 in 57 Glej Sliko 1.

CAT

MOUSE CHEESE

Slika 1: Labirint sob: macka, mis in sir.

Pigemo lahko S" = {3} U {1,2,4, 5}, kjer je 3 absorbirajoce stanje in

0o Lo Lo
2 2
Lol 0 03 50 1111
2 2 L9000 010 1
Pr=]0 0 1O 0LPr= 1y g 1 =1y g1 1]

1 g 1 o1 3 3

3 3 3 00 0 1 0001
0 0 0 0 1

5

[\V]

/N
NS

W

—_

, (4.16)
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kjer je P, originalna prehodna matrika igre Macka, ki lovi mis, ki lovi sir, P je
prehodna matrika, ki ji odstranimo stolpec in vrstico, ki se nanasata na absorbirajoce
stanje 3 in matrika C' predstavlja delno urejenost.

Graf pod enacbo (4.16) pa predstavlja Hessejev diagram, kjer je 5 maksimalen element,
1 pa minimalen element.

Izracunati zelimo p(j) = P(75 < 13|20 = j), j = 1,2,4, 5.

Z uporabo enacbe (4.12) dobimo:

1 1 5
L =3 =3 %
i 1 _1 7
Px=CPyC™'= |2 2 0 St (n(1),7(2),7(4),7(5) = (3, 1.7, 3)
2 2 6 6
1 2
00 3 3

Iz enacbe (4.9) dobimo: (p(1), p(2), p(4), p(5)) = (3,1, 2,1).

4.1.3 Dokaz glavnega izreka

Lema 4.11. Naj bo P x @) direkten produkt koncnih delno urejenih mnoZic P in Q).

Potem je Mobiusova funkcija P x () dana z enacbo:

p((z,y), (u,0)) = plx, u)uly, v), (4.17)
kjer sta x,u € P in y,v € Q. [9]
Sedaj moramo dokazati izrek 4.2.

Dokaz. Matriki P, iz enacbe (4.1) odstranimo stanje —oo in dobimo matriko Pz na
mnozici stanj S = {1,2,..., N1} x - x {1,2,..., Ng}.

<o

p;i(i3); i =i+ 10, = ix, k # J,
PZ((ilw"7id)>(il17""i;l)): Qj(ij>; ?:':ij_17i;§:ik7k#j7
I ZZ:1(M(%) +aqi(ix)); o, =1;,1<j<d.

s~ S~

<

~ . . . “ . . . ./ - . . .
Recemo, da so koordinate urejene in oznacimo (iy, . .., iq) < (i, ... ,i4), Ce veljai; <,

kjer j = 1,...,d. Stanje sp; := (Ny,..., Ny) je enolicno maksimalno stanje.

Direktno iz leme 4.11 lahko najdemo Mobiusovo funkcijo, ki ustreza dani matriki:

—1)Tiay oy €{0,1} 0+ <N =14,
/,L((i]_7 e 7id)7 (i]_+7n]_, e ,/L.d—i-rd)) = ( ) J { } J J J
0; sicer.
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’

Px((iv, ..., iq), (iy, ... i) = CPLC™ (i1, ... iq), (iy, ..., 1iy) =
= ST w(® i), G i) PGP, D) (i)} ).

Naj bo e; = (0,...0,1,0,...,0), kjer imamo 1 na mestu j. Lo¢imo naslednje primere:

I Naj bo (iy,...,i;) = (i1,...,i4) — €;. Potem imamo:

’ /

Py((i, ... iq), (i), ... iy)) =
_ 3 p((@P i) (i, ig) — e) P (G i) (G, i)}

(1(12) ..... < (4., iq)—e;
®) u((in, - ig) — €5, (in, .-y ia) — €)Pg((in, .. - yia) — €5, {(i1, ..., iq)}")
(2 (2N (s ; iy o . ‘
N Z M((Zg)’..‘,Z&))’<Zl,...,’ld)—ej)Pz((Zg)’...722))?{<Zla..-7zd)}T)
(42, D) <tir i)

- 1'PZ<(2'15'--77’.d)_ej7<i1""7id))+oij(ij_1)'

Pri (*) smo vsoto razdelili na dva dela. Na del ko je (ig), . ,iéz)) = (i1,...,%a)—¢€;j

in del ko je (i?,... i) < (i1, ... ,iq) — €;.

IT Naj bo (iy,...,iy) = (i1,...,i4) + €;. Potem imamo:

Px((i1,. -y 1q), (i1, ..., 1g)) =
= > p(@ D) (i ia) + )P (DD (i)}

= u((zl, Ce ,id) + €j, (il, Ce ,id) + ej)Pz((il, C ,id) -+ €j, {(il, Ce ,id)}T)
—I—M((ih...,id),(il,...,’id) —I—ej)Pz((’h,...,Z‘d),{(il,...,Z.d)}T)
+ Z u((il,...,id)—er—i—ej,(@'l,...,id)—i—ej)PZ((il,...,id)—er—l—ej,{(il,...,id)}T)

r=1,...,d;r#j
+ > (i, i) = e (in, e yda) + ) Py((in, - ia) = e, {(in, . ia)})
r=1,....d;r#j

= (=1 Py((ir, . ia) + e, {(ir, .- ia)}1) + (=)' Py ((iv, ... yia), {(ir, - . . ia)}T)
Y [0 Palline o) = e e (G i)} )
(=12 Py((ins ... ia) — e { (i, ... ,z'd)}T)]

- 3 qr<ir>—(1—2qr<m)+ S (14 Upelin) = g,(0y):

r=1,.dr#; >~ r=1 7 r=1. dir#j
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I1T Naj bo (i}, ...,i,) = (i1, ..,i4). Potem imamo:

Px((i1, ... iq), (iy, ... iy)) =
> w((@P, i, Gy, i PGP i)Y G}

(152)777’((12))§(7’177’Ld)

= u((iv, ..., i), (i1, .., 30)) Pz ((ir, .. . iq), { (i1, ... i) }T)

(i, .. yig) — en, (i1, ... 0q))Pz((i1, ... iq), {(i1,...,iq)}")

r=1,....d

= (=1)°- Py((ir, ... ia), {(ir, .., i) }) + Y (=1 Py((i, ... ia), {(i1, ... ia)}")

—
*
~

r=1,....d
r=1,...,d r=1,...,d
=1- Z (pr<ir - 1) + QT(ZT))
r=1,....d
sy e (2) .(2) : : o
Pri (*) je (477, ... iy ) < (i1,...,14), zato odstejemo e,.

To so bili edini primeri, ko je Px razlicen od 0. Sledi:

q;(i5); i =i+ 1,0, = i, k #

Px((ir, ... iq), (i1, ... iy) = pi(i; —1); i =i — 1iy, =i, k # 7,

N

1— S0 (i — 1) + qulin)); i, =1;,1<j<d

Predpostavimo, da za vse (iy,...,i4) velja: Px((i1,...,%q4), (i1,...,1q4)) > 0. Potem so
to prehodi zaprte mreze z d neodvisnimi strezniki. Ce zacnemo v stanju (i, ..., %)
je prihod v streznik j enak g;(¢;), odhod pa je p;(i; — 1). Dobljene prehodne verje-
tnosti sovpadajo s prehodnimi verjetnostmi zaprtega omrezja strezbe z d neodvisnimi

strezniki. Za tako markovsko verigo je znana stacionarna porazdelitev, ki je [12]:
d i;—1 [ q;(r)
I (T2 (29)
d N nj—1 i(r )
I (0o I (29))

V primeru, da je nek vnos P x negativen, matrika ne predstavlja markovske verige, ven-

(i1, .., 1q)) =

(4.18)
dar za  podan v enacbi (4.18), se vedno velja: 7Py = min lim, ., P%((i1,...,14),") =
7(+) za vsako mnozico stanj (i, ...,iq) € S.

Torej zaradi trditve 4.7, enakost 4.9 vedno drzi, iz Cesar sledi formula 4.3 podana

v izreku 4.2 in s tem je dokaz zakljucen. O]
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5 Zakljucek

V svojem zakljuénem delu sem obravnavala problem igral¢evega bankrota in posplositev
le-tega na vecdimenzionalno igro. Skozi zakljuéno delo sem pokazala razlicne pristope
do tega problema in ga tako tudi resila na ve¢ razlicnih nacinov. Pokazala sem, da
lahko osnovni problem resimo s pomocjo diferen¢nih enacb in sluc¢ajnih sprehodov, po-

sploSeni primer pa z uporabo markovskih verig.

V prvem delu svojega zakljuénega dela sem za osnovni primer izpeljala pricakovano
vrednost dobicka oziroma izgube, kjer sem ugotovila, da je verjetnost, da bo igra-
lec prej zasluzil majhno koli¢ino denarja kot pa bankrotiral, zelo velika. Pri izpeljavi
pricakovanega casa trajanja igre, pa sem na primeru pokazala, da igra, pri kateri ob
vsakem metu kovanca eden izmed igralcev pridobi en kovanec od soigralca, drugi pa

ga izgubi, traja zelo dolgo.

V drugem delu svojega zakljucnega dela pa sem izpeljala formulo, po kateri lahko
izracunamo verjetnost zmage v vec¢dimenzionalnem primeru, tj. da bo nas igralec pre-

magal vse svoje soigralce, v odvisnosti od njegovih zacetnih zneskov.
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