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1 Uvod

Verjetnostna metoda je eno izmed najbolj moc¢nih in Siroko uporabnih orodij v stevilnih
matematicnih podroc¢jih, vendar jo najpogosteje srecamo v kombinatoriki. Je tehnika
za dokazovanje obstoja kombinatori¢nih objektov z dolocenimi lastnostmi. Zasnovana
je na verjetnosti, uporablja pa se jo za dokazovanje izrekov, ki so popolnoma nepove-
zani z verjetnostjo.

Osnovno verjetnostno metodo lahko opisemo na slede¢ nacin. Zelimo dokazati obstoj
kombinatori¢nega objekta z doloc¢enimi lastnostmi. Vcasih je konstruktivni dokaz lahko
zelo tezak. Zato skonstruiramo primeren verjetnostni prostor, izberemo en slucajen oz.
na slepo izbran objekt in pokazemo, da je verjetnost, da ima Zeljene lastnosti, strogo
pozitivna. V tem primeru vemo, da tak objekt obstaja, saj bi bila v nasprotnem pri-
meru verjetnost nic¢na.

Verjetnostno metodo je prvi uporabil oz. vpeljal znan madzarski matematik Paul
Erdés, ki je prispeval tako veliko k razvoju verjetnostne metode, da jo nekateri poime-
nujejo kar »Erddseva metoda<.

V nalogi si bomo najprej ogledali nekaj osnovnih primerov uporabe verjetnostne me-
tode, ki je predstavljena v drugem poglavju. V tretjem poglavju je predstavljenih
nekaj primerov z uporabo linearnosti pricakovane vrednosti. V nadaljnih poglavjih so
predstavljene metoda prvega momenta, metoda drugega momenta in metoda ekspo-
nentnega momenta. V Sestem poglavju pa je predstavljen Se Lovaszov lokalni lema in

en primer njegove uporabe.
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2 (Osnovna metoda

2.1 Ramseyeva Stevila

Definicija 2.1. Klika v grafu je mnozica paroma sosednjih tock. Neodvisna mnoZica

v grafu je mnozica paroma nesosednjih tock.

Ramseyev izrek pravi, da vsak dovolj velik graf vsebuje ali kliko ali neodvisno mnozico

dolocene, v naprej podane velikosti.

Definicija 2.2. Naj bosta k,I > 2 dve naravni Stevili. Ramseyevo stevilo R(k,l) je
podano kot

R(k,1) = min {n € N: poljuben graf na n vozlis¢ih vsebuje kliko velikosti &k

ali neodvisno mnozico velikosti [}.

Ramseyev izrek pove, da je za poljubni stevili k& in [ Ramseyevo stevilo R(k,[) konéno.
Za nekatere majhne vrednosti k in [ so vrednosti R(k,[) znane, ve¢ina vrednosti R(k,[)
pa ni poznanih [5]. S pomocjo verjetnostne metode lahko dokazemo zanimivo spodnjo

mejo za diagonalna Ramseyeva stevila R(k, k).

Lema 2.3. Naj bo k > 3. Tedaj je
21+§

2 < 1.

Dokaz. Uporabimo indukcijo na k. Za k = 3 velja

ol+4 _21+§ _4_\/§<

= 1.
k! 3! 6
k
Predpostavimo, da velja % < 1, za nek k > 3. Tedaj je
o145 ol+s 9%
= < 1.

k+1)! kK k+1

Trditev 2.4. Za vsak k > 3 velja

R(k, k) > 2%/,
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Dokaz. Pokazali bomo, da za n < 2%/2 obstaja graf na n tockah, ki nima niti klike niti
neodvisne mnozice velikosti k.

Naj bo graf G poljuben slucajen graf na n tockah, kjer je n < 2¥/2, pri ¢emer vsaka
povezava obstaja z verjetnostjo %, neodvisno od ostalih povezav. Ce izmed n vozlisc
nasega grafa izberemo k vozlis¢, potem bo teh k vozlis¢ tvorilo kliko velikosti k£ natanko
tedaj, ko bo med njimi vseh (’;) povezav. Verjetnost takega dogodka je enaka (%)@ =
2-(%), Omenjenih k vozlis¢ lahko izberemo na (Z) nacinov.

Ce z A oznacimo dogodek, da graf G vsebuje kliko velikosti k, potem velja
Podobno vidimo, da velja tudi

kjer smo z B oznacili dogodek, da graf G vsebuje neodvisno mnozico velikosti k. Ker
je n < 282 sledi

n\_.1_(xy nn—1)n-=-2)---n—k+1)_;_(* nk 1 (*
(k)Q (2):( )( ]{):! ( i )2 (2)§ﬁ2 (2)

N\ k

otk pr ek (2F)

TR o2 S TR o2
Hg2 = Tk g

Po lemi 2.3 vemo
21+§

k!
Unija dogodkov A in B je ravno dogodek, da graf G vsebuje kliko velikosti k ali

< 1.

neodvisno mnozico velikosti k.
Zato

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B)

< 2(2)“’” _ (Z)gl@ <1

Torej je P(AU B) < 1 in verjetnost nasprotnega dogodka pozitivna. Zato za vsak
n < 23 obstaja tak graf na n tockah, ki ne vsebuje niti klike niti neodvisne mnozice
velikosti k. O

Dokaz trditve 2.4 je povzet iz gradiva [4]. S tem primerom smo nakazali uporabo

verjetnostne metode. Ta primer je prvi predstavil Paul Erdés leta 1947 v clanku [3].
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2.2 Barvanje hipergrafa

Definicija 2.5. Hipergraf je par (V, E), kjer je V konéna mnozica tock in £ mnozica

hiperpovezav oz. druzina podmnozic mnozice V.
Definicija 2.6. Hipergraf je n-uniformen, ¢e ima vsak element mnozice £ moc n.

Definicija 2.7. Hipergraf je 2-obarvljiv, ce obstaja tako barvanje tock oz. vozlis¢, da

nobena hiperpovezava ni monokromatska.
Trditev 2.8 je leta 1963 prvi dokazal Erdés v clanku [2].

Trditev 2.8. Naj bo m(n) nagmangse stevilo hiperpovezav v n-uniformnem hipergrafu,

ki ni 2-obarviljiv. Tedaj velja

m(n) > 2" 1.

Dokaz. Naj bo H = (V, E) n-uniformen hipergraf z manj kot 2"~! hiperpovezavami.

Pobarvajmo vsako tocko nakljuéno v modro ali rdeco z verjetnostjo % neodvisno od

ostalih tock. Za vsako hiperpovezavo e € E naj bo A, dogodek, da je e monokromatska.

Ker je v hiperpovezavi n tock, je verjetnost, da je cela hiperpovezava rdeca, enaka (%)n
1

Podobno je verjetnost, da je hiperpovezava modra, enaka (§)n Zato je

P(A.)=2- (%)" =2l
Ker dogodki niso nujno disjunktni, lahko uporabimo neenakost

g (U Ae) <Y P(A)=|E|- 2" <2t 2t = 1

ecl eclR

Verjetnost, da je kaksna hiperpovezava monokromatksa, je manjsa od 1. Zato obstaja

vsaj eno tako barvanje, da bo graf 2-obarvljiv. O]

Dokaz trditve 2.8 smo povzeli iz knjige [1].

2.3 Erdos-Ko-Radov izrek

Definicija 2.9. Druzina mnozic F je presecna, ¢e za vsaki mnozici A, B € F velja

AN B #0.
Dokaz leme 2.10 in izreka 2.11 smo povzeli iz gradiv [1] in [4].

Lema 2.10. Naj bo X = {0,1,...,n — 1} za n > 2k in naj bo F presecna druzina
podmnozic mnozice X, ki so moci k. Za0 < s <n—1najbo A; = {s,s+1,...,s+k—
1} C X, kjer je sestevanje potrebno razumeti po modulu n. Potem F wvsebuje najvec k

mnozic izmed mnozic Ag, A1, ..., Ap_1.
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Dokaz. Najbo A; = {i,i+1,...,i+k—1} € F fiksna mnozica, kjer je 0 < i <n — 1.
Vse ostale mnozice Ay, ki presekajo A; so: A; gi1,..., Aic1, Aive, -+, Aisk—1. Te lahko
razdelimo v pare oblike (A;_;, A;_j1x), kjer 1 < j < k — 1. Ker je vseh A, mnozic,
ki presekajo A;, 2k — 2, je vseh parov & — 1. Predstavniki teh parov so med seboj
disjunktni. S tem smo dokazali lemo, saj lahko F vsebuje najvec¢ enega predstavnika

iz vsakega para. O]

Izrek 2.11. (Erd6s-Ko-Radov izrek) Naj bo n > 2k, | X| = n in naj bo F preseéna

druzina podmnozZic mnoZice X, ki imajo vse moc¢ k. Potem je
n—1
Fl< ()

Dokaz. Predpostavimo lahko, da je X = {0,...,n — 1}.

Naj bosta permutacija o : X — X in s € {0,...,n — 1} izbrana na slepo in neodvisno.
Naj bo As = {o(s),0(s+1),...,0(s+ k — 1)} C X, kjer seStevanje razumemo po
modulu n. Ce je oo : X — X poljubna permutacija, tedaj iz leme 2.10 sledi

k

n

P(ASEF|O':O'0)S
in zato

k
P(A,e F)= > P(A, € Flo=00)P(0 = 09) < - > Plo=o0g) =
G'()ESX O'oESX

Pri tem smo s Sx oznacili mnozico vseh permutacij mnozice X.

Ker je A na slepo izbrana med vsemi (Z) podmnozicami, ki imajo moc k, sledi

i

(%)

P(A, € F)

Posledicno je

i zato
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3 Linearnost pricakovane vrednosti

3.1 Osnovni pojmi

Definicija 3.1. Pricakovana vrednost ali matematiéno upanje slucajne spremenljivke

X, definirane na verjetnostnem prostoru (€2, M, P), je definirana z Lebesgue-ovim

- [ X@yre)

Pri tem bomo vseskozi tiho predpostavljali, da je bodisi X nenegativna slucajna spre-
menljivka bodisi X € L'(Q, M, P).

integralom

Lema 3.2. Naj bodo X1,. .., X, slucajne spremenljivke in c1, . .., c, realna Stevila. Ce
je X =1 X1+ -+ ¢, X, potem velja
E(X) = ClE(Xl) + -+ CnE(Xn)

Dokaz. 1z lastnosti Lebesgue-ovega integrala sledi
B(erXi+ -+ eaXy) = / (1 X1+ -+ e X)dP
Q

/CledP+ +/CnX dP

/deP—l— /X

= ClE Xl) +CnE
[

Definicija 3.3. Karakteristicna slucajna spremenljivka dogodka A je podana s pred-
pisom
1, cewe A
Xa(w) =
0, Cewé¢ A
Lema 3.4. Velja
E(X4) = P(A).
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Dokaz. 1z lastnosti Lebesgue-ovega integrala sledi

B(X4) = /Q Xa(w)dP(w) = /A dP = P(A).
O

Za pricakovano vrednost vsote karakteristi¢nih slucajnih spremenljivk X = X4, +X4, +
<o+ Xgu, velja
E(X)=P(A) + P(Ay) +...+ P(A,).

Pri tem smo uporabili lemi 3.2 in 3.4.

Primer 3.5. Ce za permutacijo o obstaja tak i € {1,...,n}, da velja (i) = i, potem
pravimo, da je ¢ fiksna tocka permutacije . Izrac¢unajmo pricakovano stevilo fiksnih
tock na slepo izbrane permutacije o na mnozici {1,...,n}.

Naj bo X (o) stevilo fiksnih tock permutacije o. Slucajno spremenljivko X lahko

zapisemo kot vsoto karakteristi¢nih slucajnih spremenljivk. Velja namrec

X(o) = in(a),

kjer je
X(o) = 1, ¢eo(i) =1,
0, sicer.
Ker je
B(X:) = Ploli) =) = .
sledi

11 1
E(X)=—+— 4 +-=1

[zracunali smo, da je pricakovano stevilo fiksnih tock na slepo izbrane permutacije

enako 1.

3.1.1 Hamiltonske poti v turnirju

Definicija 3.6. Turnir je usmerjen graf tvorjen z dolocitvijo smeri vsake povezave v
neusmerjenem polnem grafu. Hamiltonska pot v turnirju je usmerjena pot skozi vsa

vozlisca turnirja.

Izrek 3.7 velja za prvo uporabo verjetnostne metode. Dokazal ga je Szele leta 1943 v

¢lanku [7]. Dokaz smo povezeli iz gradiv [1] in [4].

Izrek 3.7. Obstaja turnir T na n tockah z vsaj n! - 2~V Hamiltonskimi potmi.
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Dokaz. Naj bo X stevilo Hamiltonskih poti v na slepo izbranem turnirju na n tockah.
Za vsako permutacijo ¢ € S, naj bo X, karakteristicna slucajna spremenljivka, ki je

enaka 1, ¢e velja (0(i),0(i +1)) € T za 1 < i <n — 1, sicer pa zavzame vrednost 0.

X:ZXJ.

O'ESn

Potem velja

Verjetnost, da bo posamezen par (o(i), (i + 1)) pravilno orientiran je enaka 3. Vseh
parov v Hamiltonski poti je natanko n — 1. Zato je verjetnost, da bodo vsi pari

(0(i),o(i + 1)) pravilno orientirani, enaka 5. Iz leme 3.4 sledi

n zato

|
E(X)=) EX,)=) in_l = in_l Y= 2:;1 — ). gD

oESH ocESnh oESH

Naj bo {1}, Ts,...,T (’5)} mnozica vseh turnirjev na tockah {1,2,... ,n}. Tedaj je
2

E(X|T = T;) stevilo Hamiltonskih poti v turnirju 7;.

Ker je

o(3)
n12="V = B(X) =Y E(X|T =T)P(T =T,

i=1

2(3)

1
=Y E(X|T =T)—=,
i—1 2(2)
obstaja tak i, da velja
E(X|T =T;) > n!2-""V,
S tem je izrek dokazan. m

3.2 Brégmanov izrek

Definicija 3.8. Permanenta n x n matrike A = [a;;] je definirana kot

per(A) = Z Hai,a(i)7

g€Sy 1=1

kjer je S, grupa vseh permutacij mnozice {1,...,n}.
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Trditev iz leme 3.9 je dobro poznana. Glej npr. [9].

Lema 3.9. Ce sta P in Q permutacijski matriki, ki sta enake velikosti, kot je matrika
A, potem velja
per(PAQ) = per(A).

Diskretno Jensenovo neenakost poznamo iz teorije mere. Dokaz bolj splosne formulacije

najdemo npr. v knjigi [6].

Lema 3.10. (Diskretna Jensenova neenakost) Naj bosta —oo < a < b < o0 in
naj bo f : (a,b) — R konveksna fukncija. Ce velja ' oy = 1, kjer je a; > 0 in

z; € (a,b) za vsak i, potem velja

f (ZO@%) < Z(Oéif(xz’))-

Lema 3.11. Naj bo r € N in t = 82t fjer je t; > 0 za vsak 1 < i < r. Tedaj

velja
t; t
( th> >t.
j=1

Dokaz. Oglejmo si funkcijo f(x) = zln(z) na intervalu (0,00). Njen prvi in drugi
odvod sta enaka f'(z) = In(z) + 1 in f"(z) = L. Ker je drugi odvod funkcije f(z)

T

3=

pozitiven, vemo, da je f konveksna na intervalu (0, co).

Naj bosta «a; := % in x; :=t;, za vsak 1 < ¢ < r. Potem je t = 2;1 o;z;. Ker vemo,

daje > a; =1, iz leme 3.10 sledi
T T 1 T '
f (Z aﬂi) <Y oif(w) = - <Z f(%)) = (Z T hl%‘) :
i=1 i=1 =1

i=1

S| =

Iz tega sledi

=1
in zato
ptint < e%(zzzltilnti).
Ker velja
t
etlnt — elnt — tt,
sledi

1 T ) i r r
tt S e%(22:1 tilnti) — (6 1 lntfl) T (H elnt:’L) _ (H tfl) '
=1 ;
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CejeY ~ (Zl’""“s) slucajna spremenljivka, ki zavzame vrednosti ay,...,as z verje-

15---5Ps
In al,...,lnas)

P1,---Ps
Iz definicije pricakovane vrednosti vemo, da je

tnostmi py, ..., ps, potem je InY ~ (

E(nY) = ZlnP(Y =k)=1Ina -p1 +---+1nas-p,.
k=1

Zato velja

S

s s

P; )

eE(lnY) _ elnal-p1+...+lnas-ps _ Helnaipi _ Helnaiz _ Hafl'
i=1 =1

i=1

To pa je enako geometrijski sredini, ki jo ozna¢imo z G(Y).

Lema 3.12. Velja
G(Y1-Y3) = G(Y1) - G(Y2).
Dokaz. Ker je G(Y) = eZ00Y) gledi
G (Y'l . Y'Q) :eE(ln(Yl~Y2)) — eE(lnYl—Han)
_ BnY)+E(nY:) _ JB(nYi) | E(InY2)

—G (V1) G (V).
]

Naj bo A = [a;;] matrika velikosti n x n, kjer je a;; € {0,1}. Naj bosta S, mnozica
vseh permutacij mnozice {1,...,n} in S mnozica vseh permutacij o € S, z lastnostjo,
da velja a;,, = 1 za vsak ¢ € {1,...,n}. Naj bosta 7 € S,, in ¢ € S na slepo in
neodvisno izbrani permutaciji. Naj bo A®) matrika A brez vrstic 7(1),...,7(i) in brez
stolpcev o(7(1)),...,0(7(i)). Naj bo R, Stevilo enk v vrstici 7(z) v matriki A® in
naj bo L = L(1,0) = ngz‘gn R ).

Trditev 3.13. Naj bodo A, 7 in o kot zgoraj. Naj bo per(A) #0, tj. S # 0. Tedaj za

sluc¢ajno spremenljivko L = L(T,0) velja
G(L) > per(A).

Dokaz. Fiksirajmo 7y € S,,. Ker je o sluc¢ajna spremenljivka, vemo, da je tudi L (79, o)

slucajna spremenljivka. Dovolj je pokazati, da velja G (L (10, 0)) > per(A), saj je tedaj
G (L (my,0)) = ePin L(r0,0)) > per(A)

in zato
In En L(70,0)) > Inper(A),
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kar implicira

E(InL(19,0)) > Inper(A).

Iz povezave med pogojno in obi¢ajno pricakovano vrednostjo sledi

E(nL(r,0)= Y E(nL(r,0)|r=m)P(r=mn)

TOESK
1
= Z E(InL(1,0)) — —' Z Inper(A) = Inper(A)
ToESn ’ ’ TQES

in posledi¢no
G (L(r,0)) = ePEmo) > ehnperld) = per(4).

Neenakost G(L) > per(A) pri fiksnem 75 bomo pokazali s pomocjo indukcije na veliko-
sti matrike. Privzamemo torej, da trditev velja za matrike velikosti (n — 1) x (n — 1).
Ker se per(A) ne spremeni, ¢e matriki permutiramo stolpce, lahko brez skode za
splosnost privzamemo, da so v prvi vrstici enke natanko v prvih r stolpcih.

Da bo zapis nekoliko bolj preprost, privzamemo, da velja 7o(1) = 1. Za j € {1,...,r}
naj bo t; permanenta podmatrike, ki je dobljena iz A na tak nacin, da ji odstranimo

prvo vrstico in j-ti stolpec. Tedaj velja

=[{oeS:a(1)=j}

Tedaj je
per(A) =t1 4+ -+ t,.

Naj bo ¢ := 8+t Potem je per(A) =t -r.
Velja

L(70,0) = Rry1) - Br(2) - Brom) = B - Bry(o) - Brym) = 7+ By -+~ By ).
Geometrijska sredina slu¢ajne spremenljivke L (79, 0) je po lemi 3.12 enaka
G (L(10,0)) = G(r)G (Rry(2) *+* Rry(my) -
Ker je r konstanta, sledi
G (L(r0,0)) =7G (Rry2) - Rrym)) -

Opazimo, da je L (73,0') = Ry - m{o(1) = j} izracun spremenljivke L za
ustrezno (n — 1) x (n — 1) matriko za nek fiksen 7 in poljuben o¢’. Vemo, da je

L(7},0") = E(I(Bry2) Ry ) {oW=3}) | P, indukcijski predpostavki za vsak j velja

G (eE(1n<RT0(2>"'Rro(n))‘{U(l)zj}>) >t
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Torej je
E(In (Rry) - Roymy) {o(1) = j}) > Int;

in zato

E (In (Rey2) - - Rrym))) = Z E (In (Rry) -+ Reymy) {o(1) = 5}) Po(1) = j)

Iz tega sledi
G(Roa) -+ Roygy) =B (Rro@ o)) > (X ) grty — He(“‘t et
J
per(A)

:H;“(”t )Ht Ht%:(ﬁ(ty)i)

j=1

o=

kar implicira

Iz leme 3.11 pa sledi
G(L(1p,0)) >1r- (tt)

kar smo zeleli pokazati.
O

Lema 3.14. Naj bodo k, r1 in n naravna Stevila, za katera velja 1 < k < r; < n. Tedaj

nzrl (t—l—rl—k) (n—rl—t—i-k:—l) B (n)
=0 r — k kE—1 ™
Dokaz. Ce namesto simbola k vpeljemo oznako a := r — k, potem se enakost, ki jo

zelimo dokazati, spremeni v

n—ri
t —1—-t—
> (L0 550-0) o
— a rr—a—1 T1
Ce namesto simbola r; vpeljemo oznako m := n — ry, potem se enakost (3.1), ki jo

zelimo dokazati, spremeni v

21 ([ ) B o
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Ker je (“{;“) = (t+“), ("_1_t_“) = (”_nll__tt_“) in ( " ) = (;ZL), vidimo, da je dovolj

t n—m—a—1 n—m

g <t t a) (n _;z_—i_ a) - (Z) (3.3)

Pritemjea=rm—k>0,m=n—r; >0term+a=n—k <n—1. Enakost (3.3)

za tovrstne parametre a, m,n bomo dokazali z indukcijo glede na vrednost m + a.

dokazati enakost

Denimo, da velja m + a = 0, tj. m = 0 = a. Tedaj je leva stran v enacbi (3.3) enaka

SO0

desna stran pa znasa (g) = 1. Baza indukcije je s tem pokazana. Naj bo N > 0 in
privzemimo, da (3.3) velja za vse parametre a, m, n, kjer je a+m < N ter a+m < n—1.
Naj bo sedaj

a+m=N-+1

ter a +m < n — 1. Po indukcijski predpostavki tedaj veljajo enakosti

Z(t—i—(a—l))(n—l—t—(a—l))_(n), (3.4)
t m—t m
t=0
m_l(t—i—(a—l))((n—l)—t—(a—l)—l)_(n—l) (35)
— t (m—1)—t m—1)’ '
- t+a\(n—-1—-t—a\ n
t (m—1)—t) \m-1)’
-2
n—1)—-1—-t—a n—1
= . 3.7
(") =Gy e
Za zakljucek dokaza bomo trikrat uporabili identiteto iz Pascalovega trikotnika
(-0 6o
— + .
Y y y—1
Iz Pascalove identite ter enacb (3.4)-(3.7) sledi
i(t—l—a)(n—l—t—a)
p m—1
i<<t+a—1>+(t+a—1>)
t—1
t=0
n—1l—-t—a+ly (n—-1-t—a
m—1 m—1t—1

3

—~
_C}J
D

=

INngh

t

3

~
- +
)

t

Il
o
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i(w a—1)(n—17nt_—t(a—1))

:Z:l (H(C;—l)) ((n—l)(;Lt_—l)(o:l)—l)
S

s+a\{(n—=1)—1—-s—a

ST
_(n n—1 n n—1\ (n
()G (G2) - ()

S tem je pokazan indukcijski korak. O]

Izrek 3.15. (Brégmanov izrek) Naj bo A matrika velikosti n x n s koeficienti iz

mnozice {0,1}. Naj bo r; Stevilo enk v i-ti vrstici za (1 <1i <n). Tedaj velja

per(A) < H (ri!)%

1<i<n
Dokaz. Naj bo S, mnozica vseh permutacij mnozice {1,...,n} in S mnozica tistih
permutacij o € S, za katere velja a;,, = 1 za vsak i € {1,...,n}.

Ce je per(A) = 0 je izrek o¢iten. Naj bo per(A) > 0 tj. S # 0. Zaradi trditve 3.13 je
dovolj pokazati, da velja

G(L(r.0) = [ ().

1<i<n

kjer sta 7 € S, in ¢ € S neodvisno in na slepo izbrani permutaciji. Se ve¢, to enakost
je dovolj pokazati pri fiksnem o € S in na slepo izbranem 7, kar je utemeljeno v
nadaljevanju.

Naj bo gy € S fiksna permutacija in 7 na slepo izbrana permutacija. Povzamemo, da

je G(L(1,0¢)) = ePW((L(m00) gziroma

E(In(L(7,00))) = In H (ri!)%‘,za vsak op € S.

1<i<n

Tedaj je
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:Zln( H (Tz')rll> P(o = 0y)

o0€ES 1<i<n

=In ( H (TZ')TI) : Z P(o = 0y)

1<i<n

:ln< H (rz')rlz)

in posledi¢no

V nadaljevanju naj bo o € S fiksen.

Par (A, 0¢) zamenjajmo s parom (AP, 0() na naslednji nacin. Matriko A zamenjajmo
z matriko AP, kjer je P taka permutacijska matrika, da bo matrika AP imela vse enke
iz prve vrstice v prvih r; stolpcih, nova permutacija o}, pa zadoséa enakosti o((1) = 1.
Seveda velja per(A) = per(AP) in G(L(A,T,00)) = G(L(AP,7,0()) pri ¢emer je T
slucajen.

Nadalje zamenjamo par (AP, c() s parom (QAP, o) na naslednji nac¢in. Matriko AP
zamenjamo z matriko QAP, kjer je () taka permutacijska matrika, da ima matrika
QAP na diagonali matrike samo enke in velja o(j (i) = i za vsak i € {1,...,n}. Pri tem
smo z matriko ) permutirali zgolj vrstice 2,3,...,n.

Zato lahko v nadaljevanju brez skode za splosnost predpostavimo, da je A take oblike,
da ima v prvi vrstici v prvih r; stolpcih enke naprej pa nicle in velja o¢(i) = i za
vsak i € {1,...,n}. Naj bo A® matrika A brez vrstic 7(1),...,7(i) in brez stolpcev
o(7(1)),...,0(r(i)). Naj bo R, stevilo enk v vrstici 7(i) v matriki A® in naj bo
L=1L(r,o0)= ngign R (). Potem pri fiksnem oy velja

L(T, 00) = L = RT(l)RT(Z) e RT(n) — R1R2 v Rn
in zato iz leme 3.12 sledi
G(L(7,00)) = G(R))G(Ry) - - - G(R,).

Izra¢unajmo G(R;) oz. porazdelitev R;.
Slucajna spremenljivka Ry = R, -1(1) je enaka Stevilu enk v prvi vrstici v matriki
AT oz stevilo enk v prvi vrstici potem, ko smo 771(1) — 1 vrstic in stolpcev
izbrisali iz matrike A.

Seveda R; zavzame vrednosti iz mnozice

{1,2,...,7’1}.
Naj bo k € {1,2,...,7}. Ker 77(1) ~ (i é

- Z) ,sledi 771H(1) — 1 ~ (

3O
S|
3
S|
—
N—
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n zato

P(Ri=k)=) P(Ri=klr"'(1) = 1=5)P(r (1) -1 =)

+ > PRi=klr (1) - 1=j)
j=n—k+1

Ker sta prva in zadnja vsota nicelni, sledi

P(Ry=k) = szfﬁ_mf%) =)

j=ri—k
ri—1 —Tr1
o Z (rl k) (] (r1— k))
- n—1
j=ri—k ( J )
-1\ X ot
1— n—j—k)!(j—ri1+k)!
= (Tl . k) Z : (n—ij)!n
j=ri—k  (n—1-jy!
(i =1\ (n—r)! g J! (n—j—1)!
A\ -k n! (j—r+k)(n—j—k)!

j=ri—k

1
n

Ce vpeljemo novo spremenljivko ¢t = j — (r; — k), dobimo j =t 4+ r, — k, in zato

n o))

ry—k n!

Rt k)t k=) (= k) (k= 1)
> ¢! (n—t—ry)! (ri— k) (k—1)!

=0
(=1 (n—rl)!({r 'nkt—l—rl N(n—t—r +k—1)
S\ —k n! e t!( I (n—t—ry)(k—1)!

_ (ry — 1)! (n—mrp)!
(k=D —k)!  n!

t=0

(r1 — k)l(k — 1)

”kc+m1 )(n—t—m+k—1)
kE—1 '
t=0
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Iz leme 3.14 sledi

1
-
. 12 o\, 11 L 1
Torej je Ry ~ <L a1 ;> in zato G(Ry) = 17127 ---r" = (ry!)mr.
LTl 1
. 1
Enako pokazemo, da velja R; ~ <Ti Ti Ti) oz. G(R;) = (r;!)". Posledicno dobimo

G(L(7,00)) = H (rz')r%

1<i<n
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4 Metoda prvega momenta

Izrek 4.1. (Neenakost Markova) Naj bo X nenegativna slucajna spremenljivka.

Potem za vsako pozitivno stevilo A velja

E
px > ) < 25
A
Dokaz. Naj bo X(x>») karakteristicna funkcija. Tedaj velja

X 2 A Xz

n
1z leme 3.4 sledi

]

Primer 4.2. Pogosta uporaba leme 3.2 je napovedovanje moc¢i mnozice B C A, kjer

je A dana mnozica, B pa je generirana nakljucno. Za Xep) karakteristicne funkcije

1Bl = X(uen).

acA

‘B‘ ZE aeB

acA

velja
Iz leme 3.2 sledi

iz leme 3.4 pa dobimo

E(|B])=)_P(ac B).

a€A

Lemo 4.3 in njegov dokaz smo povzeli iz knjige [8].

Lema 4.3. (Borel-Cantellijev lema) Naj bo Ay, A, ... tako zaporedje dogodkov, da

velja 2 P(A,) < 0o. Potem za vsako pozitivno Stevilo M velja neenakost

P(Zgodi se manj kot M dogodkov izmed Ay, Ag,...) > 1— W.

V posebnem, z verjetnostjo 1 se zgodi kvecjemu koncéno mnogo dogodkov Ay, As, . ..
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Se ena uporabna formulacija leme 4.3 je sledeca. Ce so By, Bo, ... taki dogodki, da
velja Y (1 — P(B,)) < oo, potem se z verjetnostjo 1 zgodijo vsi dogodki By, B, ...

razen konéno mnogo.

Dokaz. Najbo X = > Xu,, kjer je X, karakteristi¢na spremenljivka dogodka A; za

1 <4 < 0co. Pokazati moramo, da velja

P(X<M)>1- —2?1]\5(&-)’

za vsak M > 0. Ker so slucajne spremenljivke X4, nenegativne, iz znane posledice

Lebesgue-ovega izreka o monotoni konvergenci sledi

E(X)=)Y E(Xs) =Y P(A).
i=1 i=1
Iz neenakosti Markova dobimo
EX)>M-P(X>M)=M(1-P(X <M)).

Posledicno velja

OZ.

4.1 Mnozice brez vsot

Definicija 4.4. Aditivha mnozica A C R je mnoZica brez vsot, ¢e ne vsebuje takih
elementov z,y, z, da velja x + y = z. Ekvivalentno, mnozica A je brez vsot natanko
tedaj, ko velja AN (A+ A) = 0.

Dokaz trditve 4.5 bomo povzeli iz knjige [1].

Trditev 4.5. Naj bo A aditivna mnoZica nenicelnih celih stevil. Potem obstaja taka

podmnozica B mnoZice A, ki je brez vsot in je velikosti |B| > |A|/3.

Dokaz. Naj bo A = {ay,aq9,...,a,} in naj p = 3k + 2 prastevilo, tako da p >
2maxi<;<p{|a;|}. Naj bo C = {k+1,k+2,...,2k +1}. Vemo, da je C' mnozica

brez vsot in da je podmnozica ciklicne grupe Z,. Opazimo tudi, da velja

| k+1
p—1 3k+1

>1
3
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Naj bo x € {1,...,p — 1} na slepo izbran. Definirajmo $tevila dy, ..., d, s predpisom
d; = za; (mod p) za vsak i € {1,...,n}.

Tedaj
cl 1
PdielC)=——>-
(d; € O) 5173
in zato
. = - " "1 n
E({i:deCl)=E (Z X@ec)) =D B (Xueo) =D _PldieC)>) - =2
i=1 i=1 i=1 i=1

Zato obstajata taka x € {1,...,p—1}in B C A, da velja |B| > %, kjer zb (mod p) €
C za vsak b € B. Vemo, da je B mnozica brez vsot, saj ¢e bi obstajala taka stevila by,
by in by € B, za katera bi veljalo by + by = b3, potem bi veljala enakost xb; + xby = xbs,
kjer so xby, xbs in xb3 € C. Tako C' ne bi bila mnozica brez vsot, kar pa je v protislovju

z zacetno definicijo mnozice C. n
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5 Metoda drugega momenta

Definicija 5.1. Naj bo X slucajna spremenljivka. Varianco slucajne spremenljivke X

definiramo kot
Var(X) = B(X?) - [E(X)* = E (X - E(X))?).

Izrek 5.2. (Neenakost Cebiseva) Naj bo X slucajna spremenljivka. Za vsak poziti-

ven \ velja

1
P(|X — E(X)| > \War(X)"?) < =
Dokaz. Dokazali bomo ekvivalentno neenakost
1
P(|X — E(X)]?> > N*Var(X)) < e

Z uporabo neenakosti Markova lahko hitro opazimo, da velja

E(X - E(X)P)
A2Var(X)

P(X - E(X)]? > MVar(X)) <
Po definiciji variance pa sledi
1
P(|X — E(X)|* > NVar(X)) < L
kar smo zeleli pokazati. O

Uporaba neenakosti Cebiseva se pogosto imenuje metoda drugega momenta.

Definicija 5.3. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki. Kovarianca slu¢ajnih spre-

menljivk X in Y je definirana kot
Cov(X,Y)=FEX -Y)—-EX)-EY).

Lema 5.4. Naj bodo X1, Xs, ... X, slucajne spremenljivke. Potem velja

Var (i Xk> = XT:Var(Xk) + QZCOU<Xk,XZ).

k<l
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Dokaz. 1z linearnosti pricakovane vrednosti sledi
T T 2
() s ((Sn) ) - [e(xx)
k=1 k=1
=F (Z Xp+2) Xsz> - ( (B(Xi)*+2) E(Xk)E(X,)> :

]~

k<l k=1 k<l
=Y E(X))+2) E(XiX) - Y (B(Xy)*—2)  E(Xy)E(X,
k=1 k<l =1 k<l

<

=Y Var(Xy) +2200v(Xk,Xl).

k=1 k<l
]
Definicija 5.5. Naj bo A = {z1,...,x;} mnozica pozitivnih celih stevil. Mnozici A
recemo, da je mnozica razlicnih vsot, ¢e so vse vsote Y . ¢ x;,S € {1,...,k} med seboj

razlicne.
Dokaz trditve 5.6 smo povzeli iz knjige [1].

Trditev 5.6. Naj f(n) predstavlja maksimalen k, za katerega obstaja mnoZica z razlicnimsi

vsotami {xy,...,xx} C{1,...,n}. Tedaj obstaja taka konstanta C < oo, da velja
1
f(n) < logyn + 7 log, logyn + C
za vsa naravna Stevila n.

Dokaz. Naj bo mnozica A = {xy,...,zx} C {1,...,n} fiksna mnozica z razlicnimi
vsotami. Naj bo ¢; neodvisen za vsak ¢ € {1,...,k}, za katerega velja P(e; = 1) =
P(e; =0) = % Naj bo X = €121 + - - - + 2. Potem je pricakovana vrednost slucajne
spremenljivke X enaka

B(x) = T

in varianca sluc¢ajne spremenljivke X enaka

R

Var(X) = 1

Hitro lahko opazimo, da je Var(X) < %.
Vemo, da je verjetnost P(X =) enaka 0 ali 5. Naj bo ¢ := % 1z izreka 5.2 sledi

)\n\/_> 1

P <|X—E(X)| > =
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za vsak A > 1. Verjetnost nasprotnega dogodka je

)\n\/E>21_ 1

5 _

P <|X—E(X)| < =

Ker je vseh stevil, ki so od F(X) oddaljena manj kot %, kvecjemu 2 - %E + 1, sledi

P (]X — B(X)| < Am/E) < 2—1k (An\/E+ 1) .

2

Iz tega sledi
2(1-3%) -1
n > .

)\2
- MWk

Sledi .
f(n) <log,n+ 5 log, log, n + C.

Oglejmo si Se en preprost primer uporabe metode drugega momenta.

Trditev 5.7. Za vsak m > 1 velja

2m S 22m
m )~ 4y/m+2

Dokaz. Najbo X = X; + --- 4+ Xy, slucajna spremenljivka, kjer so slucajne spremen-

ljivke X1, ..., X, neodvisne in vsaka zavzame vrednosti 0 ali 1 z verjetnostjo % Vemo,
da je E(X) =m in Var(X) = %. Naj bo t := \/m. Iz izreka 5.2 sledi
m 1

P(X — <—==
(X =m|>vm) < o= =3

n zato )
P(|X—m| < \/ﬁ) > 5

Verjetnost, da X zavzame doloc¢eno vrednost m + k, kjer je |k| < y/m, je enaka

2m 1

Ker je (2;”) najvecji binomski koeficient, sledi

P(X=m+k) < (2m) !

m ) 22m’
Posledi¢no
Lepx—mi<vm = Y P(X=m+k) < @Vm+1) <2m)i
2~ - - m ) 22m
|k|<ym
in zato

2m S 22m
m /) T 4/m+2
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6 Metoda eksponentnega momenta

Naj bo X nenegativna slucajna spremenljivka in naj bosta t > 0 in A € R.

Iz izreka 4.1 dobimo

tX
P(X>))=P(e* >e?) < Eg; ) (6.1)
in podobno
E —tX
PX<-N=P(™>e?) < % (6.2)

Spomnimo se znane Taylorjeve vrste za eksponentno funkcijo, ki je enaka
v _q 2?2 a3
R TR

Zato velja

X2 $Xx3
E(etx):E<1+tX+ )

o T3l

7 uporabo leme 3.2 in nekaj teorije mere sledi

X? X3
E(™) =1+tE(X) +t*E (7) + 3 (?) +ee

Koli¢ini F (etX ) recemo eksponentni moment od slucajne spremenljivke X. Funkciji
t — E (&) pravimo momentna rodovna funkcija. Uporabi neenakosti (6.1) in (6.2)

pravimo metoda eksponentnega momenta.

Lema 6.1. Ce sta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki, potem velja
E(XY)=EX)E(Y).
Trditev iz leme 6.1 poznamo iz verjetnosti.

Lema 6.2. Ce so X1, Xo, ... X, neodvisne slucajne spremenljivke, potem velja

Var (i Xk> = i Var(Xg)

Dokaz. Vemo, da je kovarianca dveh slucajnih spremenljivk enaka

Cov(X,Y)=E(X-Y)—E(X)-E(Y).
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Ker so X1, Xs,..., X, neodvisne, po lemi 6.1 vemo, da je Cov(X, X;) = 0 za vse
k,le{1,...,r}. Zato z uporabo leme 5.4 dobimo

Var (i Xk> = iVar(Xk),

kar smo zeleli pokazati. O

Lema 6.3. Naj bo X taka slucajna spremenljivka, da veljo |X| < 1 in E(X) = 0.
Potem za vsak —1 <t <1 velja

E (etX) < etQVar(X).
Dokaz. Vemo, da je |[tX| < 1. Zato iz Taylorjevega razvoja eksponentne funkcije sledi
e <1T4+tX + 12X

Posledicno je
E (™) <E(14+tX +°X%).

Iz leme 3.2 sledi
E(e") <1+ tBE(X) + ?E(X?).

Ker je E(X) =0, velja
E(e) <1+ 2BE(X?) =1+ Var(X) < Vo),
Pri tem smo uporabili znano neenakost 1 + y < €. O]

Izrek 6.4. (Neenakost Chernoffa) Predpostavimo, da so X, ..., X, neodvisne slucajne
spremenljivke, kjer je | X; — E(X;)| <1 za vsaki € {1,...,n}.
Najbo X := X1+---+X,, in naj bo o0 := /Var(X) standardna deviacija od X. Potem

za vsak pozitiven A velja
P(|X — BE(X)| > Ao) < 2max(e /4, e29/?),

Dokaz. Ce odstejemo vsakemu X; konstanto, potem lahko privzamemo, da velja E (X;) =

0 za vsak 7 € {1,...,n}. Opazimo, da
P(|X| > Xo) = P(X > Xo)+ P(X < —Xo).
Zaradi simetrije je dovolj pokazati, da velja

P(X > \o) < e /2,
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kjer je ¢ := min(\/(20),1). Ce uporabimo neenakost (6.1) dobimo

E (etX)
P(X >MXo) < e

— e—t)\O'E (etXl . etXn) )

Vemo, da so X; neodvisne slu¢ajne spremenljivke. Zato so tudi e neodvisne. Z

uporabo leme 6.1 dobimo neenakost
P(X > o) < e B (™) ... B(eXm).
Iz leme 6.3 sledi

P(X 2 )\O’) <€ft)\0'€t2Var(X1) o €t2Var(Xn)

_e—tAoetQ(Var(X1)+-~~+Va7"(Xn))

Z uporabo leme 6.2 dobimo

P(X > )\0_) < eft)\oetQ(Var(X)) _ eft)\aetQO'Q.
Dokaz je zakljucen, saj vemo, da je t < \/(20). O
Dokaz izreka 6.4 smo povzeli iz knjige [8].

Posledica 6.5. Naj bo X = t1+to+- - -+1,, kjer so t; neodvisne slucajne spremenljivke,

ki zavzamejo verjetnost O in 1 z verjetnostjo % Potem za vsak € > 0 velja
P(IX —E(X)| > eE(X)) < 9~ min(e?/4,¢/2) E(X)

Dokaz. Hitro izra¢unamo, da je |t; — E(t;)| < 1. Uporabimo izrek 6.4 za \ := eE(X)/o.

Dobimo
P(|X — E(X)| > eB(X)) < 2max(e~ ¢ T (X)/@Var(X)) o—eB(X)/2)

Ker je Var(t;) =

Posledicno velja

< + = E(t;), iz lem 3.2 in 6.2 sledi neenakost Var(X) < E(X).

1
4

P(|X = E(X)| > eB(X)) < 2~ min(/4¢/2B(X)

Dokaz posledice 6.5 smo povzeli iz knjige [8].

Posledica 6.6. Naj bo B C A nakljucna podmnozica mnozice A z lastnostjo, da so
dogodki a € B med seboj neodvisni za vse a € B. Potem za vsak pozitiven € in vsako

koncéno mnozico A" C A velja

)z <||BﬂA/| . Z P(CL € B)| > GZ P(CL € B)) < 2€—min(62/4,e/2)2ae,4/ P(aeB)'

acA’ acA’
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Dokaz. Spomnimo se primera 4.2. Vemo, da je E(|[BN A'|) = 3, . Pla € B). Ce

uporabimo posledico 6.5, dobimo

P <||B N A/| _ Z P(CL c B)| > ¢ Z P(a c B)) < 2€*min(€2/4,ﬁ/2)2a€A/ P(aeB)_

acA’ a€cA’

Dokaz posledice 6.6 smo povzeli iz knjige [8].
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7 Lovaszov lokalni lema

Definicija 7.1. Naj bodo Ay, As, ..., A, dogodki v verjetnostnem prostoru. Usmerje-
nemu grafu D = (V| E), ki nima zank, kjer je |V| = n, pravimo odvisnostni digraf za
dogodke Ay, Ay, ..., A, Ce je za vsak i € {1,2,...,n} dogodek A; neodvisen od vseh
ostalih dogodkov A; za katere velja (i,7) ¢ E.

Izrek 7.2. (Lovaszov lokalni lema) Naj bodo Ay, As, ..., A, dogodki v verjetnostnem
prostoru in naj bo D = (V, E) njihov odvisnostni digraf. Naj bodo x1,xs, ..., x, taka
realna Stevila, da velja 0 < z; < 1 in P(4;) < x; H(i’j)eE(l — ;) za vsak 1 < i < n.

Potem velja

=1

P (ﬁE) > ﬁ(l — ;) >0,

pri cemer smo z A; oznacili nasprotni dogodek dogodka A;.

Dokaz. Vemo, da imajo komplementarni dogodki A; pozitivno verjetnost, zeleli pa bi,
da bi se vsi zgodili isto¢asno s pozitivno verjetnostjo. Da se to zgodi, moramo omejiti
verjetnost dogodka A; pod pogojem, da se vsi ostali dogodki A; ne zgodijo.
Naj bo S C {1,...,n} in naj bo i ¢ S. Najprej pokazemo, da za poljubno mnozico S
velja

P (AZ‘ ﬂA_j> <.

jes

To pokazemo z indukcijo na velikosti mnozice S.

Ce je S = (), vemo, da trditev drzi, saj velja neposredno iz predpostavke leme, da je

(i,j)eE
Predpostavimo, da trditev velja tudi za vsako mnozico S’, kjer |S’| < |S|.
Naj bosta S; = {j € S: (i,j) € E} in Sy = S\S;. Brez skode za splosnost lahko pri-
vzamemo, da velja S} # ), saj v nasprotnem trditev sledi neposredno iz predpostavke.

Potem velja

) _ P (Ai N Njes, A_]| Nies, E)

Pl A4 — —
< ﬂ ’ P (mj€S1 AJ| mlESQ Al)

JjeS
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Vemo, da je A; neodvisen od dogodkov {A; : | € Sy}. Zato lahko omejimo Stevec
JjEST leSy €Sy (i,J)EE

Naj bo S1 = {j1,72, .., Jr}. Po indukecijski predpostavki lahko omejimo tudi imenova-

lec, velja

P(A_jlmA_ij---mA_jr\ ﬂE) :P<A_j1| ﬂE)P(A_j?}A_jIm ﬂE>~--

€S2 €Sy €Sy

--P(A_jTA_ﬁmA_ij--ﬂmm ﬂE)
€Sy

Tako smo dobili oceno

p(ain®

jes

>~ T;.

> _ P (Ai n njesl A_J| nleSQ Zl)
P (ﬂjesl A_J| ﬂleSQ Zl)

Zato velja
P (mz) =P (A7) P (A[47) - P (A_mI)
:@_JwAﬁﬂl—Pﬂ%PE»“‘(L_P<AJEjZQ>

2[ﬂ1—@y
O

Posledica 7.3. (Simetri¢ni Lovaszov lokalni lema) Naj bodo Ay, As, ..., A, taki
dogodki v verjetnostnem prostoru, da velja P(A;) < p za vsaki € {1,2,...,n}. Predpo-
stavimo, da je vsak dogodek A; odvisen od kvecjemu d dogodkov A, . Cejeep(d+1) <1,

P (@X) > 0.

Dokaz. Posledica ocitno velja za d = 0, saj so si v tem primeru vsi dogodki med seboj
neodvisni. Za d > 1 obstaja tak odvisnostni digraf D(V, E') za dogodke A, As, ..., Ay,

potem velja
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kjer za vsak 4, velja [{j : (i,7) € E}| < d. Naj bo x; = 717 za vsak i. Uporabimo izrek

d+
7.2 in dobimo

Dokaz leme 7.2 in posledice 7.3 smo povzeli iz gradiv [1], [4], [8].

7.1 Barvanje hipergrafa in lokalni lema

V poglavju 2.2 smo pokazali, da je vsak k-uniformni hipergraf z manj kot 2%~! hiper-
povezavami 2-obarvljiv. S pomocjo lokalnega leme lahko pokazemo soroden pogoj za

2-obarvljivost hipergrafa.

Trditev 7.4. Naj bo H = (V, E) hipergraf, v katerem ima vsaka hiperpovezava vsaj k

tock in seka kvecjemu d drugih hiperpovezav. Ce velja
e(d+1) < 21
potem je H 2-obarvijiv.

Dokaz. Prebarvajmo tocke hipergrafa H neodvisno in z enako verjetnostjo v rdece ali
modro. Za vsako hiperpovezavo f, naj bo Ay dogodek, da je f monokromatska. Vemo,
da je

1

Ker ima vsaka hiperpovezava vsaj k tock, sledi
P(Ay) <27F

Opazimo tudi, da je vsak dogodek Ay odvisen od kvecjemu d od ostalih dogodkov Ay,
tj. tistih, kjer f’ seka. Ker je ep(d + 1) < 1, lahko uporabimo posledico 7.3. In zato je

verjetnost, da nobena hiperpovezava ni monokromatska, pozitivna. O

Dokaz trditve 7.4 smo povzeli iz gradiv [1] in [4].
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8 Zakljucek

V zakljucni nalogi smo si ogledali nekaj osnovnih idej verjetnostne metode in nekaj
primerov njene uporabe v razlicnih podro¢jih matematike. Videli smo, kako lahko
z verjetnostjo metodo dokazemo zanimivo spodnjo mejo za diagonalna Ramseyeva
stevila. Poiskali smo spodnjo mejo za najmanjse stevilo hiperpovezav, da hipergraf ni
2-obarvljiv. Dokazali smo Erdés-Ko-Radov izrek, ki nam omeji moc preseéne druzine
podmnozic poljubne mnozice. Izrac¢unali smo pricakovano Stevilo fiksnih tock v permu-
taciji in dolocili spodnjo mejo hamiltonskih poti v turnirju. Dokazali smo Bregmanov
izrek, ki omejuje parmanento kvadratne matrike s koeficienti iz mnozice {0,1}. S
pomocjo uporabe metode prvega momenta smo pokazali, da v kolikor je A aditivna
mnozica nenicelnih celih stevil, potem obstaja taka podmnozica mnozice A, ki je brez
vsot in z mocjo vecjo od |A|/3. Z metodo drugega momenta smo omejili maksimalen
k, za katerega obstaja mnozica {1, xs,...,xx} C {1,2,...,n} z razlicnimi vsotami.
Na preprost nacin smo tudi navzdol omejili binomski koeficient (27;”) Z metodo ekspo-
nentnega momenta smo dokazali neenakost Chernoffa in dve uporabni posledici tega
izreka. Na koncu je predstavljen Se Lovaszov lokalni lema in simetri¢ni lokalni lema. S
pomocjo uporabe tega izreka smo dobili drugacen pogoj za 2-obarvljivost hipergrafa,

kot v drugem poglavju.
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