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1 Uvod

Tema sodi na podrocje racunalnisko podprtega geometrijskega na¢rtovanja (Computer
Aided Geometric Design - CAGD), ki lezi na prese¢iséu matematike in racunalnistva.
To podrocje se je zacelo razvijati okrog leta 1960, njegova osnovna tematika pa je
aproksimacija in interpolacija s polinomskimi in racionalnimi objekti, kar ima svojo
uporabo v nacrtovanju in proizvodnji, racunalniski grafiki, animaciji ...

Poznamo stevilne interpolacijske in aproksimacijske tehnike, s katerimi lahko skon-
struiramo najosnovnejse objekte (Bézierove krivulje in ploskve, odsekoma polinom-
ske B-zlepke in racionalne B-zlepke (NURBS)), vendar vé¢asih to ni dovolj, saj morda
zelimo, da imajo krivulje in ploskve dodatne prakti¢ne lastnosti. Natanc¢neje: recimo,
da zelimo poiskati podrazred polinomskih krivulj, ki bi imele naslednje lastnosti: od-
sekoma polinomsko lo¢no dolzino, racionalne krivulje odmika, racionalno ogrodje ...
Razlog za to je, da znajo racunalniski programi, ki pokrivajo podroc¢ji CAD in CAGD
vec¢inoma oblikovati le s polinomskimi in racionalnimi objekti. Poseben podrazred po-
linomskih krivulj, ki zados¢a tem zahtevam, so polinomske krivulje s pitagorejskim
hodografom (t. i. polinomske PH krivulje). Te krivulje sta prva raziskovala Farouki
in Sakkalis leta 1990 [8]. Z uporabo PH krivulj lahko resimo stevilne probleme v apli-
kacijah, 8e posebej v t.i. racunalnisko-numeri¢no-vodenem strojnistvu (CNC), saj na
primer ni potrebno aproksimirati vzporednih krivulj, ampak jih lahko predstavimo ek-
saktno. Poleg tega nam ni treba numeri¢no racunati lo¢ne dolzine krivulj. PH krivulje
imajo manj prostostnih stopenj v primerjavi s sploSnimi parametri¢nimi krivuljami,
ampak imajo lastnosti, ki so uporabne v stevilnih posebnih metodah, med drugimi
tudi za konstrukcijo gibanj, ki temeljijo na rotacijsko minimizirajoc¢ih ogrodjih. Cikloi-
dne krivulje s pitagorejskim hodografom predstavljajo posplositev polinomskih krivulj
s pitagorejskim hodografom. T.i. PHC krivulje posedujejo podobne lepe lastnosti
kot polinomske PH krivulje. Zanimiva je obravnava razlicnih interpolacijskih shem z
uporabo cikloidnih krivulj s pitagorejskim hodografom. S cikloidnimi krivuljami s pi-
tagorejskim hodografom lahko resimo G' Hermiteov interpolacijski problem. Da lahko
resimo tudi zahtevnejsi C! interpolacijski problem, moramo vzeti e splosnejsi razred
krivulj s pitagorejskim hodografom, t.i. algebrai¢no-trigonometrijske krivulje s pitago-

rejskim hodografom.
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V magistrskem delu bomo obravnavali naslednja poglavja:

e V drugem poglavju bomo zapisali osnovne definicije, kot so parametricna krivu-

lja, regularna parametrizacija, predstavili razli¢ne polinomske baze ...

e V tretjem poglavju bomo opisali ravninske polinomske PH krivulje. Obravnavali
bomo Stevilne njihove uporabne lastnosti, kot so polinomska parametri¢na hitrost,
polinomska dolzina loka, racionalna enotska tangenta, racionalne krivulje odmika ...
Pogledali si bomo tudi strukturo kontrolnih tock Bézierove PH krivulje ter kompleksno

reprezentacijo teh krivulj.

e V cetrtem poglavju bomo spoznali prostorske polinomske PH krivulje in predstavili
njihove lastnosti. Nekatere izmed njih so prostorske PH krivulje “podedovale” od po-

linomskih PH krivulj, nekatere so povsem nove.

e V petem poglavju bomo obravnavali cikloidne PH krivulje in spoznali njihovo geo-

metrijsko karakaterizacijo.

e V Sestem poglavju bomo raziskali Hermiteovo G interpolacijo s cikloidnimi krivu-

ljami s pitagorejskim hodografom.

e V sedmem poglavju bomo spoznali algebrai¢no-trigonometrijske krivulje s pitagorej-
skim hodografom (ATPH krivulje). Obravnavali bomo njihove lastnosti in jih primerjali

s polinomskimi krivuljami s pitagorejskim hodografom.
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2 Osnovne definicije

V tem poglavju bomo spoznali polinomske krivulje s pitagorejskim hodografom ter
njihove lastnosti.

Polinomske krivulje s pitagorejskim hodografom tvorijo poseben podrazred v razredu
polinomskih krivulj. Za polinomske krivulje je znacilna predvsem preprosta predsta-
vljivost, saj imamo dan seznam koeficientov, hiter izra¢un vrednosti s pomoc¢jo Horner-
jevega algoritma, zapis v razliénih bazah, kot so: monomska, Newtonova, Bernsteinova

... Ravno to jih dela tako uporabne na naslednjih podroc¢jih [17]:

e racunalnisko podprto nacrtovanje,
e racunalnisko podprto geometrijsko nacrtovanje,
e racunalnisko podprta proizvodnja in

e racunalniSsko numeri¢no vodenje.

Sedaj bomo definirali parametri¢no krivuljo 7 v prostoru R? [4].

Definicija 2.1. Ravninska parametri¢na krivulja je krivulja 7 : [a, b] — R?, oblike

r=rt)= <x(t)>, t €la,b] CR.

V tej magistrski nalogi se bomo predvsem ukvarjali s krivuljami r, pri katerih je
odvod 7" # 0 v vsaki tocki:

r(t) = ( z:g; ) #0, Vtela, b CR.

Taksno parametrizacijo krivulje imenujemo regularna parametrizacija, krivulji pa

recemo regularna krivulja.

V veé dimenzijah velja podobno. Parametriéno krivuljo v prostoru R? predstavimo
kot

r(t) = (21(t), 22(), ..., 24(t))",
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Slika 1: Parametriéna krivlja Strofoida [21].

kjer x; predstavlja i-to komponento krivulje r. Krivuljo » imenujemo polinomska
krivulja, ¢e so vse komponente krivulje polinomi.
Kot smo ze omenili na zacetku, lahko polinomske krivulje predstavimo v razli¢nih

bazah, in sicer:
e Monomska baza:
pi(t) =t i=0,1,...,n,
e Newtonova baza:
po(t) =1,
pit) = —to)(t —t1) - (t —tim1), 1=1,2,...,n,

e Bernsteinova baza:

n!
; ; —— 0<i<n,
BI'(t) = ( 7.1)25’(1—15)”1,2':0,1,...,71, ( n) = il(n —1)!

t 0 sicer.

Bernsteinov polinom p je linearna kombinacija Bernsteinovih baznih polinomov,
p(t) = > biBI(t).
=0

Polinomsko parametri¢no krivuljo v Bernsteinovi bazi imenujemo polinomska

Bézierova krivulja.
Definicija 2.2. Naj bo krivulja 7 : [a,b] — R%. Vektorsko polje

(1) = (2 (1), 25(8), ... 2y(1)T,  t e [a,b],

imenujemo hodograf krivulje r.

Definicija 2.3. Polinomska krivulja r(¢) = (z1(t), 72(%), ..., 74(t))T € R? ima pitago-

rejski hodograf, ¢e obstaja tak polinom o, da je

=1

Na kratko ji recemo polinomska PH krivulja.
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V naslednjem poglavju bomo spoznali ravninske polinomske PH krivulje.
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3 Ravninske polinomske
parametricne krivulje s

pitagorejskim hodografom

Krivuljo 7(t) = (x(t),y(t))? imenujemo ravninska krivulja s pitagorejskim hodografom,

¢e komponente njenega hodografa r'(t) = (2'(t),y'(t))? ustrezajo pogoju

('(1)* + (¢ (1)* = o*(t),

kjer je o0 nek polinom. Velja, da ce je krivulja r stopnje n, potem je polinom o stopnje

n—1.
Primer 3.1. Dano imamo naslednjo krivuljo r s hodografom r’ :
3% — 4t 92 — 4
() = ( 612 + 6 ) r(t) = ( 12¢ )
Krivulja r» ima pitagorejski hodograf, ker velja
(') + (V' (1)* = (92 — 4)* + (12t)* = (9> + 4)*.
Torej velja enacba
(@) + (Y (1) = 02(t), o(t) =9t + 4.
Naslednji izrek nam bo povedal, kdaj trije polinomi zadoscajo pogoju pitagorejske
trojice.
Izrek 3.2. (Kubota) Naj bodo a(t),b(t),c(t) trije realni polinomi. Ti zadoScajo pita-
gorejskemu pogoju
a®(t) + b*(t) = A(t) (3.1)
natanko tedag, ko obstajajo polinomi u(t),v(t) in w(t), da je
at) = w(t)(u’(t) —v*(1)),
) = 2w(t)u(t)v(t),
c(t) = w(t)(W*(t) +v3(t)), (3.2)

S

kjer sta si polinoma u(t) in v(t) tuja medseboj.
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Dokaz.

(<) Enakosti (3.2) vstavimo v enacbo (3.1). Iz tega sledi, da je (3.2) zadosten pogoj.
(=) Predpostavimo, da je w(t) = ged(a(t), b(t), c(t)), kjer ged oznacuje najvecji skupni
delitelj, in definirajmo polinome

P () ()

ki so med seboj paroma tuji in zadosS¢ajo pitagorejskemu pogoju

Ce zgornjo enacbo preoblikujemo, dobimo

b(t) = &(t) — a*(t) = (e(t) + a(t))((t) — a(t)).

Vemo, da so a(t), b(t), &t) paroma tuji med seboj ter da (&(t) + a(t)) in (&(t) — a(t))
nimata skupnih nicel. Iz tega sledi, da je vsaka nicla polinoma b° hkrati tudi nicla
enega izmed polinomov ¢ + a in ¢ — a. Torej ima vsaka nic¢la polinomov ¢+ ain ¢ — a

sodo veckratnost. Tako lahko zapisemo polinoma kot
&(t) + a(t) = 2u*(t) in &) — a(t) = 20%(¢),
kjer sta u(t) in v(t) paroma tuja. Dobimo

a(t) = u*(t) —v*(t), &(t) = ul(t) +v3(t), b(t) = 2u(t)v(t). (3.3)
Ce (3.3) pomnozimo z w(t) dobimo (3.2). O

Iz zgornjega izreka sledi naslednja posledica.

Posledica 3.3. Dane imamo polinome u(t),v(t), w(t), kjer sta u(t) in v(t) tuja med-
seboj. Krivulja T(t) bo imela pitagorejski hodograf, natanko tedaj ko za komponenti

njenega hodografa velja

2(8) = (w2() = (O)w(t), () = 2u(t)o(thu(?). (3.4)

Definicija 3.4. Krivuljo r imenujemo primitivna PH krivulja, ¢e sta polinoma u(t), v(t)

paroma tuja in w(t) = 1.

V splosnem lahko za primitivno krivuljo povemo, da je hodograf nenic¢elen na ce-
lotnem definicijskem obmocju. Iz tega sledi, da je taksna krivulja r povsod regularna

krivulja.

3.1 Lastnosti ravninskih PH krivulj

Sedaj se bomo osredotocili na lastnosti regularnih ravninskih PH krivulj.
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3.1.1 Parametri¢éna hitrost in dolzina loka

Dolzina loka je razdalja na krivulji med dvema izbranima tockama.

Definicija 3.5. Dolzina loka regularne krivulje r = (x(t),y(t))? med dvema tockama

r(t1) in r(t2) je definirana kot

S(t ) = / ()t = / V@O T ).

Definicija 3.6. Parametricna hitrost je odvod dolzine loka in sicer

ds(t)

L — ()] = VPR F GOR.

Trditev 3.7. Regularne PH krivulje tmajo polinomsko parametricno hitrost.

Dokaz. 1z definicije 3.6 vemo, da velja

) _ (o) = V@ T WO = Voli = loto)

Ker je krivulja regularna, sledi o(t) # 0 za Vt. Torej |o| je polinom, saj je ves cas istega

predznaka in tako velja |o| = o oziroma

7' (8)] = %o ().

3.1.2 Enotska tangenta

Najprej definirajmo enotsko tangento, enotsko normalo in fleksijsko ukrivljenost [5].

Definicija 3.8. Enotska tangenta krivulje r je definirana kot

Hi) = )

RO

Na sliki 2 lahko opazimo, da tangentni vektorji spreminjajo smer v tockah, kje se

krivulja “krivi” [2].
Trditev 3.9. Enotska tangenta reqularne PH krivulje T je racionalna krivulja.

Dokaz. Velja

L) @O0 (@) 0)
W= = ol e

Ker je r regularna, je |o| polinom (in ne odsekoma polinomska funkcija kot v splosnem).

Posledi¢no je torej t(t) racionalna krivulja. O
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Slika 2: Parametri¢na krivulja s tangentnimi vektorji [2].

Za enotsko tangento in normalo velja, da je njuna dolzina enaka ena ter sta pra-
vokotni med seboj. Vemo, da mora biti skalarni produkt tangente in normale nicelen,
zato lahko definiramo enotsko normalo krivulje 7 kot
(=y'@®),2'(1)" _ (=y/(®),2'(t)"

|r'(2)] |o(t)]

Iz zgornje enacbe je razvidno, da je tudi enotska normala regularne PH krivulje racio-

n(t) =

(3.5)

nalna krivulja.
Sedaj definiramo Se fleksijsko ukrivljenost krivulje r, ki jo oznacimo s k(t). Fleksijska

ukrivljenost krivulje » meri spreminjanje smeri tangente. Podana je kot

_ @) x ()]

t) = 3.6
H( ) |T/(t)|3 ) ( )
kjer je x vektorski produkt.
Izrek 3.10. Fleksiyjska ukrivijenost reqularnih PH krivulj je podana kot
' (t) — o' (t)v(t

(o(2))?
Dokaz. Predpostavimo, da je krivulja regularna PH krivulja, zato je w(t) = 1 in
|7'(t)] = o (t) = u?(t) + v*(t). V enacbo (3.6) vstavimo

(1) = (&"(),y"(1)) = (u(t)u'(t) — 2v(t)o'(1), 2(v(t)u' () + u(t)V'(2))).

Dobimo

((u(t) = v* () u(B)w' () + 2u(t)v' () — 2ult)v(t) 2u(t)u'(t) — 20(t)v'(t)

") = (2(0) + 2D
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Enacbo preuredimo in dobimo

_ () + () (u(t)v'(t) — v(t)u'(1))

w0 (4 2] (o

Iz enacbe (3.7) je razvidno, da je fleksijska ukrivljenost regularnih PH krivulj tudi

racionalna krivulja.

3.1.3 Krivulje odmika

Definicija 3.11. Dano imamo PH krivuljo r. Krivuljo, ki je odmaknjena v vsaki tocki
zacetne krivulje r za konstanten odmik d v smeri enotske normale n v dani tocki,

imenujemo krivulja odmika, ki jo definiramo kot

rq(t) = r(t) +dn(t).

Slika 3: Krivulje odmika.

Iz definicije lahko razberemo, da so tangente krivulje r4 vzporedne s tangentami

zacetne krivulje . V vsaki tocki imata r in r; skupno normalo.
Trditev 3.12. Regularne PH krivulje imajo racionalne krivulje odmika.

Dokaz. Ce upostevamo definicijo enotske normale (3.5), dobimo

(z(t), y()]o(B)] + d(=y'(t), 2'(t))
o ()] '

Ker je krivulja regularna PH krivulja, je |o(t)| polinom. Posledi¢no je torej r4(t)

rq(t) =7r(t) +dn(t) =

racionalna krivulja. L]

3.2 Kontrolne tocke Bézierovih PH krivulj

PH krivulja je regularna, ¢e velja w(t) = 1 ter u(t) in v(t) sta si tuja (glej (3.4)).

Preuc¢imo sedaj netrivialen primer regularne PH krivulje stopnje 3.
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V enacbo (3.4) vstavimo pogoj w(t) = 1. Za polinoma u(t) in v(t) velja, da sta linearna
in medseboj tuja si polinoma. Krivulja = ima stopnjo 3. Zapisimo u(t) in v(t) v
Bernsteinovi obliki

u(t) = ugBy(t) +uiBi(t), v(t) = voBy(t) +viB;(t). (3.8)

Ker sta u(t) in v(t) tuja, mora veljati ugv; # ujvg. Poleg tega pa Se velja, da wu(t)
in v(t) nista konstantna, torej vsaj eden izmed njiju mora imeti stopnjo 1, kar lahko
zapisemo kot (u; — ug)? + (v, — vg)? # 0.

Enachi (3.8) vstavimo v enacbo (3.4) in dobimo

d'(t) = (ug—v5)By(t) + (wour — vovr) B (t) + (uf — vi) B3(t),
y'(t) = 2IUOvoB§(t) + (U0U1 — Ulvo)B%(t) + 2U1U1322(t).

Z integracijo hodografa dobimo kubi¢no Bézierovo krivuljo kot
r(t) = poB5(t) + P By (t) + P B3 (t) + ps B3 (1),

kjer so kontrolne tocke definirane kot [18]

1
P, = Do+ §(ug — 3, 2uguy),
1
P, = P+ g(uoul — VU1, U1 + UIVy),
1
Py = Pyt §(uf — %, 2uqvy), (3.9)

P, Ppa je poljubna kontrolna tocka zaradi integracijske konstante. Kontrolne tocke smo
izrazili s polinomoma u(t) in v(¢). Obratno ne velja, zato bomo spoznali, kaksnim
pogojem morajo zadostiti kontrolne tocke, da bosta polinoma u in v obstajala in bo

krivulja r imela pitagorejski hodograf.

Izrek 3.13. Dano imamo kubicno krivuljo s kontrolnimi tockami py,p;,py in Ps.
Oznac¢imo z L; := || A p,_4||, ¢ = 0,1,2, dolzZino odseka kontrolnega poligona med
tockama p; in p; .y, in naj bosta 01 in Oy kota med stranicama kontrolnega poligona pri

tockah p, in py. Potem ima krivulja v pitagorejski hodograf natanko tedaj, ko je

L1 =\ LOL2 mn 01 = ‘92.

Posledica 3.14. Zgornja pogoja sta ekvivalentna pogoju, da sta trikotnika s tockama

p;,t=0,1,2,in p,,1 =1,2,3, podobna.

V dokazu izreka 3.13 bomo potrebovali definicijo skalarnega produkta in vektorskega
produkta [20].
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Slika 4: Kubi¢na krivulja je PH krivulja, ¢e velja izrek 3.13.

Definicija 3.15. Skalarni produkt vektorjev a in b, ki oklepata kot 0, je Stevilo
a-b=al|b|cosb.
Dolzina njunega vektorskega produkta pa je enaka
la x b| = |a||b|sin 6.
Sedaj bomo dokazali izrek 3.13.

Dokaz.
(=) Recimo, da je r PH krivulja stopnje 3 s kontrolnimi toc¢kami (3.9). Sedaj izracunamo

dolzino odsekov in dobimo

1

Lo=apoll = 5 +2d),
1

Li=[apl = 53/ + ) +13),
1

L= 8] = 5w +0d)

Vidimo, da velja L; = \/LgLs. Kota 8, in 6, lahko izrazimo iz formule skalarnega in

vektorskega produkta in hkrati upostevamo (3.9). Najprej izra¢unamo

1 .
Ap, = p,— Py = g(ug — vg, 2ugrp)  in
1
Ap, = py—p = g(uoul — Vg1, UgV1 + U1U0)'

Sedaj pomnozimo Ap, - Ap, in LyL; in dobimo

(U% — Ug)(u()ul — 1)0U1> + 2UOU0<UOU1 + U1U0)

Ap, - A 9
cosf = pLOLplz ) I
o 5 V(5 + o) (uf + ) (uf + f)
(u§ + v§) (ugur +vov1)  (uouy + vouy)

V@ +od)ui+of)(wd+v2)  (ud+0d)(d +03)
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Podoben izra¢un naredimo za cosfy in dobimo

- Apl . Ap2 - ('LL[)Ul + ’U(]’Ul)
cosfy = = )
Lila /(ug + ) (u +0})
Vidimo, da velja cosf; = cosf,. Sedaj uporabimo formulo za dolzino vektorskega
produkta in dobimo
. |Ap; X Ap|
0= ——.
S1n 0 LOLl

V formulo vstavimo p,, p; in LoL; ter dobimo

((uguy — vovy, ugvy + ugvg) X (ud — v, 2ugue) + uivy))
V(g +03) (uf + 0}) (uf + o)

Sedaj mnozimo koeficiente in preuredimo enacbo ter dobimo

sinf; =

sinf; = (u1vo — uovy) (ug + vj) _ (wawo — ugvn)

V@@ + o)l + )@ +03)  /(ud+ ) (@d +03)

Podoben postopek naredimo za sin 6y in dobimo

sin By = |Ap, X Ap, | _ (u1vo — uou1)
L2l V(g + v (ut + vf)

Ker sta sinusa in kosinusa kotov enaka, sta enaka tudi kota #; in 6,.
(<) Recimo, da je r krivulja, ki zadoS¢a pogojema L = \/LoLy in 0; = 65 =: 6.

Z rotacijo in translacijo lahko vektorje kontrolnega poligona krivulje r izrazimo kot

Apy = Lo(1,0), Apy = / LoLa(—cosf,sinf), Ap, = Ly(cos 260, — sin 20).
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Potem je

Por = | san50]

k=0
= (YsapBH0) - 3apBAY))
2
= 9(IapIP B + 5 18P, IPBAH) + 18R |*BL(1) +22py - Ap, B (1) B (1)
+ 20 AP, BN B3(1) + 24D, - Ap, B B3(1))

2
= 9(L3BI(1) + L3BI(t) + Apy - Ap, BL(t) + Apy - Ap, B} + S Bi(1)L3

+ %Bé(t)LoLg cos 29)
= 9L2BL(t) — 9Lo\/LoLy cos 0B(t) + 3Ly Lo(2 + cos 20) Bi(t)
— 9Ly\/LoLy cos OBA(t) + 9L2BL(t)
- <3LOB§(t) — 3y/LoLy cos B2(t) + 3LQB§(75)>2
= o(t)>
Torej 1’ je hodograf PH krivulje.
0

Podobno izpeljavo kot pri kubi¢nih PH krivuljah uporabimo za krivuljo stopnje
pet in dobimo Sest kontrolnih tock, kjer je p, poljubna, tako da zadoSca integracijski

konstanti. Ostale kontrolne tocke izrazimo s polinomi u in v kot:

1
b, = po"‘g(ug_vngUOUO)?

1

Py = p1+ g(uoul — UgU1, UpV1 + U1Vp),

P; = P2+ E(u% — 07, 2uyv1) + 1_15(U0U2 — VUsg, U2 + Uslp), (3.10)
Py = P3+ 5(“1“2 — V1V, U Vg + UV ),

Ps = Pyt é(“g — V3, 2ug03).

Ukrivljenost PH krivulje stopnje pet lahko spreminja svoj predznak, medtem ko za
krivulje stopnje tri to ni veljalo. Ravno zaradi tega so PH krivulje stopnje pet najbolj
enostavne regularne PH krivulje, ki so zaradi svoje fleksibilnosti prakticno najbolj
uporabne. Obstajajo pogoji, ki morajo veljati za kontrolne tocke PH krivulj stopnje

pet.

Izrek 3.16. Naj bo r reqularna polinomska krivulja stopnje pet. Zapisimo vektorje

Ap; kot Ap; = L;e"?l. Krivulja v bo imela pitagorejski hodograf, e in samo ce vektoryji
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Ap;, j=0,1,2,3,4, zadoscajo pogoju

AP0<AP3>2 = AP4(AP1)27

in dodatnemu pogoju
3AP,Ap, Ap, — (Apy)?Aps — 2(Ap,)* = 0, ko velja Ap, # 0 ali Apy # 0,

oziroma

9ADPy(Ap,)* — (Apy)*Ap, = 0, ko velja Ap, = Ap, = 0.

Dokaz izreka je na voljo v [5].

3.3 Kompleksna reprezentacija PH krivulj

Stevilo (x,y) v Evklidski ravnini lahko identificiramo s kompleksnim stevilom z + iy.
Ce imamo dani dve kompleksni Stevili z; in 2o, lahko uporabimo naslednje operacije:
21+ 22, 2121, A,
22
V ravnini R? lahko vsako parametricno krivuljo (x(t),y(t))” predstavimo kot komple-
ksno funkcijo r(t) = z(t) + iy(t).
Ideja uporabe kompleksne reprezentacije PH krivulj je, da lahko iz dane polinomske

krivulje skostruiramo novo krivuljo, ki bo imela pitagorejski hodograf.

Naj bo 2 mnozica vseh regularnih polinomskih krivulj in () mnozica vseh regularnih
polinomskih PH krivulj. Vemo, da je Q) C Q. Obratno ne velja, saj obstajajo nekatere
regularne polinomske krivulje, ki nimajo pitagorejskega hodografa (na primer r(t) =
t+it?).

Dano imamo ravninsko krivuljo 7 in zelimo iz krivulje r narediti novo krivuljo # s

pitagorejskim hodografom. Opis preslikave P, ki preslika r» — 7, je:

1. Dolo¢imo hodograf dane krivulje: w(t) = 7/(t).

2. Dani hodograf kvadriramo, da dobimo novega: w(t) = w?(t).

3. Integriramo transformiran hodograf w(t) in dobimo novo krivuljo,
ki bo imela pitagorejski hodograf: 7(t) = [ w(¢)dt.

Pri tem vzamemo 7(0) = 7(0).

Izrek 3.17. Preslikava P je bijektivna preslikava med mnoZico reqularnih polinomskih

krivuly 2 in mnoZico reqularnih PH krivulj Q.

Dokaz.

(=) Dano imamo regularno polinomsko krivuljo 7(¢) = z(t) + iy(t) iz mnozice Q s
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hodografom w(t) = 7/(t) = a'(t) + iy/'(t). Sedaj uporabimo preslikavo P in dobimo

transformiran hodograf:

w(t) = w(t) = (2'(t)* — (v (1))* + 22/ (t)y'(¢)i.

Transformiran hodograf je pitagorejski, ker imata komponenti (z'(¢))* — (3/(t))? in
22/ (t)y'(t) obliko, ki jo zahteva izrek 3.2. Krivulja 7 je regularna, zato hodograf te
krivulje nima nikjer vrednosti 0. Iz tega sledi, da sta polinoma z'(¢) in y/'(t) tuja med
seboj. Imamo hodograf PH krivulje, ki ga integriramo in dobimo PH krivuljo.

(<) Dano imamo regularno PH krivuljo 7, ki je element Q. Hodograf krivulje lahko

zapisemo kot
w(t) = (u’(t) — v*(t)) + 2u(t)o(t) = (u(t) +iv(t))?,
kjer sta polinoma u(t) in v(t) tuja med seboj. Obrat koraka 2 spremeni w(t) v

w(t) = Jw(t) = £(u(t) +iv(t)).

Dobili smo hodograf, ki nikoli ne zavzame vrednosti 0. Sedaj polinoma izrazimo kot
u(t) = 2'(t) in v(t) = o/(t). Ce integriramo w(t), dobimo enoli¢no doloéeno regularno

polinomsko krivuljo. O]

Ce imamo dano krivuljo 7 stopnje n in jo preslikamo s preslikavo P dobimo vedno
PH krivuljo stopnje 2n — 1, ne glede na to, kaksna je stopnja polinomov u(t) in v(t).
Stopnja regularne PH krivulje bo vedno lihe stopnje.

t2
Primer 3.18. Dano imamo krivuljo r(t) = t+i5. Njen hodograf je oblike w(t) = 1+it.
Izracunamo w(t) = w?(t) in dobimo, da je

w(t) = w?(t) =1 —t* + 2ti.
Sedaj integriramo in dobimo

t3
r(t) = /ﬁ;(t)dt =t—7 + it?.
Pri tem smo upostevali, da je #(0) = r(0) = 0. Ker velja
(1 =32 + 482 = (1 + %)%

smo res dobili PH krivuljo.
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3.4 Hermiteova interpolacija z ravninskimi PH kri-
vuljami stopnje 5

Ravninske PH krivulje stopnje 5 nam ponujajo fleksibilnost glede na obliko in so
zelo uporabne v §tevilnih aplikacijah. Glede na lastnosti so zelo podobne ravninskim

kubi¢nim krivuljam.

Interpolacijski problem: dane imamo tocke p, # p; in p, # p; v ravnini. Ali lahko
najdemo dve dodatni tocki p,, p; tako, da vse tocke ustrezajo obliki v enacbi (3.10) za
realne vrednosti wug, w1, ua, Vg, V1, Va?

Ker je p, # p, in p, # p; nam to zagotovi, da velja r/(0) # 0 in r’/(1) # 0. Videli

bomo, da z ustrezno izbiro p,, p; dobimo 4 razli¢ne resitve.

Lema 3.19. Za poljubne realne vrednosti a in b, lahko resitev sistema enacb

w? —v*=a in 2uv =", (3.11)

(u,v) = j:( %(C—Fa), sign(b)“%(c—a)), (3.12)

kjer je ¢ = v/a? + b? in sign(b) = £1, ¢e je b = 0.

1zrazimo kot

Dokaz. Predpostavimo, da velja a # 0 in b # 0. Potem je u # 0 in v se izraza kot

v = 2=, kar vstavimo v prvo enacbo sistema (3.11) in dobimo

1
ut — au® — sz =0. (3.13)

Ker velja ¢ = Va2 + 12, je u? = %(aic). Ker jea—c¢ < 0in a+ ¢ > 0, potem so realne
resitve enacbe (3.13) oblike

1
u==+ §(c+a). (3.14)
Ce iz enacbe v = % izpostavimo u, dobimo u = %. To vstavimo v enacbo (3.14) in
dobimo sledece
b 1
v =t———= = *sign(b)y/ z(c — a).
2y/1(c+a) 2

Torej realne resitve so oblike (3.12), ko velja a # 0,b # 0. Sedaj bomo pokazali, da
ima enacba (3.12) realne resitve tudi, ¢e je a ali b enak nic. Ce sta a = b = 0, potem

je edina regitev (u,v) = (0,0). Ce je a = 0 # b, potem dobimo

1 . 1
(u,v)::I:< 5]b\,s1gn(b) §|b]>
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Ce je a # 0 = b, potem dobimo

(4, 0) +(1/a,0),  kjera >0,
U, v) =
+(0,v/—a), kjera <O0.
[

Geometrijsko so resitve enacb (3.11) presesiséa dveh hiperbol v (u, v) ravnini, ki se

degenerirata v premici, e je kateri izmed a, b enak nic.

Trditev 3.20. Enacba (3.11) ima vedno realne resitve, ki jih lahko izrazimo z Ap, =
(Azo, Ayo) = py — Py in Apy = (Azy, Ays) = ps — py kot

5) .
(ug,vo) = j:\/;<\/ |Apy| + Axo, sign(Ayo)\/ | Apg| — Ax()),
5 .
(ug,v9) = j:\/;<\/ |Ap,| + Axy, sign(Ays)\/ | Apy| — Aa:4>, (3.15)
3 1
(ur,v1) = _Z(UO + ug, v + v2) & \/;(V ¢+ a,sign(b)ve —a),

in a,bin c = Va?+ b so definirani kot

9 5 15
a = —(uj— vy +uj—v3)+ =(upus — vov2) + — (T4 — 31),
16 8 2
9 D 15
b = é(uOvo + ugvs) + é(uovg + ugup) + 7(y4 — ). (3.16)

Dokaz. Ker so tocke p,, p; in p,, ps dolocene, lahko uporabimo Lemo 3.19 in prvo ter
zadnjo enacbo (3.10) zapisemo kot (a,b) = (5Axq, 5Ayy) in (5Azy, 5Ay,). Tako, do-
bimo prvi dve vrstici enacbe (3.15) za (ug, vo) in (ug, v2), kjer je |Ap,| = +/(Azy)? + (Ayx)2.

Ce zapiSemo p, — p, = (py — P3) + (P3 — P2) + (P, — Py ), vidimo, da za (u1,v1) mora

veljati

15 3
7(1&1 — .1'1) = u% — ’U% + §<U0 + u2)u1 — 5(?]0 + UQ)’Ul + §<U0U2 — 1)01)2),
15

3 3 1
?(94 —) = 2w + 5(?)0 + vg)uy + é(uo + ug)vy + 5(“01)2 — Usy).

Uvedimo zamenjavo spremenljivk

ﬁ1:u1+4—1(u0—|—u2) in &1:?}1—'—1(@0—%’02).

Spremenjene enacbe za (1, v1) imajo obliko (3.11). Za ¢ = va? + b? so resitve teh
enacb oblike podane v zadnji enachi v (3.15). [
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Opomba 3.21. Ker imamo v enacbi (3.15) tri neodvisne predznake, izgleda kot da
imamo osem PH krivulj stopnje 5. Ce vzamemo vse predznake pozitivne ali negativne
iz enacbe (3.10) sledi, da dobimo v obeh primerih enako krivuljo. Razlog je v tem, da
so vsi ¢éleni v enacbi (3.10) stopnje 2 v neznankah. Torej v resnici za fiksno izbrane
predznake (npr. 4+, —, —) nam nasprotna izbira predznakov (npr. —, 4+, +), da natanko

isto resitev. Posledi¢no imamo torej samo 4 interpolacijske PH krivulje stopnje 5.
Na sliki 5 je prikazan primer Stirih interpolacijskih PH krivulj stopnje 5, kjer smo
vzeli fiksen predznak za (uy,v;) iz enacbe (3.15), in predznake ++,+—, —+, —— za

izraza (ug,vg) in (ug, vg).

Slika 5: Primer §tirih razlicnih PH krivulj stopnje 5 po (3.15) za dve razli¢ni mnozici

interpolacijskih podatkov.

Posledica 3.22. Stiri PH krivulje stopnje 5 za Hermiteovo interpolacijo tvorijo dva

para, tako da ima vsak predstavnik para enako dolzino loka, ki je podan kot

5 1 2
S5 = S(APo| + [Apy]) = 15 (uous +vovz) + T=c. (3.17)
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4 Prostorske polinomske
parametricne krivulje s

pitagorejskim hodografom

V tem poglavju bomo obravnavali prostorske polinomske krivulje s pitagorejskim hodo-

grafom. Prostorske krivulje v trirazseznem evklidskem prostoru so naprimer vijacnice

2].

Definicija 4.1. Polinomsko krivuljo r(¢) = (x(t),y(t), 2(¢))T : I — R3 I C R, imenu-
jemo prostorska krivulja s pitagorejskim hodografom, ¢e obstaja tak polinom o,

da velja:

Izrek 4.2. Naj polinomi a(t),b(t), c(t) in d(t) nimajo skupnega faktorja. Ti polinomi

zado$cajo pitagorejskemu pogoju
a?(t) + b2 (t) + A(t) = d*(t), (4.1)

ce obstajajo polinomi u(t),v(t), p(t) in q(t), da je

a(t) = u’(t) +v*(t) — p*(t) — ¢*(1),

b(t) = 2(u(t)q(t) +v(t)p(t)), (4.2)
() = 2(v(t)q(t) —u(®)p(t)),

d(t) = u*(t) +v*(t) + p*(t) + ¢*(¢).

Dokaz. Ce enacbo (4.1) preoblikujemo, dobimo
V2(t) + A (t) = d*(t) — a*(t),
kar lahko zapisemo tudi kot
(b(t) + ic(t))(b(t) — ic(t)) = (d(t) — a(t))(d(t) + a(t)). (4.3)

Sedaj bomo dokaz razdelili na dva dela. Prvi del obravnava primer, ko sta polinoma

b in ¢ tuja med seboj, drugi del pa, ko obstaja nekonstanten polinom y, ki je delitelj
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polinomov b in c.
Prvi del: Recimo, da sta b in ¢ tuja med seboj, potem polinoma b+ ic in b — ¢ nimata
skupnih nicel. Vse nicle polinoma b + ic, ki imajo kompleksni del pozitiven, oznac¢imo
kot «;, 1 € I, in vse nicle polinoma b — ic, ki imajo kompleksni del pozitiven, oznac¢imo
kot B;,j7 € J. Nicle prvega polinoma imajo svoj konjugiran par kot niclo slednjega.
Enako velja obratno. Recimo, da sta f(t) = [[ic;(t — ;) in g(t) = [[;c,(t — B))-
Konjugirane pare polinomov f in g oznacimo kot f in g. Potem lahko sledeca polinoma
zapisemo kot

b(t) +iclt) = F(BF(H),  b(t) — ic(t) = F(D)gd). (4.4)
Polinoma d —a in d+ a sta realna polinoma, zato imata konjugirane pare nicel, in sicer

eno iz polinoma b + ic in eno iz polinoma b — ic. 1z tega sledi

d(t) —a(t) = f(O)f(t), d(t)+a(t) =g(t)s(t). (4.5)

Ko polinoma f in g zapisemo kot f(t) = p(t) + iG(t) ter g(t) = u(t) + i0(t) in resimo
enachi (4.4),(4.5), dobimo obliko polinomov a,b, ¢ in d. Polinomi p, ¢, u,v pa so enaki
V2P, V24, V20, V/20.

Drugi del: Obstaja nekonstanten polinom vy, ki je delitelj polinomov b in ¢. Vidimo, da
je leva stran enacbe (4.3) deljiva z y2. Vemo pa iz predpostavke izreka, da polinoma a
in d nimata skupnega delitelja y. Iz tega sledi, da je eden izmed polinomov d — a ali
d + a deljiv z y?. Ce enacbo (4.3) delimo s polinomom y?, dobimo izpolnjene pogoje

prvega dela dokaza. Iz tega sledi, da veljajo relacije (4.2). O

Posledica 4.3. Hodograf prostorske PH krivulje r(t) = (x(t),y(t), 2(t))T mora imeti

komponente oblike

), (4.6)
kjer so u(t),v(t), p(t), q(t) realni polinomi.

4.1 Lastnosti prostorskih PH krivulj

Nekatere lastnosti, ki veljajo za ravninske PH krivulje, veljajo tudi za prostorske PH

krivulje. Vzemimo regularno prostorsko polinomsko krivuljo 7(t) = (z(t),y(t), z(t))T.

Definicija 4.4. Enotska tangenta krivulje 7(¢) je definirana kot

() _ (@'(1),y'(), (1))

M 1T VEor s R s GO
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Iz definicije je razvidno, da je enotska tangenta regularne prostorske PH krivulje
racionalna funkcija, saj je \/(2/(t))% + (v/(t))? + (2/(¢))? enak |o], ki je polinom, enak

—o ali 4o0.
Pri prostorskih krivuljah pravokoten vektor na tangento ni enoli¢no dolocen kot pri

ravninskih krivuljah, zato bomo najprej definirali enotsko normalo in binormalo.

Definicija 4.5. Enotski normalni vektor definiramo kot
t'(t) (1) x (") x r'(t))
n(t) = 57 = AT
(@) [ @) | e (@) x r'(2) |

Enotski normalni vektor je vektor hitrosti spreminjanja tangente in hkrati kaze v

smer spreminjanja.

Definicija 4.6. Enotsko binormalo definiramo kot

b(t) = t(0) < m(t) = LI

Torej binormala je enotski vektor, ki je vedno pravokoten na t in n. Ogrodje, ki ga

tvorijo enotska tangenta, normala in binormala, imenujemo Frenetovo ogrodje.

Slika 6: Frenetovo ogrodje (¢, m,b) ob vijacnici [5].

V prostoru poznamo poleg fleksijske ukrivljenosti tudi torzijsko ukrivljenost, ki nam

pove koliko “ zvita” je krivulja.

Definicija 4.7. Torzijsko ukrivljenost 7 definiramo kot

) x () - ()
= <

Opazimo, da so enotska tangenta, enotska normala, enotska binormala, fleksijska

ukrivljenost in torzijska ukrivljenost odvisni od | v/(t) x v”(t) | . Ce v | ¥/(t) x v"(t) |

vnesemo zveze (4.6), dobimo

| r x ! | _ \/(ylzll _ y//Z/)2 i (z’x” _ Z//x/)Q + (x/y// _ x//y/)Q

— Vo,
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Slika 7: Frenetovo ogrodje z ravninami.
kjer je
Y(t) = A((up’ —u'p)* + (ug' —'q)* +vp’ —v'p)* + (vq' —v'q)* +2(w —u'v)(pg' —p'q)).

Izraz | v'(t) x r"(t) | bo polinomski, ¢e bo 9 popoln kvadrat polinoma. Enotska
normala, enotska binormala in fleksijska ukrivljenost prostorske PH krivulje so lahko ra-
cionalne ali pa ne. Torzijska ukrivljenost prostorske PH krivulje pa je vedno racionalna
krivulja. Lahko povemo, da prostorske PH krivulje nimajo racionalnega Frenetovega
ogrodje, ker normala in binormala nista vedno racionalni krivulji. Ce ima PH krivulja

r racionalno Frenetovo ogrodje, potem taksno krivuljo imenujemo dvojna PH krivulja.
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5 Cikloidne krivulje s

pitagorejskim hodografom

Cikloidne krivulje s pitagorejskim hodografom (PHC) so razsiritev kubi¢ih PH krivulj.
V nadaljevanju bomo spoznali in preucili njihove lastnosti in geometrijsko karakteriza-
cijo. Izkaze se, da so vse PHC krivulje, ki niso premice, regularne tako v ravnini kot v
prostoru. Poleg tega so ravninske tudi vedno konveksne. Opisali bomo Se Hermiteovo

G! interpolacijo s PHC krivuljami.

Cikloidno krivuljo lahko izrazimo na intervalu [0, «], kjer je a € (0, 27), kot

3
i=0
kier so b; € R% d > 2, C-Bézierove kontrolne tocke in Z; := Zi o C-Bézierove bazne
funkcije [19] prostora
S =8, := Lin{l,t,cost,sint}, te€l0,a], aec(0,2n),

definirane kot st
— sin

Z3a(t) = ——,

a —sinao

Zo7a(t) = Zg)a(Oé — t),

a—2v(a)\1—cosa a—sina

sin « 1 —cost t—sint
Zoolt) = ( . ) (5.2)

lea(t) = Z27a(0é — t),
pri cemer je

(@) a — sina

via) i= ————.
1 —cosa

Funkcije Z; tvorijo particijo enote in v(a) > 0 za a € (0, 27). Bazne funkcije (Z;)2_,

so dobro definirane tudi, ko je o =,

1 1
Zy(t) = lim Zy o (t) = 5(1 —cost) — —(t —sint).

a—T T
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Iz enacbe (5.1) in lastnosti particije enote opazimo, da velja
3 2 3
p=) bZ=b+> Ab; Y Z,
i=0 i=0 j=it1

Torej hodograf krivulje p lahko izrazimo kot

p, = Abow() + Ab1w1 + Ab2w2, (53)
kjer
3
wi(t) ==Y Zi(t), i=0,12.
j=it+1
Oziroma
1 —cos(t — )+ cosa — cost 1 —cost

wo(t) = wala —t), wy(t) wsy(t) =

a — 2sina + a cos a a—sina’
Funkcije (w;)%, so bazne funkcije prostora, ki ga oznac¢imo z Sg. Baza je dobro

definirana tudi za o = 7. Sedaj definirajmo

Wo
w = w1 3

%)

|Abo||>  AbjAby  AbfAb,
G:=| AbTAb, |Ab|2 AbTAb,
AbgAby  Ab]Aby || Abs|

Ce definiramo kote

potem lahko elemente matrike GG zapisemo kot
Ab Ab; = [|Ab,|[| Abj || cos ;.

Matrika G je Gramova matrika, kjer so elementi skalarni produkti razlik med dvema
kontrolnima tockama. Za Gramovo matriko vemo, da je simetriéna in pozitivno semi-
definitna [10]. Matrika G je simetri¢na, ¢e velja GT = G in pozitivno semidefinitna, ¢e
je 2T Az > 0 za vse € R Ce so (Ab;)Z, linearno neodvisni, potem je G pozitivno
definitna. V tem primeru je p vedno regularna krivulja. Norma ||p(¢)|| je lahko zaradi
enacbe (5.3) nicelna natanko tedaj, ko je w(t*) = 0 za nek t*. Ce je wo(t*) = 0, potem
je t* = 0. Toda wy(0) = we(a) # 0, kar predstavlja protislovje. Parametri¢no hitrost o

cikloidne krivulje doloca zveza

o*(t) =wt) ' Gw(t), telo,al (5.5)
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Izrek 5.1. Naj bo p cikloidna krivulja, podana v enacbi (5.1), ki ni odsek premice. Ce
so wvse kontrolne tocke paroma razlicne, torej b, 1 # b;, 1 =0, 1,2, potem je krivulja p
cikloidna krivulja s pitagorejskim hodografom natanko tedaj, ko velja

_ 2
| Abol[[|Absf| (a><1 cos <P01>

Yo1 = P12 In A (5.6)

1 — cos ppo

kjer je

o — sin o 2
a

pla) = (

in so koti ;; definirani v (5.4). Za cikloidne krivulje s pitagorejskim hodografom (PHC)

> -
2acos 5 4 sin 5

je parametricna hitrost podana kot
2
o=+ ZO’Z‘U]Z‘ = i(||Ab0||w0 -+ cos g001||Ab1||w1 + ||Ab2||w2> (57)
i=0
Ce je vsaj ena od kontrolnih tock b;, i = 0, 1,2, podvojena, potem PHC krivulja postane

odsek premice.

Dokaz. Naj bo p PHC krivulja s parametri¢no hitrostjo o(t) € Sg,t € [0,a]. Pogoj

o € Sk C S,0? = p'Tp' na intervalu [0, a] lahko zapisemo zaradi enacbe (5.5) kot
() = wt) ' Gw(t) — (&wo(t) + Eyw (t) + Ewo (1) =0, t€]0,q], (5.8)

kjer je skalarje &; potrebno Se doloc¢iti. Vzamemo robna parametra 0 in « ter vstavimo
v (5.8). Torej

X(O) = (U)O(O)’ 0, O)G(MO(O)v 0, O)T - (wa[)(O))Q =

1
= || &by |I* w5 (0) — &uwi(0) = wi(0)([| Abo||* — &5) =

v(a)?

(1Abo]I* - &5).

Enak postopek naredimo za x(«) = 0 in dobimo

1 2 2
x(@) = s (1A - &).
Ker mora biti x(0) = 0 in x(a) = 0, sledi ||Abg|* = &2 in ||Absy||? = &2 oziroma

[Sol = [|Abol|,  [&2] = [|Aba]|. (5.9)

Sedaj izra¢unajmo odvod x’(0) = 0 in dobimo

&& = AbjAb
&11olsign(&o) | Abg ||| Aby || cos o1
& = sjgn(&)) COS Y01 HAb1 ||7 (5~10)
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kjer je & = |§o[sign(&o) ter

17 5020

sign (§o) = { 1, £ <0,

Enak postopek naredimo za x’(«) in dobimo
5152 — Ab’{AbQ =0= 51 = Sjgﬂ(fg) COS g012||Ab1H (511)

V ena¢bo x(t) vnesemo zveze (5.9), (5.10) in (5.11) in dobimo

(1 — cost + cosa — cos(t — a))?

(o — sin)?(1 + cos )

(26(0) (1 = cos? 01) | Ab1 | = (sign(€oga) — cos poa) | Aol Ab).

\(t) = (5.12)

Ce je sign(&p€s) = —1, potem mora biti cos pga = —1. Torej ppo = 7. Prav tako tudi
cos® pg1 = 1 = o1 € {0,7}. Edina moznost je torej le odsek premice, kar pa je v

protislovju s predpostavko izreka.

Slika 8: Eden izmed dveh primerov, ko je sign(&&s) = —1.

Iz enacbe (5.12) sledi, da je sign(£pé2) = 1, kjer imamo dve moznosti:
a) § > 0in & > 0= & = [|Abo|, & = [|Aba]], {1 = cos poi || Ab ||
b) & <0in & < 0= & = —||Abol[, & = —[[Abs||, & = — cos o [[Ab .
S tem smo dokazali (5.7). Posledi¢no velja
2(a) (1 — cos® o1 ) [ Aby||* = (1 — cos o) || Ab|[[| Abs|l, (5.13)

s ¢imer je dokazan drugi del (5.6).
Dokazimo $e, da velja po; = p12. Kot smo povedali ze zgoraj, velja sign(§p&s) = 1 in
tako tudi sign(&) = sign(&s). 1z enacb (5.10) in (5.11) sledi

sign(&o) cos o1 || Aby || = sign(&s) cos p1a||Aby||.

Tako dobimo cos ¢g; = cos ¢12. To implicira pg1 = @12, saj je i; € [0, 7.

Oglejmo si sedaj Se primer, ko je npr. Aby = 0. Velja by = by in § = 0. Vstavimo
to v (5.12) in dobimo
(1 — cost + cos ) — cos(t — a))?

1 — cos® p1a) | Aby ||
(a0 —sina)?(1 + cos a) (1 — cos” 12) | Ab |

X(t) = 2p(a)



Volag, V. Cikloidne krivulje s pitagorejskim hodografom.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 28

Torej
1 — cos? Y12 =0= cos? Y12 = 1= cospia = £1 = 12 € {0, 7}.

b=

Slika 9: Primera, ko je @12 € {0, 7}.

Posledica 5.2. Rawvninske cikloidne krivulje, ki niso odseki premic in itmajo paroma

razlicne kontrolne tocke, so PHC krivulje natanko tedaj, ko velja

[Abol|Ab, |

Vo1 = P12, A6 pla).

Dodatno velja se, da je kontrolni poligon taksne krivulje konveksen.

Dokaz. 1z izreka 5.1 vemo, da velja

[[Abo||[| Abs | 1 — cos® o1
—_— =2 — .
[Ab |2 (a)( 1 — cos po2 >
Zelimo pokazati, da je
HAbO””AbQH :p(Oé)
|Ab, ||? ’

oziroma zelimo videti, da je
1—cos®po 1

1 —cosgee 2

Poglejmo si dva primera in sicer konveksni poligon in nekonveksni poligon.

1. konveksni kontrolni poligon
Kot (g9 lahko izrazimo z ostalimi koti kot g2 = 2m— g1 — @12 ali g2 = o1+ P12
To lahko zapisemo kot pgo = m + (o1 + @12 — ) in hkrati velja

oS o2 = cos(T £ (o1 + Y12 — T)) = COS PYp1 COS P12 — SiN Y1 Sin P1a.
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Uporabimo dejstvo, da sta kota pg; = @12, in dobimo
COS (g2 = COS (g1 COS Po1 — SN Yoy 8iN Yo = cos? Yo — sin® Yo = 2 cos? Yg1 — 1.

Torej
1 — cos? g1 o 1- cos? g1 I cos? o1 1

l1—cospgy 1—2cos?por+1  2(1—cosgpr) 2

Slika 10: Primer, ko je @2 = 27 — ©o1 — ©12.

Slika 11: Primer, ko je pg2 = o1 + @12

2. nekonveksni kontrolni poligon
Kot ¢ lahko izrazimo z ostalimi koti kot ¢go = o1 — 12 ali po2 = 12 — Po1-

To lahko zapisemo kot pgo = (o1 — 12). Tore]
COS Qo2 = COS(:E(QO(H — @12)) — COS Y1 COS Y12 =+ sin ©Yo1 sin ©Y12-
Uporabimo dejstvo, da sta kota pg; = ¢12 in dobimo

. . 2 )
COS Y1 COS Yo1 + SIN Y1 SIN Y1 = €Os” Y1 + sin” Yo = 1.
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Por

Slika 12: Primer, ko je @g2 = o1 — ©12-

01

Slika 13: Primer, ko je @2 = ¢12 — @o1-
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Sedaj si oglejmo enacbo (5.13). Ker je 1 — cos? pg; = 0, potem iz tega sledi
cos® g1 = 1 oziroma cos @y = £1. Torej ¢o; € {0, 7} in @15 € {0,7}. Dobljena

PHC krivulja je odsek premice, kar je protislovije.
O

Posledica 5.3. Ce o — 0, se PHC krivulja p = Z?:o bioZi degenerira v kubicno

PH polinomsko krivuljo p°, ki je izraZena z limito

p’(u) == lim p(au), wu€[0,1].

a—0

Dokaz. Parametrizirali bomo krivuljo p na fiksen interval [0, 1], kjer ¢ — au. Funkcije
Zi o v limiti postanejo kubi¢ni Bernsteinovi polinomi,
lim Z; o(ou) = B3 (u), i=0,1,2,3,

a—0

in p° je kubi¢na polinomska krivulja. Ker velja lim,_.o p(a) = 1, se pogoj (5.6) pretvori

v pogoj (3.13), kar predstavlja polinomsko kubiéno PH krivuljo. ]

Izrek 5.4. Predpostavimo, da je p PHC krivulja na intervalu [0, a],0 < a < 27, ki ni

odsek premice. Potem je p reqularna krivulja na tem intervalu:
p'(t) >0, tel0,al
Ce je p ravninska krivulja, potem mora biti tudi konveksna.

Dokaz. Glej [9]. O



Volag, V. Cikloidne krivulje s pitagorejskim hodografom.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 32

6 Hermiteova interpolacija s
cikloidnimi krivuljami s

pitagorejskim hodografom

Interpolacijski problem je naslednji: Dani imamo dve tocki Py, P; € R%,d > 2, in dve

enotski tangenti dy in d;. Is¢emo PHC krivuljo p, ki zadosca interpolacijskim pogojem
p(0) = Py, p(a) = Py, p'(0) = hody, p'(a) = Aid, (6.1)

kjer sta A\p in A\; neznani dolzini tangent, ki morata biti pozitivni. Tovrsten interpola-
cijski problem imenujemo G' Hermiteova interpolacija. Pogoji (6.1) predstavljajo 4d
enacb za 4d + 2 neznank (4d koeficientov, Ay in Ap).
Poglejmo si interpolacijsko krivuljo p v Bézierovi obliki (5.1). C-Bézier bazne funkcije
v (5.2) nam omogocijo vkljucitev interpolacijskih pogojev (6.1) v kontrolne tocke. Ker
velja

1 1

p,(O) = ’lU()(O)AbO = mAbo, p’(oz) = ’U)g(Oé)Abg =

Ab
I/(Oé) 2

to implicira

bo = PQ, b1 = Po + )\0V(Oé)d0, bg = P1 — )\1V(Oé)d1, b3 = Pl-
To resi linearni del interpolacijskega problema in nam da koncno resitev, brz ko izracunamo
Se A\g in Aj. Neznanki )\ in \; pa izra¢unamo lo¢eno iz PH pogojev (5.6). Definirajmo

konstante
0= ||APO||, Cij ‘= COSQZ'J',

kjer so
601 = l(do, AP(]), 612 = A(AP(], d1)7 602 = l(do, dl)

Kosinusi ¢;; niso neodvisni, ampak morajo zadoscati relaciji [3]
(coz — co1c12)® < (1 — ) (1 = ct). (6.2)

Enakost je dosezena le v ravninskem primeru. Z uporabo izreka 5.1 izpeljemo dve

enachi za neznanki g, A;. Relacija med koti v enacbi (5.6) doloca funkcijo

61()\0, )\1) = (001 — 012)5 + (COQ — 1)1/(0()(/\0 — /\1>,
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iz drugega pogoja izreka 5.1 pa dobimo funkcijo

esQos M) = AoMr()2(1 — coz) — 2p(a) <HAb1H2 . (dOTAb1)2>
= 2(c3, — 1)6%p() + 4(c1a — corcon)ov(a)pla)
+ 2(c3y — Dv(a)®p(a)A] + (1 — coo)v(a)*AoA;.

Prva funkcija je linearna in druga je kvadratna v neznankah )y in A;. Nelinearni sistem
e()\o,)q) = (61()\0,)\1),62()\0,)\1)) = (0,0) (63)
ima tako dva para resitev. S pomocjo funkcij

h(z,a) = 2(z*—1)p(a) —x+1,

(ZIZ' Y,z @) = 4(1‘Z—y)p(05) +ty—ux,

= —8p(a)(z? — Dh(z, ) + gi(z,y, 2, ),
e 10pla)(a* 1) |
v(a) (gl(x,y, z, ) F v/ g2z, 9, 2, oz))

)
)

G2z, y, 2,

izrazimo obe resitvi (Ag;, A1), = 1,2, kot

)\0,1 = C+(01270017002,04)> )\1,1 = C+(001,012,Co2704)> (6.4)
)\0,2 = C_(012,0017002704)7 )\1,2 ¢=€_(001,C12,002704)-

Razvidno je, da go(z,y, 2, ) = g2(y, 7, 2, ). Naslednji izrek nam pove, ali PHC krivulja
obstaja in koliko ima resitev (glej tudi sliko 14).

Izrek 6.1. Podane imamo dy, Py, Py, (P # Py) in dy in naj bo |coi| < 1, |c1a| < 1.
Potem obstaja natanko en interpolant, ki je dolocen z o1, 11 v (6.4), ¢e in samo ce
1
2p(a)

Ce 9(a) < coy < 1, potem ima interpolacijski problem dve resitvi (kot para (Mo, \11)

—1 <o <V(a) =

ali Coa = 19(0[), co1 + c12 > 0.

in (Ao2, A12)), Cein samo ce
cor + 12 >0, ga(cor, C12, Coz, @) > 0. (6.5)

V nasprotnem primeru interpolacijski problem nima resitve. Obe resitvi sovpadata, ce

in samo ¢e v zadnji enacbi (6.5) velja enakost.

Dokaz. Upostevati moramo, da je h(cp, @) = 0 za cge = 1 ali cge = J(a). Predposta-

vimo, da —1 < ¢ < J(a). Potem h(cpz, ) > 0 in

92(%%0027@) > 91($a97002704)27 |[L‘| < 1.
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Par (Ao 1, A11) je ocitno dopusten za tako izbrane cpy, ampak drugi par pa ni dopusten.

Naj bo sedaj cos = V(). Potem h(coe, ) = 0 in
92(2, Y, coz, @) = g1(, y, coz, @)*.
Se vec,
g1(cor, ci2,9(a), @) = gi(cr2, cor, ¥(a), @) = (1 — dp(a))(cor + c12).

Ker je 1 — 4p(a) < 0 za a € (0,27), je funkcija g;(cor, c12,9(a), @) negativna za
co1 + €12 > 0 in pozitivna za cy; + c12 < 0. Tako je torej za cg; + ¢12 > 0 samo resitev
(Xo.1; A1,1) dopustna, medtem ko gre druga resitev proti neskonénosti. Za co; + ¢12 <0
ne obstaja nobena dopustna resitev, saj gre prva resitev (Ao 1, A1,1) v neskoncnost, drugi
par pa je negativen in gre proti neskoncno, ko gre co; +c12 7 0. Potrebno je Se pogledati

primer Y(a) < cgo < 1. Sedaj je h(cp, ) < 0 in
92($7y70027a) <g1($ay76027a)27 |Q§'| <1l

Oba para resitev (A1, A1) in (g2, A1,2) sta hkrati dopustna ali pa ne. Oba sta realna

in pozitivna natanko tedaj, ko

g2(Co1, €12, Coz, @) = g2(C12, Cot, Coz, @) > 0 (6.6)

ter

g1(co1, c12, coz, @) < 0, g1(caz, cor, Coz, ) < 0. (6.7)
Da se pokazati, da sta (6.6) in (6.7) izpolnjena natanko tedaj, ko velja
g1(co1, c12, Coz, ) > 0

in co; + c12 > 0. Pokazimo sedaj Se, da za cps = 1 nobena resitev ni dopustna. V tem
primeru velja, da je co; = c1a. Se vee, gi(z,z,1,a) = go(x,x,1,0) = 0, kar implicira
(H(x,r,1,a) = o0, O

Sedaj moramo obravnavati Se posebne primere, ki so bili izpusceni v izreku 6.1.

Navedimo jih v naslednjih dveh izrekih. Dokaze lahko najdemo v [9].

Izrek 6.2. Prepostavimo, da je § > 0 in |coici2| < 1 in naj bo

0 1+ 1
(A(), Al) = ( co2 > .

v(a) \ coa — I(a)’ 2p(a)(coz — V()

(a) Za cyy = 1 ali c12 = 1 obstaja (natanko ena) dopustna resitev sistema (6.3)

natanko tedag, ko 9(a) < coa < 1. Resitev je par (Ao, A1) oziroma (Ay, Ag).
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(b) Zacyy = —1 alicia = —1 obstaja (natanko ena) dopustna resitev sistema (6.3) na-

tanko tedaj, ko —1 < cpa < V(). Resitev je par (—Ag, —A1) oziroma (—Ay, —Ao).
Preostane Se primer, ko je 6 = 0.

Izrek 6.3. Naj velja Py = P1,dy # dy, Ta predpostavka ima resitev natanko tedaj, ko

je coa = V(). V tem primeru vsak par Ao = Ay > 0 doloéa regularen interpolant.

Izpustili smo Se primer |co1c12] = 1. Vidimo, da v tem primeru dobimo regularno
premico, ¢e velja cpy = c12 = cgo = 1. V vseh drugih primerih ne dobimo regularnih

resitev.

Naslednja lema nam bo povedala, kako izracunamo dolzino PHC krivulje p, ¢e

uporabimo zveze (6.4).

Lema 6.4. Dolzino PHC krivulje p, ki zadoS¢a pogojem (6.1), lahko zapisemo kot
l(p) = /Oa o’ (t)]|dt = dcor + (1 — co2)v(@) Ay = dera + (1 — coo)v(a)Ao.

Ce imamo dva dopustna interpolanta, ima interpolant, dolocen s parom (Ao1s A1),

mangso dolzino kot interpolant, ki ga doloéa (o2, A12).

Dokaz. N N
(p) = / 10 (8]l dt = / o(t)dt.

Sedaj uporabimo enacbo (5.7) in dobimo
6 2 (63 6 «
/ Zaiwi = 00/ wo(t)dt+01/ wl(t)dt—l—az/ wy(t)dt.
I 0 0 0
Sedaj bomo izracunali zadnji ¢len zgornje enacbe
« « 1 _ t
/ wy(t)dt = / SO g =
0 0 a — SIn «
1 @ 1 o
= —/ dt——,/ costdt =
a —sina J a —sina J

o 1 «
= . — - costdt =
a—sina  a—sina J,

« sin o a —sin o 1
a—sina a—sina «a-—sina ’

Na podoben nacin izra¢unamo Se prvi in drugi ¢len ter dobimo, da je

€<p) =09+ 01 + 09.
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Torej
2

(p) = o7 = || Abo|| + cos por | Aby || + || Aby]|.
i=0
Naj bo p, definiran s parom (Ag;, A\1;),7 = 1,2. Iz tega sledi

(cor + c12)(4p(a) = 1) + (=1)"y/ga(cor, c12, co2, @)
4(1 + Cog)p(a) -2 .

Po izreku 6.1 mora biti izpolnjen pogoj za dve resitvi in sicer cpp > ¥(av), ki implicira

U(p;) =0

4(1 + co2)p(a) —2 > 4(1 + V() p(a) — 2 = 0.

Iz tega je razvidno, da je £(p,) < {(p,). O

Slika 14: Za parametre cg1, c12 in cop smo izbrali a = 7, ‘%’r, 9{ in %’r. V ¢érnem obmocju

obstaja en PHC interpolant, v temno sivem obmocju obstajata dva PHC interpolanta,
v svetlo sivem obmocju pa ni PHC interpolantov. Belo obmocje predstavlja obmocje,

kjer niti ni izpolnjen pogoj (6.2).

Poglejmo si sedaj Se en primer.
Primer 6.5. Dane imamo tocke Py = (0,0)7, P; = (1,0)7 in tangenti dy = (cos g,
T
sin g) , dy = (cosvym,sinym)T, kjer se tangentna smer v tocki P spreminja z v, pri
cemer

~ € {0.15,0.05,0.03, —0.04, —0.16, —0.35, —0.9, —1.01, —1.4}.
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Na sliki 15 imamo prikazano vse mozne resitve Hermiteovega interpolacijskega pro-

3r 5m Tx
47 47 4

0,1 ali 2 interpolanta, katerih Stevilo pa je odvisno od parametra «.

blema pri razlicnih parametrih o € {7, }. 1z izreka 6.1 vemo, da lahko imamo

Slika 15: Razlicne resitve Herimteovega interpolacijskega problema. Crna krivulja

predstavlja resitev pri parametru o = 7%, siva krivulja pri a = ?jf,
. o 571— . - . . . . o 771—
pri a = °F in ¢rtkana siva krivulja pri parametru a = ‘.

¢rna ¢rtkana krivulja
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7 Algebrai¢ne-trigonometrijske

krivulje s pitagorejskim hodografom

V tem poglavju bomo definirali nov razred krivulj s pitagorejskim hodografom. Spo-
znali bomo njihove lastnosti in jih primerjali s polinomskimi krivuljami stopnje pet. S
kompleksno reprezentacijo teh krivulj lahko reSimo razlicne aplikativne probleme, kot

je na primer C'!' Hermiteov interpolacijski problem [15].

7.1 Normalizirana B-baza za trigonometrijski in

mesan algebrai¢no-trigonometrijski prostor

Najbot € [0,a]in 0 < o < 7. Za poljuben m € N definiramo prostor trigonometrijskih

polinomov reda m kot

U = Lin{1, {sin(¢t), cos(¢t) }}2,},

In oznacimo z

o (2m\ (eos 5\ (1 tan (252 (1 tan (2g2)
B = ( i )ul( cos(g) ) <§+ 2tan(g) ) (5_ 2tan(%)) ’

1=20,1,...,2m, kjer
om\ /2] m i—r a\\i-2r
Mi:M2mi::<i> ;(i—r)< . )<2COS<§)> , 1=0,1,...,m,

normalizirano B-bazo za tak prostor (glej npr. [11] in [16]). Ce je 0 < o < 7, potem je
za kakrsenkoli v pi; strogo pozitivna vrednost. Bazne funkcije E?m(t),z =0,1,...,2m,

imajo naslednje lastnosti:
1. Simetricnost: B2™(t) = B2™_(a—t), te[0,al,
2. Pozitivnost: B2™(t) >0, t € [0,0q],
3. Particija enote: 227 B2m(1) =1, € [0, 0],

4. Rekurzija: B2 (t) = Egé?(m_l) + E%éfﬁl_l) + égéfﬁg”‘”, m > 2.
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Funkcije Efm (t),i =0,1,...,2m, so ekvivalentne Bernsteinovim polinomom v pro-
storu Usy, in konvergirajo proti Bernsteinovim polinomom stopnje 2m, ko gre o — 0.
Ce pa a povecujemo na intervalu (0, 7], potem dobimo razlicne krivulje (glej sliko 16).
Na sliki 16(d) vidimo, da zgolj prva in zadnja funkcija normalizirane B-baze Efm,z =
0,1,...,2m, ostaneta nenicelni, ¢e a — 7. Krivulja z(t) = 3.7 p,B2m(t),t € [0,al,
se degenerira v daljico pyp,,,- Na primer, ko gre a — 7, dobi normalizirana B-baza
B2i=0,1,2, za prostor Uy = (1,sin(t), cos(t)) sledeco obliko:

lim B2(t) — %(1 Foos(t)), Tim B2() =0, lim B2(t) — %(1 ~ cos(t)).

a—T a—T a—T

Limitni primer je demonstriran na sliki 16, primer (d).

Vi
o // “ P
4 = ™ s w / - ~
\\ I ,/ u \\ s . \\ / :! \\/(/
NN 1 S I,
:7 // ,,/'X\\ N ot TN . . //,..-// \\\\‘-.\\ = / \
ot - *-\__,_7_7__7 \, - ’/7__7_7_,_. - ~— ._,\“ o /, N - 7..‘/, .
(a) (b) (c) )

Slika 16: Bazne funkcije B2(t),i = 0,1,2, za t € [0,a] in a = = (primer a), a =

w3

(primer b), v = 27 (primer ¢), @ — 7 (primer d).

Ce izrazimo normalizirane B-bazne funkcije {B?}i—012 in {B}}i—. 4 za prostora
U, in Uy, dobimo

Bi(t) = Cocséj(;)t: - B - CC;);((;)) _—117

B - cos(a) — cc;so(;f()a—) ioi(a —t)+ 17

~in  (cos(a—t)—1)?

Bilt) = (cos(a) —1)2 7

~4 ~ 2(cos(a —t) — 1)(cos(a) — cos(t) — cos(a —t) + 1

Bilt) = (cos(ar) — 1)2 ’

~, 2(cos(av —t) — 1)(cos(t) — 1) + (cos(a) — cos(t) — cos(a — t) + 1)?

Blt) = (cos(ar) — 1)? ’
4 _ 2(cos(t) — 1)(cos(ar) — cos(t) — cos(a —t) + 1)

Bi(t) = (cos(ar) —1)2 ’

By - (cos(t) —1)?

(cos(a) — 1)2°
(7.1)
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Preidimo sedaj na algebrai¢no-trigonometrijske prostore. Normalizirane B-bazne

funkcije v algebrai¢no-trigonometrijskem prostoru

Us = Lin{1,t,sin(t), cos(t), sin(2t), cos(2t) },

.....

uporabili oznake

«

1 := sin (§> , €] :=cCoS (%) ,  Sy:=sin(a), ¢ := cos(a), (7.2)
in
ng = 6+ 2s5(co —4), ny :=c1(sy — 3a) +4s1, ng:= (24 co)a—3se.  (7.3)

Normalizirane B-bazne funkcije v prostoru Us lahko izrazimo kot

Bi(t) = %(3@ — ) +sin(a — t)(cos(a — t) — 4)),
Bi(t) = ;j;l (nosin®(“5=) = 2s1(3( — 1) + sin(a — )(cos(a — t) (cos(a — £) — 4)) ),
Bi(t) — ;%(SSinS(a )sin s - " sin' (% oy 2n—8131(3(a _ 4

+ sin(a — t)(cos(a — t) — 4))), (7.4)
Bi(t) = §—2<8 sin3(%) sin(“—- by Z—? sin*(L) + Qn—sfl(?)t +sin()(cos(r) — 4) ).
B = nj;h @ sin4(%) — 251(31 + sin(t) (cos(t) — 4))),
Bi(t) — %(m + sint) cos (1) — 4) ).

Ko gre a proti 27, dobijo normalizirane B-bazne funkcije iz enacbe (7.4) sledeco
obliko:

. 1
lim By(t) = -——(127 — 6t + 8sin(t) — sin(2t)),
a—2T 127
s 5 _ : 5 1 5 . S 5 _
g B0 = iy B = Jig i) = ling Bi() =0,
. 1
. 5 o . . .
alirglﬂ B:(t) = Tom (6t — 8sin(t) + sin(2t)).

Limitni primer je predstavljen na sliki 17, primer (d).

7.2 Algebrai¢no-trigonometrijske Bézierove krivu-
lje

V tem poglavju bomo parametricne krivulje v algebrai¢no-trigonometrijskem prostoru

Us obravnavali kot algebrai¢no-trigonometrijske Bézierove krivulje (AT-Bézierove kri-
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(d)

Slika 17: Bazne funkcije B5(t),i = 0,1,...,5, zat € [0,0] in @ = 7 (primer a), o = 27

(primer b), a = 37 (primer ¢), o — 27 (primer d).

Ot

vulje). Ker ima prostor Us normalizirano B-bazo, lahko definiramo parametri¢no kri-
vuljo na prostoru Us s kontrolnim poligonom na podoben nac¢in kot pri polinomskem

Bézierovem primeru. AT-Bézierovo krivuljo definiramo kot

5

x(t) = ZpZBf(t), tef0,a], 0 <a<2m,
=0
kjer so ]_%’f’,z =0,1,...,5, definirane v (7.4). Te krivulje imajo sledece lastnosti: kon-
veksne ovojnice, afina invariatnost, interpolacija kontrolnih tock ... [1]. Poleg tega so

odvisne od parametra «, s katerim skonstruiramo zeljeno obliko krivulje (glej sliko 18).
Slika 18 prikazuje Bézierovo krivuljo stopnje 5 v primerjavi s AT-Bézierovo krivuljo

stopnje 5 z razlicnimi vrednostmi « in istim kontrolnim poligonom.

5.5-
5_
4.5+

4,

Slika 18: Primerjava Bézierove krivulje stopnje 5 (zelena krivulja) in AT Bézierove

krivulje (rdece krivulje) za o = 7, , %W, 2.

Imamo Se eno pomembno lastnost, to je, da lahko AT-Bézierove krivulje reproduci-

rajo loke poljubnih dolzin ravninskih trigonometrijskih krivulj, katerih komponente so
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iz prostora Us (glej sliko 19) .

X
1

\ . .
\ . -

Slika 19: Reprodukcija lokov razlicnih trigonometrijskih krivulj z AT Bézierovimi kri-

vuljami s komponentami iz prostora Us za o = %7?.

7.2.1 Algebrai¢no-trigonometrijske PH krivulje in njihove la-
stnosti

Ce izkoristimo dejstvo, da za f € U, velja f2 € U, in [f*e Us, lahko posplosimo

definicijo polinomskih PH krivulj na ATPH krivulje. Pri tem prostor polinomov stopnje

< 2 nadomestimo s prostorom Uy = Lin{1,sint,cost}. Ker je f € U? definiran za

a € (0,7), je potem konstrukcija novega razreda krivulj s pitagorejskim hodografom

omejena na t € [0,a] za a € (0, ).

Definicija 7.1. Naj bodo u(t), v(t), w(t) nenicelne realne funkcije v prostoru Us, taksne,
da sta si u(t) in v(t) tuja med seboj in nekonstantna. Potem se ravninska parametricna
krivulja x(t) = (z(t), y(t))T, katere odvod je oblike

() = w(t) (u2(t) - v2(t)) in y(t) = 2wt)ult)o(t) (7.5)

imenuje algebrai¢no-trigonometrijska PH krivulja (ATPH krivulja). Parame-
tricna hitrost ATPH krivulje je dana kot

o(t) == v/ (@/(t))? + (i (1)) = w(t) (W (t) + v*(1)), (7.6)

medtem, ko so enotska tangenta, enotska normala in fleksijska ukrivljenost podani kot

: (u? — v?, 2uv) (2uv, v? — u?) 2(uv’ — u'v)
=~ V" = =
u?+ 02 u? + 02 w(u? 4 v?%)?
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V nadaljevanju se bomo omejili na regularni primer, in sicer, ko je w(t) = 1. V tem
primeru lahko enacbo (7.5) predstavimo s kompleksno funkcjo w(t) = u(t)+iv(t) € Us,
ki jo kvadriramo in dobimo w?(t) = u?(t) — v*(t) + 12u(t)v(t). Torej enacba (7.5) je
dana z realnim in imaginarnim delom od w?(t) € Uy V nadaljevanju bomo uporabili

samo kompleksno notacijo in sicer
x'(t) = 2/ (t) + iy (t) = v (t) — v*(t) + 2u(t)v(t) = w(t). (7.7)
Ker je w(t) kompleksna funkcija v prostoru [72, jo zapiSemo kot
w(t) = woBj(t) + wi Bi(t) + wyB3 (1), (7.8)
kjer w; € C za j =0, 1,2. Z integriranjem enacbe (7.7) dobimo parametri¢no funkcijo
x(t) € Us, ki jo lahko izrazimo v B-bazi (7.4).
Poglejmo si naslednje vprasanje: kdaj je dana AT krivulja tudi ATPH krivulja?

Trditev 7.2. Ravminska parametriéna krivulja v algebraicno-trigonometrijskem pro-

storu Us, izraZena kot
5
z(t) =Y pB(1), te0,al,
i=0

je ATPH krivulja, ce in samo ce lahko njene kontrolne tocke izrazimo kot

Un 2
= — 7.9
D, Py + 165i‘w0’ ( )
ng — 6m
Dy = pH’%wowl, (7.10)
S1
(%) 2
P3s = Pyt @((1 + c)w + ’wo’w2>, (7.11)
1
ng — 6m
by = p3+%w1w2, (7.12)
S1
U 2
= - 7.13

kjer so wg, wy, ws kompleksna Stevila in sg, s1, C2, ng, ne definirane v (7.2) in (7.3).

Dokaz. Funkcijo v enacbi (7.8) zapisemo v obliki (7.7) in z integriranjem dobimo

x(t) = /m’(t)dt = k+ao+at+aysin(t) + as cos(t) + ay sin(2t) + ag cos(2t), (7.14)

1
2 2 2
a) = —-UU3, Q] = §(u1 +uj) + Uug, Qg = 2uguz, az = —2uolq,
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1
a = H(ul +u),

z
. (1+02)’U)1 — Wy — W2 . SQ(’(U()—wl) . CQ(WO—W1)+UJ2—U)1
Uy = U=, Up =
Cy — 1 Cy — 1 Cy — 1

(7.15)
in k je konstanta. Zapis baznih funkcij prostora Us po normalizirani B-bazi (7.4) in
upostevanje tega v enacbi (7.14) implicira (7.9), kjer py = k — 5% (wo — w1 )(c2(wo +

1

wi) + wy — 2wy — wy). O

Po enachi (7.6) imamo o (t) := +/(2/(1))2 + (v/(t))? = |w?(t)] in dolZina loka je dana
kot

1 .
/U(t>dt = §<—712 + (2700 + 711 + Y22)t + 402 sin(t) — 401 cos(t)
1 .
+ 5(722 — 11) Sin(2t) — 12 cos(2t)) € Us, (7.16)
kjer
v = Re( =)l i € {0,1,2}, (7.17)
J
z w;,i = 0,1,2, definirani v (7.15). ATPH krivulja nam da poleg to¢ne prezen-
tacije dolzine loka tudi eksaktne krivulje odmika. Za dano ATPH krivuljo x(t) =
S piB2(t),t € [0,a], definiramo krivuljo odmika kot x4 = x(t) + dn(t),t € [0, a].
Enotski vektor n ima racionalno AT prezentacijo v prostoru Uy = Lin{1,sin(t), cos(t),
sin(2t), cos(2t)} in je podan kot

kjer je w konjugiran par od w in

wowz(1 + cos(a))w? ~

w(t) = w2 B (t)+wow, BL(t)+ > T oos(a) LBY(t)+wiws B () +wiBi(t) € U,

n

wt)w(t) = weweBL(t) + %(wou‘:1 + wywy) Bi(t) +

’UJo’lIJQ + 2(1 + COS(CY))wl’U_Jl + wg’U_JO ~4
By(t
* 2(2 + cos(a)) 2(8) +

1 ~ ~ ~
+ 5(’11]1’11_72 + wQ’U_Jl)Bg(t) + UJQ’U_JQBi(t) € U4,

kjer so Bi(t),i =0,1,...,4, definirane v (7.1). Tako dobimo

S Uib B(1)
Z?:o Uj B;‘l(t)

n(t) =

, te€]0,ql,
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kjer so

~ . — 2 ~ o~ .9

Ty = wowo = |wol", UoPo = —1Wy,

8 1 _ _ o .

v = §(w0w1 + w1 ), V1P = —lWowWy,

5 W 2(1 + cos())w @, + wywg G Wows + (1 + cos(a))w?
? 2(2 + cos(w)) » 2P 2 + cos(a) ’

U3 = §(w1752 + way), U3P3 = —1wW1Wa,

174 = WoWwy = |'w2| ?74ﬁ4 = —ng

Ker je torej krivulja x(t) = 0_,p;B(t) € Us, lahko definiramo krivuljo odmika
x4(t) kot racionalno algebrai¢no-trigonometrijsko krivuljo v prostoru pridobljenim iz

“mnozenje” Uy in Us. Spomnimo se, da je
Uy = Lin{1,sin(t),cos(t)}, U, = Lin{1,sin(t), cos(t), sin(2¢), cos(2t)}
in
Us = Lin{1,sin(t), cos(t), sin(2t), cos(2t), sin(3t), cos(3t), sin(4t), cos(4t) }.

Tako veljata relaciji U? * U? = U% in U % U* = U, kjer * oznacuje “mnozenje”’ med
dvema prostoroma na nacin, da so bazne funkcije doloc¢ene kot produkti posameznih ba-
znih funkcij, iz vsakega prostora po ena. Ker velja Us = Lin{1,t,sin(t), cos(t), sin(2t),
cos(2t)}, dobimo

U=U*Us = Lin{{1,sin(t),cos(t),sin(2t), cos(2t),sin(3t), cos(3t), sin(4t), cos(4t)}
{t,tsin(t),tcos(t),tsin(2t),t cos(2t)}}.

Krivulja odmika @4(t) od ATPH krivulje x(t) je torej oblike

Zf Ov’lszz (t) - Z@BOUszBH( )
S im0 UiBH(1) Sl uBE(t)

kjer so Bi®,i =0,1,...,13, bazne funkcije prostora U.

t€0,al,

xq(t) = x(t) + dn(t sz

Opomba 7.3. Za polinomske PH krivulje stopnje 5 je njihova krivulja odmika racionalna
krivulja stopnje 9. Za ATPH krivulje pa je njihova krivulja odmika racionalna AT
krivulja stopnje 13.

7.3 C! Hermiteov interpolacijski problem

V tem poglavju bomo predstavili resitev problema, ki je predstavljen v [7] za polinom-
ske PH krivulje, v kontekstu ATPH krivulj.
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Dane imamo kontrolne tocke p, # p; in p, # p; AT-Bézierove krivulje

x(t) = Zpiéf(t), te0,al, (7.18)

definirane na prostoru Us. Is¢emo kontrolni tocki p, in p; tako, da bo krivulja x(t)
ATPH krivulja. Vemo, da lahko vseh Sest kontrolnih tock izrazimo z enacbami (7.9) -
(7.13) za neke kompleksne vrednosti wg, wy in ws. Ce AT-Bézeirovo krivuljo zapisemo

po B-bazi B i =0,1,...,5, zanjo velja

16s] , 16s]
o (P1 —po), @'(a)= e

x(0) =py, z(a)=p; x'(0)= (ps —py), (7.19)

kjer je s; dan v (7.2) in ng v (7.3). Ta problem lahko poimenujemo kot C' Hermiteov
interpolacijski problem , kjer potrebujemo prvo kontrolno tocko p, in zadnjo kontrolno
tocko ps in tangentna vektorja v teh dveh kontrolnih tockah, ki bosta oznacena z
dy in dy. Kasneje bomo videli, da sta ta dva tagentna vektorja direktno povezana s

kompleksnimi vrednostmi wy in ws.

7.3.1 ATPH interpolanti za resitev C' Hermiteovega problema

Izrek 7.4. Resitev Hermiteovega interpolacijskega problema, podanega v (7.18) in (7.19)

s kompleksnimi vrednostmi wy, wy, ws, je podana kot

wy = i|d0\2exp( > j:|d0|2 cos(%)—i—zsm(20>),

wy = i|d2\2emp( ) j:|d2|2 cos (%) + zsm( ;)), (7.20)
w1 w1 ng — 6n
w, = i|d1\2 (cos ( 5 ) + ¢ sin <?)> — —4n2(1 I 022) (wo + w2),
kjer so
16s% 16s?
dy = —(p1—py), da=—(ps—Dpy),
No N
1 454 (ng — 6712)2
d = <_1 - 2 - )7
1 T (py—py) + 160201 1 o) (wo + w2)* — wows

wr =arg(dyg),k =0,1,2, in s1, ca,n9, N2 so definirane v (7.2) in (7.3).

Dokaz. Po Moivrovem izreku iz (7.9) - (7.13) pridobimo izraza za wy in wy v (7.20).
Zapisimo sedaj p, — p; = (py — P3) + (P3 — P2) + (P, — P;) in vstavimo izraze iz (7.9)
- (7.13). Dobimo

2712

(p, — p;) = wiws + - ((1 + cz)w% + wow2> + wow;. (7.21)
0 — 2

4
8s]
Ng — 6n2
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Z zamenjavo spremenljivk

~ Nng — 6712
w) =w; + ———(wy —w 7.22
1 1 4712(1 +02)< 0 2) ( )
enacba (7.21) postane
_ 4s7 (np — 6ng)? 1
2 1 0 2 2
- _(p,— 0 (wg — w,)? — . 7.23
wl 77,2(1 +02) (p4 pl) + 1677/%(1 +02>2(w0 w?) 1 +C2w0w2 ( )
Iz (7.23) dobimo
Wy = i|d1\%exp(z'%) — +|d,|? (cos (%) +isin (%)) (7.24)
’ 4s] ( 6n2)? 1
s T — b
d=—"21 (p, — ~0 T —w,)? — _
1 n2(1 +02) <p4 pl) + 1671%(1 +C2)2 (wo w?) 1 +C2w0w2

Enacbo (7.24) vstavimo v enacbo (7.22) in dobimo izraz za w;, kot smo ga zapisali v
enachi (7.20). O

Opomba 7.5. Z enacbami (7.20) lahko zaradi neodvisne izbire predznakov skonstrui-
ramo osem ATPH krivulj. Toda, ¢e na primer vzamemo (—w, —wi, —w,) ali (wy, wy,
wy), dobimo isto krivuljo. Izkaze se [7], da lahko fiksiramo predznak ene izmed treh

enacb v (7.20) in tako dobimo samo §tiri razlicne ATPH krivulje.

Opomba 7.6. Parameter o vpliva na obliko krivulje ATPH. To lahko vidimo na sliki
20, kjer imamo razlicne ATPH krivulje z enako zacetno in konéno tocko ter odvodi
(izbrana + predznaka pri wy in ws), prikazane skupaj s standardno polinomsko PH
krivuljo stopnje pet, s katero lahko tudi resimo C' Hermiteov problem [5].

Slika 21 prikazuje vedenje stirih moznih kombinacij ATPH krivulj, ki interpolirajo
podatke p, = 5i, p; = —3—4i,dy = dy = 25— 15i za razli¢no izbiro a € (0, 7). Dobimo
stiri mozne kombinacije ATPH krivulj z izbiro predznakov {(++), (+—), (—+), (—=)}

V izrazu za wq in ws.

Dolzino loka ATPH krivulj lahko izracunamo iz enacbe (7.16) tako, da uvedemo

meje med 0 in « in dobimo

@ 1 1 .
S = / O(t)dt = 2701 + SRt (Y00 + 5(%1 + Y22) ) + 2702 sin(a)
0

1 : 1
—2701 cos(a) + Z(”ygg — 11) sin(2«0) — o2 cos(2a) (7.25)
z ;j iz (7.17). Iz (7.25) lahko ugotovimo, da loéna dolzina S, monotono narasca z
narascanjem «, kar je razvidno tudi na sliki 22.
Obstajajo Se drugi nacini, kako izbrati najboljSo izmed resitev. Dve izmed teh

metod sta rotacijski indeks ali absolutni rotacijski indeks [15].
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++

06

04}

02

06 04 0z 0 02 04 06 08 1 12 02 0 02 04 06 08 1 12 14 16

(a) do = dy = —3+i20EY5) (b) do = 2UEBh o 4y, = 3UED (5 _y)

Slika 20: Primerjava ATPH krivulj (rdece krivulje), kjer vzamemo p, = 0,p; = 1 in
tangentna vektorja dy, ds z vrednostma, zapisanima pod obema slikama za ++ izbiro
pri wy in wsy ter vrednosti o € {%, % im in, %71’} s (++4) PH krivuljo stopnje pet
(modra krivulja). Z vsemi krivuljami resimo C' Hermiteov interpolacijski problem.

++ +—

-5

-10
-1

-20 -20

-0 -10 0 10 20 -10 0 10
. -

20 20

Slika 21: Stiri mozne kombinacije ATPH krivulj za Py =51,p; = —3—4i,dy = dy =

25 — 15i za razlicne vrednosti o € (0, 7).
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+H

4
-+

[N

o

Slika 22: Obnasanje dolzine loka S, ATPH krivulj iz slike 21 za « € (0, 7) in za razli¢ne
izbire predznakov {(++), (+—), (=+),(——)}.
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8 ZAKLJUCEK

V magistrski nalogi smo obravnavali teoreticno ozadje polinomskih krivulj s pitago-
rejskim hodografom. Te krivulje sodijo v podrazred razreda polinomskih krivulj. Ker
imajo Stevilne uporabne lastnosti, se jih uporablja v .CAD in CAGD. Spoznali smo
uporabo kompleksne reprezentacije krivulj s pitagorejskim hodografom tako, da iz dane
polinomske krivulje naredimo novo krivuljo s pitagorejskim hodografom. Nato smo se
osredotocili na cikloidne krivulje s pitagorejskim hodografom, ki so razsiritev kubi¢nih
krivulj s pitagorejskim hodografom. Spoznali smo, da so vse PHC krivulje, ki niso
premice, regularne v ravnini in v prostoru. Poleg tega smo prikazali, da so vse PHC
krivulje v ravnini vedno konveksne. Potem smo resili Hermiteov interpolacijski pro-
blem s PHC krivuljami, kjer smo imeli dani dve tocki in predpisani smeri tangent v
teh dveh tockah, poiskali pa smo PHC krivuljo, ki te podatke interpolira. Nato smo z
algebrai¢no-trigonometrijsko krivuljo s pitagorejskim hodografom resili C! Hermiteov
interpolacijski problem, kjer imamo dani dve tocki in tangentna vektorja v teh dveh
tockah.

V magistrski nalogi nismo obravnavali prostorov algebrai¢no-eksponentnih funkcij, pri
katerih kombiniramo polinome in funkcijo e* ali algebrai¢no-hiperboli¢nih funkcij, kjer
bi bilo prav tako zanimivo pogledati PH lastnost.

PH krivulje so osnova, da dobimo krivulje, ki imajo racionalno rotacijsko minimizi-
rajoce ogrodje (RRMF), s katerim je doloceno prostorsko gibanje togega telesa. Zal
pa samo PH lastnost ni dovolj, da bi krivulja imela RRMF ogrodje. Kaj bi moralo
dodatno veljati za PH krivulje, da bi imele RRMF ogrodje je Se vedno v dolocenih
primerih odprt raziskovalni problem [5], [6]. To tudi nakazuje, da raziskovanje s PH

krivuljami Se zdale¢ ni zakljuceno.
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