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Abstract

The theme of the master work is about Wiener index and other indices based on distances between vertices
in graph. In addition to Wiener index we also present quasi-Wiener index, Schultz index, hyper-Wiener
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“Credendo vides.”

- Voyage of the Basset
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Poglavje 1

Uvod

Dejstvo, da imajo molekule “strukturo”, je znano Ze od sredine 19. stoletja. Od takrat je ena glavnih
nalog kemije iskanje kemi¢nih in fizikalnih lastnosti substanc glede na molekularno strukturo. Leta 1947
je H. Wiener v ¢lanku “Structural determination of paraffin boiling points” [31] prvi¢ prikazal relacijo med
molekulamti in teorijo grafov. V tem ¢lanku je avtor uporabil svoj indeks W, za izracun vrelis¢a alkanov

in sicer kot

bP:GWe+BP+V,

kjer so a, B, y konstante in P Stevilo parov tock na razdalji 3. |z matemati¢nega vidika je najbolj zanimivo
dejstvo, da je indeks W, izratunan s pomocjo grafa, in sicer kot vsota vseh razdalj med dvema tockama v

grafu oziroma

We= ) du,

uvev
kjer je V mnoZica tock v enostavnem povezanem neusmerjenem grafu G, d,, pa je najkrajsa razdalja med
tockama v in v. Kljub tako zanimivemu odkritju na tem podrocju dolgo ¢asa ni bilo posebnega napredka.
Po letu 1970 je sledil nenaden preobrat. Wienerjev indeks je pridobil na popularnosti, kar se tudi odraza
na Stevilu objavljenih ¢lankov. Prav tako se je njegova popularnost odrazala po letu 1990, ko se je pojavilo
ve¢ drugih indeksov, ki so temeljili na razdaljah med tockami v grafu in so bili v tesni povezavi z W,. Med

njimi so se pojavili tudi:
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leto  indeks leto  indeks

1989  kvazi-Wienerjev indeks 1989  Schultzov indeks
1993 hiper-Wienerjev indeks 1993  Kirchhoffov indeks
1993 Hararyjev indeks 1994  Szegedov indeks
1996  Clujev indeks 1996  Stevilo sprehodov

Vse nastete indekse bomo spoznali v naslednjih poglavjih.
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Poglavje 2

Osnove teorije grafov

Definicija 2.1 (Graf) Graf G = (V, E) je matematicen objekt, ki je sestavljen iz dveh mnoZic in sicer iz
e mnoZice V, ki vsebuje tocke, in
e mnoZice E, ki vsebuje povezave.

Primer 2.1 Primer grafa lahko vidimo na sliki[27} MnoZica V vsebuje pet totk in mnoZica E vsebuje Stiri

povezave.

, i tocke
povezave ..::\\

P
A\

Slika 2.1: Primer grafa.

Definicija 2.2 (Enostaven graf) Naj bo G = (V, E) graf. Graf G je enostaven, Ce:
e med poljubnima tockama u,v € V obstaja najvel ena povezava.

Primer 2.2 Na sliki[Z.Z] so primeri treh grafoy, ki niso enostavni. Na sliki[2.3]je prikazan primer enostav-

nega grafa.
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N \/ N
e

(a) Vetkratne poveza- (b) Zanka. (c) Veckratne poveza-
ve med tockama. ve med totkama in
zanka.

Slika 2.2: Primert grafov, ki niso enostavni.

Definicija 2.3 (Sprehod) Naj bo G = (V, E) graf. Sprehod w v grafu G je zaporedje povezav, kjer se
naslednja povezava zacne v tisti tocki, kjer se je prejsnja povezava koncala. DolZina sprehoda je enaka

stevilu povezav v sprehodu.

Definicija 2.4 (Sled in pot) Naj bo G = (V, E) graf in naj bo w sprehod v grafu G. Ce se nobena
povezava e € E v sprehodu w ne ponovi, potem je w enostaven sprehod ali sled. Ce je w enostaven

sprehod in se tudi nobena tocka ne ponovi, potem je w pot.

Primer 2.3 Ostevil¢imo graf G tako kot smo prikazali na sllki Ce z e;j € E oznatimo povezavo med
totkama i, j € V, potem zaporedje povezav w = {e23, €24, €45, €35, €23, €12} predstavlja sprehod, ne
pa tudi sled, ker se v zaporedju dvakrat pojavi povezava e;3. Sprehod s = {e1, €24, €45, €35, €23} je

hkrati tudi sled, ker se nobena povezava ne ponovi.
1
2
5

Slika 2.3: Graf G.

3

\e

4

Primer 2.4 Na sliki[2.4(a)| je z rdeto barvo oznatena pot dolZine 2 in na sliki[2.4(b]| pot dolZine 4. Seveda

to nista edini poti v grafu.
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NN N

(a) Pot dolzine 2. (b) Pot dolzine 4.

Slika 2.4: Primera poti v grafu.

Definicija 2.5 (Sklenjeni sprehod) Naj bo s poljuben sprehod v grafu G = (V, E) in naj bosta u,v € V

krajis¢i sprehoda s. Ce velja u = v, potem je s sklenjeni sprehod.

Ce velja u = v, potem je p cikel.

Primer 2.5 Na sliki [2.5]je cikel oznaten z rdeto barvo.

NN

Slika 2.5: Primer cikla v grafu.

Definicija 2.7 (Povezan graf) Naj bo G = (V, E) graf in naj bosta u,v € V poljubni tocki. Ce med

vsako tocko u in tocko v obstaja pot, potem je graf povezan.

Primer 2.6 Primer povezanega in nepovezanega grafa lahko vidimo na sliki [2.6]

Definicija 2.8 (Drevo) Naj bo G = (V, E) povezan graf. Graf G, ki ne vsebuje ciklov, je acikliten graf

oziroma drevo.

Primer 2.7 Graf na sliki[2.7] je acikli¢ni graf oziroma drevo.
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NIPZEN NP
S

(a) Povezan graf G. (b) Nepovezan graf H.

Slika 2.6: Primer povezanega in nepovezanega grafa.

AN AN

Slika 2.7: Primer drevesa.

Definicija 2.9 (Razdalja med dvema tockama) Naj bo G = (V, E) graf in naj bosta u,v € V poljubni

to¢ki v grafu G. Razdalja med u in v je enaka dolZini najkrajse poti med tema dvema tockama v grafu G.

Razdaljo med u in v ozna¢imo z d, .

V grafu je lahko ve¢ razli¢nih najkrajsih poti med dvema to¢kama.

Primer 2.8 Na sliki [2.8] lahko vidimo, da za izbrani totki u in v obstajata dve najkrajsi poti.

N N

(a) (b)

Slika 2.8: Najkrajsi razdalji med v in v v grafu G.

V magistrskem delu smo se omejili samo na enostavne in povezane grafe. Zato mora biti bralec

pozoren pri nadaljnem branju.
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Do sedaj smo grafe predstavljali samo v vizualni obliki. Graf pa lahko predstavimo tudi v matri¢ni

obliki. Ena od takih predstavitev je matrika sosednosti, ki nam pove, kateri dve tocki sta povezani.

Definicija 2.10 (Matrika sosednosti) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami in naj bosta tocki v, v; € V
zai="1,...,ninj=1,...,n. Potem matriko A velikosti n x n imenujemo matrika sosednosti in vsak

element matrike [A];; je definiran kot

1, (e obstaja povezava med v; in v,

0, sicer.

Primer 2.9 Ce vzamemo kot primer graf na sl'Lk'l in tocke ostevil¢imo od 1 do b, je matrika sosednosti

oblike ) )
01 00O
10 1 01
A=10 1 0 1 0
00 10O
| 01 0 0 0 |

Seveda je polozaj nicel in enic odvisen od oznalevanja tock, vendar Stevilo le teh ostaja vedno enako.

5

SN

Slika 2.9: Graf molekule 2-metilbutan.

Podobno kot smo spoznali matriko sosednosti, predstavimo Se matriko razdalj.

Definicija 2.11 (Matrika razdalj) Na bo G = (V, E) graf z n toctkami in naj bosta tocki vi,v; € V
definirani za i =1,...,nin j=1,...,n. Potem matriko D velikosti n x n imenujemo matrika razdalj in

vsak element matrike [D);; zavzema sledeco vrednost

dij, dolZina najkrajSe poti med v; in v;,

o0, Ssicer.
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Primer 2.10 Matrika razdalj D grafa prikazanega na sliki [2.9] je enaka

0123 2
101 2 1
D=2 101 2
3210 3
2123 0|

Definicija 2.12 (Stopnja tocke in vektor stopenj) Najbo G = (V, E) graf z n tockami. Stopnja (valenca)
tocke v € V je stevilo povezav e € E, katerih krajis¢e je tocka v. Stopnjo tocke v oznadimo z deg(v).

Vektor stopenj S, je vektor, kjer je vsak element enak
[S; = deg(vi),

za vsako tockovi e V,i=1,...,n.

Primer 2.11 V grafu G prikazanem na sliki[2.T0(a)| je totka u krajiste dvem povezavam. V drugem primeru
pa je totka v krajis¢e trem povezavam. Vektor stopenj S je v tem primeru

NIZEIN N\
~

(a) deg(u) = 2. (b) deg(v) = 3.

Slika 2.10: Stopnja tocke deg(u) in deg(v) grafa G.
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1
3
3
5 =
2
2
1

Omenimo Se eno vrsto predstavitve grafa s pomoc&jo matrike.

Definicija 2.13 (Laplaceva matrika) Naj bo G = (V, E) graf z n totkami. Naj bosta v;,v; € V za

i=1,....,ninj=1,...,n Elementi Laplaceve matrike L, ki je velika n x n, so definirani kot

deg(v;), cejev;=v;
[L]ij = —1, e je v; sosedna v; in v; # 7

0, sicer.

Primer 2.12 Laplaceva matrika grafa prikazanega na sliki[2.9] je

1T -1 0o 0 0
—1 3 -1 0 —1
L= 0 -1 2 -1 0
0 0 —1 1 0

0 -1 0o 0 1

Ker imamo opravka s kemijski spojinami, predstavimo pojem molekularni graf.

Definicija 2.14 Molekularni graf je graf z “ena na ena” korespodenco glede na strukturo kemijske spojine
in sicer tako, da vsaka tocka v grafu predstavlja atom molekule in vsaka povezava med dvema tockama

predstavlja eno ali ve¢ kemijskih vezi med dvema atomoma.
Definicija 2.15 (Topoloski indeks) Topoloski indeks je funkcija, ki molekularnemu grafu priredi Stevilo.

V magistrskem delu smo se omejili na molekularne grafe, kjer so atomi vodika (H) odstranjenﬂ Primer

pretvorbe molekul v grafe lahko vidimo na sliki [2.T1]in

Tang. hydrogen-depleted molecular graph
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H H
! ! H H p PN
H —C—H H—C—H N ) ) —
H H H C B ( )
! | ! ! SN a I . I P
H - € —T2¢ — ¢ — (¢ — C — ¢C } C— — \—(\ )»—«\ /'}—«\ )
| | | | | N I N
H H H H H c PN c)
H—C—H /N ) -
| H H ~
H
(a) Molekula (b) Graf
Slika 2.11: 2,2,4,6-tetrametilheptan
H H
\ \
c C ﬂ/ ] \/ ]
LN o " > TN S NN
¢ c— ¢ ¢ ‘\ ,,/‘ ‘\ J AV /‘ \\I/,/‘
c c — ¢ c ) @ S \ (/ \/
H/ \C/ \C/ \H \,/\‘,,,\‘/\,/ \‘/, /,
| | -
H H
(a) Molekula. (b) Graf.

Slika 2.12: Naftalen
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Poglavje 3

Wienerjev indeks

Leta 1947 je Henry Wiener opazil zelo dobro povezavo med vreliS¢em alkanov in vsoto vseh razdalj med
totkami v molekularnem grafu alkana [31]. Na zaletku je bil indeks definiran samo za drevesa in se je

imenoval “path number”.

Definicija 3.1 (Wienerjev indeks) Najbo G = (V, E) graf in naj bo mnoZica (g) mnoZica vseh neurejenih

parov elementov iz mnoZice V. Potem je Wienerjev indeks W, grafa G definiran kot

We= Y  duy.

wve)
Primer 3.1 Kot primer vzemimo graf na sliki[2.9] Na sliki 3.1] lahko vidimo, da ima graf

e 4 najkrajge poti dolzine 1 (slike 3.T(a)} B-1(e)l B-T(T)} B.T(R)),

e 4 najkrajse poti dolzine 2 (slike BT(b)} [3.1(c)] B-1(q)} B-T(0).
e 2 najkrajsi poti dolzine 3 (sliki B(d)| B()).

Wienerjev indeks grafa G je

We = dip+doz+dys+d3a+diz+dis+dys+dss+dig+das

= 1+14+1+14+2+2+2+2+3+3=4+8+6=18.
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() ) 5
\w,/ \w//
D D D
2 (4 ) 2 C4) 2 (4)
1 ( ; ) 1 3 1 ( ; )
A4 A4
(@) di2 =1 (b) di3=2 (c) di5=2
D D
(5 ) (5) 5
\l/ \l/
9 (D
2 4 2 () 2 (4
/\/ ‘,/
// ,/\/ \/
1 3 c1) cr) L3)
A4 N4 A4
(d)y d14=3 (e) da3 = (f) da5 =
D N
(5 ) (5) 5
\l/ \]/
D D
2 4 (2) 4 2 (4

P - _
(1) 3 (1) 3 1) 3
A A N
(9) d24 =2 (h) d34 = (i) d35 =2
5
2 4
Va /
L1 ) 3
A
(j) das =3

Slika 3.1: Vse razdalje grafa G na sliki [2.9]
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Hosoya je razsiril definicijo Wienerjevega indeksa in ga definiral kot polovico vsote elementov matrike

razdalj D grafa G. Torej kot

We = %ZZ[DL‘/‘

i=1 j=1

Za dokaz zgornje in spodnje meje moramo definirati pojma polni graf in graf poti.

Definicija 3.2 (Polni graf) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Grafu G pravimo, da je polni graf K,,

Ce obstaja med vsakim parom to¢k u,v € V povezava e € E.

Definicija 3.3 (Pot) Najbo G = (V, E) drevo z n tockami. Grafu G pravimo pot P,, Ce je v grafu najdaljsa

razdalja enaka n — 1 in za vsak v € V velja deg(v) < 2.

Hitro se lahko prepricamo, da polni graf K, vsebuje w povezav in pot P, vsebuje n — 1 povezav.

Primer 3.2 Primera polnih grafov K in K ter poti P3 in P4 vidimo na sliki [3.2]

(a) Ko (b) Kg (c) Ps (d) P4

Slika 3.2: Polna grafa in poti.

Trditev 3.1 Naj bo K, = (V, E) poln graf z n tockami. Wienerjev indeks W, polnega grafa K, je

n(n—1)

W, =
2

Dokaz. Ker so vse tocke med seboj povezane, velja

We:Zde:Z1 = n(n2_1) 1 = n(n2_1)

eckE eckE
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Trditev 3.2 Naj bo P, = (V, E) pot z n tockami. Wienerjev indeks W, poti P, je

_(n="T)n(n+1)
We—f.

Dokaz. Wienerjev indeks poti P, je enak

n—1 (n=1)—I+1

We=)_ L,

(=1 k=1

kjer prva vsota predstavlja sestevek vseh povezav dolzine [ in druga vsota predstavlja Stevilo vseh povezav

dolzine k. Sledi, da je
W, = l

_ (n—="1)n (n—="1)n(2n—1)
= - 6

— n(n _ 1)3[17(5[171)

(n="1)n(n+1)
= %

Trditev 3.3 Naj bo G = (V, E) graf in naj bo e € E povezava grafa G. Naj bo graf G' = (V, E \ {e})

povezan graf. Oznalimo z W, Wienerjev indeks grafa G in z W," Wienerjev indeks grafa G'. Potem velja

We < W,'.

.....

velja, da je razdalja med x in y v G manjSa od razdalje v G’. Ker je razdalja med v in v v grafu G manjSa

od razdalje v grafu G’, potem velja W, < W,".

Zanimiva je tudi zgornja in spodnja meja Wienerjevega indeksa, ko poznamo Stevilo povezav v grafu.

Trditev 3.4 Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami in m povezavami. Naj bo W, Wienerjev indeks grafa G.

Potem velja sledeca relacija

3450-6
n(n—1)—m§We§n+7n—
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Dokaz. Da bi pokazali spodnjo mejo, moramo raziskati razdaljo med dvema tockama u,v € V. Ce sta
u in v sosedni tocki, potem je razdalja enaka d,, = 1. V nasprotnem primeru je razdalja d,, > 2. Ker
imamo m povezav, to pomeni, da imamo natanko m neurejenih parov tock, ki so sosedne, in (g) —m

neurejenth parov tock, ki niso sosedne. Sledi, da je

m+2((g) —m) =nn—"1)—m<W,.

Zgornja meja se dokaze z indukcijo po nin n—1<m < (g) Za n = 2 neenakost drzi, ker je K;

edini graf in Wienerjev indeks je W, (K3) =1 < 8“‘# — 1 =1. Predpostavimo, da zgornja meja velja za
vse povezane grafe z n tockami. Naj bo T = (W, P) drevo z n + 1 tockami in naj bo v € W list. Naj bo

T’ drevo dobljeno iz drevesa T brez tocke v. Ce z dr, oznalimo vsoto ) d,,, iz tega sledi
ueW

We(T) = We(T)+dr, < 2500 _(n 1) 4 ;i
=
(n+1)3+2(n+1)—6 _n

Predpostavimo, da neenakost drzi za vse povezane grafe z n tockami in m > n — 1 povezavami. Vzemimo
graf G z n tockami in m + 1 povezavami. Ker graf G ni drevo, vsebuje tako povezavo e, kjer je graf
G' = (V, E\ {e}) povezan graf. Po trditvi 3.3]velja W,(G) < We(G') — 1. Ker predpostavka velja za @,

potem velja
n®+5n—6

We(G) < We(G) =1 < ——¢

m—1.
[ |

Trditev 3.5 (Zgornja in spodnja meja) Najbo G = (V, E) graf z n tockami in naj bo W, Wienerjev indeks

grafa G. Potem velja sledeca relacija

n(n—1)
2

(n="1)n(n+1)

<We < 6 :

Dokaz. Spodnjo mejo dokazemo s pomo¢jo trditve Ce vse totke v grafu povezemo, bo Wienerjev
indeks zagotovo najmanjsi. Sledi, da je spodnja meja W, enaka Wienerjevemu indeksu polnega grafa
We(K,). Torej

We(Kp) = w <W..
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Zgornjo mejo izpeljemo s pomogjo trditve [3.4] Ker je v grafu n —1 < m povezav, potem velja
We < n3+gn—6 - m
n3 n—
L
_  n’450-6 _ 606
= 6 6
n3—n
= 5
_  (n=1)n(n+1)
= .
Sledi, da je zgornja meja enaka Wienerjevemu indeksu poti We(P;).
S tem smo dokazali, da velja We(K,) < We < We(Pp). [ |
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Poglavje 4

Wienerjeva matrika in hiper-Wienerjev

indeks

Definicija 4.1 (Vrednost N;.) Naj bo graf G = (V,E) drevo. Naj bo e € E povezava in naj bosta
i,j € V krajis¢i povezave e. Ce iz grafa G odstranimo povezavo e, potem z N;, oznacimo mo¢ mnoZice

tock, ki so povezane z tocko i, in z N; . mo¢ mnoZice tock, ki so povezane s tocko j.

Totki sta povezani, ko med njima obstaja sprehod (slika A).

Slika 4.1: Vrednosti Nj. in Nj.

Ena od moznosti izracuna indeksa je s pomocjo Stevila poti, ki potekajo skozi doloceno povezavo.

sta i, j € V. Potem je Wienerjev indeks enak

We=Y (Nie-Nje)-

ecE
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NN

Slika 4.2: Graf molekule 2,3-metilpentan.

Dokaz. Ker je G drevo, potem med poljubnima dvema to¢kama iz V obstaja enoli¢no dolo¢ena pot. Tako
lahko za vsako povezavo e izracunamo Stevilo poti, ki potekajo skozi povezavo in sicer kot N;o-N; .. Torej

vsota Stevilo poti, ki potekajo skozi dolo¢eno povezavo, mora biti Wienerjev indeks We. ]

Definicija 4.2 (Wienerjeva matrika) Naj bo graf G = (V,E) drevo z n tockami. Potem so elementi

Wienerjeve matrike My, velikosti n x n enaki

Nie - Nje, (e sta tocki i in j sosedni in i # j,

0, sicer.

Tako lahko Wienerjev indeks W, izratunamo tudi s pomocjo Wienerjeve matrike My, in sicer kot

W, = QZZ[MWe]U. (4.1)

Primer 4.1 Izratunajmo Wienerjev indeks za graf prikazan na sliki [£.2] Najprej izratunajmo Wienerjevo

matriko My,

_0 6 0 0 0 O 0_
6 0 12 0 0 6 O
0 12 0 10 0 0 ©
Mw,=| 0 0 10 0 6 0 0
0 0 0 6 0 0O
0 6 0 00 0O
_0 0 6 000 0_



Sabi¢ D. Wienerjevemu indeksu podobni indeksi na grafih
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 19

in nato Wienerjev indeks po formuli [4.7]

—_

We = [MWE][j = 46. (4.2)

7
= 1

7
E [ =

L

1

Da bi pokazali zgornjo in spodnjo mejo Wienerjevega indeksa za drevesa, potrebujemo sledeco defi-

nicijo.

Definicija 4.3 (Zvezda) Naj bo G = (V, E) drevo z n tockami. Grafu G re¢emo zvezda S,, &e je v grafu

najdaljsa razdalja med to¢kama enaka 2.

Primer 4.2 Primera zvezd S; in Sg vidimo na sliki [4.3]

Slika 4.3: Zvezdi S7 in Sq.

Trditev 4.2 Naj bo S, = (V, E) zvezda z n to¢kami. Wienerjev indeks W, zvezde S, je

Dokaz. Wienerjev indeks zvezde S, je

We = Z (Ni,e : Ni,e)
eckE
= 2 (-(n=1)
eckE
= (n=101-(n=1)
= (n—1>%
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Trditev 4.3 (Zgornja in spodnja meja) Naj bo G = (V, E) drevo z n tockami in naj bo W, Wienerjev

indeks grafa G. Potem velja sledeca relacija

Dokaz. Dokaz za zgornjo mejo smo ze dokazali v trditvi Ostane nam, da dokazemo 3e trditev za

spodnjo mejo. Ker je v grafu n —1 = m povezav, potem po trditvi 3.4 velja

We > nn—1)—m
= nn—-1)—(n-1)
= (n—=1)2 = W,(S,).
S tem smo dokazali, da velja We(S,) < We < We(P)). |
Definicija 4.4 (Vrednost N;,) Naj bo graf G = (V, E) drevo in naj bo p pot v grafu G, ki ima za krajis¢i

tocki i,j € V. Odstranimo pot p iz grafa G tako, da odstranimo vse tocke poti p razen krajis¢ ter
povezave, ki so povezane z odstranjenimi tockami. Potem z N;, oznacimo mnoZico tock, ki so povezane s

tocko i, in z N; , mnoZico tolk, ki so povezane s tocko j.

MnoZici sta bolj nazorno prikazani na sliki [4.4]

Slika 4.4: MnoZzici N, in N;,.

Definicija 4.5 (Hiper-Wienerjev indeks) Naj bo graf G = (V, E) drevo z n tockami. Naj bo p najkrajsa

.....

W, = Z (Ni.p ’ NJ.P) :
peG

Definicija 4.6 (Hiper-Wienerjeva matrika) Naj bo graf G = (V, E) drevo z n to¢kami. Potem so elementi
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hiper-Wienerjeve matrike My, velikosti n x n enaka

[/Vlw ] B Nip - Njp, Ce sta tocki i in j krajis¢i poti p in i # j,
plij =
v 0, sicer.

Tako lahko hiper-Wienerjev indeks W, izratunamo tudi s pomotjo hiper-Wienerjeve matrike My, in

sicer kot

W, = % Z Z [wa]ij' (4.3)

Primer 4.3 Kot primer vzemimo graf na sllki Hiper-Wienerjeva matrika My, za graf je

6

NN

Slika 4.5: Graf molekule 2-metilpentan.

| 053 211 ]
50 9 6 3 5
3908 4 3
My, =
2 6 8 05 2
1 3 45 0 1
153 210
in hiper-Wienerjev indeks je enak
15
Wp = B Z Z [MWP]U = 58.

i=1 j=1

Randi¢, Klein, Lukovits in Gutman so v ¢lanku [18] [27] pokazali, da obstaja relacija med W, in W,.

Trditev 4.4 Naj bo G = (V, E) drevo z n to¢kami in naj bodo W,, hiper-Wienerjev indeks, W, Wienerjev
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indeks in D matrika razdalj grafa G. Potem velja

Dt +W,
Wp = =——5—

kier je D* =y 3" [DI.

i=1j=i
Dokaz. Zmnozek v formuli
Nip - Njp =1

predstavlja Stevilo poti p’, ki vsebujejo pot p (tj. p C p’). Za vsak p’ dolZine k obstaja k = m + 1

notranjih poti p dolzine m. Skupajje k+(k—1)+---+1= @ = t;, notranjih poti dolzine krajse ali

enake k. Ker je poljubna pot v drevesu enoli¢no dolocena s krajis¢ema i in j, lahko pot p predstavimo

kot pj;; oziroma ij. Tako lahko formulo (4.3) zapisemo kot

W, = Z t. (4.4)
i<j
Podobno velja tudi t;, = t;, kjer je
, dll(dll —+ 1)
t; = - (4.5)

Hitro lahko vidimo, da velja
Y ty=) (4.6)
ij ij

ker se vsaka zunanja pot p’ dolZine d;; pojavi M krat. Zato sta vsoti vseh notranjih in zunanjih poti

enaki. |z enatb (#.4), (4.5) in (£.6) sledi, da je

n n dldl+1 ,II‘I n ,IH n ,In n
Wo=3 Y WED TS S (drd) =2y Y Y Y dy ()

i=1 j=it+1 i=1 j=it+1 i=1 j=it+1 i=1 j=i+1

Prvi ¢len vsote predstavlja nenormalizirani sekundarni moment razdalje Dt in drugi &len predstavlja

Wienerjev indeks We. O D si bralec lahko prebere ve¢ v ¢lanku [18]. Tako lahko formulo zapisemo kot

DT + W,
PE T 5

Za dokaz trdive o zgornji in spodnji meji potrebujemo nasledniji trditvi.
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Trditev 4.5 Naj bo S, = (V, E) zvezda z n tockami. Hiper-Wienerjev indeks W, grafa S, je

W, = (n—1)(23n—4).

Dokaz. Prvi ¢len v enacbi predstavlja vse poti od “centra” zvezde do preostalih to¢k. Drugi ¢Elen pa

predstavlja vse poti dolzine 2 med poljubnima dvema toc¢kama iz V.

n—2 n—1

W, = (T-(r=1+2x 2 (1-1)

i=1 j=i+1

3
|
N

S e~
[l
L4

n—2

= (n=1)+3 (n=1-=1

i=1 i=1
=

2 (n=2)(n—-1)
n—=1)7°+(n-=2)(n-1) - =—=—
— 2(n—1)+(n—2)
— (n _ ’I)%
(n—1)(3n—4)

il .

|
Trditev 4.6 Naj bo P, = (V, E) pot z n tockami. Hiper-Wienerjev indeks W, grafa P, je
_(n="1)n(n+1)(n+2)
W, = 7 .
Dokaz. Dokaz je direkten, t.j.
n—1n—i
W, = i-(n—i—(-=-1)
i=1 (=1
_ Y poain—itrinttin
i=1
_ (n=T)n(+1)(n+2)
= 2 :
|

Trditev 4.7 (Zgornja in spodnja meja) Najbo G = (V, E) drevo z n to¢kami in naj bo W, hiper-Wienerjev

indeks grafa G. Potem velja sledeca relacija

(n—"13n—4)
2

(n="1n(n+1)(n+2)
24

<W, <

Dokaz. Najprej dokaZimo spodnjo mejo. Naj bo m Stevilo povezav v grafu in naj bo hiper-Wienerjev

indeks definiran tako kot je v trditvi[4.4] V grafu G je natanko m parov totk med katerimti je razdalja 1.
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. . n(n—1)
Vsi preostali =5—

Wezm-1+(n(nz_1)—m)-2 in D+2m~12+(

— m pari pa imajo razdaljo vecjo od 1. Sledi, da velja

n(n—1)

5 —m)-22.

Ce vstavimo podatke v originalno formulo in pri tem upostevamo m = n — 1, dobimo

(01252 n) 2) (142} )

_ DT+W
WP_ 7

2
2-m +("("72_1)—m)»2~3
2

m +3(@—m)

3n(g—1) —2m

20020 1)
3n—4

(n—1)35

—1)(3n—4
== = Wy (S0)

Sedaj pa dokaZimo zgornjo mejo. Naj bo F graf z vsaj dvema tockama in r tocka grafa F. Naj bosta

a in b celi Stevili za kateri velja 0 < a < b. V dokazu uporabimo razdalje med to¢kamti v razli¢nih grafih.

Vpeljemo oznako Rd;, ki predstavlja razdaljo med totko i in totko j v grafu R. Oznako R nadomestimo

s primerno oznako grafa. Ustvarimo graf H tako, da totko r povezemo s krajis¢em poti Pgy1 in Pp.

Oznatimo drugo krajis¢e poti Py11 z x, tako kot je prikazano na sliki[4.6(a)] Ustvarimo graf H’ tako, da

tocko r povezemo s krajis¢em poti P, in Pyy1. Tokrat oznaimo drugo krajis¢e poti P11 z x, tako kot

je prikazano na sliki Vse poti v razliki Sze(H’) — Sz.(H), razen tistih, ki vsebujejo tocko x, se

izkljuujejo. Poti med tocko x in preostalimi to¢kami v drugi veji so enake in se izklju€ujejo. Edino kar

ostane so poti z enim krajis¢em x in z drugim krajis¢em y v grafu F brez totke r. Razliko lahko zapiSemo

kot

Wo(H) = WylH) = 2 (S a2, + 5 Mduy) 2 (a2, + Y "d,)

kjer gre vsota Cez vse totke v grafu F — r. Za te tocke velja

Y Hdyy = %dry+b+1

Ce podatke vstavimo v razliko, dobimo

Wy (H') = Wy (H)

Y Hdyy = C“dry+a+1

E(b—a)Z(z-Gdiy+a+b+3)
y
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Ker je vsak ¢len v vsoti pozitiven, je vsota tudi pozitivna in ker je b > a, je tudi razlika b — a pozitivna.

Iz tega sledi, da je
W, (H') > W, (H).

To pomeni, ¢e premaknemo tocko s krajSe veje na daljSo vejo, se bo hiper-Wienerjev indeks povecal. Z

veckratnim premikanjem tock iz ene na drugo vejo, dobimo na koncu pot P,, ki predstavlja zgornjo mejo

za hiper-Wienerjev indeks.
S tem smo dokazali, da je hiper-Wienerjev indeks med W,(S,) < W, < W,(P,).

Slika 4.6: Zgornja meja hiper-Wienerjevega indeksa.
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Poglavje 5

Kvazi-Wienerjev in Kirchhoffov indeks

Definicija 5.1 (Kvazi-Wienerjev indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo L Laplaceova

matrika grafa G in A1 < A3 < ... < A, lastne vrednosti matrike L. Kvazi-Wienerjev indeks W je enak

qwznZAl. (5.1)
i=2 "

Ne smemo pozabiti, da je A1 vedno enak 0.

Mobhar, Babi¢ in Trinajsti¢ so v €anku [21] pokazali sledeto relacijo za drevesa.

Trditev 5.1 Naj bo G = (V, E) drevo z n to¢kami. Naj bo YW kvazi-Wienerjev indeks in W, Wienerjev

indeks za drevo G. Potem velja

IW =W, .

Dokaz. Oznatimo z L Laplaceovo matriko grafa G in naj bo
pr(x) = X"+ cootxX™ 4+ cix + 0o

karakteristi¢ni polinom matrike L (glej knjigo [3]). Sledi, da so nitle polinoma p(x) enake A < A; <
... < A, kjer je A1 = 0. Po Vietovi formuli obstaja relacija med ni¢lami in koeficienti poljubnega polinoma
in sicer kot

i C

$[=(—1)’n—_i zai=1,...,n,
Cn

kjer s; predstavlja vsoto vseh zmnozkov (n — i)-teric sestavljenih iz nicel polinoma.
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Najprej razvijemo vsoto v kvazi-Wienerjevemu indeksu

il_ AoAsc An+ Aha A+ 4 Aads - Ao
— k- AaAs - Ay

S pomocjo Vietove formule lahko zgornjo vsoto zapiSemo kot
1o e
= N a
Prav tako obstaja relacija med koeficienti in strukturo podgrafov (glej knjigo [3])

c=(=1)""Y_v(F),

Fi

kjer F; predstavlja Stevilo vpetih dreves grafa G s k komponentami T;, pri ¢emer vsaka komponenta vsebuje

n; tock in y (F;) = niny--- n;. 1z tega sledi, da je

cr=(=1)""n

) = (_»])n—Z Z N[,eNj,e:

eckE

.....

_Q
a

M=
>
|

=2
n (=12 % NieNje
Z 1 _ ecE
)\l - —1 n—1
i—2 =1rin
o
n Z N Z Ni,e Nj,e
i=2 ecE
W = W,.

Primer 5.1 Laplaceova matrika L za graf prikazan na sliki[5.T] je enaka
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Lastne vrednosti matrike L so Ay =0, A, =1, A3 =1 ter A4 = 4. Po formuli [5.7]je kvazi-Wienerjev indeks

enak
W = nZl

Klein in Randi¢ [20] sta raziskovala "upor” na razdalji med to¢kami v grafu, nekako tako, kot bi iskali
upor med tockami v elektricnem omrezju. Vsota vseh uporov na razdalji med tockami je topoloski indeks,
ki so ga s ¢asom poimenovali Kirchhoffov indeks.

Da bt definirali Kirchhoffov indeks moramo najprej definirati Moore-Penrosov psevdoinverz [2] 23} 24].

Definicija 5.2 (Moore-Penrosov psevdoinverz) Naj bo M matrika velikosti n x m. Potem je matrika M+

Moore-Penrosov psevdoinverz matrike M, velikosti m x n, ¢e zadoS¢a naslednjim pogojem:
e MM*M =M,
o MTMM*T =M™,
o (MM = MM*,
o MTM)" = M+M.
Matrika M* je enoli¢no dolocena [12].
Definicija 5.3 (Kirchhoffov indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami. Naj bo L Laplaceova matrika

grafa G in naj bo Lt Moore-Penrosov psevdoinverz matrike L. Kirchhoffov indeks je definiran kot

Kf = ntr(L"). (5.2)

4/1\2

Slika 5.1: Graf molekule isobutan.
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Primer 5.2 Kot primer vzemimo graf na sliki[5.1} V tem primeru smo pokazali, da je Laplaceova matrika

za graf enaka

Moore-Penrosov psevdoinverz Laplaceve matrike L je

1
|

3 _1 _1 _1

16 16 76 16

_1 n _5 _5

[+ = 16 16 16 16
_1 _5 m _5

16 16 16 16

1 _5 _5 11

| 76 16 16 % |

Po formuli[5.2] je Kirchhoffov indeks enak

Ki = ntr(l)
- a(%+3-3)

36
4.3

Trditev 5.2 Naj bo G = (V,E) graf z n tockami. Naj bo YW kvazi-Wienerjev indeks in naj bo Kf

Kirchhoffov indeks grafa G. Potem velja sledeéa relacija
W = Kf.

Dokaz. Naj bo L Laplaceova matrika grafa G. Naj bodo A1 < Ay < ... < A, lastne vrednosti in
e, x2,..., X, pripadajoci lastni vektorji matrike L. Spomnimo se, da je Ay = 0 in e je njegov lastni vektor.

Naj bo Lt psevdoinverz matrike L. Ker je L simetritna kvadratna matrika, potem je LL' ortogonalni
projektor za vektorski prostor {x2,...,x,}, saj je (LLY)e = (L*L)e = 0 in (LLY)x; = (LTL)x; = x; za

i=2,...,n. Hitro se lahko prepritamo, da je

LY =1—ee’,
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kjer je I identi¢na matirka velikosti n x n. Velja

(/—eeT)ez/e—(eeT)eze—e(eTe)=e—e1=0

(I—eeT)g:/y—(eeT)y:e—e(eTy):y—eO:g.

Naj bo U =[x2 x3 ... x, e] unitarna matrika, ki diagonalizira L. Potem velja
uu'=U'Uu=1

in lahko zapisemo

U'LU = A.

Matriko L lahko zapiSemo kot
L= UAU',

ker je

UNUT = U (UTLU)UT = (UTU) L(UUT) = ILT = L.

Naj bo Moore-Penrosov psevdoinverz matrike L enak

Lt = UNTUT,
kjer je _ -
j—n 0 0
0 An: 0
At = '
j—z 0
O --- -« 0 0

Najprej preverimo, da velja L* = UA*U. Tako za LL* velja

LLY = (UNUT) (UNTUT) = UN(UTU)ATUT = UNINTUT = UgUT,
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kjer je ) .
1 0 0
0 1 0
/=
1 0
0 --- -~ 0 0
Ostane nam samo, da pokaZemo, da je UJU' ortogonalni projektor prostora {x,, ..., x,} oziroma, da velja

UJUT = I — eTe. Torej moramo pokazati, da je
(UIUT)e=0  in (UIUT) x; = x;
zai=2,...,n. Ker je e ortogonalen na ostale lastne vektorje matrike L, je potem
e'U=¢e"[xo - xpe]=[exo -+ e'x, e’e]=[0--- 01].

Kar pomeni, da je

_1 0 0__0_ _O_
0 1
J(eTU) = = =0
1T 0 0
0 0 0 1 0

in je
(UIUT)e=U(s(e"V)") =0 =0,

n—1
Sedaj pa Se pokaZzimo, da je (UJUT) xi=x;zai=2,...,n. Vsak x lahko zapiSemo v obliki x = Y _ ay;,
i=1
kjer so o, ..., a,—1 skalarji. Ker so lastni vektorji matrike L ortogonalni, potem velja

xTy,- =q in x"e=0.

Ker je

xXTU=x"[xax3 ... xpe]=[a1 ... ay_1 0],



Sabi¢ D. Wienerjevemu indeksu podobni indeksi na grafih
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 32

lahko zapiSemo

1 0 0 a
0 1
= U
1 0 (o |
0 0 0 0
(o] a
n—1
= U :[X2X3...Xne :Zaiyi:)(.
i=1
QAn—1 Ap_1
0 0

Ker so A% ceey Ai lastne vrednosti L, potem velja
= 1
+ —
trlt = ) o
i=1
= 1
+ —
ntrl* = n E %

Il
N

Kt = W.
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Poglavje 6

Hararyjev indeks

V dankih [14] 26] so avtorji predstavili Hararyjev indeks, ki je zgrajen na podlagi reciprotne matrike

najkrajSih razdal].

Definicija 6.1 (Recipro¢na matrika najkrajsih razdalj) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo D

matrika najkrajs$ih razdalj grafa G. Potem je reciproéna matrika najkrajsih razdalj D' enaka

zai=1,...,ninj=1,...,n.

Primer 6.1 Matrika najkrajsih razdalj D grafa prikazanega na sliki [6.] je enaka

Slika 6.1: Graf molekule 2-metilbutan.
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021 2 3
201 2 3
D=11101 2
221 01
33210

in njena recipro¢na matrika najkrajsih razdalj D’ je

EEREN
bo1gs
D=11101 1
I 11001
[ 3 3 2 1 0

Definicija 6.2 (Hararyjev indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo D matrika najkrajsih

razdalj grafa G in D' reciproéna matrika najkrajsih razdalj matrike D. Hararyjev indeks je enak

H:%ZZ[D’]U. (6.1)

i=1 j=1

Primer 6.2 Matrika najkrajsih razdalj za graf prikazanega na sliki[6.2] je

Y N

Slika 6.2: Graf molekule 4-etil-1,1-dimetilciklobutan.
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01211123
1012223 4
210133 2 2
o |t2z10220 2
1232023 4
1232203 4
23213301
34224 41 0|

Recipro¢na matrika matrike najkrajsih razdalj D je

[0 12 6 12 12 12 6 4]

2 012 6 6 6 4 3

6 12 0 12 4 4 6 6

y_ 1|12 612 0 6 612 6

21492 6 4 6 0 6 4 3

2 6 4 6 6 0 4 3

6 4 6 12 4 4 0 12

| 4 3 6 6 3 312 0

Po formuli [6.1] je Hararyjev indeks enak

,I n n , 1 1 65
1= L0l =5 g 0=

Za dolocitev spodnje in zgornje meje potrebujemo sledece trditve.

Trditev 6.1 Naj bo P, = (V, E) pot z n to¢ckami. Hararyjev indeks H grafa P, je
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Dokaz. Ce z D' oznatimo recipro¢no matriko najkrajsih razdalj, potem je ta enaka

0 1 3 =
1 0
D = 1 1
2 2
0 1
1 1
| -1 2 1 0 ]
in Hararyjev indeks H za pot P, je enak
1 n n n—1 n—i
H= 5 [D ]lj = Z i
i=0 j=0 i=1

Trditev 6.2 Naj bo K, = (V, E) poln graf z n to¢kami. Hararyjev indeks H grafa K, je

n(n—1)

H=
2

Dokaz. Ker sta poljubni to¢ki iz V' na razdalji 1, sta matrika najkrajSih razdalj D in recipro¢na matrika

najkrajsih razdalj D’ enaki

_0 1 1_
1 0
D=D =
0 1
1 1 0

Hararyev indeks H polnega grafa je

Trditev 6.3 Naj bo G = (V, E) graf in naj bo e € E povezava. Naj bo graf G’ = (V, E \ {e}) povezan

graf. Ozna&imo s H Hararyjev indeks grafa G in s H' Hararyjev indeks grafa G'. Potem velja

H <H.



Sabi¢ D. Wienerjevemu indeksu podobni indeksi na grafih
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 37

.....

e velja, da je razdalja med x in y v grafu G manjSa od razdalje v G’. Ker je razdalja med u in v v grafu
G manjsa od razdalje v G/, potem velja H' < H. |
Posledica te trditve je, da je Hararyjev indeks poljubnega grafa z n tockami vedji ali enak od Hararyjevega

indeksa poljubnega drevesa z n tockami.

Trditev 6.4 (Spodnja in zgornja meja) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami in naj bo H Hararyjev indeks

grata G. Potem velja sledela relacija

n—1 .
Zn._léHSn(n_”.
— i 2

Dokaz. Najprej dokazimo zgornjo mejo. Element recipro¢ne matrike najkrajsih razdalj je [D'];; = di, kjer
je d;; razdalja med tocko i in tocko j, in velja di, < 1. Najvecjo vrednost, ki jo Hararyjev indeks doseze,
je N
%Z Y 1= 7”(”2_1) = H(Kn).
i=1 j=1,i#]

Graf z n tockami, pri katerem Hararyjev indeks doseze najmanjSo vrednost, je pot P,. To trditev bomo
dokazali s pomo¢jo indukcije. Naj bo F’ graf, ki ga dobimo s pomo&jo poti P, tako, da pripnemo novo
to¢ko x na eno od tock, ki ni krajis¢e poti P,_1. Z a oznatimo Stevilo to¢k od x do enega od krajis¢ in z
b 3tevilo to¢k od x do drugega krajis¢a poti P,_q ter naj velja @ > b > 0. Naj bo F” graf, ki ga dobimo
s pomo¢jo poti P,_4 tako, da pripnemo novo to¢ko x na eno od krajis¢. Grafa F’ in F” sta prikazana na

sliki [6.3] Naj bo H(P,_1) Hararyjev indeks grafa P,_1. Po predpostavki velja

H > H
a—1 1 b—1 1 n—1 1
HPwa)+ 2 5+ 2 ¢ > HP)+ 2 7
j=1 k=2 i=1
a1 ’ b—1 ’ n—=1 ’
X ;tYX g > +
j=1 k=2 i=1
a—1 1 a—1 1 b—1 1 n—1 1 a—1 1
Tty > itk
j=1 j=1 k=2 i=1 j=1
b—1 1 n—1 1
[ i
k=2 i=a

Stevilo ¢lenov na levi in desni strani je enako. Vsi Eleni na levi strani so ve¢ji od ¢lenov na desni strani.
Kar pomeni, da je Hararyjev indeks za pot P, najmanjsi med vsemi grafi z n tockami.

S tem smo dokazali, da velja H(P,) < H < H(K},). [ |
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(a) Stevilo totk v podgrafu grafa F'. (b) Stevilo totk v podgrafu grafa F”.

Slika 6.3: Hararyjev indeks poti P, predstavlja spodnjo mejo.

V primeru, da zelimo le priblizno oceno za spodnjo mejo, si lahko pomagamo s spodnjo mejo za

harmoni¢no vrsto
n

In(n+1) < Z} < lnn+1.
i=1

V tem primeru je spodnja meja Hararyjevega indeksa enaka

n—1

n—1
n—i 1
E = Ef— -1 Inn—=1+1)—-(n—-1)=nlnn-— 1.
2 ; ni:1i (n—=1) > nln(n J—(n—="1)=nlnn—n+

Primer 6.3 Hararyjev indeks H grafa G z 8 tockami je med

13,7429 < H < 28.

Das, Zhou, Trinajsti¢ in Cai [32] [4] so obravnavali razli¢ne meje Hararyjevega indeksa. Med njimi je

tudi zgornja in spodnja meja Hararyjevega indeksa za graf z n tockami in m povezavami, ki je enaka

n—1

n—i m—n+1 nin—1) m
<H< —— 14+
; T sHsTE 3
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Poglavje 7

Szegedov indeks

Leta 1995 je bil prvit objavljen Elanek o Szegedovem indeksu [15]. Szegedov in hiper-Szegedov index

predstavljata razsiritev Wienerjevega in hiper-Wienerjevega indeksa na grafe, ki vsebujejo tudi cikle.

Definicija 7.1 (Vrednost N;.) Naj bo G = (V, E) graf in naj bo e € E povezava, ki ima za krajiséi tocki
i,jeV. Ce odstranimo povezavo e iz grafa G, potem z N;. oznacimo mo¢ mnoZice tock, ki so bliZje
tocki i kot tocki j in z N;. oznatimo moc mnoZice tock, ki so bliZje tocki j kot tocki i. Tolk, ki so enako

oddaljene od tocke i in tocke j ne upostevamo.

Primer 7.1 Kot primer vzemimo graf na sliki[77} kjer izberemo poljubno povezavo e. Tako je mo¢ mnoZice
tock, ki so blizje tocki i enaka N;. = 4, in mo¢ mnoZice tock, ki so blizje tocki j je enaka N;. = 3. Pri
tem nismo upoStevali ene tocke, ki je enako oddaljena od krajiS¢ povezave e in smo jo oznadili s sivo

barvo.

Nje
*********** |
Nie AN ‘
ey T Y 1
( ) I |
|
& o Y - NI
Y O A N\

Slika 7.1: Nie =4 in Njo = 3.
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Definicija 7.2 (Szegedov indeks) Naj bo G = (V,E) graf z n tockami. Naj bo e € E in naj bosta

.....

SZe = Z (Ni,e . Nj,e) .

eckE

Trditev 7.1 Naj bo G = (V, E) drevo in naj bo Sz, Szegedov indeks in W, Wienerjev indeks grafa G.
Potem velja

Sz. = W,.

Dokaz. Ker je G drevo, med poljubnima tockama obstaja samo ena enoli¢no dolocena pot. V tem primeru

je vrednost N;. po definiciji [7.T] enaka vrednosti N;. po definiciji [4.1] [ ]

Definicija 7.3 (Szegedova matrika) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami. Naj bo e € E povezava in naj

.....

Nie - Nje, Ce sta tocki i in j sosedni in i # j,
[MSZe][j = 0 ]
., sicer.

Tako lahko Szegedov indeks Sz, izra¢unamo tudi s pomocdjo Szegedove matrike Ms,, in sicer kot

Ste=23_ 3 [Msly 7.1)

i=1 j=1

kjer je n Stevilo tock v grafu.

Primer 7.2 Vzemimo kot primer graf na sliki[7.2] Matrika Ms,, je v tem primeru enaka

[0 7 0 0 0 0 0 0]
7 012 0 0 0 0 0
012 015 0 0 0 15
v, |0 015 015 0 00
0 0 015 0 15 0 0
0 0 0 015 0 15 0
0O 0 0 0 015 0 15
(0 015 0 0 0 15 0|
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in Szegedov indeks je enak

1S 1
Sz, = 5 . [MSze]ij = 5" 218 = 1009.
i=1 j=1
H
.| .
‘ c — H [0
- ‘ L~
H — C (&)
‘ H
H c H £
N . N . /s @ \8
¢ c (s) ‘ 7)
/ \ i N O \ B \/ _J
H C H ‘3 ? /\
|
H
(a) Molekula. (b) Graf.

Slika 7.2: Molekula etilbenzena in njen graf.

Za dokaz spodnje in zgornje meje potrebujemo sledece definicije.

Definicija 7.4 (Poln bipartiten graf) Najbo G = (V4 + V2, E) graf z n tockami za katerega velja ViNV; =
@. Naj bo a mo& mnoZice V; in naj bo b mo¢ mnoZice V5. Graf G je poln bipartiten graf K, p, e je vsaka
to¢ka iz Vi povezana z vsako tocko iz V5 in pri tem nobena tocka ni povezana s katero drugo tocko iz

iste mnoZice.

Primer 7.3 Primer dveh polnih bipartitnih grafov lahko vidimo na sliki [7.3]

Y
{
\

(a) Zvezda Sg je graf Ky 7. (b) Graf K5 3.

Slika 7.3: Polna bipartitna grafa.
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Trditev 7.2 Naj bo K, poln bipartiten graf z a + b = n to¢kami. Szegedov indeks Sz. grafa K, je
Sz, = a’ - b°.
Dokaz. Za vsako povezavo e € E s krajiS¢ema i in j je zmnozek
Nie - Nje=a-b.
Ker je v grafu m = a - b povezav, je Szegedov indeks enak

Sze:Za-b:m(a-b):(a-b)~(a~b):(ab)2.

eckE

Trditev 7.3 Naj bo K, = (V, E) poln graf z n to¢kami in naj bo Sz. Szegedov indeks grafa K. Szegedov

indeks polnega grafa je
n(n—1)

Sz, = 5

Dokaz. Ker so od poljubnih sosednih toc¢k i in j (povezanih s povezavo e) vse preostale tocke enako

oddaljene, je zmnoZek vedno enak N;.-N;. = 1. Sledi, da je Szegedova matrika polnega grafa K, enaka

0 1 1
10
Ms,(k,) =
0 1
1 10
in Szegedov indeks za poln graf K, je enak

Sz.(Kp) =

> [Ms.)y = 3 (2= n).

i=1 j=1

N —

[ |
Klavzar [17] je ugotovil, da je Wienerjev indeks W, grafa G manjsi ali enak od Szegedovega indeksa

Sz, istega grafa (torej W, < Sz).
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Trditev 7.4 (Spodnja in zgornja meja) Naj bo G = (V, E) graf z n toc¢kami in naj bo Sz, Szegedov
indeks grafa G. Potem velja sledeca relacija

n(n—1) T N je sod,

1 <Sz. <

5 < Sz, < (1)

Dokaz. Najprej dokaZimo spodnjo mejo. Naj bo W, Wienerjev indeks grafa G. Ker velja Sz > W, in
W, > @ potem je
1)

Sz >w, > =1

5 = Sz(Ka).

Dokaz za zgornjo mejo je preobsezen in si ga bralec lahko prebere v ¢lanku [11].
Torej velja Sze(K,) < Sze < Sze(K[%“%J). [ |

Poleg Szegedovega indeksa obstaja tudi hiper-Szegedov indeks.

Definicija 7.5 (Vrednost N;,) Naj bo G = (V, E) graf in naj bo p najkrajsa pot v grafu G, ki ima za
krajisc¢i tocki i, j € V. Odstranimo pot p iz grafa G tako, da odstranimo vse tocke poti p razen krajis¢ ter
povezave, ki so povezane z odstranjenimi tockami. Potem z N, oznalimo mo¢ mnoZice tock, ki so bliZje
tocki i kot tocki j, in z N;, oznacimo mo¢ mnoZice tock, ki so bliZje tocki j kot tocki i. Tock, ki so enako

oddaljene od tocke i in toCke j ne upostevamo.

Primer 7.4 Kot primer vzemimo graf na sliki [7.4} kjer izberemo poljubno pot p. Tako je mo¢ mnoZice tock,
ki so blizje tocki i enaka N;, = 3, in mo¢ mnoZice tock, ki so bliZje tocki j enaka N;, = 3. V tem primeru

ni nobenih tock, ki bi bile enako oddaljene od krajis¢ poti p.

N/.p

Slika 7.4: N, =4in N;, =3.

Definicija 7.6 (Hiper-Szegedov indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo p najkrajsa pot v
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grafu G in i, j € V krajis¢i poti p. Potem je hiper-Szegedov indeks enak

Sz, = Z (Nip - Nip) -
peG

Definicija 7.7 (Hiper-Szegedova matrika) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo p najkrajsa pot

.....

Y B Nip - Njp, Ce obstaja pot med tocko i in tocko j ter i # j,
[ Szp]ij - .
0, sicer

zai=1,...,ninj=1,...,n.

Tako lahko hiper-Szegedov indeks Sz, izratunamo tudi s pomo¢jo hiper-Szegedove matrike Ms;, in sicer

kot

Szp =5 Z > [Msy,], (7.2)

kjer je n Stevilo tock v grafu.

Primer 7.5 Vzemimo kot primer $e enkrat graf na sliki Hiper-Szegedova matrika je

0 7 6 12 8 15 8 12
7 012 6 16 9 16 ©6
6 12 0 15 8 15 8 15
12 6 15 0 15 8 15 4
8 16 8 15 0 15 4 15
%5 9 15 8 15 0 15 8
8 16 8 15 4 15 0 15

| 12 6 15 4 15 8 15 0

Sledi, da je hiper-Szegedov indeks enak
188
=30

i=1j

1
1[/\/ISZP],., = 5 616 = 308,

Tako kot obstaja relacija med Sz, in W, obstaja tudi relacija med Sz, in W,

Trditev 7.5 Naj bo graf G = (V, E) drevo. Naj bo Sz, hiper-Szegedov indeks grafa G in W, hiper-
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Wienerjev indeks grafa G. Potem velja

Sz, =W,.

Dokaz. Ker drevo ne vsebuje nobenih ciklov obstaja samo ena pot med i in j. Iz tega sledi, da sta
vrednosti N, in N;, po definiciji in enaki. Posleditno sta Wienerjeva in Szegedova matrika
enaki, prav tako pa tudi indeksa. |

Obstaja tudi relacija med Ms,, in Ms,,.

Trditev 7.6 Naj bo G = (V, E) graf z n tockami in naj bo A matrika sosednosti grafa G. Naj bosta Ms,,

Szegedova matrika in Ms,, hiper-Szegedova matrika grafa G. Potem velja sledeta relacija
[MSZE]U = [A][j ) [MSZP]U

zai=1,...,ninj=1,...,n.

Dokaz. Naj bosta i,j € V. Ce je [A]ij = 0, potem tocka i ni sosedna tocki j in ustreza definiciji Szegedove
matrike. Ce je vrednost [A]; = 1, potem je razdalja d;; = 1 in takrat je vrednost N;, = Nje in Njp = Nje.
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Poglavje 8

Clujev indeks

M. Diudea je v tlankih [7] [8] predstavil Clujev indeks.

Definicija 8.1 (Nesimetri¢na Clujeva matrika) Najbo G = (V, E) graf z n to¢kami in naj bo p;; najkrajsa
pot med toc¢ko i in j v grafu G. Z G’ oznalimo graf, ki ga dobimo tako, da iz grafa G odstranimo vse tocke
poti pij razen krajis¢ i in j. Naj bo N, Stevilo tock, ki so bliZje tocki i kot tocki j v grafu G'. Potem so
elementi Clujeve matrike Myc) enaki

[Muc);; = max Nip,
zai=1,...,ninj=1,...,n.

Ne smemo pozabiti, da je med tocko i in j lahko ve¢ razli¢nih najkrajsih poti.

Primer 8.1 Vzemimo 3e enkrat kot primer graf molekule etilbenzena na sliki B} V tem primeru je

)

@
?

@ \/‘N >

JO

\ /
/

Slika 8.1: Graf etilbenzena.
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nesimetri¢cna Clujeva matrika enaka

My =

AW W W A~ OO N O
w W N W A~ O O
w N NN W O N
N NN W O O N
A~ NN W o a1 A~ N
A~ O o O A~ B~N
o O©O W N A~ BN
S W N NN N

Definicija 8.2 (Simetri¢na Clujeva matrika za povezave) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami in naj bo
Muyc) nesimetri¢na Clujeva matrika grafa G. Naj bo A matrika sosednosti grafa G. Potem so elementi

simetri¢ne Clujeve matrike Mscy, definirani kot

[MSCJe]ij = [A]ij ’ [MUCJ]i/ ) [MUCJ]ji

zai=1,...,ninj=1,...,n.

V simetriéni Clujevi matriki za povezave so tako nenilelni elementi samo tisti elementi, kjer obstaja
povezava med tistima dvema tockama, ki ju element predstavlja.
Primer 8.2 V primeru smo pokazali nesimetri¢no Clujevo matriko grafa prikazanega na sliki [8.1] Iz

tega sledi, da je simetri¢cna Clujeva matrika za povezave enaka

[0 7 0 0 0 0 0 o]
7 012 0 0 0 0 0
012 015 0 0 0 15
My |0 015 015 0 0 0
0 0 015 015 0 0
0 0 0 015 0 15 0
0 0 0 0 0 15 0 15
(0 015 0 0 015 0
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Definicija 8.3 (Clujev indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo Mscy, simetricna Clujeva

matrika za povezave grafa G. Potem je Clujev indeks definiran kot

Primer 8.3 Ce nadaljujemo pr'Lmer je Clujev indeks za graf G enak

8 8
CJE=;ZZ Mscy.]; 218:109.

Trditev 8.1 Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami. Naj bosta Cl. Clujev indeks in Sz, Szegedov indeks
grafa G. Potem velja
Cle = Sz..

Dokaz. Torej moramo dokazati, da je Msc), = Ms,,. Ce totki i,j € V nista sosedni, potem sta elementa
[Msc.];; in [Ms,,];; enaka 0. V primeru, da sta i in j sosedna, potem obstaja natanko ena najkraj$a pot

med i in j dolZzine 1. Sledi, da je

[MSCJe]ij = [MSZe]ij
max NirPi/ - max Nj,p,'j = Ni,e . N/"e
Ni,e : Nj,e = Ni,e : Nj,e~
Sledi, da so elementi v obeh matrikah enaki in zaradi tega velja CJo = Sz.. |

Trditev 8.2 (Spodnja in zgornja meja) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami in naj bo Cle Clujev indeks

grafa G. Potem velja sledela relacija

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz trditve [B.] in trditve [7.4] [ ]

Definicija 8.4 (Simetri¢na Clujeva matrika za poti) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kami in naj bo My
nesimetri¢na Clujeva matrika grafa G. Potem so elementi simetricne Clujeve matrike za poti Msc),
definirani kot

[MSCJP]U = [MUCJ]ij ’ [MUCJ]/‘[
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zai=1,...,ninj=1,...,n.

Primer 8.4 V primeru smo izratunali nesimetri¢no Clujevo matriko za graf na sliki 8.1] Sledi, da je

simetri¢na Clujeva matrika za poti enaka

0 7 6 4 3 3 3 4
7 012 8 6 4 6 6
6 12 015 8 8 8 15
Ve, = 4 815 015 8 8 4
3 6 815 015 4 8
3 4 8 815 0 15 8
3 6 8 8 415 0 15

| 4 615 4 8 8 15 0 |

Definicija 8.5 (Hiper-Clujev indeks) Naj bo G = (V,E) graf z n to¢kami. Naj bo Msc), simetri¢na

Clujeva matrika za poti grafa G. Potem je hiper-Clujev indeks enak

1 n n
Chp = b Z Z [MSCJp]zj :

i=1 j=1

Primer 8.5 Ce nadaljujemo pr'Lmer je hiper-Clujev indeks za graf G enak

1 — — 452
Ch=52 ) [Msa,], =5 =226

i=1 j=1

Trditev 8.3 Naj bo T = (V, E) drevo. Naj bodo C). Clujev indeks, Sz. Szegedov indeks, W, Wienerjev
indeks grafa T in naj bosta Cl. hiper-Clujev indeks, W, hiper-Wienerjev indeks grafa T. Potem veljata
sledeci relaciji

Cle =Sze =W in CJ, =W,.

Dokaz. Relacije CJe = Sz. = W, izhajajo iz trditve [B.1] in trditve [T} Relacija CJ, = W, izhaja iz
dejstva, da med poljubnima totkama iz V' obstaja natanko ena pot. Zato sta matriki Msc, in My, enaki

in posledi¢no tudi CJ, in W,,. u
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Poglavje 9

Stevilo sprehodov: Wienerjeuvi tipi

indeksov visjega reda

Diudea je v €lanku [6l [10] predstavil Wienerjeve tipe indeksov visjega reda.

Definicija 9.1 (Utezena stopnja sprehoda) Naj bo G = (V,E) graf z n to¢kami. Naj bo P matrika
velikosti n x n, v kateri je skozi uteZi povezav je opisana neka lastnost grafa G. UteZena stopnja

sprehoda *Wp ; je definirana kot

“Wei =) [P],.
j=1

Torej lahko recemo, da je utezena stopnja sprehoda enaka vsoti utezi vseh sprehodov dolzine k, ki se

zacnejo v i-ti tocki.

Definicija 9.2 (Diagonalna matrika sprehodov) Naj bo G = (V,E) z n tockami. Naj bo P matrika
velikosti n x n, v kateri je skozi uteZi povezav opisana neka lastnost grafa G. Diagonalna matrika

sprehoda My, reda k € N je matrika v kateri so elementi enak

Wpi i=],
[M“Wp][]:
0, sicer,

zai=1,...,ninj=1,...,n.

Primer 9.1 Vzemimo kot primer graf G na sliki [0.1] in kot matriko P uporabimo kar matriko sosednosti,
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2
1 3
Slika 9.1: Graf molekule 2-metilpropan.

torej P = A. Matrika sosednosti grafa G je enaka

01 0O

10 1 1
A:

01 0O

01 0O

Diagonalna matrika sprehoda My, za P = Ainreda k =1 je

Wi 0 0 0 100 0

0 Wi, O 0 0300
My, = My, = -

0 0 "Was 0 0010

0 0 0 "Was 00 0 1

Za izratun diagonalnih matrik sprehodov reda k = 2 in k = 3 moramo najprej izratunati vrednosti A? in

A3, torej
10 1 1 0 3 00
0 3 00 30 3 3

A% = in A=

10 1 1 0 3 00
10 1 1 0 3 00

Iz tega sledi, da sta My, in My, enaka
3000 3000
0 3 00 0 900

MZWA = n /VIBWA =

0 030 0 0 30
0 0 0 3 0 0 0 3
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Definicija 9.3 (Utezena stevilka sprehoda) Naj bo G = (V, E) z n to¢ckmi. Naj bo P matrika velikosti
n x n v kateri je skozi uteZi povezav opisana neka lastnost grafa G. Naj bo My, diagonalna matrika

sprehoda reda k za matriko P. UteZena Stevilka sprehoda *Wp reda k je definirana kot

1
kWP = §ZZ[MkWp][]"

i=1 j=1

Utezena Stevilka sprehoda je v tesni povezavi s Stevilom atomskih sprehodov in Stevilom molekularnih

sprehodov [13].

Definicija 9.4 (Stevilo atomskih sprehodov) Naj bo G = (V, E) graf z n tockimi in naj bo *Wp,; uteZena
stopnja sprehoda za i € V. Naj bo A matrika sosednosti grafa G in naj velja, da je P = A. Potem je

stevilo atomskih sprehodov awcy; reda k enako
n
awc; = KWy, = Z [Ak]ij'

j=1

Hitro lahko tudi sestavimo utezeno matriko sprehodov za awcy ; in sicer kot

aWck 1 0 e 0
0 aWCy 2
My, =
0
| 0 0 awck, ]

in jo povezemo s Stevilom molekularnih sprehodov.

Definicija 9.5 (étevilo molekularnih sprehodov) Naj bo G = (V, E) graf z n to¢kimi in naj bo awcy;

stevilo atomskih sprehodov reda k za i € V. Potem je Stevilo molekularnih sprehodov mwcy reda k enako

n
mwcg = E AWC ;.
i=1

Stevilo molekularnih sprehodov ustreza vsoti diagonalnih elementov utezene matrike sprehodov My,

oziroma
n

mwcg = Z [Mk WA][[ .
i=1

Omeniti moramo Se relacijo s sklenjeno potjo dolzine k.

Definicija 9.6 (Stevilo sklenjenih poti) Naj bo G = (V, E) graf z n totkami in naj bo A matrika sose-
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dnosti grafa G. Naj bo A* stevilo vseh poti dolZine k. Stevilo sklenjenih poti reda k za to¢ko i € V je
enako

swey = [A]].,

1]

in Stevilo sklenjenih poti reda k za graf G je

n

sweg = Z [Ak]j/

i=1
zaj=1,...,n.

Ze od samega zacetka pa so tudi znane povezave med lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji ter

Stevilom atomskih sprehodov, Stevilom molekularnih sprehodov in $tevilom sklenjenih poti [13].

Trditev 9.1 Naj bo G = (V, E) graf z n tockami in naj bo A matrika sosednosti grafa G. Z A; in x;,
i=1,...,n, oznac¢imo lastne vrednosti matrike A in pripadajole lastne ortonormirane vektorje. Naj bo

Ak sprehod reda k. Potem veljajo sledece relacije

[, = % Al
awcg,; = [é Afsilxil:,
SWek,; = [é ATxal?,
SWCk = [i)\f = tr Ak,
mwc, = i Aks?,

Il
N

n
kjer je s; = }_|[xi|;, oziroma vsota elementov i-tega lastnega vektorja.
j=1
Dokaz. Ker je A simetri¢na matrika in so njeni elementi cela Stevila, potem lahko naredimo dekompozicijo

s pomoc¢jo lastnih vrednosti in lastnih vektorjev. Tako lahko zapiSemo A v obliki
A=0QNQ7",

kjer je Q matrika oblike
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in je A diagonalna matrika oblike

0 0 |
0
N =
0
| 0 0 A |
Tako lahko hitro izratunamo A* kot
A = (ono )

= (oreTh) (0re™) - (o0 (QnQT)
= OA(QTO)A(Q10)--- (0TQ)A (0T Q) AQ
= QAIN---ININQ™

= QANQ7,
kjer je AX oblike
A0 0
.
0
0 0 A

[\/]:

Prvo relacijo, [Ak]ij = Y M[x/]i{x];, dobimo direktno z mnozenjem QAKQ~'. Iz tega sledi, da lahko

=1
izratunamo $tevilo molekularnih sprehodov awcy ; kot vsoto elementov i-te vrstice matrike A*, torej kot

awcg; = Y [Ak]”

j=1

= 2 Y Al
j=11=1

= ) (/\zk[XI]i Z[x;],-)
=1 =

= Z )\;(S[[X[][.
=1

Od tod sledi, da je
mwec, = ) awck;

Il
N

[
M=
M=
>
—~=
2
=

Il
N
Il
-
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n

= (s

=1

n k.2
> Afsi-
=1

Podobno velja tudi za Stevilo sklenjenih poti. Tako je Stevilo sklenjenih poti reda k za i-to toc¢ko enako

SWCk i

in Stevilo vseh sklenjenth poti reda k enako

SWCk

= [Ak]u‘
= 3 Al
=1

n
= l; Al

= trAk = tr Ak
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Poglavje 10

Schultzov indeks

H. Schultz je v ¢lanku [29] predstavil indeks, ki ga je poimenoval molekularni topoloski indeks.

Definicija 10.1 (Schultzov indeks) Naj bo G = (V, E) graf z n tockami. Naj bo A matrika sosednosti,

D matrika razdalj in S vektor stopenj grafa G. Z Mt oznaéimo vsoto
Mur = (A+ D) - S.

Potem je molekularni topoloski indeks oziroma Schultzov indeks enak
n
MTI =Y [Murl;.

i=1

Primer 10.1 Vzemimo kot primer graf na sliki [T0.1] Potem so matrika sosednosti A, matrika razdalj D

Slika 10.1: Graf molekule 2,2,4-trimetilpentana oziroma izooktana.
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in vektor stopenj S enaki

(00100000 0] (001 2342 2 4] [ 1]
10100110 10123113 4
01010000 2101222 2 2
a |00 T oo 0 s 2033 )3
00010000 432104 42 1
01000000 2123402 4 1
01000000 21234204 1
0001000 0| 4321 24 40| 1]
Ce z M oznatimo (A + D) - S, potem ima My vrednost
Myr = (A+D)-S
(01000000 [o1234 224\ [1]
10100110 10123113 4
01010000 21012222 2
00101001 321013 31 3
- 0oo010000| |4321044:2 1
01000000 2123402 4 1
01000000 2123420 4 1
loo0o010000]| |43212440][) 1]
(02234224 1] [33]
20223223 4 22
22022222 2 24
32202332 3 25
432204 42 1] | 36
2223402 4 1 33
2223420 4 1 33
(43222440 1] |[36)
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Iz tega sledi, da je MTI indeks enak

8
MTI :Z[Mmﬂ]l—:33+22+24+25+36+33+33+362242.
i=1

V ¢lankih [19] 25] je prikazana relacija med Schultzovim MTI in Wienerjevim W, indeksom.

Trditev 10.1 Naj bo graf G = (V, E) drevo z n to¢kami, S vektor stopenj grafa G, W, Wienerjev indeks

in MTI Schultzov indeks grafa G. Potem velja sledece

MTI=4-We+) [SF—n(n—1).
i=1

n n
Dokaz. MTI lahko zapiSemo tudi v obliki MTI = Y~ e;, kjer je e; = Y_[S]: ([A;; + [D];j). Podobno lahko
= =

n n
zapisemo W, in sicer v obliki W, = %

We;, kier je We; = 3 [D];; in je D matrika najkrajsih razdalj
7 j=

L

grafa G.
Za par tock i, j € V definiramo Uj; kot vsoto vseh Dy;, tako da je k bolj oddaljen od i kot je j. Hitro
se vidi, da je Uy = v;, ko je i = j. V primeru i # j potem obstaja enoli¢na pot dolzine [D];; od totke i do

tocke j, ki ji sledi v; — 1 razli¢nih poti do preostalih sosednjih tock. Sledi, da je

Ui = (vy = 1)(D];i + 1) + 9y, (10.1)

kjer je 0;; Kroneckerjev delta. Po drugi strani je vsota ) [U];; enaka
j=1

Z[U]ji =) [Dli = We;.

k=1

Ce v vsoto namesto [U]ji vstavimo vrednost 1) potem dobimo

Wei = [

Ms
=

-
Il
N

I
M:

((vy = 1)(D)ji + 1) + 0)

-
Il
JaN

I
M:
I\/]3

V/[D]jl — )

J j=1 j=1

-
Il

aN
Il

-
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n
Zadnja vsota je enaka ) 0;; = 1. Tretja vsota je enaka
j=1

n

2 (v—=1) = iV/‘—Z

j=1 =1 =

n WV
kjer smo upostevali lemo o rokvanju, tj. Y v; = 2(n —1). Ce vzamemo osnovni definiciji e; in W,;, potem
j=1
dobimo
n

We[ = e,——Zvj[A],-j—Wei+n—1.
j=1

Vsoto lahko zapiSemo v bolj priro¢no obliko

n n n

D vlAly =) (v = NAL+ ) Al =V + v

J=1 j=1 J=1

Ce to vstavimo v formulo dobimo
Weizei—(vl-'—l—v,-)—We[—}-n—l

|1z enacbe izrazimo e; in vstavimo v formulo za MTI. Tako dobimo

MTI =

€
1
n
= 2 (@Wei+ (i +v)—=N+1)
i=1

n
= 4We+) (vi+V))—n(n—=1).
i=1

n
=
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|
Primer 10.2 Kot primer spet vzemimo graf na sliki [T0.T] V primeru [T0.7] smo pokazali, da je matrika

razdalj D enaka

01234224
10123113
21012222
321013
43210442
21234024
2123420 4
| 432124 40|

Wienerjev indeks tega grafa je enak W, = 66. Sledi, da je MTI enak

MTI

4-We+i[5]$—n(n—1)
i=1

= 466+ (17 +42+22+32+12+12+124+1%) - 8(8 1)

264 + 34 —56

= 242

Klavzar in Gutman sta v ¢lanku [16] izpostavila tudi zanimivo povezavo med Wienerjevim indeksom in

molekularnim topoloskim indeksom.

Trditev 10.2 Naj bo G = (V, E) graf z n tockami in naj bo W, Wienerjev indeks grafa G. Z 6 oznacimo

najmanjso stopnjo tocke in z A najvecjo stopnjo tocke v grafu G. Potem velja sledeéa relacija
20We < MTI < 4AW,.

Enakost velja samo v primeru, ko je G polni graf.

n

Dokaz. Naj bo D matrika najkrajsih razdalj in S vektor stopenj grafa G. Z [D]; oznatimo vsoto 3 _[D];..
j=1

Kot smo 7e v dokazu trditve nakazali, lahko MTI zapi$emo kot

n

MTI =Y [S)F + Z S (D).
i=1

i=1
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Ce poznamo 0 in A, potem lahko re¢emo, da je MTI med

Y 02+Y o[D], <MTI< Y A2+3 A[D]
i=1 i=1 i=1 i=1
0%n +20W. <MTI< A?n+2AW,

(2+&)ow. <mm< (2+8)aw,

Ce upostevamo, da za W, velja

potem je

(2+V"V—Z)6We <

M ( +
2+n(;‘2"”)5we <MTI< (2+ (A))AWe,
M 2

2(1+2%5)0We <

n?—1

Ce zanemarimo &len 1 + n;’—z, potem dobimo spodnjo mejo 20 W, < MTI.

Najvecja vrednost, ki jo lahko A zavzame je n — 1. Sledi, da je % < 1 in vrednost 1 + % <2

Tako dobimo zgornjo mejo MTI < 4AW,.

Primer 10.3 Wienerjev indeks za graf na sliki je enak W, = 1) _ 4. Graf vsebuje n = 4 tocke,

N
/
N

Slika 10.2: Graf molekule butana.

najvedja in najmanjsa stopnja v grafu sta A =2 in 0 = 1. Po trditvi je MTI med

2:6-We <MTI< 4-A-W,,
214 <MTI< 4-2-4,
8 <MTI< 32



Sabi¢ D. Wienerjevemu indeksu podobni indeksi na grafih
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 62

Obicajno, poleg A in J, poznamo tudi Stevilo tock v grafu. V tem primeru je boljSe, ¢e uporabimo kar

2(14+2)-6-We <MTI< 2(1+:2) AW,
2(1—1—4311).1.4 <MTI< 2 1_’_&),2.4’
B <MTI< 9,
9,6 <MTI< 26,3
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