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Magistrska naloga preucuje ohranjevalce sosednosti na pravokotnih matrikah. To so
preslikave iz prostora vseh m x n matrik nad poljubnim obsegom D, ki imajo lastnost,
da ohranjajo sosednost. Glavni del naloge je pregled izreka 4.3 in njegovega dokaza,
v katerem so klasficirane vse bijektivne preslikave na tovrstnih matrikah, ki ohranjajo
sosednost v obe smeri. Zacnemo z motivacijo, zakaj je sploh smiselno obravnavati
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menjeno pregledu sodobnih posplositev izreka 4.3. Sesto poglavije predstavi grafoloski

pogled na glavni izrek iz magistrske naloge in na njegove posplositve.
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This master’s thesis studies the adjacency preservers on rectangular matrices. These
are maps from the space of all m x n matrices over a division ring D, with the property
of preserving adjacency. The main topic is the study of Theorem 4.3 and the proof that
classifies all bijective maps on such matrices that preserve adjacency in both directions.
The introductory part explains why we should study the adjacency preservers. In the
second chapter, the basic concepts about division rings and matrices are summed up
along with some definitions and theorems necessary for understanding the proof of
Theorem 4.3. The third chapter is dedicated to the proofs of some lesser known facts
about the space of rectangular matrices over a division ring ). In the same chapter
the famous concept of distance between matrices is mentioned. In the subsection
we recall the fundamental theorem of affine geometry, which represents one of the
fundamentals for the proof of Theorem 4.3. This theorem appears in the fourth chapter,
which represents the central part of the thesis. The fifth chapter offers some new
generalizations of the Theorem 4.3. The sixth chapter represents the meaning of the

main theorem and some of its generalizations in the language of graph theory.
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1 Uvod

V magistrski nalogi bomo obravnavali ohranjevalce sosednosti na pravokotnih matri-
kah. Omenili bomo pomembne definicije, izreke in trditve, ki jih bomo tudi dokazali.
Najpomembnejsi del naloge je predstavitev izreka 4.3 in njegov dokaz, ki je podan na
zelo zahtevni ravni in povzet iz knjige [34].

V teoriji ohranjevalcev se pojavljajo problemi s klasifikacijo vseh preslikav na mnozici,
opremljeni z algebrai¢no strukturo, ki ohranjajo dolocene lastnosti, kot npr. funkcije,

podmnozice, relacije. Za motivacijo si oglejmo naslednja primera.

Primer 1.1 ([4] Ohranjevalci determinant (Frobenius, 1897)). Za preslikavo ¢ na
mnozici vseh n x n kompleksnih matrik pravimo, da ohranja determinanto, ¢e ve-
lja det ¢(A) = det A za vsako matriko A. Frobenius je leta 1897 dokazal, da bijektivna

linearna preslikava ohranja determinanto natanko tedaj, ko je oblike
6(A) = PAQ ali  ¢(4) = PATQ,
kjer sta P in () fiksni matriki, za kateri velja det(PQ) = 1.

Primer 1.2 (Glej npr. [33], ohranjevalci obrnljivosti). Naj bo F komutativen obseg
z vsaj tremi elementi. Za preslikavo ¢ na mnozici vseh n x n matrik s koeficienti
iz obsega ' pravimo, da ohranja obrnljivost v obe smeri, ¢e velja, da je matrika A
obrnljiva natanko tedaj, ko je obrnljiva matrika ¢(A). Izkaze se, da bijektivna linearna

preslikava ohranja obrnljivost v obe smeri natanko tedaj, ko je oblike
p(A) = PA°Q+ B ali ¢(A)=PA)'Q+ B.

Tukaj so P, @ in B fiksne matrike, od katerih sta P in ) obrnljivi. Preslikavao : F — F
je avtomorfizem obsega, matriko A” pa dobimo iz matrike A na tak nacin, da apliciramo

avtomorfizem ¢ po komponentah.

V magistrski nalogi se bomo posvetili ohranjevalcem relacije sosednosti. To so
preslikave ¢, ki zados¢ajo implikaciji rang(A — B) = 1 = rang(¢(A) — ¢(B)) = 1.
Poudariti je potrebno, da v nalogi ne bomo imeli predpostavke o linearnosti preslikave.
Prvi se je preucevanja ohranjevalcev sosednosti matrik lotil L.-K. Hua v 40. in 50. letih
dvajsetega stoletja [8-15]. V nalogi se ukvarjamo predvsem s klasifikacijo ohranje-

valcev sosednosti pravokotnih matrik. Klasifikacija bijektivnih preslikav, ki ohranjajo



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 2

sosednost v obe smeri na pravokotnih, hermitskih, alternirajo¢ih oziroma simetri¢nih
matrikah, je povzeta v knjigi [34]. Aplikacije ohranjevalcev sosednosti matrik zasle-
dimo na razlicnih matematicnih podrocjih, kar vkljucuje algebro, geometrijo in teorijo
grafov [7,30,34].

Znanstveno raziskovanje na tem podroc¢ju je Se vedno zelo aktivno. V zadnjih
letih matematiki poskusajo posplositi izreke iz knjige [34] z opusc¢anjem predpostavk
o bijektivnosti in ohranjanju sosednosti v obe smeri [3,16-25,27-29,32]. En izmed
namenov posplositev je omogocanje novih aplikacij.

V nalogi se bomo omejili na preucevanje ohranjevalcev sosednosti na pravokotnih
matrikah. Temelj naloge predstavlja 4. poglavje, kjer klasificiramo vse bijektivne presli-
kave na pravokotnih matrikah, ki ohranjajo sosednost v obe smeri. Sodobne posplositve
tega izreka so povzete v poglavju 5. Naloga se zakljuci s 6. poglavjem, kjer so ohranje-

valci sosednosti prikazani v luci teorije grafov.
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2 Terminologija

Vecino trditev in definicij bomo privzeli iz knjige [34] . V tem poglavju je podanih nekaj
osnovnih definicij in trditev, ki jih bomo uporabljali v nalogi. Z F, bomo oznacevali
koncni obseg s ¢ elementi, kjer je g potenca prastevila. Naj bo ID poljuben obseg in n

pozitivno celo stevilo. Naj bo
D™ = {(x1,29,...,20) |z €D, i=1,2,....,n}

n-dimenzionalni vrsticni vektorski prostor (ali levi vektorski prostor) nad obsegom D.
Skozi nalogo bo D oznaceval poljuben obseg in m,n bosta celi Stevili vecji ali enaki 2.
Mnozico m x n matrik nad obsegom D bomo oznacevali z M, «, (D). V primeru, ko

je m = n, bomo pisali M,,(D) namesto M, (D).

Definicija 2.1. Matrika velikosti n x n, ki ima same enice na glavni diagonali in na

vseh ostalih mestih 0, pravimo identiéna matrika in jo oznacimo z 1.

Definicija 2.2. Naj bo A n x n matrika nad obsegom D). V primeru, ko obstaja taka

matrika B, ki zadoSca enakosti
AB = BA =T,
potem je matrika A obrnljiva, matrika B pa je njen inverz.

Definicija 2.3. Matriko velikosti m x n nad poljubnim obsegom D, ki ima na 7, j-tem

mestu enico in na vseh ostalih mestih nicle, bomo oznacevali z Ej;.

Definicija 2.4. Mnozici vseh obrnljivih n x n matrik nad obsegom I, ki je opremljen

z operacijo matricnega mnozenja, pravimo splosna linearna grupa in jo oznac¢imo z

GL,(D).

Definicija 2.5. Grupo permutacij na n elementih oznac¢imo z S, in identicno permu-

tacijo oznac¢imo z id.

Definicija 2.6. Naj bo A m x n matrika nad obsegom I, naj bodo ai,as,...,an,
vrsticni vektorji matrike A ter by, b, . ..b, stolpi¢ni vektorji matrike A. Pravimo, da
ima matrika A wvrsticni rang r, ¢e je dim < aq, as, . .., a,, >= r ter stolpicéni rang s, ce

je dim < by, bg, ..., b, >=s.
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Trditev 2.7. (i) Za poljubno m x n matriko A vrsticnega ranga r in n X [ matriko B
vrsticnega ranga n nad obsegom D welja, da ima matrika AB vrsticni rang r.
(ii) Za poljubno m x n matriko A stolpicnega ranga n in n X | matriko B stolpicénega

ranga s nad obsegom D velja, da ima matrika AB stolpicni rang s.

Dokaz. Dovolj je pokazati trditev (i). Ker je n x [ matrika B vrsti¢nega ranga n, to
pomeni, da ima B n linearno neodvisnih vrstic. Vzemimo s x n matriko Ay, ki jo
dobimo tako, da matriki A izbrisemo m — s vrstic. Naj bo b € D®), potem je bA, B = 0
natanko tedaj, ko je bA; = 0. Od tod sledi, da je r linearno neodvisnih vrstic A tudi

maksimalno stevilo linearno neodvisnih vrstic AB. O

Definicija 2.8. Za poljubni matriki A in B velikosti m x n nad obsegom D pravimo,

da sta ekvivalentni, ce obstaja obrnljiva m X m matrika P in obrnljiva n X n matrika

Q, da velja A = PBQ.

Trditev 2.9. Naj bo m < n in naj bo A matrika velikosti m X n in vrsticnega ranga

m nad obsegom D. Tedaj obstaja taka (n — m) X m matrika B, da je matrika

A
B
obrnljiva.

Dokaz. Oznacimo vrstice matrike A z vy, vs, ..., v,,. Ker so vrstice matrike A linearno
neodvisne, lahko dodamo n—m vrsti¢nih vektorjev v,, 11, Vmi2, - - ., v, tako, da vektorji
UV1,V2, ..., Um, Uptl, Uma2,...,Up

tvorijo bazo prostora D™, Naj bo

Um+1

Um+4-2

B = . )
Un

potem je matrika

A

B
obrnljiva. n

Trditev 2.10. Fkvivalentni matriki imata enak stolpicni in vrsticni rang.



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 5

Dokaz. Naj bosta m x n matriki A in B ekvivalentni nad obsegom . To pomeni, da
obstajata obrnljivi m x m in n X n matriki P in ), da velja A = PB(Q). Torej velja
P7'A = BQ. Po trditvi 2.7 imata B in BQ enak vrsti¢ni rang. Podobno, ker velja,
da je m-vrsticni rang matrike A enak dim{[z1, za, ..., 2] [21, 22, .., Tm] A = 0}, kar
je enako dim{[z1,Ta, ..., x| [T1, T2, ..., 2] P7PA = 0}, kar pomeni, da imata A in
P~'A enak vrstiéni rang. Od tod sledi, da imata matriki A in B enak vrsti¢ni rang.

Podobno pokazemo, da imata matriki A in B enak stolpi¢ni rang. O

Definicija 2.11. Matriki P velikosti m x m pravimo permutacijska matrika, ¢e ima

vsak stolpec in vsaka vrstica matrike P samo en element enak 1 in m — 1 elementov
enakih 0.

Posledica 2.12. Za permutacijsko matriko P velja PTP = I, kar pomeni, da je ma-
trika P obrnljiva. Za poljubno matriko A je matrika PA dobljena s permutacijo vrstic

matrike A.

Trditev 2.13. Matrika velikosti m x n vrsticnega ranga r nad poljubnim obsegom je

7
O(m—r,n—r) ’

Dokaz. Naj bo A m x n matrika nad obsegom D vrsticnega ranga r. Izberimo tako

ekvivalentna matrik:

m x m permutacijsko matriko P, da bo prvih r vrstic matrike P A linearno neodvisnih

in ostalih m — r vrstic linearna kombinacija prvih r vrstic. Naj bo

U1

(%

PA =

potem velja

r
V; = E bij'l}j, zai:r—l—l,r—i—Z,...,m,
J=1

za neke koeficiente b,411,b,41,2, - .., by € D. Definirajmo

B = (bij)rﬂgigm,léjﬁr

n
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Potem je m x m matrika P, obrnljiva in velja

PiPA = 0 (mRm) :
kjer je R matrika oblike
U1
R=|"
v,

Ker je matrika R vrsti¢nega ranga r, po trditvi 2.9 obstaja taka (n —r) X r matrika S,

da je

obrnljiva matrika velikosti n x n. Torej je

7
[ O(m—r,n—r)] Q -

. J()
PlPAQ? - O(m—r,n—r) ’

R
O(m—r,n)

Od tod sledi

]

Posledica 2.14. Stolpicni in vrsticni rang poljubne m x n matrike nad poljubnim

obsegom sta enaka.
Definicija 2.15. Za poljubno matriko A oznacimo
rang(A) := vrsticni rang(A) = stolpicni rang(A).
Trditev 2.16. Naj bosta A in B poljubni m x n matriki nad obsegom . Potem velja

rang(A + B) < rangA + rangB.

Dokaz. Za poljubno m x n matriko X in ekvivalenc¢no preslikavo oblike X +— PX (@),
kjer so P € GL,,(D) in Q € GL,(D), je po trditvi 2.10 in posledici 2.14 njen rang
invarianten. Po izreku 2.13 lahko dosezemo, da je matrika A oblike

7
A=

O(mr,nr)] ’
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kjer je r = rang(A). Naj bo

kjer je By matrika velikosti 7 X n in By matrika velikosti (m — r) x n. Potem velja

rang(A+ B) < rang( [I(T’) 0} + By) + rang By
< rangA + rangB.
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3 Pomozne trditve

Mnozica M, «,(ID) skupaj z operacijami seStevanja matrik in mnozenja matrik s ska-
larjem tvori vektorski prostor. S prostorom matrik M, y, (D) naravno asociramo grupo

sestavljeno iz preslikav
X+— PXQ+R zavse X € Mux,(D), (3.1)

kjer je P € GL,,(D), @Q € GL,(D) in R € M,,«n(D). Ocitno so preslikave tipa (3.1)
bijekcije. Oznacimo grupo teh bijekcij z Gxn(D). Za zacetek si oglejmo, kako deluje
grupa G« (D) na prostoru M, s, (D).

Trditev 3.1. Grupa G,,«,(D) deluje tranzitivno na M,x,(D).

Dokaz. Naj bosta X; in X5 poljubni m x n matriki nad D. Potem preslikava oblike
X=X+ (X2 — Xl) preslika X, v Xo. ]

Definicija 3.2. Za poljubni matriki X; in X3 v M,,x,(D) pravimo, da sta na arit-
meticni razdalji r, ¢e velja rang(X; — Xs) = r. Aritmeti¢no razdaljo ozna¢imo z

ad(X1, Xs) = r. V primeru, ko je r = 1, pravimo, da sta matriki sosedni.
Trditev 3.3. Naj bodo X1, Xo, X5 € Myxn(D) poljubne. Tedaj je preslikava
ad : Mipsn(D) X Mysn(D) — R
metrika, tj. velja:
1. ad(Xy, X5) > 0; ad(Xy, Xs) = 0 natanko tedaj, ko je X1 = X,
2. ad( Xy, X2) = ad(Xs, X1),
3. ad(X1, Xo) + ad(Xa, X3) > ad(X,, Xa).

Dokaz. Dokaz za 1. in 2. sledi neposredno iz definicije. Naj bodo Xi, X5, X3 €
Mxn(D) poljubne. Tedaj velja

ad(Xl, X3) = rang(X1 — Xg) = rang(X1 — X2 + Xg — Xg) S
< rang(X; — Xp) +rang(Xe — X3) = ad(Xy, Xz) + ad(Xa, X3).
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Trditev 3.4. Elementi grupe G,x,(D) pustijo aritmetiéno razdaljo med parom tock iz
Mnxn (D) invariantno. Poleg tega, za poljuben r, kjer je 1 < r < min{m,n}, mnoZica

parov m x n matrik nad obsegom D aritmeticne razdalje v, tvori orbito v Gy, (D).

Dokaz. Naj bo X; in X5 poljuben par m X n matrik nad D na aritmetic¢ni razdalji .
Naj bo preslikava ¢ € G,,x, (D) poljubna.

ad(d(Xy), d(Xz)) = rang(PX,Q + R — PX,Q — R)
=rang(P(X; — X3)Q) = rang(X; —Xo)=r

Naj bo R mxn matrika ranga r. Dovolj je pokazati, da obstaja tak element v G, ., (D),
ki slika X; v 0 in Xy v R. Preslikava oblike X — X — X preslika X; v 0 in X, v
Xy — X;. Iz trditve 2.13 sledi, da preslikava X — PX( pusti 0 invariantno in preslika

Xy — X1 v R. Torej ima njun kompozitum zeleno lastnost. O]

Definicija 3.5. Naj bosta X in X' € M,,x,(D). V primeru, ko velja X # X’ je
med X in X' razdalja r, e je r najmanjSe pozitivno celo Stevilo, za katerega obstaja
zaporedje r + 1 matrik X = X, Xq,..., X, = X', kjer sta matriki X; in X;,; sosedni,
zai=0,1,...,7r—1. V tem primeru pisemo d(X, X’) = r. V primeru, ko je X = X’
definiramo d(X, X’) = 0.

Trditev 3.6. Za poljubni dve matriki X in X' € Mp,xn(D), velja

ad(X, X") = d(X, X")

Dokaz. V primeru, ko je X = X', enakost velja, saj je ad(X, X’) = d(X,X’) = 0.
Predpostavimo, da je X # X’. Naj bo ad(X, X’) = r, tj. rang(X — X’) = r. Po trditvi
2.13 obstajata taka elementa P € GL,,(D) in Q € GL,(D), da velja

) 7
P(X - X"HQ = oim—rnr) | °
Naj bo
7@

O(mfi,nfi

R, = P!

)] QY zai=1,2,...,r
Za zaporedje r + 1 tock iz M« (D) oblike
Xo=XX1=X-R,Xo=X—-Ry,.... X, =X -R, =X,

velja, da sta X; in X, sosednji za i = 0,1,2...,r — 1. Torej velja d(X, X’) < r =
ad(X, X").
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Naj bo d(X, X’) = r’. Potem obstaja zaporedje r’ + 1 tock Xg, X7, Xo,..., X, kjer
sta X; in X, q sosednji za [ = 0,1,2...,7" — 1 tedaj velja Xy = X in X,» = X'. Po
trditvi 2.16 velja

dX,X") = 1= rang(X; — Xiy1)

Od tod sledi

[]

Posledica 3.7. Naj bo A bijektivna preslikava na M,,x,(D). Predpostavimo, da
tako A kot A~' ohranjata sosednost matrik. Potem velja, da A ohranja aritmeticno
razdaljo med parom matrik, tj. za poljubne X, X' € Myxn(D) velja ad(X,X') =
ad(A(X), A(X")).

Dokaz. Predpostavimo, da A ohranja sosednost para m X n matrik, tj. za poljubna
X1, X5 € M50 (D), sosednost X7 in X5 implicira sosednost matrik A(X7) in A(X5).
Torej za poljubna X in X’ € M,,,(D) velja

d(X, X") > d(A(X), A(X")).

Po trditvi 3.6 velja
ad(X, X") > ad(A(X), A(X")).

Podobno, ker A~! ohranja sosednost velja
ad(A(X), A(X")) > ad(X, X").

Od tod sledi naslednje, ¢e tako A kot A~! ohranjata sosednost matrik, za poljubni
matriki X in X' € M,,«,(D) velja

ad(X, X') = ad(A(X), A(X")).

3.1 Afina Geometrija

Za potrebe naloge se bomo ukvarjali z naslednjo vrsto geometrijskih prostorov. Za
poljuben obseg D vzamemo vektorski prostor D™ . Vektorje prostora D™ bomo poi-

menovali tocke, odsekom prostora D™ ki tvorijo 1-dimenzionalne podprostore premice,
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odsekom prostora D™ ki tvorijo 2-dimenzionalne podprostore ravnine in odsekom pro-
stora D™, ki tvorijo (n — 1)-dimenzionalne podprostore hiperravnine.

Vektorski prostor D™ skupaj z incidenéno relacijo med vsemi odseki razliénih di-
menzij, poimenujemo levi n-dimenzionalni afin prostor nad obsegom D in ga ozna¢imo
z AG'(n,D). Poleg tega za tocko (z1, 29, ...,7,) € AG!(n,D) pravimo, da ima koordi-

nate i, xo, ..., Ty-

Izrek 3.8 (Fundamentalni izrek afine geometrije). Naj bo D poljuben obseg, n > 2 celo
stevilo in A bijektivna preslikava n-dimenzionalnega levega afinega prostora AG'(n,D)
samega vase, ki slika premice v premice. V primeru, ko jen > 3 in D =y, zahtevamo

se, da A slika ravnine v ravnine. Potem je A oblike
Alxy, zo, . oyxn) = (T1,29,...,2,)°Q + (a1, a9, ..., a,) (3.2)

za vse (x1,Ta, ..., 1,) € AGY(n, D), kjer je o avtomorfizem obsega D, (1, T3, . ..,7,)° =
(x7,25,...,29), Q € GL,(D) in (a1, as,...,a,) € D™, Velja tudi obrat, tj. poljubna
preslikava oblike (3.2) na AG'(n,D), je bijekcija in slika premice v premice in ravnine

v ravnine.
Izrek 3.8 lahko tudi posplosimo v naslednji izrek.

Izrek 3.9. Naj bosta n inn' celi stevili > 2, D in ' poljubna obsega. Naj bo A bijek-
tivna presllikava n-dimenzionalnega levega ali desnega afinega prostora A, = AG'(n,D)
ali AG™(n,D) v A, = AGY(n/, 1) ali AG™(n', '), ki slika premice v premice. V pri-
meru, ko jen > 3 in D = Fy, zahtevamo Se, da A slika ravnine v ravnine. Potem
jen = n' in je D izomorfen I ali anti-izomorfen D'. V prvem primeru sta tako
A,, kot A, oba leva afina prostora ali oba desna afina prostora. V primeru, ko je

A, = AG'(n,D) in Ay = AG(n, 1), je A oblike
A(l’1,$27 s axn) - (xla Ty 7$n)o—Q + (ala ag, ... 7an)7

za vse (z1,%9,...,2,) € AGY(n,D). V primeru, ko je A, = AG"(n,D) in A, =
AG"(n,I), je A oblike

A(l‘l,xg, N ,iL‘n)T = Q [(%1,1’2, N ,.’L'n)T]g + (al,aQ, Ce ,an)T,

za vse (x1, Ty, ..., 7,)T € AGT(n,D). V zgornjih dveh primerih je o izomorfizem iz
Do, Q € GL,(Y) in ay,aq,...,a, € D'. V primeru, ko je A, = AG'(n,D) in
A = AG"™(n, ), je preslikava A oblike

A(ZL'l,SUQ, s 79371) = Q [(Z’l,l‘g, s 7xn)T}T + (alaa27 s 7an)Ta



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 12

za vse (11,%9,...,2,) € AGY(n,D). V primeru, ko je A, = AG"(n,D) in Ay =
AGY(n, ), je preslikava A oblike

A(xbx% cee 7xn)T - (x17x27 s 7xn>TQ + <a17a27 s 7an)7

za vse (11, T, ..., 2,)° € AG"(n,D). V zadnjih dveh primerih je T anti-izomorfizem iz
DovD, Qe GL,(D) in ay,as,...,a, €D,

Definicija 3.10. Naj bo M neprazna mnozica tock iz prostora M, (D). Za mnozico
M pravimo, da je maksimalna mnoZica ranga 1, ¢e sta poljubni dve tocki iz M sosedni

in v mnozici M, (D) — M ni nobene tocke, ki bi bila sosedna vsem tockam iz M.

Posledica 3.11. Maksimalna mnozica ranga 1 iz M, xn(D) se s poljubno preslikavo

oblike (3.1) preslika v maksimalno mnozico ranga 1.

Dokaz. Sledi neposredno iz trditve 3.4

O
Trditev 3.12. Tako
i1 L12 "0 Tin
M, = 0 0 0 (X110, T12, .., X1y € D (3.3)
0 0 0
kot
yip 0 --- 0
M| = y?l (:) ? YL Y21, - Yt €D (3.4)
ot 0 e 0

sta maksimalni mnoZici ranga 1. Vsako maksimalno mnoZico ranga 1 je mogoce s
preslikavo oblike (3.1) preslikati v My ali M.

Dokaz. Ocitno sta poljubni dve razli¢ni tocki iz M, ali M sosedni. Pokazati je po-
trebno Se, da izven mnozice M oziroma M/ ne obstaja nobena tocka, ki bi bila sosedna
vsem tockam iz M; oziroma M.

Naj bo M maksimalna mnozica ranga 1 vsebovana v M, ,(D). Ocitno sta v .M
vsaj dve tocki. Naj bosta X in X’ poljubni sosedni tocki iz M. Po trditvi 3.4 obstaja
preslikava oblike (3.1), ki preslika X v 0 in X’ v Ej;. Taka preslikava bo slikala M v
maksimalno mnozico ranga 1, ki vsebuje 0 in ;. Od tod predpostavimo, brez skode
za splosnost, da M vsebuje tako 0 kot Ej;. Naj bo X; taka tocka vsebovana v M, da
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velja Xy # 0 in X; # Ey;. Ker sta X, in 0 sosedni tocki, je torej X; ranga 1. Torej

lahko zapisemo

aiby aiby -+ arby,
azby agby - agb,
Xy = . . . )
ambl ame e ambn
kjer so ay,as,...,a,; € D in niso vsi enaki 0. Prav tako so by,bs,...,b, € D in niso vsi

enaki 0. Ker sta tudi X; in F}; sosedni, je matrika X; — Ey; ranga 1. Torej velja
abj =0, ©=23,...,m; j=23,...,n

V primeru, ko niso vsi od by, b3, ..., b, enaki 0, velja as = a3 = ... =a,, =0in a; # 0,

torej velja

aiby ayby -+ ayb,
0 0O --- 0
X = (3.5)
0 0 0
Sicer imamo
albl O --- 0
aby 0 --- 0
xo= | ] (3.6)
amby 0 --- 0
kjer je by # 0 in med as, as, . . ., a,, niso vsi enaki 0. Oglejmo si mnozico

Presek mnozic M, in M/ o¢itno ni maksimalna mnozica. Ce M vsebuje tocko izven
preseka (3.7), recimo tocko oblike (3.5) z a; # 0. Ker niso vsi skalarji bs,bs,...,b,
enaki 0, potem nobena od tock v M ne more biti oblike (3.6) z b; # 0 in ne vsemi

skalarji ag, as, ..., a, enakimi 0. Podobno, ¢e M vsebuje tocko oblike (3.6) z b; # 0

in ne vsemi od as,as,...,a, enakimi 0. Potem ni nobena tocka v M oblike (3.5) z
a1 # 0 in ne vsi od by, bs, ..., b, enaki 0. Ocitno so vse tocke iz M7 med seboj sosedne.
Enako velja za M. Torej smemo sklepati, da je M enak M; ali M]. O

Posledica 3.13. Maksimalna mnoZica ranga 1 je oblike

11 12 - Tin

0 0 - 0
P | Q@+ Rz, ze,. .01 €D (3.8)
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ali
Y11 0O --- 0
Y21 0O --- 0
P . : Q+R; yi,y21,-- ym €D o, (3.9)

kjer so P € GL, (D), Q € GL,(D) in R € M,«n(D) fiksne matrike.

Posledica 3.14. Za poljuben par sosednih tock v M,x,(D) obstajata natanko dve

maksimalni mnozici ranga 1, ki ju vsebujeta.

Posledica 3.15. Presek dveh poljubnih razlicnih maksimalnih mnoZic ranga 1, ki ima

vec kot eno skupno tocko, lahko s preslikavo oblike (3.1) spremenimo v mnoZico oblike

(3.7).

Definicija 3.16. V primeru, ko presek dveh disjunktnih maksimalnih mnozic ranga 1

vsebuje ve¢ kot eno skupno tocko, potem preseku pravimo premica.
Posledica 3.17. Obstaja natanko ena premica, ki gre skozi par sosednih tock.

Posledica 3.18. Parametricna enacba premice v M, «,, je oblike
{p"xq + R;z € D},

kjer so p menicelni m-dimenzionalni vrsticni vektor nad D, q nenicelni n-dimenzionalni
vrsticni vektor nad D in R € M« (D). Parametricna enacba premic v maksimalnih

mnoZzicah ranga 1 oblike (3.3) je

ainn a2 - Qin biy bz -+ b
0 O 0 0 O 0
x + xely,
0 O 0 0 O 0
kjer je (a11,ai2,...,a1,) # 0. Parametriéna enacba premic v maksimalnih mnoZicah

ranga 1 oblike (3.4) je

a; 0 -+ 0 by 0 -+ 0
a 0 --- 0 b 0 --- 0
o IEE |sredy,
Ay 0 -+ 0 by 0 -+ 0

kjer je (a1, as, ..., am1)T # 0.
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Trditev 3.19. Dve maksimalni mnoZici ranga 1, ki itmata natanko eno skupno tocko,

lahko istocasno s preslikavami iz mnozice Gpxn(D) preslikamo v (3.3) in

([ 7 \
0 o --- 0
XTo1 T2 -+ Ton
0 0 0 yL21,X22y .+« «y Lop S ]D) ; (310)
0 0 0

\ L i

ali v (3.4) in

0 Y12 0O --- 0
0 Y22 0O --- 0
L SY12, Y22, -+ Ym2 €D o (3.11)

Dokaz. Naj bosta M in M’ maksimalni mnozici ranga 1, ki imata eno skupno tocko.
Po trditvi 3.1 in trditvi 3.12 smemo sklepati, da se skupna tocka z elementom iz mnozice
Gmxn(D) slika v 0 in M v (3.3) ali (3.4). Oglejmo si primer, ko se M slika v (3.3).
Naj se M’ preslika v . M” in naj bo X3 nenicelen element iz M” oblike

aix Qa2 - Q1p

ag1 Q22 -+  A2p
Xy =

am1 Ama Amn

Ker X, ni element mnozice (3.3), je podmatrika zadnjih m—1 vrstic matrike X5 matrika
ranga 1. To pomeni, da obstajata elementa P € GL,,_1(D) in @Q € GL,(D), da velja

Ci1 Ci2 - Cip
1 1 0 --- 0
P XoQ = 5 f |- (3.12)
O 0 --- 0
Ker je zgornja matrika ranga 1, velja c1o = ¢13 = - -+ = ¢, = 0. Opazimo, da preslikava

oblike
1
X — X
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pusti 0 in maksimalno mnozico ranga 1 oblike (3.3) invariantno. Torej preslikava oblike

1 —cn
1

1

deluje invariantno na (3.3) in preslika (3.12) v Es;. Po posledici 3.15 obstajata natanko
dve maksimalni mnozici ranga 1, ki vsebujeta tako 0 kot Es;. Mnozici (3.10) in (3.4)
sta maksimalni mnozici ranga 1, ki vsebujeta tako 0 kot Ey;. Ker imata (3.3) in (3.4)
vec kot eno skupno tocko, se M’ ne more slikati v mnozico oblike (3.4). Od tod sledi,
da mora njena slika biti oblike (3.10). Na podoben nacin obravnavamo primer, ko se
M slika v mnozico oblike (3.4). O

Definicija 3.20. Naj bo £ mnozica m X n matrik nad obsegom . Za mnozico L

pravimo, da je maksimalna mnoZica ranga 2, ¢e zadoséa naslednjim pogojem:

(i) £ vsebuje dve maksimalni mnozici ranga 1, z natanko eno skupno tocko. Ozna¢imo

ti dve mnozici z M in M’ ter skupno tocko z A.
(ii) L vsebuje vse tocke, za katere velja:

e so na aritmeticni razdalji 2 od tocke A,
e 50 na aritmeticni razdalji < 2 od vseh tock iz M in M’,

e obstajata tocki B € M in C' € M’ da velja ad(A, B) < 2 in ad(A,C) < 2.
Mnozico tock, ki zadoS$ca zgornjim pogojem, oznacimo z N .
(iii) £ vsebuje vse tocke, za katere velja:

e 5o na aritmeticni razdalji 1 od A,
e 5o na aritmeticni razdalji < 2 od vsake tocke iz N,

e obstaja tocka B € N, za katero velja ad(A, B) < 2.

(iv) £ ne vsebuje nobene druge tocke.

Trditev 3.21. Poljubna maksimalna mnoZica ranga 2 iz My,x,(D) se z preslikavo

oblike (3.1) preslika v maksimalno mnozico ranga 2.

Dokaz. Sledi iz definicije. m
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Trditev 3.22. MnoZici

-
T11

T21

0

m
Y11

Y21

Ymi

sta maksimalni

T12

T22

0

yiz2 0
Y22 O

Ym2 0

T )
Lin
Lon
0 ;o T11, %12y -+ 3y L1n, 21, L22, - . . , Top eD (313)
0
| Y,
0
0
YL, Y21y - - Ymls Y125 Y225 -+ 5 Ymz € D (3.14)
0

mnozici ranga 2. Poljubno maksimalno mnoZico ranga 2 lahko s pre-

slikavami iz Gxn (D) preslikamo v (3.13) ali (3.14).

Dokaz. Naj bo £ maksimalna mnozica ranga 2. Po definiciji 3.20 £ vsebuje dve maksi-

malni mnozici ranga 1, ki imata natanko eno skupno tocko. Oznacimo ti dve mnozici
z M in M’. Po trditvi 3.19 smemo sklepati, da je mnozica M oblike (3.3) oziroma
(3.4) in M’ oblike (3.10) oziroma (3.11). Obravnavajmo najprej primer, ko je mnozica
M oblike (3.3), mnozica M’ pa oblike (3.10).

V primeru, ko je m = 2, trditvi oc¢itno drzita. Oglejmo si Se primere, ko je m > 3.
Ocitno je M N M’ = {0}, kar pomeni, da je skupna tocka A = 0. Naj bo

11 Ti2 + Tin

To1 22 Top
X =

Tml Tm2 Tmn

poljubna tocka iz N. Od tod sledi ad(X,0) = 2, tj. rangX = 2. Oznac¢imo vrstice

matrike X z

ri = (T, Tigy - Tin), zai=1,2 ... m.

Ker je X na aritmeti¢ni razdalji < 2 od vsake tocke iz M in ni na aritmetic¢ni razdalji

2 od vseh tock iz M, velja naslednje

rang =1.
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Podobno,
T
T3
rang

l'm
Ce obstaja tak i, da je x; # 0 za 3 < i < m, potem obstajajo taki l1,1s, ..., L, €D, da
velja

rp=lyx; zak=12...,m,

to pomeni, da je rangX = 1, kar je protislovje. Torej je z; = 0 za vse 1 = 3,4, ..., m,

in matrika X je ranga 2 ter oblike

T11 T12 Tin
To1 T22 Lon
0 0 0
0 0 0

Mnozica N je torej sestavljena iz matrik zgornje oblike, ki so ranga 2. Naj bo

Y11 Y12 Yin
v — Z/'21 y?2 y2n
Ym1 Ym2 Ymn

tocka na aritmeticni razdalji 1 od 0, na aritmeticni razdalji < 2 od vseh tock iz N
in na aritmeticni razdalji razliéni od 2 za vsaj eno tocko iz A. Potem je rangy = 1.

Oznac¢imo vrstice matrike Y z

yi:(:yilayi%”'ayin), Zai=1,2,...,m.

Ce je y3 # 0 potem obstajajao taki Iy, lo, ..., € D, da velja
yk =Ulys zak=12,...,m.

Torej preslikava oblike
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preslika M, M’ in N same vase in Y v

Y*

0

To pomeni, da je matrika Y* na aritmeticni razdalji > 2 od vseh tock iz N, kar je
protislovje. Torej je y3 = 0. Podobno pokazemo, da je y4 = y5 = ... = y,, = 0. Od

tod sledi, da je matrika Y ranga 1 in oblike

Y11 Y12 Yin
Y21 Y22 Yon
0 0O --- 0
0 o --- 0

To pomeni, da je mnozica £ oblike (3.13). Podobno pokazemo za primer, ko je mnozica

M oblike (3.4) in M’ oblike (3.11). O

Posledica 3.23. Maksimalna mnoZica ranga 2 je ena od naslednjih oblik,

P .
T11 T12 Lin
T21 22 Lon
0 0 0| Q+R; x11,T12,...,%1p, T21, Ta2, .. Top €D
0 0 0
\ L A J
ali
yii Y2 O 0
Yar Y22 O --- 0
P . N Q+ Ry Y1, %215 Ym1s Y12, Y22, - Ym2 €D 5
Ym1l Ym2 0 O

kjer so P € GL,,(D), Q € GL (D) in R € My,xn (D).

Oglejmo si sedaj, kaj se zgodi v primeru, ko je presek med maksimalno mnozico
ranga 1 in maksimalno mnozico ranga 2 neprazen. Brez skode za splosnost smemo pred-

postaviti, da je element 0 vsebovan v obeh mnozicah. Po posledici 3.13 je maksimalna



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 20

mnozica ranga 1, ki vsebuje 0 oblike

X111 T12 - Tin
0 0O --- 0
P . . . Q7 x117x12a-"7$1n€D
0 0 0
ali oblike
yin 0 0
yr 0 -0 0
Pl : : Q; YY1, Ym €D o,
Yms O -+ 0
kjer sta P € GL,,(D) in Q € GL,(D). Maksimalna mnozica ranga 2 je po posledici
3.23 oblike
4 B N 3\
11 Ti2 - Tin
X1 T2 -+ Topn
P |0 0 - 01Q; zu1,%12,-..,%in, T21,%22,...,To2np €D
0 0O --- 0
\ L . /
ali oblike
yir Y1 O 0
Y21 Y22 O 0
P . . . Q? Y11, Y215 - - -5 Ym1, Y12, Y225 - - - s Ym2 GD ;

Ym1  Ym2 0O - 0
kjer sta P € GL,,(D) in Q € GL,(D). Od tod smemo sklepati, da se maksimalna

mnozica ranga 1 in maksimalna mnozica ranga 2, ki vsebuje element 0 z preslikavo

oblike (3.1) preslikata v eno od naslednjih $tirih moznosti

(a)

11 Ti2 - Tin
0 0 0
P T, g, ., T €D 0 (3.15)
0 0 0
(T 7 3
Y11 Y12 - Yin
Y21 Y22 - Yo
PLO 0 - 0]Q vi,¥12 Yin,Y21,Y22, -, Y2u €D p 5 (3.16)
0 0 0
\ L . J
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(b)

Z11
0
0
yir Y21 O
p y'21 ?/'22 0
Ym1l Ym2 O
T11
T21
Tml
. _
Y11 Y12
Y21 Y22
PO O
0 0
\ L
x11
T21
Tml
yii Yy O
0
p Z/'21 9‘22 ‘
Ym1 Ym2 O

x12

0
0

Yin
Yon

o O

=}

Q;

Q;

Q;

kjer sta P € GL,,(D) in Q € GL,(D).
Oglejmo si najprej primer (a). Brez skode za splosnost smemo predpostaviti, da je
Q = I™. Naj bo matrika P naslednje oblike

P = (pij)i<ij<m-

L1in

v T11,T12, - -

;o L1, 21, - -

Y11, Y12, - - -

;o L1, 21, - -

Y11, Y21, - - -

Y11, Y21, - -

.,ZElnED

-y Ymi, Y12, Y22, -

'7'7;m1€]D

y Yin, Y21, Y22, - - -

.,xmleD

y Ymi1, Y12, Y22, - - -

Y

..,meGD

,anE]D)

» Ym2 eD

Y



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 22

Potem je presek oblike

. _
T11 12 - Tin
To1 T2 -+ Top P21 P22
. 11 T2 - T1
Pl O 0 0 1; "l =0
. To1 T2 - Ton
Pm1  Pm2
0 0o .- 0
\ L . J
Oznac¢imo
P21 P22
P, = . .
Pm1  Pm2

Ker je P € GL,,(D), velja P, # 0. V primeru, ko je P, ranga 1, je presek maksimalna
mnozica ranga 1, kar pomeni, da maksimalna mnozica (3.16) ranga 2 vsebuje maksi-
malno mnozico (3.15) ranga 1. V primeru, ko je P, ranga 2, je presek mnozic enak {0}.
Primer (d) obravnavamo na podoben nac¢in kot primer (a).

Oglejmo si sedaj Se primer (b). Podobno smemo brez skode za splosnost predpostaviti,
da je P = I, Preslikava oblike

X — XQ!

pusti maksimalno mnozico ranga 1 invariantno in preslika maksimalno mnozico ranga

yu Yy 0 -+ 0
Yor Y22 O -+ O
. . . S YL, Y215 - Yml Y12, Y225 - -, Ym2 € D
YUm1  Ym2 0O -+ 0
Presek mnozic, je torej oblike
z y 0
0 00
. x,yeD (3.17)
000 -+ 0
Za primer (c), podobno kot v primeru (b), uporabimo preslikavo oblike
X — PIX,
ki presek preslika v mnozico oblike
([ 0 ... 0] )
y 0 - 0

00 -+ 0|; x,yeD (3.18)
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Zgornje ugotovitve lahko posplosimo v naslednjo trditev.

Trditev 3.24. Predpostavimo, da imata maksimalna mnoZica ranga 1 in maksimalna
mnoZica ranga 2 neprazen presek. Njun presek je lahko enak eni sami tocki, dani

maksimalni mnozici ranga 1 ali pa je ekvivalenten (3.17) ali (3.18) glede na preslikavo

iz Grxn(D).

Definicija 3.25. Preseku maksimalne mnozice ranga 1 in maksimalne mnozice ranga
2, ki je neprazna mnozica in ne vsebuje samo ene tocke ali celotne maksimalne mnozice

ranga 1, pravimo ravnina.

Posledica 3.26. Parametricna enacba ravnine v Mo,«,(D) je ene od nasledngjih oblik:

z y 0
000 - 0
P N@+ER z,yeD
000 0
e 0] )
y 0 0
P10 0 0lQ+R; zyeDb,,
\ O 0 --- 0 )

kjer so P € GL,,(D), Q € GL,(D) in R € My,xn(D). Parametricna enacba ravnine v
maksimalni mnoZici ranga 1 oblike (3.3) je
; %yED},

kjer sta (qi1, 12, - - -, qin) 0 (G21, @22, - - - , @2n) linearno neodvisna. Parametriéna enacba

{ [x(%u Q25 @in) T Y(Q21, @22, - - -5 Qon) + (@11, Q12, . . . G1p)
O(m—l,n)

maksimalne mnoZice ranga 1 oblike (3.4) je

P11 P12 b1y
p.21 T+ p.zg Y+ b?l omr=ll s zyeDy,
Prn1 Pm2 b1

kjer sta (pi1, pats .- Pa1)? in (P12, P22, - -+, Pm2)? linearno neodvisna.

Trditev 3.27. Oznacimo z M in M’ maksimalni mnozici ranga 1 oblike (3.8) in (5.9).
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Preslikava

M — AG'(n,D)

T11 X1z - Tin
o 0 --- 0

P : : : Q+R — (v11,%12,..., 1)
o 0 --- 0

je bijekcija, ki slika premice in ravnine iz M v premice in ravnine v AG'(n, D). Podobno

je preslikava oblike

M — AG"(n,D)

yu 0 --- 0 Y11

0 --- 0
A PSR
Ym1 O O Ym1

bijekcija, ki slika premice in ravnine iz M’ v premice in ravnine iz AG"(m, D)

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz posledic 3.18 in 3.26. O
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4 Bijektivni ohranjevalci

sosednosti v obe smeri

Definicija 4.1. Za preslikavo A iz M0 (D1) v My (D2) pravimo, da ohranja sose-

dnost, ce zadosca implikaciji
rang(A — B) = 1 = rang(A(A) — A(B)) = 1,
kjer sta A in B matriki iz mnozice M, 5, (IDy).

Definicija 4.2. Za preslikavo A iz M,,xn(D1) v M, (D7) pravimo, da ohranja sose-

dnost v obe smeri, ¢e zados¢a ekvivalenci
rang(A — B) = 1 < rang(A(A) — A(B)) =1,
kjer sta A in B matriki iz mnozice M, 5, (IDy).

Koncept sosednosti para m x n matrik je bil prvi¢ obravnavan s strani L.K. Hua [8].
Naslednji izrek je obravnaval L.K. Hua [8] za D # FFy, kasneje pa sta ga dopolnila Z.
Wan in Y. Wang [35] Se za primer D = Fy. Formulacija naslednjega izreka in njegov

dokaz sta povzeta iz knjige [34].

Izrek 4.3 ( [34] izrek 3.4). Naj bodo obseg D ter celi Stevili m,n > 2 poljubni. Bijekcija
A My (D) = Moy (D) ohranja sosednost v obe smeri, ¢e in samo ¢e za m # n je
A oblike

AX) = PX°Q+ R zavse X € Myun(D), (4.1)

kjer so P € GL,(D), Q € GL,(D) in R € My,x,(D) in je o avtomorfizem obsega D.
V primeru, ko velja m = n, je A oblike (4.1) ali pa oblike

AX) = P(X)TQ+ R za vse X € Mpyn(D), (4.2)
kjer je T anti-automorfizem obsega ID.

Dokaz. Ocitno sta (4.1) in (4.2) bijekeiji, ki ohranjata sosednost v obe smeri. Naj bo
obseg D poljuben in m, n celi Stevili > 2. Naj bo A bijektivna preslikava na M, x, (D).
Predpostavimo $e, da tako A kot A™! ohranjata sosednost tock iz M, (D). Potem
A preslika maksimalne mnozice ranga 1 v maksimalne mnozice ranga 1 in maksimalne

mnozice ranga 2 v maksimalne mnozice ranga 2. Dokaz nadaljujemo po korakih.
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(i) Na A lahko delujemo z bijekcijo oblike (3.1)
X r— X — A(0) zavse X € M,»,(D).
Zato smemo sklepati brez skode za splosnost, da je
A(0) = 0. (4.3)

(i)

Naj bo M definiran kot v (3.3). Vemo, da je M; maksimalna mnozica ranga

1, torej je tudi A(M;) maksimalna mnozica ranga 1. Ker je 0 € M, lahko po

enachi (4.3) sklepamo, da je 0 € A(M,). Po posledici 3.13 vemo, da je

Y11 Y12 - Yin
0 0 - 0

A(Ml) = P : . . Q y Y1, Y125 - - -5 Yin EID)
0 0 0

ali

yi1 0 0
Y21 0 v O

A(Ml) = P . . . Q7 y117y21a"'7yml€]D)
Ymi1 O . O

kjer sta P € GL,,(D) in Q € GL,(D). Nato na A delujemo z bijekcijo
X P'XQ™ zavse X € M,yn(D)
in lahko predpostavimo brez Skode za splosnost, da je
AM;) = My
ali

A(M1> - /17

(4.4)

(4.5)

kjer sta M in M) definirani z (3.3) in (3.4). Opazimo, da preslikava A slika

premice in ravnine iz M; v premice in ravnine v A(M;). Bijektivna preslikava

oblike

M, — AGl(n,]D)
11 Ti2 - Tin

— (Ilh T12, ... 7I1n)
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slika premice in ravnine iz M; v premice in ravnine iz AG'(n, D) in bijekcija

M, — AG"(n,D)

yp 0 --- 0 Y11

y1 0 --- 0 Yo1
. . H .

Ym1 O e 0 Ym1

preslika premice in ravnine iz M/ v premice in ravnine iz AG"(m, D). V primeru,
ko se zgodi (4.4), A inducira bijektivno preslikavo iz AG!(n,D) nazaj vase, ki

preslika premice v premice in ravnine v ravnine. Oznac¢imo

T11 T2 o Tin T X o X,

0 0O --- 0 0 0O --- 0
A o . -

0 0O --- 0 0 0O --- 0

Po izreku 3.8 lahko sklepamo, da velja
(J:Tl?x){% Ce ,$>{n) = (1’11, T12y .. ,xln)"T + (al, as, ... ,an),

kjer je o avtomorfizem obsega I, T' € GL, (D) in (ay,as, ..., a,) € D™. Ker je
A(0) =0, velja (a1, as, . ..,a,) = 0. Ce na A uporabimo bijekcijo oblike

X — (XTHY7" zavse X € Myya(D),

ki je oblike (4.1), lahko predpostavimo, da velja

T11 Ti2 - Tin T11 Ti2 - Tin
0 0O --- 0 0 0O --- 0
AL . . = | . . . (4.6)
0 0O --- 0 0 0O --- 0
za vse i1, T12,- - ., 1, € . To pomeni, da A deluje na vseh elementih iz M inva-

riantno. V primeru, ko se zgodi (4.5), preslikava A inducira bijekcijo iz AG!(n, D)
v AG"(m, D), ki slika premice v premice in ravnine v ravnine. Po izreku 3.9 velja

m = n. Ce ozna¢imo

11 T2 - Tin yu 0 --- 0
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(iii)

potem velja

Y11 T11 a1

Y21 T12 Q2
=T ' + ,

Yni T1in an,

kjer je T anti-automorfizem obsega D, T € G L,(D) in (ay, ay, .. .,a,) € D™. Ker

je A(0) =0, sledi (aq,as,...,a,) = 0. Ponovno uporabimo na .4 bijekcijo oblike

X — (T7'X) 7T zavse X € Myyn(D),

ki je oblike (4.2). Od tod lahko vedno predpostavimo, da (4.6) drzi.

Mnozici M; in M/ sta ocitno maksimalni mnozici ranga 1, ki vsebujeta tako 0

kot Fj;. Po posledici 3.14 obstajata samo dve maksimalni mnozici ranga 1, ki
vsebujeta dve sosedni tocki. Ker je A(M;) = My, velja da je tudi A(M]) = M.

Oznacimo
yu 0 ... 0 yi; 0 ... 0
A y.21 0 e O _ ngl 0 e O
Ym1 0 ... 0 Yp 0 ... O

Po fundamentalnem izreku afine geometrije velja

T1

Y11 Y
yi2k1 _p 9'21 |
Ym1 Ym1

kjer je P € GL,,(D) in je 7y avtomorfizem obsega . Naj bo

P11 P12 --- DPim
P p.21 p.zz .. pz.m
Pm1i Pm2 -+ DPmm

Vstavimo xFEy; v (4.6) in (4.7). Z enacenjem rezultatov dobimo

T1
T11 T11

(4.7)
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Zamenjajmo 17 v zgornji enachi z 1 in dobimo

pi1=L1,pa =p3s1 =+ =pm1 = 0.

Od tod sledi, da je x;; = x]} za vse x1; € D, kar pomeni, da je avtomorfizem

71 = id. Podredimo preslikavo A bijekciji oblike
X P'X zavse X € Mpn(D),

ki pusti vse elemente M; invariantne. Poleg enakosti (4.6) velja tudi

yu 0 ... 0 yu 0 ... O
0O ... 0 0O ... 0
A 9.21 . . _ y.21 | | (4.8)

za vse Yi1, Y21, - - -, Ym1 € D.

(iv) Oznacimo

([o 0 - 0] )
0 O 0
M= |zin Tio - Tin| 3Ti1s Tiz, -, Tin €D
0 O 0
(L0 0 - 0 ] )
in
0o --- 0 Yij 0 0
0 - 0 yo; O 0
Mi=41. Y S Y1 Y245 - -+ Ymyj €D
0 -+ 0 ym; O 0
zat = 1,2,...,min j = 1,2,...,n. M, je maksimalna mnozica ranga 1, ki

vsebuje tako 0 kot Fj;, ki ju preslikava A fiksira zaradi enacbe (4.8). Po posledici
3.14 je AM;) = M; za i =1,2,...,n. Prav tako je M/ maksimalna mnozica
ranga 1, ki vsebuje tako 0 kot /1. Po posledici 3.14 podobno velja A(M/) = M/,
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za j =1,2,...,m. Zapisimo
(0 0 ... 0 [0 0 0]
0 0 0 0 0 0
Al |z 2 Tin = |z T T,
0 0 0 0 0 0
(0 0 0 10 0 0
in
4 e S o
0 ... 0 Ymy O ... 0 0 ... 0 yp; O 0
Po osnovnem izreku iz afine geometrije lahko predpostavimo, da je
(.%'rl, ‘Z':Q, RN 7x2<n) = (xila Ti2y e ,%in>aiQi (49)
in
Yij Y1j
Ys; Y2j
Tlo= P77, (4.10)
Ymj Ymg

kjer so Q; = I™, Q; € GL,(D), P, = [(m),Pj € GL,,(D), 01 =1 =id in o; ter

7; so avtomorfizmi obsega D za vse 1 = 1,2,...,m in j = 1,2,

Mz‘ N M; = {LEZ']'EZ']'; Ti; € ]D)}, je tudi

‘A(waﬁ]) = $* Eija

ij

Od tod sledi, da so matrike Q;(: = 2,3,...,m) in P;(j = 2,3, ..

Oznac¢imo

di1
qi2

Qin

1<:<m

1<j7<n.

Y

P11
P2j

in P =

Z primerjavo enakosti (4.9) in (4.10) dobimo

Tigg. . — . .pd
Lijdij = PijLyj

za vse x;; € D.

...,n. Ker velja

.,n) diagonalne.

pmj
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Ko zamenjamo x;; v zgornji enacbi z 1, dobimo g;; = p;;. V primeru, ko je i = 1,

imamo oy = 1in qi; = 1 za vse j = 1,2,...,n, kar pomeni, da je 7; = id in
pi; = 1 zavse j =1,2,...,m. Podobno v primeru, ko je j = 1, sklepamo, da je
o;=1in g = 1zavsei = 1,2,...,m. Za poljuben (z;1, T, ...,Tym) # 0, sta
tocki _ )
0 O 0
Til Ti2 ... Tip 0 0 0
0 O 0
1 Ti1 Ti2 Tin,
0 O 0
0 O 0
10 0 0 ]

0 0 0
Tyt Ti2 ... Tin 0 0 0
0 0 0 ]
mn Ti1 Lo ... Tip Qz
0 0 0
0 0 0
0 0 0
sosedni. Torej sta vektorja (z;1, T, - . ., Tin) 0 (i1, Tig, - - ., Tin ) Qi linearno odvi-
sna, tj.
(%’1, Li2y .- 7xzn)Qz = Hi(xil, Li2y .- Jm)
za nek p; € D*. Cevstavimo 2y = Tjo = ... = x5 =1 v zgornjo enacbo, dobimo
g1 = Qo = ... = @in = . Ampak ¢ = 1, kar pomeni, da je Q; = I™ za vse
i =1,2,...,m. Podobno dobimo P; = I za vse j = 1,2,...,n. Od tod sledi,
da je

AX)=X zavse X € My, My, ... , My, M{, M5y ... M. (4.11)

(v) Sedaj bomo pokazali, da je A(X) = X za vse X € M,,x,(D). V nadaljevanju
dokaza bomo privzeli, da je m < n. V primeru, ko je m > n, postopamo kot v
opombi 4.4. Najprej si oglejmo primer, ko je X ranga m. Ozna¢imo A(X) = X*.
Ker A ohranja aritmeti¢no razdaljo med tockami iz M., x,, (D) in ker je A(0) = 0,
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je tudi X* ranga m. Oznac¢imo

T Xy
x| o x| ,
T, Ty,
kjer so x1,xa,...,Tm, 2], 25, ..., x5 n-dimenzionalni vrsti¢ni vektorji nad D. Za-

radi enakosti (4.11), za poljubne Ao, ..., A\, € D, velja

T1— Ao — ... AT, T1— Ao — ... — AmTm
0 0
A =
0 0
Ker je
$1—)\2$2—...—)\m$m )\2$2++)\m$m

X — 0 _ To
0 Tm

ranga m — 1, je tudi

T1— Aoy — oo — AT, i — 21+ Az + ..+ AT,
0 5
X+ — = ?
0 Ty,

To= @),
j=2
T = Zukj:c;, k=223, ...,m,
j=2
kjer so p; in pyj za k,j = 2,3,...,m elementi iz . 7 aplikacijo enakega argu-
menta na i-ti vrstici (za i = 2,3,...,m), dobimo
N s
J#i

T = Zu,(;]):c;‘, k=23,...;i—1,14+1,...,m,
J#i
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kjer so ,uy) in u,(jj) (za k,j =1,2,...;i—1,i4+ 2,...,m) elementi obsega D. S

kombinacijo formul dobimo

m
Ty = E HijZs — E Hj -
J#i i=2
Ker je rang matrike X™* enak m, so vektorji 7, 23, ..., 2z}, linearno neodvisni, kar
pomeni, da je
wi=0 za 1=23,...,m.

*
i

2,3,...,m. Od tod sledi, da je A(X) = X za matrike X ranga m.

Torej je 7 = x;. Na podoben nacin pokazemo, da je tudi z} = x; za i =

(vi) Oglejmo si Se primer, ko je matrika X ranga < m. Lo¢iti moramo naslednja dva

primera.

(a) Naj bo D # Fy. Naj bo A(X) = X*, kjer sta

* * *
1’11 ./I/‘12 P Iln Ill xlz oo 'rl'l’L
* * *
1'21 x22 “e. xQn . 1'21 ZE22 ... ZL'Qn
X=1 _ . in X*= .
* * *
Tml Tm2 - Tmn Tyq Tro ... Tro

V primeru, ko je z1; # 0, po koraku (v) za poljubne Ay, ...\, # 0, velja

T11 Ti2 .-+ Tim Tim+1l --- Tip
A2
A =
Am
i1 Ti2 .-+ Tim Tim+l --- Tip
A2
Am
Ker sta X in
i1 Ti2z --- Tim Tim+1l --- Tin
A2
(4.12)
Am
na aritmeticni razdalji < m, sta tudi X* in (4.12) na aritmeticni razdalji < m, tj.
* * * * *
Typ — 211 Ty — L1z o Ty — Pim Lyl — Pimtl 0 L1 — Lin
* * * * *
o1 The — Ay - Lom L2 m+1 T Lo
* * * * *
L1 Tin2 Lonm — )\m xm,m—i—l Tinn
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je ranga < m za poljubne X\,... A\, # 0. Ker velja D # [Fy, mora veljati
xt, = x1;. V primeru, ko je 2}, # 0, si oglejmo A~! in podobno dobimo, da je
xj; = x11. To pomeni, da vedno velja zj; = z1;. Na podoben nacin pokazemo,
davelja rj; =z zavsei=1,2,...,min j=1,2,...,n. Od tod sledi, da vedno
velja A(X) = X za matrike X ranga < m.

(b) Naj bo D = Fy. Oglejmo si najprej primer, ko je m = n = 2. Vemo ze, da je
AX) = X za X € My, My, M, M}, in za matrike X ranga 2. Ce je matrika X
ranga 1 in X ¢ My, My, M), M}, potem mora X biti oblike

11
X = .
11
Ker gredo matrike ranga 1 v matrike ranga 1 in je preslikava A bijekcija, velja

A(X) =X zavse X € My(D).

Oglejmo si se primer, ko je n > 3. Naj bo A(X) = X* in ozna¢imo z

*
T2 . Lo
X=1 in X*= :
*
Tm xr
_ . . . . : e . (n)
kjer so x1,%9,...,Tm, 2], 25, ..., n-dimenzionalni vrsti¢ni vektorji nad Fy; .

Zacnimo z matrikami X ranga m — 1. To pomeni, da imamo m — 1 linearno neod-
visnih vektorjev med x1, xs, ..., x,,. Predpostavimo, da so vektorji xs, x3,..., 2y,
linearno neodvisni. Izbira takih vektorjev oblike (Ay, A, ..., A,) € Fg"), da je

matrika

A A2 oA,

X2

o
[

Tm

ranga m, je 2" —2™~1. Za poljubno tako matriko po koraku (v) velja AX) = X.

Naj bo xt = (23, 2%, ...,2%,). Ker sta matriki X in X sosedni, je matrika
T — M Ty — A o2, — A
I (4.13)
Ty, — T
ranga 1. Ce je 23 # x5, potem obstajata samo dve izbiri za vektor (A, Ag, ..., \,) €

IF(zn), da sta prvi dve vrstici iz (4.13) linearno odvisni. Zaradi predpostavk, da je
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n > minn > 3, velja 2" —2™~1 > 4. Torej obstaja vektor (Mg, Ao, ..., \,) € Ian),
tak da je X ranga m in da sta prvi dve vrstici iz (4.13) linearno neodvisni, kar

je v protislovju z zgornjo predpostavko. Torej velja 25 = x2. Podobno imamo

xf =x;za1=3,4,...,m. S tem smo dokazali enakost
]
T2
A(X) =
Tm

Ce je 1 # 0, potem obstajajo taki indeksi 1 < iy < i3 < ... < ip_1 < m, da so
vektorji z1, @iy, Tiy, - . ., 4, _, linearno neodvisni. Na enak nacin, kot v zgornjem
delu dokaza, pokazemo, da je x7 = x;. V primeru, ko je z; = 0, mora veljati, da
je o3 = 0, sicer bi z A~! dobili, da je 1 # 0, kar je v protislovju s predpostavko,
da je x1 = 0. Od tod sledi, da je

A(X) =X zavse X ranga m — 1.

Nadaljujmo z matrikami X ranga m — 2. Brez skode za splosnost smemo pred-
postaviti, da so 23, 4, ..., Z,, linearno neodvisni. Torej obstaja 2" — 2™~2 izbir
(A1, Aay -, An) € FSY takih, da je

AL A2 oo A,

p)

S
[

Tm

ranga m — 1. Po zgornji ugotovitvi imamo A(X) = X. Ker sta X in X sosedni

matriki, je
* * *
Ty — Ty
*
Ty, — Tm,

matrika ranga 1. Na podoben nacin, kot v primeru, ko je bila matrika X ranga
m—1, pokazemo, da je 2} = z; za vse © = 2,3, ..., m. Podobno kot prej sklepamo

tudi, da je 2] = x;. Torej velja

A(X) =X, zavseX ranga m — 2.
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Postopek nadaljujemo in tako dobimo

AX) =X, zavse X € My,xn(Fa).

]

Opomba 4.4. Denimo, da zelimo karakterizirati vse bijekcije A na M, x,(D), ki ohra-
njajo sosednost v obe smeri, kjer je m > n. Oglejmo si preslikavo B na M, (D)
oblike

BX) = (AX")",

Ker je n < m, po dokazanem izreku 4.3 velja

B = PX°Q+R
ali
B = PXOQ+R
v primeru, ko je m = n. Ker je
AY) = (BOY™)",

velja naslednje:

AY)=PY")Q+R"=Q"Y°PT + RT

ali
AY) = (P(Y)T)'Q+ R)" =Q"(Y)' P + R".



Umer B. Ohranjevalci sosednosti na pravokotnih matrikah.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 37

5 Posplositve

V tem poglavju si bomo ogledali nekaj posplositev izreka 4.3. Posplositve dobimo z
omilitvijo zahtevanih pogojev oziroma celo z izpustitvijo nekaterih predpostavk, kot je
zahteva za ohranjanje sosednosti v obe smeri, ter zahteva o bijektivnosti preslikave.
Izrek 5.4 je povzet iz ¢lanka [32]. Pred formulacijo izreka potrebujemo se de-
finicijo degeneriranosti iz konteksta tega ¢lanka. Predpostavimo, da preslikava ¢ :

Misen(D) = M,y (D) ohranja sosednost in zados¢éa pogojem
¢(O>:O n ¢(E11+E22+...+Enn) :E11+E22+...+Enn.

Potem se izkaze (glej [32]), da ¢ slika mnozico Q vseh matrik oblike

@
R = H (5.1)

kjer je matrika () idempotent velikosti n x n, v mnozico P vseh matrik oblike

P 0
0 0

Y

kjer je matrika P idempotent velikosti n X n.

Primer 5.1. Naj bodo m,p,q > n > 3 in D neskoncen obseg. Definirajmo preslikavo
A : Q — P na naslednji nacin. Postavimo A(0) = 0. Naj bo j celo stevilo, za katerega
velja 1 < 7 < n in ¢, preslikava iz mnozice vseh n x n idempotentov ranga j na D,
z lastnostijo, da velja ¢(Q1) # ¢(Q2), ¢e sta Q1 in Q2 sosedni idempotentni matriki
ranga j. Opazimo, da je R iz enacbe (5.1) ranga j, ¢e in samo Ce, je () ranga j. Za

vsako matriko R € Q ranga 1 oblike (5.1) definiramo
A(R) = En + ¢1(Q) Bz,
za vsako matriko R € Q ranga 2 oblike (5.1) definiramo
A(R) = En + Eg + 02(Q) Esa,
in za vsako matriko R € Q ranga 3 oblike (5.1) definiramo

A(R) = E1 + Eg + Es3 + ¢3(Q) Esy.
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Na podoben nacin definiramo A na matrikah ranga 4,5,...,n—2 iz Q. V primeru, ko

je n sodo stevilo, imamo za vsako matriko R € Q oblike (5.1) ranga n — 1
AR)=FEn+FEyp+. ...+ Epip1+ 0n1(Q)Ep_1n

V primeru, ko je n liho $tevilo, imamo za vsako matriko R € Q oblike (5.1) ranga n —1
AR)=FEn+FEyp+...+Ep1p1+ 0n1(Q)En 1.

Za konec definiramo Se

A(Eyy+ FEyw+ ...+ Ey) =En+ Ex+ ...+ Ey,.

Zgornjo konstrukcijo preslikave A lahko malo spremenimo in jo definiramo na na-

slednji nacin.
Primer 5.2. Za vsako matriko R € Q ranga 1 kot v (5.1) definiramo
A(R) = By + ¢1(Q) Eay,
za vsako matriko R € Q ranga 2 kot v (5.1) definiramo
A(R) = E11 + Eoy + 02(Q) Eas,
in za vsako matriko R € Q ranga 3 kot v (5.1) definiramo
A(R) = En1 + Eay + Esz + ¢3(Q) Eys.

Na podoben nac¢in nadaljujemo in definiramo, kako A deluje na matrikah ranga
4,5,...,n— 2 iz Q. V primeru, ko je n sodo stevilo, imamo za vsako matriko R € Q
oblike (5.1) ranga n — 1

AR)=En+Exn+...+E 101+ ¢n1(Q)En,—1.

V primeru, ko je n liho $tevilo, imamo za vsako matriko R € Q oblike (5.1) ranga n—1
AR)=FEn+Ex+...+Ey 101+ on1(Q)En_1n.

Za konec definiramo Se

A(Ey1+FExn+ ...+ Ey) = Ei1+ Ex+ ...+ Eyp.
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S pomocjo zgornjih dveh primerov lahko sedaj definiramo degenerirane preslikave,

ki ohranjajo sosednost.

Definicija 5.3. Za vsako preslikavo ¢ : M,y (D) — My, (D), ki ohranja sosednost,
in za katero je njena zozitev na Q enaka preslikavi A, iz primera 5.1 ali primera 5.2,
bomo rekli, da je degenerirana preslikava, ki ohranja sosednost. Poleg tega je za tako
preslikavo ¢ in za obrnljive matrike 73 € M,, (D), S; € M, (D), T, € M,(D) in
Sy € M,(D), tudi preslikava

A— T2¢(T1A5'1)Sg (A € Man(D)),
degenerirana preslikava, ki ohranja sosednost.

Tovrstne degenerirane preslikave, ki ohranjajto sosednost najdemo v primerih 3.7
in 3.8 iz clanka [32].

Izrek 5.4 ( [32] izrek 4.1). Naj bo D poljuben obseg razlicen od Fy in Fs in n,p,q
cela $tevila, za katera velja p,q > n > 3. Predpostavimo, da preslikava A : M, (D) —
My»q(D) ohranja sosednost, A(0) = 0 in obstaja tak Xy € M, (D), da velja rangA(Xo) =
n.

Potem obstajata obrnljivi matriki T € M,(D) in S € My (D), nenicelen endomorfi-
zem 7 : D — D in matrika L € M, (D) z lastnostjo, da je I + X™L € M, (D) obrnljiva
za vsak X € M, (D), tako da je

(I+X7L)"'X™ 0

AX) =T . .

S, X e M,D);

ali obstajata obrnljivi matriki T € M, (D) in S € M, (D), nenicelen anti-endomorfizem
o: D — D in matrika L € M, (D) z lastnostjo, da je I + (X°)TL € M, (D) obrnljiva
za vsak X € M, (D), tako da je

(7 + (X)TL)~HX)" 0

AX)=T . J& X € M, (D);

ali pa preslikava A degenerirana.
Za potrebe naslednjega izreka je potrebno definirati EAS obseg.

Definicija 5.5. Obsegu D pravimo, da je FAS obseg, ce je vsak nenicelen endomorfizem

7 : D — D surjektiven.

Oglejmo si Se primer ohranjevalca sosednosti, kjer predpostavke izreka 5.4 niso

izpolnjene.
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Primer 5.6 ( [32] primer 3.1). Naj bo D poljuben ne EAS obseg. Vzemimo ne sur-
jektiven endomorfizem 7 obsega ID. Vzemimo ¢ € D, ki ni v sliki endomorfizma 7, in
definirajmo preslikavo ¢ : My,xn (D) = Mpxn (D) kot

[ 11 Q12 te Q1n |
21 22 s Q2n,
¢

Am—21 OAGm—-22 **° Am—2n

Am-1,1 Gm-12 " Am—1n

| Gm1 Am2 e Amn |
i 7(a11) 7(a12) e T(a1n) 1

T(as) T(ags) . T(azn,)
T(am—2,1) T(am—2,2) te T(am—2,n)
T(@m—11) + cT(am1) T(@m-12) + cT(am2) -+ T(@m-1n) + cT(Amn)
0 0 e 0

Potem ¢ ohranja sosednost.

Izrek 5.7 ( [32] izrek 4.2). Naj bodo m,p,q > n > 3 cela Stevila in D EAS obseg, ki je
razlicen od Fy in Fs. Predpostavimo, da A : M,xn(D) = M,y o(D) ohranja sosednost,
A(0) = 0 in obstaja taka matrika Xo € Mpxn(D), da je rangA(Xy) = n.

Potem je A oblike

XT

Ax) =T

8] S, za X € Myxn(D), (5.2)

kjer je T : D — D nenicelen endomorfizem in sta matriki T € M,(D), S € M,(D)

obrnlyivi ali oblike

(X7)" 0

Ax) = 1|70

] S, za X € Myxn(D), (5.3)

kjer je o : D — D nenicelen anti-endomorfizem in sta matriki T € M,(D), S € M, (D)

obrnljivi ali je A degenerativna preslikava, ki ohranja sosednost.

Naslednji izrek lahko najdemo v ¢lanku [21]. Gre za analog izreka 5.4, le da je
obravnavan primer, ko veljam = n = 2. Za potrebe naslednjih dveh izrekov definirajmo
Se naslednje. Naj bo x stolpicni vektor dimenzije p in y vrsticni vektor dimenzije q.
Definirajmo mnozico L(z) C M,yx,(D), v kateri so vse p x ¢ matrike oblike zu, kjer
je u poljubna 1 x ¢ matrika. Podobno definiramo R(y) C M,x,(D) kot mnozico vseh
p X ¢ matrik oblike vy, kjer je v poljubna p x 1 matrika.
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Izrek 5.8 ( [21] izrek 1.1). Naj bo D poljuben obseg in p,q pozitivni celi Stevili. Pred-
postavimo, da preslikava ¢ : Ms(D) — M,x,(D) ohranja sosednost. Potem bodisi
obstajata taki obrnljivi matriki T € Mpy(D) in S € My (D), matrika C € M,,(D),
endomorfizem 7 : D — D in 2 X 2 matriki L in N z lastnostmi, da je matrika I — LN
obrnljiva in I + A™L obrnljiva za vsak A € Ms(D), da velja

(I+A"L)"'(A"+N) 0

op(A)=T 0 0 S+C  zawvse Ae My(D).

Bodisi obstajata obrnljivi matriki T € My(D) in S € M, (D) matrika C € My, (D),
anti-endomorfizem o : D — D, ter 2 x 2 matriki L in N z lastnostjo, da je matrika
I — LN obrnljiva, in so matrike I + (A%)TL obrnljive za vse A € My(D), da velja

I+ (A)TL)"H((A)T+N) 0

(A =T 0 0 S+C zavse Ae My(D).

Bodisi obstaja matrika D € M,y,(D), nenicelen vektor 7 € D@ in nenicelen vektor
y € DP da velja
¢(M2(D) C (D + R(z)) U (D + L(y)).

Se ena od posplositev izreka 4.3 je izrek 5.9, ki je povzet iz élanka [3]. Pred formu-
lacijo potrebujemo Se nekaj oznak. V mnozici matrik M,,,(ID) bomo enotsko kroglo

s srediséem v tocki A oznacili z
K(A,1) = {B € Myxn(D);d(A, B) < 1},

tj. K(A,1) = A+ ML, (D), kjer je M3, (D) mnozica vsech matrik ranga najvec 1.

mxn

Izrek 5.9 ( [3] izrek 1.2). Naj bodo m,n,p,q pozitivna cela stevila, D EAS obseg in
naj preslikava A : My,xn(D) — Moy (D) ohranja sosednost. Potem je preslikava A
ene od nasledngih treh oblik:

X7 0

AX) = T 0 S+ R, za X € Myxn(D), (5.4)

kjer sta T € M,(D) in S € M, (D) obrnljivi matriki, T : D — D avtomorfizem in
R € Myyy(D), ali

(X9)" 0

AX) = T 0 S+ R, za X € Myxn(D), (5.5)

kjer sta T € M,(D) in S € My(D) obrnljivi matriki, o : D — D anti-avtomorfizem in
R € Mypyo(D), ali za vsak A € My (D) obstajata taka 2 € D@, y € DP) da velja

A(K(A,1)) € (A(A) + R(y)) U (A(A) + L(z)).
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V primeru konc¢nega obsega D = IF,, je klasifikacija ohranjevalcev sosednosti bolj

preprosta.

Izrek 5.10 ([17]). Naj bosta m,n > 2 celi $tevili. Naj ima preslikava A : M,sn(Fy) —
Mnsn(Fy) v sliki dve nesosedni matriki. Preslikava A ohranja sosednost natanko tedaj,
ko je oblike
A(X)=PX°Q + R,
ali oblike
A(X) = P(X°)'Q + R,
in je m =n. Tukaj velja P € GL,,(F,), Q € GL,(F,), R € My,xn(F,) injeo :F, —

F, avtomorfizem obsega.

Izrek 5.11 ([17]). Naj bosta m,n > 2 celi $tevili. Tedaj obstaja preslikava A :
Misin(Fy) = Mopsn(Fy), ki ohranja sosednost in ima v sliki vse matrike paroma

sosedne.
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6 Grafovska jedra

V tem poglavju si bomo ogledali, kako so ohranjevalci sosednosti povezani z dolo¢enimi
podrocji iz teorije grafov. Obravnavali bomo enostavne, kon¢ne in neusmerjene grafe.
Graf G je par mnozic (V, E), kjer je V mnozica vozlis¢ in F mnozica povezav, ki vsebuje
neurejene pare vozlis¢, ki oznacujejo povezave. Mnozico vozlis¢ grafa G oznacimo z
V(G) in mnozico povezav z E(G). Za poln graf na n tockah, tj. graf, kjer so vse tocke

sosedne, bomo uporabili oznako K,. Graf, ki je cikel na n tockah, bomo oznacili C,,.

Definicija 6.1. Homomorfizem med grafoma G in G’ je preslikava ¢ : V(G) — V(G'),
za katero velja

{u,v} € BE(G) = {o(u), ¢(v)} € E(G).

Definicija 6.2. Izomorfizem med grafoma G in G’ je bijektivna preslikava ¢ : V(G) —
V(G"), za katero velja

{u,v} € E(G) <= {o(u), ¢(v)} € E(G).

Definicija 6.3. V primeru, ko je G = G’, bomo homomorfizm poimenovali endomor-

fizem in izomorfizm poimenovali avtomorfizem.

Definicija 6.4. Kromaticno stevilo grafa G je najmanjse Stevilo barv, ki so potrebne,
da pobarvamo tocke tako, da nima noben par sosednih tock iste barve. Oznagcili ga
bomo z x(G).

Definicija 6.5. Kli¢no stevilo grafa G je stevilo vozlis¢ v najvecji kliki grafa. Oznacili

ga bomo z w(G).

Definicija 6.6. Neodvisnostno stevilo grafa GG je velikost najvecje neodvisne mnozice

v grafu. Oznagcili ga bomo z a(G).
Oglejmo si se dve splosno znani trditvi v teoriji grafov.

Trditev 6.7. Za poljuben graf G velja

X(G) > w(@).
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Dokaz. Naj bo graf G poljuben z najvecjo kliko velikosti k. Zato, da pobarvamo kliko
na tak nacin, da nobeni dve sosedni tocki ne bosta imeli iste barve, potrebujemo &

barv. To pomeni, da je

X(G) > w(G).

Trditev 6.8. Za poljuben graf G velja

V(@)
a(G)

X(G) >

Dokaz. Naj bo graf G poljuben. Predpostavimo, da velja obrat trditve, kar pomeni,

da lahko graf G pobarvamo z manj kot |Z((g))| barvami. To bi pomenilo, da je eden

od razredov barv strogo vecji od a(G). Ker so razredi barv sami po sebi neodvisne
mnozice, smo na ta nac¢in dobili neodvisno mnozico z vec¢ elementi kot «(G), kar je v

protislovju z dejstvom, da je a(G) stevilo elementov v najvecji neodvisni mnozici. [

Izrek 6.9. Ce obstaja homomorfizem ¢ : G — G’ med grafoma G in G', potem je
X(G) < x(&).

Dokaz. Naj bosta G in G' in ¢ : G — G’ homomorfizem. Oznac¢imo t = x(G’).
Torej obstaja homomorfizem G’ — K;. Od tod sledi, da je tudi Y o ¢ : G — K,
homomorfizem. To pa pomeni, da je x(G) < x(G'). O

V dokazu izreka 6.9 smo uporabili splosno znano alternativno definicijo kromati¢nega
stevila grafa G, ki pove, da je x(G) enak takemu minimalnemu stevilu ¢, za katerega

obstaja homomorfizem med G in K;.
Definicija 6.10. Graf G je jedro, ¢e so vsi njegovi endomorfizmi avtomorfizmi.

Primer 6.11. Tako polni grafi K, kot lihi cikli Cy,_; (glej sliko 1) so jedra za poljubno
pozitivno celo stevilo n. Za polne grafe K, to oc¢itno drzi. Oglejmo si Se primer lihih
ciklov Cy,,_1. Predpostavimo, da obstaja endomorfizem ¢ : Cs,_1 — C5,_1, ki ni
avtomorfizem, tj. ni bijektivna preslikava. To pomeni, da je slika endomorfizma ¢
prava podmnozica mnozice vozlis¢ grafa Cy, 1, kar pomeni, da je ¢ homomorfizem
iz grafa Cs, 1 v nek podgraf G grafa Cy,_ 1, kjer je G # Cy,_1. Po izreku 6.9 je
3= x(Con-1) < x(G) < 2. Torej so vsi endomorfizmi grafa Cy,,_; avtomorfizmi.
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Slika 1: Primer lihega cikla.

Definicija 6.12. Podgraf G’ grafa G je jedro grafa, ¢e ima naslednji lastnosti:
(i) graf G’ je jedro;

(ii) obstaja homomorfizem ¢ : G — G'.

Opomba 6.13. Spomnimo se, da je podgraf G’ grafa G retrakt grafa G, ce obstaja
retrakcija ¢ : G — G, tj. homomorfizem za katerega velja ¢(z) = x za vsak x € V(G').
O¢itno je vsako jedro grafa tudi njegov retrakt. Ce je namre¢ ¢ homomorfizem iz
tocke (ii) v definiciji 6.12, potem je zozitev ¢|e avtomorfizem grafa G’, kompozitum

(¢|a) ™! o ¢ pa je ustrezna retrakcija.

Naslednjo trditev lahko najdemo v knjigi [5], od koder je povzet dokaz.

Trditev 6.14 ( [5] lema 6.2.2). Vsak graf G ima jedro, ki je induciran podgraf in je

enolicen do izomorfizma natancno.

Dokaz. Ker je graf G koncen, je druzina podgrafov grafa G, za katere obstaja homo-
morfizem iz G v podgraf, koncna. Ker je identi¢na preslikava homomorfizem na grafu
GG, to pomeni, da ima druzina minimalen element, ki je jedro grafa. Ker je jedro retrakt
grafa (G, je oc¢itno induciran podgraf. Predpostavimo sedaj, da sta (G; in G5 jedri grafa
G in sta ¢1 : G — G1 in ¢ : G — G5 homomorfizma. Torej je zozitev ¢ na G
homomorfizem iz G5 v (G; in zozitev ¢ na (G; homomorfizem iz G; v G5. Ker morata
biti tako ¢ o ¢9 kot ¢o o ¢ surjektivni, sta tudi preslikavi ¢; in ¢9 surjektivni. To

pomeni, da sta GG; in GG izomorfna grafa. O
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Primer 6.15. Jedro sodega cikla C,, je poln graf na dveh tockah (glej sliko 2). Ce
oznacimo V' (C,) = {1,2,...,n} in V(K32) = {a,b}, je preslikava ¢ : C, — Kj, za

katero velja ¢(2m — 1) = a in ¢(2m) =bzam = 1,2,..., 5, oc¢itno homomorfizem.

Slika 2: Cikel na Sestih tockah in njegovo jedro.

V splosnem je med enostavnimi grafi veliko takih, ki so bodisi jedra bodisi je njihovo
jedro poln graf. Klasifikacijo teh grafov so obravnavali v ¢lanku [2], od koder dobimo

naslednji izrek.

Izrek 6.16 ([2]). V primeru, ko grupa avtomorfizmov grafa G deluje tranzitivno na

neurejene pare nesosednih tock, je graf G jedro ali pa je njegovo jedro poln graf.

Izrek 6.16 se dotika predvsem grafov premera 2. Dokaz lahko najdemo v ¢lanku [2].
Zanimivo druzino grafov, ki dopuscajo vecji premer in imajo enako lastnost, so nasli v

¢lanku [6].
Definicija 6.17. Graf G je regularen, ko ima vsaka tocka grafa enako Stevilo sosedov.

Izrek 6.18 ([6]). Za povezan regularen graf G z grupo avtomorfizmov, ki deluje tran-
zitivno na pare tock na razdalji 2, velja, da je G jedro ali pa je mjegovo jedro poln

graf.

Definicija 6.19. Graf G je psevdo-jedro, ¢e so njegovi endomorfizmi, bodisi avtomor-

fizmi bodisi endomorfizmi, ki imajo sliko enako najvecji kliki.
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Posledica 6.20. V kolikor je graf G psevdo-jedro, potem je bodisi graf G jedro bodisi
je jedro grafa G poln graf.

Dokaz. Naj bo graf G poljuben. Ce obstaja endomorfizem na najvecjo kliko, potem je

po izreku 6.9
X(G) < X(Ku@) = w(G),

torej je x(G) = w(G), kar pomeni, da je jedro grafa poln graf. O]

Obrat posledice (6.20) ne velja. Za protiprimer si oglejmo graf zvezde na §tirih
tockah, tj. graf, ki ima eno tocko valence 3 in tri tocke valence 1 (glej sliko 3). Jedro
tega grafa je poln graf Ky, graf pa ni psevdo-jedro, saj obstaja endomorfizem, ki ima

za sliko pot dolzine 2.

Slika 3: Zvezda na 4 tockah.

Naslednja definicija je znana v teoriji grafov. Lahko jo najdemo v knjigi [1].

Definicija 6.21. Enostaven neusmerjen graf, ki je brez zank in ima v vozlis¢, je krepko
reqularen graf s parametri v, k, A, g, Ce ni poln graf ali brez povezav in zadosca

naslednjim lastnostim:
(i) vsaka tocka je sosedna k tockam,
(ii) vsak par sosednih tock ima A skupnih sosedov,

(iii) vsak par nesosednih toc¢k ima p skupnih sosedov.

Primer 6.22. Petersenov graf je krepko regularen graf s parametri (10,3,0,1) (glej
sliko 4).

Definicija 6.23. Krepko regularen graf GG je primitiven, ¢e je tako G kot njegov kom-

plement povezan graf.
Pri klasifikaciji psevdo-jeder je pomemben naslednji rezultat iz ¢lanka [31].

Izrek 6.24 ( [31] posledica 3.5). Vsak primitiven krepko regqularen graf je psevdo-jedro.
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Slika 4: Petersenov graf.

Po posledici 6.20 to tudi pomeni, da primitivni krepko regularni grafi tvorijo tretjo
druzino grafov, za katero velja zakljucek iz izrekov 6.16 in 6.18. Obstajajo posamezni
zanimivi primeri izven unije teh treh druzin, za katere velja enak zakljucek [26-29].
Slednje je verjetno indikator, da bo v prihodnosti odkritih Se ve¢ tovrstnih druzin.

Definirajmo graf I';, ,, , na naslednji nacin: V(I'y,n4) = Muxn(Fy) in E(Lpng) =
{{A,B}; A, B € M4, (F,) in rang(A — B) = 1}. Avtomorfizmi grafa I',, ,, , so ravno
bijektivne preslikave na M,y (F,), ki ohranjajo sosednost v obe smeri, in so opisani v
izreku 4.3. Endomorfizmi grafa I';, , , so ravno preslikave na M, ., (F,), ki ohranjajo
sosednost in so opisane v izrekih 5.10 in 5.11. Neposredna posledica izreka 5.10 je izrek
6.25.

Izrek 6.25 ([17]). Naj bosta m,n > 2 celi stevili. Tedaj je graf I'y, ., psevdo-jedro.
Izrek 5.11 lahko v jeziku teorije grafov zapiSemo v naslednji obliki.

Izrek 6.26 ([17]). Naj bosta m,n > 2 celi stevili. Jedro grafa Ty, ., je poln graf na
gmxtmnt tockah.

Izreka 5.10 in 6.25 za posebne primere, ko je m = 2 ali n = 2, sledita tudi iz izrekov

6.24 in 4.3, saj je v tem primeru graf krepko regularen, kar sledi iz izreka 6.27.
Izrek 6.27 ( [1] izrek 9.5.1). Graf T, ., je krepko reqularen, ce je m =2 ali n = 2.

Opomba 6.28. Izrek 9.5.1 iz knjige [1] v resnici pove e ve¢: graf I',,,, je vedno

razdaljno-regularen in celo razdaljno-tranzitiven. Za definicijo tovrstnih grafov glej [1].
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7 Zakljucek

V magistrski nalogi smo si kot nalogo zadali preucitev dokaza izreka 4.3, ki v grobem
pravi, da lahko vsako bijektivno preslikavo A na pravokotnih matrikah, ki ohranja

sosednost v obeh smereh, zapisemo v eni od naslednjih dveh oblik:
AX) = PX°Q+ R zavse X € Myx,n(D)
ali
AX) = P(X)TQ+ Rza vse X € Myyn(D) (m = n).

Obravnavali smo tudi Stevilne posplositve izreka 4.3, kjer sta izpusceni tako pred-
postavka o bijektivnosti preslikave kot tudi predpostavka o ohranjanju sosednosti v
nasprotno smer. Omenjene posplositve so bile dokazane Sele pred nekaj leti in tako
predstavljajo pomemben del trenutnega raziskovanja na podrocju ohranjevalcev. V
magistrski nalogi smo si na primeru pogledali tudi povezavo med ohranjevalci in teo-
rijo grafov, kar prav tako predstavlja podroé¢je trenutnega raziskovanja [30].

Formulacijo izreka 4.3 na obsegu z vsaj tremi elementi je prvi postavil L.-K. Hua v
¢lanku [8]. Sorodne rezultate na drugih prostorih matrik lahko najdemo v knjigi [34].
Posplositve tovrstnih izrekov, kjer so predpostavke omiljene, si lahko zainteresirani
bralec ogleda med viri [3,16-25,27-29, 32].

Podrocje ohranjevalcev sosednosti je dandanes Se vedno zanimivo za znanstveno raz-
iskovanje. V prihodnosti lahko pricakujemo Se vec karakterizacij ohranjevalcev sosedno-

sti, ki so potencialno koristne tudi za druga znanstvena podrocja.
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