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Poglavje 1

Uvod

Informacijo lahko posredujemo na ve¢ nacinov.
Oblika same informacije je stvar dogovora med
prejemnikom in posiljateljem. Do tezave pa lahko
pride, ko Zelimo poslati informacijo po komuni-
kacijski poti, ki ni pod nasSim nadzorom.

To lahko prikazemo s primerom preproste
otroske igre: Otroci sedijo v vrsti in so tiho. Prvi
Sepetaje pove besedo sosedu na uho. Ta pove
naslednjemu in tako do konca. Zadnji pove na
glas, kar je sliSal. Najpogosteje je ta beseda na
koncu popacena. Opisana otroska igra povzroti
veliko zabave udelezencem.

Toda predstavljajmo si sledeco, bolj resno si-
tuacijo. Dve angleski vojaski eti se odlodita za
socasni napad s pomoc¢jo odStevanja. Dogovorita
se, da bo prva Ceta odstevanje prenasala preko
radijskih valov, druga Ceta pa bo ¢akala na ukaz
za napad. Sredi odStevanja druga Ceta zatne
izvajati napad. Po kon¢anem spopadu z naspro-

tniki so se sestali poveljniki in so razglabljali,

C Kodiranje ><

Posiljatelj: reka

01 1 1 0 0 1 0
01 1 0 0 1 0 1
01 1 0 1 0 1 1
01 1 0 0 0 0 1

Napake

Motnje pri prenosu

o O O O
i
= = = O
O O O =
o = O O
= O = =
O = O =
= R, Br.O

> Prejemnik: Veke

< Dekoélranje >

Slika 1.1: Primer napake pri komunikaciji.

zakaj je druga Ceta predCasno napadla cilj. Prisli so do ugotovitve, da zaradi Sumov v komunikaciji.
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Besedi “five” (ang. pet) in “fire” (ang. streljaj) zvenita namrec¢ zelo podobno. Zato so se odlo¢ili, da bodo
od tistega trenutka naprej pri odStevanju izpustili Stevilo pet.

Podoben primer je prikazan tudi na sliki [T.7} kjer hote Janez sporotiti Marjanu geslo “reka” v elek-
tronski obliki. Janez pretvori geslo v dvojiski zapis in poslje sporotilo. Zaradi kratkega stika v povezavi
so se trije biti spremenili (iz 0 v 1 oziroma iz 1 v 0). Ko je spremenjeno/pokvarjeno sporocilo prislo do
Marjana, ga je ta pretvoril nazaj v napa¢no besedo, in sicer v “Veke”. Ko je Marjan ugotovil, da je prislo
do napake, je Janeza prosil, naj mu Se enkrat poslje geslo.

Izpus¢anije dolocenth besed oziroma nenehno ponavljanje le-teh ni najboljSa resitev. Zato se v takih
primerih postavlja vprasanje: Ali je mozZna izmenjava sporocil po komunikacijski poti, ki vsebuje Sum? Ena
od resitev je, da v izvirnem sporo€ilu vsak znak e dvakrat ponovimo; tako bi pri dekodiranju prejetega
sporotila na vsake tri znake pogledali, kateri znak se najveckrat pojavlja. S tem bi z veliko verjetnostjo
ugotovili pravilni znak. Slabost tega nafina (“napihovanja”) je, da bi se velikost poslanega sporotila
potrojila. Toda, ali obstaja nacin prenosa podatkov, ki bi s samo nekaj dodatnimi znaki omogocil normalno
komuniciranje, ne da bi pri tem “prenapihnili” izvirno sporocilo?

Leta 1948 je C. Shannon dokazal obstoj takih kod, ki bi pod dolo€enimi pogoji omogocale prenos
podatkov brez napak in bi imele prakti¢no uporabnost. Leta 1950 je R. W. Hamming (1915-1998) predstavil
prvo uporabno kodo, ki je temeljila na linearni algebri. Seveda je splosna “evforija” povzrotilo mnoZzi¢no

iskanje tehnik, s katerimi bi ¢im bolj ucinkovito resili problem odpravljanja napak pri prenosu podatkov.

Clenjenost magistrske naloge

V prvem poglavju so postavljeni temelji za kasnejSo predstavitev kod. Poglavje vsebuje osnovne definicije
teorije obsegov in vektorskih prostorov. Pri opisovanju obsegov je Se posebej izpostavljen kolobar ostankov
celih Stevil.

V drugem poglavju so najprej definirani osnovni pojmi teorije kodiranja. Nato so opisane linearne
kode ter teza kodne besede. Sledi opis Hammingove razdalje in minimalne razdalje. S temi osnovami
predstavimo generatorsko matriko ter definiramo, kdaj sta dve kodi ekvivalentni. Na koncu poglavja je
definirana kontrolna matrika.

Proces kodiranja in dekodiranja ter definicija sindroma so opisani v tretjem poglavju.

V Cetrtem poglavju so predstavljene cikli¢ne kode. Najprej so definirane same cikli¢ne kode. Sledi
opis postopka, kako s pomocjo generatorskega polinoma dobimo mnoZico kodnih besed dane ciklicne
kode. Poglavje je zaklju¢eno z opisom generatorske in kontrolne matrike.

V zadnjem poglavju so predstavljene Reed-Solomonove kode. Po definiciji Reed-Solomonovih kod
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sledi dokaz trditve, da so Reed-Solomonove kode poseben razred linearnih kod.
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Poglavje 2

Obsegi in vektorski prostori

Najprej bomo spoznali osnove algebrai¢nih struktur na dani mnozici. Te so podane z eno ali dvema
binarnima operacijama, ki paru elementov dane mnozice priredi nek drugi element te iste mnozice. Nato

bomo spoznali osnovne pojme teorije vektorskih prostorov, ki so potrebni za nadaljne delo.

2.1 Komutativni kolobar in obseq

Definicija 2.1 (Operacija). Binarna operacija na mnoZici G je preslikava
O0:Gx G- CG.

Definicija 2.2 (Grupa). MnoZica G z binarno operacijo O je grupa (G, Q) natanko takrat, ko velja:
e asociativnost: a O (b O ¢) = (a O b) O ¢ za poljubne a, b, c € G.

e nevtralni element: Obstaja tak element e € G, za katerega velja
eOa=a0Oe=a

za vsak a € G. Elementu e pravimo nevtralni element grupe (G, O).

e inverzni element: Za vsak a € G obstaja tak element o’ € G, da je
aOd =d Oa=e.

Elementu a’ pravimo inverz elementa a.
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Ce je grupa (G, O) komutativna, torej e velja

aOb=bOa

za poljubna a, b € G, potem taki grupi re¢emo Abelova grupa.

Definicija 2.3 (Komutativni kolobar). Naj bo mnoZica G mnoZica z dvema binarnima operacijama, in sicer
& GxG-0Gin®:Gx G- G

Trojica (G, ®, ®) je kolobar natanko takrat, ko veljajo naslednje lastnosti:
o (G, @) je Abelova grupa,
® ® je asociativna operacija,

e binarni operaciji ® in ® povezuje zakon distributivnosti

aQ@bdc)=(a®b) D (a® )

za poljubne a, b, c € G.

Ce je ® komutativna operacija, torej, e velja

a®b=b®a, kjer staa,b € G,

potem je G komutativni kolobar.

Definicija 2.4 (Obseq). Naj bo mnoZica G mnoZica z dvema binarnima operacijama, in sicer® : GxG — G

in®:Gx G— G Trojica (G, ®, ®) je obseg natanko takrat, ko veljajo naslednje lastnosti:

e (G, ®) je Abelova grupa (z enoto e),
e (G\{e}.®) je grupa,

e binarni operaciji ® in ® povezuje zakon distributivnosti

aQ@bdc)=(a®b) D (a® )

za poljubne a, b, c € G.
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Primer 2.1 Naj bo C = {a + bi;a,b € R,i? = —1} mnoZica vseh kompleksnih tevil. Operaciji ® in ®

na C lahko definiramo s predpisoma:

(a+bi)d(c+di) = (a+c)+(b+d)i

(a+bi)®(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i

za poljubne a, b, ¢c,d € R. MnoZzica C je za tako definirani binarni operaciji obseg.

Najprej pokazimo, da je (C, @) abelova grupa:

e asociativnost: za poljubna kompleksna Stevila ¢q, ¢z, c3 € C pokaZemo, da velja
(r+a)ta=a+(e+a).
Ce zapisemo vsako kompleksno Stevilo ¢; kot a; + bji, potem je

(1 ® ) ®cs3

((a1 + b1i) @ (a2 + bai)) & (a3 + bsi)
= ((a1 + a2) + (b1 + b2) i) ® (a3 + b3i)
= ((a1 4+ a2) + a3) + ((b1 + b2) + b3) i
= (a1 + (a2 + a3)) + (b1 + (b2 + b3)) i
= (a1 +b10) & ((a2 + a3) + (b2 + b3) )
= (a1 + b1i) & (a2 + b2i) @ (a3 + bsi))

= ®(®c).

e komutativnost: za poljubni kompleksni Stevili ¢, c; € C velja
a®a=0daqa.
Ce zapiSemo vsako kompleksno Stevilo ¢; kot a; + bji, potem je

a®c; = (a1+ bii) @ (a2 + bai)
= (a1 4 a2) + (b1 + bo)i
= (a2+aq1)+ (ba+ bq)i
= (a2 + bi)® (a1 + byi)

= ®c.
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e nevtralni element: nevtralni element za operacijo @ je e; = 0 + 0i. Pokazati moramo, da velja

ches =c.

Torej, ¢e je ¢ = a + bi, potem je

c®es = (a+bi)®(0+0i)
= (@+0)+(b+0)i
= (a)+(b)i
= a+bi

= C.

e inverzni element: za poljubni element ¢ € C obstaja tak element ¢s € C, da velja

c®cs = es.

Ce je ¢ = a + bi, potem je inverz enak ¢; = (—a) + (—b)i. Torej

(a + bi)® ((—a) + (—b)i)
= (a0 +(=a))+(b+(=h))i
= (0)+(0):

= 0+0i

c®cs

= es.

Nato pokazemo, da za operacijo ® velja:

e komutativnost: za poljubni kompleksni Stevili ¢, c; velja

1R =0QC.
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Ce zapiSemo vsako kompleksno Stevilo ¢; kot a; + b;i, potem je

1 Q®

= (a1 + b1i) ® (a2 + bai)
= (ayaz2 — b1b2) + (a1b2 + b1az) i
= (az2a1 — baby) + (a2b1 + b2aq) i
= (a2 + b2i) ® (ay + byi)

= Q0q.

e asociativnost: za poljubna kompleksna Stevila cq, ¢z, c3 € C velja

((®a)®a=08(0® ).

Ce zapisemo vsako kompleksno Stevilo ¢; kot a; + bji, potem je

(1 ®c2)®c3

((a1 + bri) ® (a2 + b2i)) ® (a3 + bsi)

((araz — b1b2) + (a1b2 + b1az) i) ® (as + bsi)
((a1a2 — b1b2) a3 — (a1b2 + byaz) bs)

+ ((a1a2 — b1b3) bs + (a1b2 + braz) as) i
((ayaza3 — b1byas) — (a1b2bs3 + byazbs))

+ ((a1a2b3 — b1b2b3) + (a1bza3 + brazas)) i
(a1aa3 — b1byaz — a1byb3 — byazb3)

+ (a1a2b3 — b1bobs + a1byas + biazas) i
(a1a2a3 — a1babs — b1byas — byasbs)

+ (byazas — bibabs + a1a2b3 + a1bras) i

(a1 (a2a3 — byb3) — by (baas + azb3))

+ (b1 (a2a3 — byb3) + aq (a2b3 + baas)) i

(a1 + b1i) ® ((a2a3 — bab3) + (a2b3 + baas) i)
(@1 + b1i) ® ((a2 + b2i) ® (a3 + bsi))

1 ® (Cz@ C3).

e nevtralni element: nevtralni element za operacijo ® je e, = 1+ 0i in velja

c®e,=c¢
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za vsak ¢ € C. Torej, ¢e je c = a + bi, potem je

c®en, = (a+bi)®(1+0i)
= (a1+ b0) + (a0 + b1)i

e distributivnost: za poljubna kompleksna Stevila c1, ¢, c3 velja
(1 @a)®c3=(c1®c3)D(2®c3).
Ce zapiSemo vsako kompleksno Stevilo ¢; kot a; + bji, potem je

(1@®c)®cs = ((ar1+ bii) ® (a2 + bai)) ® (a3 + bsi)
= ((a1 4+ a2) + (b1 + b2) i) ® (a3 + bsi)
= ((a1 + a2) a3 — (b1 + by) bs)

+((a1 + a2) b3 + (b1 + b2) a3) i
= ((a1a3 + a2a3) — (b1b3 + bab3))
+ ((a1b3 + azb3) + (bras + baaz)) i
= (@103 + aza3 — b1bs — bsbs)
+ (a1b3i + azbsi + biasi + baasi)
= @103+ a2a3 — b1bz — byb3
+aqb3i + a;bs3i + biasi + brasi
= aq1a3 — bib3 4+ a1b3i + azbqi
+azas — bybs + azbsi + azbsi
= ((a1as — b1b3) + (a1b3i + a3bqi))
+ ((a2a3 — babs) + (az2bsi + asbzi))
= ((a1a3 — b1b3) + (a1b3 + azbq) i)
@ ((a2a3 — bab3) + (a2b3 + asby) i)
= ((a1 + b1i) ® (a3 + b3i)) @ (a2 + b2i) ® (a3 + bsi))

= (®c)d(®c).
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e inverzni element: za poljubni element ¢ € C\ {e;} obstaja tak element ¢, € C, da velja
C®cCp =en.
Ce je ¢ = a + bi, potem je inverz enak ¢y = 757 + ﬁi pri pogoju a? + b? # 0. Torej

c®cn = (a+bi)® (2% + o)
= (ogip +bop) + (agip — batp)i
= (az'sz + azlbe) + (azusz - aZTbZ)i
= (gii[té) + (a;:tbb2 - uza+bb2) i

= (1) +(0)i

= 14+0i

= €en.

Kolobar ostankov celih Stevil

Naj bo z € Z in naj bo n € N, kjer je n > 2. Ostanek pri deljenju Stevila z s Stevilom n bomo oznacevali
z

z mod n.

V mnozico

Z,=1{01,....,n—1}

vpeljemo operaciji

i®j=(i+j) modn

i®j=(i-f) modn.

Operaciji + in - tukaj predstavljata obitajno seStevanje in mnozenje.

Povedano drugale: Vsota i @ j je enaka ostanku pri deljenju i+ j z n in produkt { ® j je enak ostanku
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pri deljenju i-j z n.

Primer 2.2 MnoZenje in seStevanje za Z,, kjer je n = 2,3,4,9. Mnozenje in seStevanje za Z;:

&[0 1 ®[0 1
0[{0 1 0|0 O
111 0 110 1
Mnozenje in seStevanje za Zs:
&0 1 2 ®[0 1 2
00 1 2 0/{0 0 O
111 20 110 1 2
212 01 2|10 21
MnoZenje in seStevanje za Zj:
®(0 1 2 3 ®[0 1 2 3
01 23 0{0 0 0 O
111 2 3 0 1170 1 2 3
2|12 3 0 1 2{0 2 0 2
313 01 2 3]0 3 2 1
Mnozenje in seStevanje za Zq:
@01 2 3 456 7 8 ®/0 1 2 3 456 7 8
0j0 12 3 45 6 7 8 0|0 000 0O0OOOPO
111 2 3 456 7 80 170 1 2 3 456 7 8
212 3 456 7 8 01 2(0 2 46 81 3 5 7
313456 78012 3]0 3 6 0 3 6 0 3 6
414 56 78 01 2 3 410 48 37 26 15
5/5 6 78 01 2 3 4 5/0 516 27 3 8 4
6|6 78 01 2 3 45 6|0 6 3 0 6 3 0 6 3
717 8 01 2 3 4 5 6 710 75 31 86 4 2
8!8 01 2 3 45 6 7 8|0 8 7 6 54 3 21
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Trditev 2.1. (Z,, ®, ®) je komutativni kolobar.

Dokaz. Najprej pokazemo, da za @ velja:

e asociativnost: Za poljubna Stevila a, b, c € Z, velja

(acdb)®c

e komutativnost: Za poljubni Stevili a, b € Z, velja

a®b

((a+b) modn)@®c
(((a +b) mod n)+¢) modn
(@ +b)+c) modn
(@a+b+c) modn
(@+(b+c) modn
(@+((b+¢) modn)) modn
a®((b+c¢) modn)
a®(b®o).

= (a+b) modn

= (b+a) modn

= b®a.

e nevtralni element: Nevtralni element za seStevanje je 0.

e inverzni element: Inverzni element za Stevilo @ € Z,, je n — a € Z,,.

Nato pokazemo Se za ®:

e asociativnost: Za poljubna Stevila a, b, c € Z, velja asociativnost.

(c®b)®C

((a-b) modn)®c
((@-b) mod n)-c) mod n
((a-b)-c) modn

(@-b-c) modn

(@-(b-c) modn
(@-((b-c) modn)) modn
a®((b-c) mod n)
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e komutativnost: Za poljubni Stevili a, b € Z, velja komutativnost.

a®b = (a-b) modn
= (b-a) wmodn
= b®a

e distributivnost: Za poljubna Stevila a, b, c € Z, velja distributivnost.

(@®b)®c ((a®b)-c) modn

= ((@+b) modn)-c) modn

= ((@+b)-c) modn

= ((@a-)+(b-c) modn

= (((a-c) modn)+((b-c) modn)) modn
= ((@®c)+(b®c) modn

= (@®c)Dd(b®c)

e nevtralni element: Enota za mnoZenje je 1.

O
Trditev 2.2. Kolobar Z, je obseg natanko takrat, ko je n prastevilo.
Dokaz. Ce n ni pradtevilo, potem je n = g ® r za dve naravni Stevili g in r iz mno¥ice {2,3,...,n —1}.
Zato je ¢ ® r = 0 v Z,. MnoZenje v Z,\{0} ni notranja operacija in Z, ni obseg.
Predpostavimo, da je n prastevilo. lzberemo i € {2,3,...,n — 1} (1 ima inverz, namre¢ kar samega

sebe). Ker je n prastevilo, sta Stevili i in n tuji. Zato obstajata taki celi Stevili p in g, dajep-n+q-i =1.
Pri tem lahko izberemo 1 < g < n — 1. Ce to ne velja, g delimo z n in dobimo ¢ = sn + ¢/, kjer je
1< q’" <n—1. Potem je

(p+siin+q -i=1 in 1<qg <n-—1.

Privzemimo, daje pn +qi=1in1<qg <n—1. Potemv Z, velja g-i=11in q je inverz za i. Ker je i

poljuben neniceln element, je Z, obseg.

2.2 Vektorski prostor

Zaradi boljSe preglednosti bomo znaka za operaciji ® in @ zamenjali z - in +.
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Definicija 2.5 (Vektorski prostor). Naj bo O komutativen obseg z enoto e( za operacijo -. Potem recemo,
da je mnoZica V, na kateri sta dani operaciji +: V x V — Vin-: 0O x V — V, vektorski prostor nad

O, ce velja:

(V,+) je abelova grupa,

e (a+B)-v=a-v+B-vzavsea,BF €O inzavsev eV,

a-(u+v)=a-u+a-vzavsea € O inzavsev,u eV,
e a-(B-v)=(a-B)-vzavse a,B€ O inzavsev eV,
e ey-v=vzavseveEV.

Elementom iz vektorskega prostora V' bomo obicajno rekli vektorji, elementom iz obsega O pa skalariji.
Operaciji + : V x V. — V bomo rekli sestevanje vektorjev, operaciji - : O x V — V pa mnozenje skalarja
z vektorjem. Znaka + in - bomo uporabili tudi za seStevanje/mnozenje skalarja s skalarjem oz. vektorja z

vektorjem, zato mora biti bralec bolj pazljiv pri branju nadaljnjega besedila.

Definicija 2.6 (Vektorski podprostor). Naj bo V' vektorski prostor nad obsegom O. Potem je podmnoZica

U C V vektorski podprostor, e je zaprta za obe operaciji:
e u+ve U zapoljubna u,v e U,
e a-uclUzavseac O inzavseuecU.

Za naSe primere bomo uporabljali vektorje iz vektorskega prostora O", kjer je O poljuben obseg in n

neko naravno Stevilo. Vektorji iz vektorskega prostora ©O" imajo obliko

01
. 02
01 07 0, ali )
(2
kjer so 01,02,...,0, € O. Sestevanje vektorjev bo definirano kot
X1 Y1 X1+ Y
X2 Y2 X2+ Y2

Xn Yn Xp + Yn
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ter mnoZenje skalarja z vektorjem kot

X1 a-Xxq

X2 a - X2
a- =

Xn a- X

Primer 2.3 Naj bo R? vektorski prostor. Za
X
U= X ER

—X

velja, da je vektorski podprostor vektorskega prostora R2. Kar pomeni, da za poljubna a,8 € O in

poljubna vektorja

X
) / eu
velja )
X ax B ax + /9
—X -y —ax —By —ax — By

Definicija 2.7 (Linearna kombinacija vektorjev). Naj bo V vektorski prostor nad obsegom O. Naj bodo

V1, V2, ..., Vk poljubni vektorji iz V in ey, oz, ..., ax poljubni skalarji iz O. Vsoto
k
v+ v+ .+ Qv = ZC{[\/,'
i=1

imenujemo linearna kombinacija vektorjev vy, vy, ..., V.

Primer 2.4 Naj bo R? vektorski prostor. Ali je vektor v3 linearna kombinacija vektorjev v, in v4, kjer so

V3 V=1 [.v= 2 17

Il
o
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Poiskati moramo dva skalarja a, B € O, da bo veljalo

1 0 2
al1 |+B] 2|=|0
0 -1 1
Na ta nacin dobimo sistem enacbh
a = 2
a + 28 =0
-8 = 1,

kjer je reditev a =2 in B = —1.

Primer 2.5 Naj bo R3 vektorski prostor. Vektor v3 ni linearna kombinacija vektorjev v, in v, kjer so

2 1 0
V3= 0 [v2=1]1]|wn= 2 |
—1 0 —1
saj sistem enacb
a = 2
a + 26 = 0
-B = —1
nima resitve.
Trditev 2.3. Naj bodo vektorji vy, ..., vk elementi vektorskega prostora V' nad obsegom O. Potem je
mnoZica vseh linearnih kombinacij vektorjev vy, . .., vy vektorski podprostor v V.

k k

Dokaz. Naj bo V vektorski prostor na obsegom O. Naj bosta >_ a;v; in }_ B;v; dve linearni kombinacijt
i=1 i=1

vektorjev vy, v, ..., v in y, 0 dva skalarja. Potem je

k

k k
Y (ZO’[‘V,‘) +6 (ZB,‘V{) = Z(yaﬁ-éBi)w
i=1 i=1

i=1

spet linearna kombinacija vektorjev vy, va,...,vk. Zato je mnozica vseh linearnith kombinacij vektorski
podprostor v V.
O

Definicija 2.8 (Linearna ogrinjata vektorjev). MnoZico vseh linearnih kombinacij vektorjev vy, ..., vy € V
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imenujemo linearna ogrinjala vektorjev vy, ..., vk. Oznacimo jo z £ (vy, ..., vk).

Ce je M = {vi,..., v} neka konéna podmnoZica vektorjev iz V, potem z £ (.#) oznatimo linearno
ogrinjaéo L (w1, ..., vk).

Definicija 2.9. Naj bo O poljuben obseg. Potem z O[x] ozna¢imo mnoZico vseh polinomov v spremenljivki
x in s koeficienti iz obsega O. Hitro se lahko prepri¢amo, da je O|x] vektorski prostor za obitajno

sestevanje polinomov ter mnoZenje polinoma s skalarjem.

Baza vektorskega prostora

Definicija 2.10 (Linearna neodvisnost vektorjev). Naj bodo vy, va, ..., vk vektorji iz vektorskega prostora
V' nad obsegom O. Vektorji vi,va, ..., vk so linearno odvisni, ¢e obstajajo taki skalarji oy, oz, ..., o iz
obsega O, da je vsaj eden od njih neniceln, in da velja cnvi + cova + ... + axvk = 0.

Ce vektorji vi, Vv, ..., vk niso linearno odvisni, potem re¢emo, da so linearno neodvisni.

Primer 2.6 Ali so vektoriji

1 4 0
vi= |1 1| wv=|2|w=|1/].
3 0 6

kjer so vi,v2, v3 € R3, linearno neodvisni?

|z zveze
1 4 0 0
al1 |+B|l 2 |+v|[1|=]0
3 0 6 0
dobimo sistem linearnih enacb
a + 4B =0
a + 2B + y =0
3a + 6y = 0.
Ta sistem ima ve¢ nenielnih resitev (npr: a = —4, B =1 in y = 2), zato so vektoriji v1, vz, v3 linearno
odvisni.
Definicija 2.11 (Baza vektorskega prostora). MnoZico vektorjev {vy,va, ..., vk} imenujemo baza vektor-

skega prostora V, e velja:
L4 V:.,i”(w,vz,...,vk),

e vektorji vi,va, ...,V so linearno neodvisni.
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Trditev 2.4. Naj bosta %y = {vi,va,...,vp} in B3 = {u1,uz,...,un} dve bazi vektorskega prostora V.

Potem je n = m.

Dokaz. Razvijmo vektorje iz baze %, po bazi %,. Potem je
n
U/':ZG,'/'V,‘, zaj=1,2,...m,
i=1

za neke skalarje a;;. Naj bo

ayr dap o Qg B
ayn axp - A | B2 ”
A= in b = cO
| an ap2 nm | | Bm |

tak vektor, da je Ab = 0. Potem je

n m m n m
0= |2 aubi|vi=2_B) awi=2 Bu;
1 =1 =1 j=1

i=1 j=

Ker je %, baza, so uy,uy,...,uy, linearno neodvisni, zato je
Br=B=...=Bn=0.

Torej ima sistem Ab = 0 samo trivialno resitev b = 0. Od tod sklepamo, da je m < n. Ce zamenjamo
vlogi %, in %,, dobimo n < m. Zato je m = n.

O

Definicija 2.12 (Dimenzija vektorskega prostora). Naj bo Z = {vi,v2, ..., v} baza vektorskega prostora

V. Potem Stevilo vektorjev v bazi imenujemo dimenzija (ali razseZnost) vektorskega prostora V. Pisemo
dimV = k.

Definicija 2.13 (Odsek). Naj bo L vektorski podprostor vektorskega prostora V' in naj bo v € V. Potem
je mnoZica vektorjev

v+Ll={v+yyel}

odsek vektorskega prostora L glede na vektor v.
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Poglavje 3

| inearne kode

V tem poglavju bomo definirali osnovne pojme iz teorije kodiranja, ki so pomembni za nadaljne delo.
Definirali bomo, kaj so linearne kode in kako lahko te linearne kode predstavimo s pomocjo generatorske

oziroma kontrolne matrike.
Definicija 3.1. Naj bo n € N in naj bo O" vektorski prostor na obsequ O:
e Koda — Koda C dolZine n je podmnoZica v O".
e Velikost kode — Stevilo elementov kode C se imenuje velikost kode C.
e Beseda — Elementi mnoZice O" se imenujejo besede.
e Kodne besede — Elementi kode C se imenujejo kodne besede.
Definicija 3.2 (Linearna koda). Naj bo C koda v O". Koda C je linearna, e je vektorski podprostor v O".

Definicija 3.3 (Teza). Naj bo O obseg, n naravno Stevilo ter x element vektorskega prostora O". TeZa

vektorja x je stevilo njegovih nenicelnih koordinat. TeZo vektorja x bomo oznaclevali z w(x).
Skozi primere bomo nekatere vektorje iz O" zaradi preglednosti poenostavili iz

01

02
e’

On

0102 ...0p.
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Tako bi na primer vektoriji iz Z3 bili poenostavljeni takole:

0

< 00,
0
0

« 01,
1
1

«— 10,
0
1

— 11
1

Primer 3.1 Tabela nam prikazuje teZo elementov v Z3.

Vektor | Teza Vektor | Teza Vektor | Teza

00 0 10 1 20 1
01 1 11 2 21 2
02 1 12 2 22 2

Primer 3.2 Tabela nam prikazuje teZo elementov v Z3 .

Vektor | Teza Vektor | Teza
000 0 100 1
001 1 101 2
010 1 110 2
011 2 111 3

Definicija 3.4 (Hammingova razdalja). Naj bosta x,y € O". Hammingova razdalja vektorjev x in y je

stevilo koordinat, na katerih se x in y razlikujeta. Hammingovo razdaljo vektorjev x in y bomo oznacevali

zdy(x,y).

Primer 3.3 Tabela prikazuje Hammingovo razdaljo med paroma elementov v Z2.
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00 |01 02|10 |11 |{12]20 21|22
0] 0|1 1 1 2121 2] 2
01| 1 0|1 2 |1 2121 2
02| 1 1 02|21 2121
10| 1 212101 1 1 2] 2
Myl 2 11 2 |1 0|1 2 |1 2
121212 |1 1 1 02|21
20 | 1 212 |1 212101 1
211 2 | 1 2121 2 |1 0] 1
2122 |1 21211 1 1 0

Primer 3.4 Tabela prikazuje Hammingovo razdaljo med paroma elementov v Z3.

000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
000 | O 1 1 2 1 2 2 3
001 1 0 2 1 2 1 3 2
010 | 1 2 0 1 2 3 1 2
011 2 1 1 0 3 2 2 1
100 | 1 2 2 3 0 1 1 2
101 2 1 3 2 1 0 2 1
110 | 2 3 1 2 1 2 0 1
111 3 2 2 1 2 1 1 0

Definicija 3.5 (Minimalna razdalja). Minimalna razdalja kode C je najmanjse izmed Stevil dy(x, y), kjer

sta x in y razli¢ni kodni besedi kode C.

Primer 3.5 Oglejmo si linearne kode iz Z3. Linearni kodi {00,01,02} in {00, 10,20} imata minimalno

razdaljo 1, medtem ko ima linearna koda {00, 22, 11} minimalno razdaljo 2.

Primer 3.6 Naslednje linearne kode v Z3 imajo minimalno razdaljo 1:

{000,001,010,011} , {000,001, 100,101},

{000, 010,100,110}, {000, 010, 101,111},

{000,100,011, 111} .

Koda {000,011,101,110} ima minimalno razdaljo 2.
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Trditev 3.1. Naj bo C linearna koda v O". Potem je njena minimalna razdalja enaka

Wmin = min{w(x); x € C A x #+ 0}.

Dokaz. Ker je Hammingova razdalja translacijska invarianta, potem v splosnem velja

du(x,y) = dulx — 2,y — 2)

za x,y,z iz O". Ce za z vzamemo kar y, potem dobimo

dux,y) =dulx —y,y —y) = du(x —y,0) = w(x —y)

za vsak x,y € O". Torej
min{dy(x,y);x,y € C,x #y} =

min {w(x —y);x,y € C,x # y}
min {w(z);z € C Az # 0}.

O
Naj bo C linearna koda. Ce je C k-dimenzionalen podprostor v O", potem lahko najdemo bazo za C,
ki jo sestavlja k kodnih besed x1,x2,...,xx € O". Vsaka kodna beseda v C je torej linearna kombinacija

kodnih besed iz te baze.

Definicija 3.6 (Generatorska matrika). Naj bo C linearna koda v O". Generatorska matrika kode C je

matrika, katere vrstice sestavljajo bazo za C.

Generatorska matrika za k-dimenzionalno linearno kodo v O" je k x n matrika, katere rang je k.
Obratno, katera koli kK x n matrika z rangom k je generatorska matrika za neko kodo. Da bi poiskali vse
kodne besede linearne kode, katere generatorska matrika je G, moramo z matriko pomnoziti vse vektorje
iz Ok,

Primer 3.7 Oglejmo si linearno kodo v Z3, katere baza je mnoZica {0002, 1001,0100}. Ta baza nam porodi

generatorsko matriko
0 0 0 2

G=110 0 1
01 00

Da bi poiskali vse kodne besede linearne kode, katere generatorska matrika je G, moramo z matriko
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pomnoZiti vse vektorje iz Z3. Tako nam mnoZenja

G

0 0 0O
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dajo kodne besede

0000, 0100, 0200, 1001, 1101, 1201, 2002, 2102, 2202,
0002, 0102, 0202, 1000, 1100, 1200, 2001, 2101, 2201,
0oo1, 0101, 0201, 1002, 1102, 1202, 2000, 2100, 2200.

Primer 3.8 Oglejmo si linearno kodo v Z3, katere baza je mnoZica {00011,01110,11100}. Ta baza nam

porodi generatorsko matriko:
000 11

G=101110

Da bi poiskali vse kodne besede linearne kode, katere generatorska matrika je G, moramo z matriko

pomnoZiti vse vektorje iz Z3.

11 11G=1100 0 1

Tudi mnozica {10001,01101,10010} je baza te iste linearne kode. Kodne besede zapiSemo v vrsticah

generatorske matrike G'.
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Kodne besede lahko najdemo tudi s pomo¢jo generatorske matrike G’, ampak v druga¢nem vrstnem redu.

[0 0 o]o=[ov00s]

11 1]16¢=[0111 0]

Primer 3.9 Poglejmo si linearno kodo v Z3, katere baza je mnoZica {143,212}. Ta baza nam porodi

generatorsko matriko:

Da bi poiskali vse kodne besede linearne kode, katere generatorska matrika je G, moramo z matriko
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pomnoZiti vse vektorje iz Z2:

00 G =000, 10G =143,
01G=212, 11 G =300,
02G =424, 12GC =012,
03G =131, 13G =224,
04 G =434, 14GC =43,

Kodne besede so

000, 212, 424, 131,
231, 443, 100, 312,
412, 124, 331, 043,

206G =231, 30G =324, 40GC =412,
21G=443, 31G=031, 41GC =124,
226G =100, 32G=243, 42GC =33,
236G =312, 33G =400, 43 G =043,
24 G =024, 34G=112, 44 G = 200.
434, 143, 300, 012, 224, 431,
024, 324, 031, 243, 400, 112,
200.

Definicija 3.7 (Osnovne vrsti¢ne operacije). Osnovne vrsti¢ne operacije na matrikah naredimo tako, da

zamenjamo poljubno vrstico te matrike z vsoto te vrstice in veckratnikom neke druge.

Ce imamo generatorsko matriko G za linearno kodo C, potem vse ostale generatorske matrike za C

dobimo iz matrike G z uporabo osnovnih vrsti¢nih operacij.

Primer 3.10 V primeru [3.8] smo videli, da ima linearna koda naslednji generatorski matriki:

G =

0 0
0 1
11
10
0 1
10

.
0

0
1

Matriko G’ lahko dobimo iz matrike G z osnovnimi vrsti¢nimi operacijami:

1. zamenjaj drugo vrstico z vsoto prve in druge vrstice:

0 00
011
1T 11

11
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2. zamenijaj tretjo vrstico z vsoto prve in tretje vrstice:

00011

000 11
GG=]101 1011
10010

Definicija 3.8 (Ekvivalentni kodi). Naj bosta C; in G, linearni kodi v O". Naj bo Gy generatorska matrika
kode Cy in naj bo G, generatorska matrika kode C,. Kodi C; in C, sta ekvivalentni, ¢e lahko G, dobimo

iz Gy z uporabo osnovnih vrsti¢nih operacij in z zamenjavo stolpcev.

Primer 3.11 Oglejmo si linearni kodi v Z3. Matrika

12 01
G =
2 010

je generatorska matrika linearne kode {0000,2010, 1020, 1201,0211,2221,2102, 1112, 0122}. Matrika

21 20
1T 1 21

je generatorska matrika linearne kode {0000, 1121,2212,2120,0211,1002,1210,2001,0122}. Linearni

kodi sta ekvivalentni, ker matriko G dobimo iz matrike (', ¢e izvedemo sledefe operacije:
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1. prvo vrstico nadomestimo z dvakratnikom prve vrstice:

21 0 2
G = ,
2 010

2. drugo vrstico nadomestimo z vsoto prve in druge vrstice:

21 0 2
Gy = ;
11 1 2
3. zamenjamo tretji in Cetrti stolpec:
21 20
G=
11 21

Definicija 3.9 (Kanoni¢na forma). Generatorska matrika G k—dimenzionalne linearne kode v O" je v
kanoniéni formi, e velja

G=[l:A],

kjer je | identi¢na matrika velikosti k x k, A pa matrika velikosti k x (n — k). Generatorsko matriko G
lahko preoblikujemo v kanoni¢no formo z osnovnimi vrsti¢nimi operacijami in z zamenjavo stolpcev. Torej

sta kodi, ki jih generirata generatorska matrika in njena kanoni¢na forma ekvivalentni.

Primer 3.12 Naj bo
0 0 01

10 00

generatorska matrika linearne kode {0000, 0001,1000,1001} v Z3. Da pretvorimo G v kanoni¢no formo,

najprej zamenjamo prvi in drugi stolpec. Dobimo

000 1
G =
010

o

Potem zamenjamo prvi in zadnji stolpec in dobimo

o -
- O
o o
o O
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Vidimo, da je sedaj G, v kanoni¢ni formi, kjer je

Generatorska matrika Gy, ki je v kanoni¢ni formi, nam da 3tiri kodne besede:

0000, 1000, 0100, 1100.

Primer 3.13 Dana je generatorska matrika

0 0 11
G={0120
13 00

linearne kode v Zji. Da spremenimo G v kanoni¢no formo, bomo najprej uporabili osnovne vrsti¢ne

operacije. Najprej zamenjamo drugo vrstico, tako da seStejemo dvakratnik prve in druge vrstice. Dobimo

0 0 11
G=({010 2
1 3 00

Potem zamenjamo tretjo vrstico tako, da seStejemo drugo in tretjo vrstico. Dobimo

00 11
G=(010 2
1T 0 0 2

1002
Gs=|01 0,2
|

0 0 111
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Vidimo, da je G3 v kanoni¢ni formi, kjer je

Linearna koda generatorske matrike G je ekvivalentna linearni kodi generatorske matrike Gs, ki je v
kanoni¢ni formi.

Primer 3.14 Dana je generatorska matrika

iz katere dobimo linearno kodo {00000, 00001,00110,00111, 11000, 11001,11110, 11111} v Z3.
Da spremenimo G v kanoni¢no formo, bomo najprej uporabili osnovne vrsti¢ne operacije. Najprej

zamenjamo tretjo vrstico, tako da seStejemo drugo in tretjo vrstico. Dobimo

0 0 0 01
G=(001 11
1T 1000

Potem zamenjamo drugo vrstico tako, da seStejemo prvo in drugo vrstico. Dobimo

0 00 01
G={00110
110 0 0
Zamenjamo prvi in zadnji stolpec. Dobimo
10 0 0O

G=[00110



Slivnik A. Kode za popravljanje napak
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Koper, 2010 31

Na koncu zamenjamo drugi in tretji stolpec. Dobimo

100 : 0 0
Gi=|l0 10,10
!
0 0 110 1
Vidimo, da je sedaj Gj v kanonicni formi, kjer je
0 0
A=11 0
0 1

Linearna koda, ki smo jih dobili iz generatorske matrike Gy, ki je v kanoni¢ni formi, je
{00000, 10000, 01010, 00101, 11010, 10101, 01111, 11111} .

Definicija 3.10 (Kontrolna matrika). Naj bo G generatorska matrika velikosti k x n. Kontrolna matrika

generatorske matrike G je matrika H velikosti n — k x n, za katero velja
GH' = 0.

Izrek 3.1. Naj bo G = [l : A] generatorska matrika v kanoni¢ni formi velikosti k x n, kjer je I identi¢na

matrika velikosti k x k. Potem je kontrolna matrika kode C
H=[-A":14],

kjer je Iy identi¢na matrika velikosti (n — k) x (n — k).

Dokaz. Pokazati moramo, da je vsak element zmnozka (GH); = 0. Torej

| B | T
GHT = [/cA]' —ATIH]

_ [,GA]. e
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= g (A +A- Iy
= —-A+A
0 --- 0
0 - 0
O

Ce G ni v kanoniéni formi, lahko najdemo matriko H tako, da spremenimo matriko G v kanoni¢no
formo. Potem izra¢unamo Hc. S pomodjo obratnega vrstnega reda operacij na stolpcih pretvorimo He v
H.

Primer 3.15 Dana je generatorska matrika za linearno kodo v Z3

10 010 1
G=|l0 10,1 1|
00 1;1 0
ki je v kanoni¢ni formi. Potem je
0 1
A=111
10

01 1'1 0
H=[-AT:1]=[AT:1]= |
1T 1 0:0 1
Kot smo pricakovali, smo dobili
_O 1_
10 0 0 1 1 1 0 0
GH'=]0 10 1 1 1 0|=|0o0
001 10 10 0 0
_O 1_
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Primer 3.16 Naj bo

generatorska matrika za linearno kodo

{00000, 00001,00110,00111,11000, 11001, 11110, 11111} C Z3.

Generatorsko matriko G spremenimo v matriko G, ki je v kanoniéni formi

100 : 00
Gce=|01 0,10
\
0 0 1:0 1
z naslednjimi operacijami:
1. Tretjo vrstico zamenjamo z vsoto druge in tretje vrstice.
2. Drugo vrstico zamenjamo z vsoto prve in druge vrstice.
3. Zamenjamo prvi in peti stolpec.
4. Zamenjamo drugi in tretji stolpec.
S pomogjo izreka [3.1] pois€emo kontrolno matriko He:
01 0'10
He = |
0 0 1:0 1

Da najdemo kontrolno matriko matrike G, moramo upostevati zamenjavo stolcev, ki smo jih uporabljali, ko
smo spremenili matriko G v kanoni¢no formo G, iste zamenjave stolpcev naredimo v sedanji matriki He,
vendar v obratnem vrstnem redu.

Najprej zamenjamo drugi in tretji stolpec. Dobimo

00110
01 0 0 1
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Potem zamenjamo prvi in peti stolpec. Dobimo

00110
H =
11 0 00
Preverimo ) )
0 1
0 0 0 01 0 1 0 0
GH' =100 1 1 1 1 0|l=]00
11 1 1 1 1 0 0 0
_O 0_
Primer 3.17 Dana je generatorska matrika
17 0 1
G= ,
0 1 1

iz katere dobimo linearno kodo {000,101,011,110} C Zg. Matrika G je v kanoni¢ni formi. Kontrolna

=111 ]

Preverimo, kaj se zgodi, ¢e elemente v Z3 pomnoZzimo s H':

matrika je

000 H" = 0,
001 H™ = 1,
010 HT = 1,
01MH" = 0,
100HT = 1,
101 HT = 0,
MOHT = 0,
M HT = 1.

Produkt matrike H' in kateri koli kodne besede, ki smo jth zgenerirali iz matrike G, so ni¢, ostali produkti
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so razli¢ni od nic.

Primer 3.18 Dana je generatorska matrika iz Z3 v kanoni¢ni formi

H

PomnoZimo z matriko H' vse vektorje iz Z3:

000 H™
001 HT
002 H”
010 H”
011 HT
012 HT
020 H™
021 HT
022 HT

100 H'
101 HT
102 HT
10 HT
1M HT
M2 HT
120 HT
121 HT
122 HT

0 2

|
—_—

|
o o N

I
SIRNENN

200 HT
201 HT
202 HT
210 HT
211 HT
212 HT
220 HT
21 HT
222 HT

Zopet opazimo, da je produkt vektorjev z matriko H” enak ni¢. Naslednja trditev nam pove, da to ni

slucaj.

Trditev 3.2. Naj bo G generatorska matrika linearne kode C ter naj bo H njena kontrolna matrika. Za

poljuben vektor x € O" velja

Dokaz.

xH'=0& x e C.

(<) Ce je x € C, potem je x = yG za nek vektor y dimenzije k. Torej je xH = yGH'. Ker pa je

GH' =0, je torej tudi xH™ = 0.

(=) Rang matrike H (in zato tudi matrike H') je (n — k), saj vsebuje identi¢no matriko dimenzije

(n — k) x (n — k) kot podmatriko. Ce i¥¢emo vse vektorje iz O, ki so pravokotni na vsako vrstico

matrike H, dobimo n—(n—k) = k dimenzionalno resitev. Podprostor vseh vektorjev, ki so pravokotni
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na vsako vrstico matrike H, je ravno podprostor, ki ga generirajo vrstice matrike G, torej ravno
linearna koda C. Ce je torej nek vektor x pravokoten na vsako vrstico matrike H, potem mora x

pripadati linearni kodi C.
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Poglavje 4

Kodiranje in dekodiranje

Naj bo G generatorska matrika linearne kode C vektorskega prostora O". Torej je G matrika dimenzije
k x n, kjer je k dimenzija kode C.

Naj bo v vektor iz vektorskega prostora O. V procesu kodiranja vektor v pomnoZimo z matriko G.
Dobljeno kodno besedo oznatimo z b, kjer je b = v- G. Prvim k bitom kodne besede b pravimo sporocilo,
zadnjim n-k bitom pa pravimo kontrolni biti. Ce je G v kanoni¢ni formi, potem je sporotilo kodne besede
b (torej prvih k bitov) kar enako vektorju v.

Vektor b sedaj po nekem komunikacijskem kanalu (radijski valovi, telefon, internet ...) prenesemo do
drugega uporabnika. Med prenosom se vektor b lahko “pokvari” in se nekaterti biti vektorja b spremenijo.
Uporabnik tako prejme vektor b4, ki ni nujno enak vektorju b. V tem primeru se pojavi vprasanje, v kateri
vektor kode C naj dekodiramo vektor b1? Za pojasnitev procesa dekodiranja potrebujemo 3e naslednjo

definicijo.

Definicija 4.1 (Sindrom). Naj bo C linearna koda s pripadajoco generatorsko matriko G dimenzije k x n

in kontrolno matriko H. Naj bo b poljubna beseda iz O". Sindrom za besedo b je podan kot s = bH'.

Algoritem za dekodiranje je dokaj preprost. Za poljubno besedo b izratunamo sindrom s. |z odseka
{b + C} izberemo vektor e z najmanj$o teZo in s pomo&jo njega dekodiramo kodno besedo b v kodno
besedo b —e.

Primer 4.1 Naj bo matrika
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generatorska matrika linearne kode C v Z3 in

njena kontrolna matrika.
Da sestavimo tabelo sindromov, bomo zacleli z elementi v C, kateri imajo sindrom 00. Prva vrstica

tabele sindroma izgleda takole:

Sindrom Odsek Minimalni

00 0000 0011 1100 1111 0000

kjer je sindrom na levi strani, kodne besede iz C so v sredint in vektor z minimalno tezo je na desni strani.

Sedaj bomo izbrali vektor, ki ne pripada C-ju in izratunamo njegov sindrom. Pri ra¢unanju sindroma
ne smemo pozabiti, da je seStevanje v Z, isto kot odStevanje. |zberemo 0001, kateremu pripada sindrom
10. Da dobimo odsek, kateremu pripada beseda 0001, besedi 0001 pristejemo vse kodne besede kode
C. V tem primeru imamo dva vektorja z minimalno razdaljo v tem odseku, vendar si izberemo samo en

(poljuben) vektor.
Sindrom Odsek Minimalni

00 0000 0011 1100 1111 0000
10 0001 0010 1101 1110 0001

Nato izberemo drug vektor, in izratunamo njego sindrom. Ce izberemo 0110, je sindrom 11 in lahko

dodamo novo vrstico tabeli sindroma:

Sindrom Odsek Minimalnt

00 0000 0011 1100 1111 0000
10 0001 0010 1101 1110 0001
11 0110 0101 1010 1001 0101

Ponovno izberemo poljubni vektor z minimalno razdaljo.

Izberemo Se en vektor in izratunamo njegov sindrom. Ce izberemo 0100, je sindrom 01. Uporabimo
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to, da zaklju¢imo tabelo:

Sindrom Odsek Minimalni

00 0000 0011 1100 1111 0000
01 0100 0111 1000 1011 0100
10 0001 0010 1101 1110 0001
11 0110 0101 1010 1001 0101

Sedaj uporabimo tabelo za popravljanje napak. Predpostavimo, da moramo vektor 1010 popraviti. Iz-
rac¢unamo njegov sindrom, ki je 11. Dodamo ga vektorju z minimalno teZo v odseku s sindromom 11 za
1010:

1010 + 0101 = 1111.

Popravljena kodna beseda je 1111.
Ce zelimo popraviti vektor 0111, najprej izraCunamo njegov sindrom, ki je 01. Vektorju 0111 priStejemo

vektor iz njegovega odseka, ki ima minimalno tezo:

0111 4+ 0100 = 0011.

Popravljena kodna beseda je 0011.
Ce Zelimo popraviti vektor 1110, najprej izracunamo njegov sindrom, ki je 10. Vektorju 1110 priStejemo

vektor iz njegovega odseka, ki ima minimalno tezo:

1110 + 0001 = 1111.

Popravljena kodna beseda je 1111.
Ce Zelimo popraviti vektor 1100, je njegov sindrom 00, kar pomeni, da je kodna beseda, zato popravek

ni potreben.
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Poglavje 5

Ciklicne kode

V tem poglavju bomo spoznali posebni razred kod, ki imajo lepo matemati¢no lastnost.

Definicija 5.1. Naj bo O poljuben obseg in n € N. Za vektor ¢ = (cp, ¢1, ..., ch—1) iz vektorskega prostora
O" naj bo ¢’ € O" vektor podan s

¢ = (Ch1,€0,C1y s Cn2).

Definicija 5.2. Linearna koda C v O" je cikli¢na, kadar za vsak ¢ € O" velja
ceC=delC.

Primer 5.1 Primer ciklitne kode na Z7, sestavljene iz kodnih besed:

0000000, 1011100, 0101110, 0010111,
1001011, 1100101, 1110010, 0111001.

Za laZje razumevanje cikli¢nih kod, bomo vsakemu vektorju ¢ € O" priredili ustrezen polinom iz O[x].

Definicija 5.3. Najbo O poljuben obseg in n naravno Stevilo. Za vektor ¢ = (co, ¢1, ..., c,—1) iz vektorskega

prostora O" naj bo c(x) = c,_1x"" + ... + c1x + ¢o.

Nadalje v tekstu ne bomo razlikovali med kodnimi besedami in njim prirejenimi polinomi.

O veljavnosti naslednje leme se bralec lahko prepri¢a sam.

Lema 5.1. Naj bo C ciklicna koda v O" in naj bo ¢ = (co, ¢1, ..., ca—1) € C. Potem velja

c'(x) = xc(x) — cpog (x" = 1).
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Lema 5.2. Naj bo O poljuben obseg ter n poljubno naravno Stevilo. Naj bo C ciklicna koda v O" in naj

bo c(x) € C. Potem velja:
i) xic(x) € Cza0<i<n—1—deg(c(x));
ii) x'c(x) € C,0< i < n—1—deg(c(x)), so linearno neodvisne kodne besede;
iii) a(x)c(x) € C za vsak a(x) € Olx] z deg(a(x)) < n — 1 — deg(c(x)).
Dokaz.

i) Octitno trditev velja za i = 0. Privzemimo sedaj, da trditev velja za nek i, 0 < i < n —2 — deg(c(x)).
Pokazali bomo, da potem trditev velja tudi za i + 1. Ker je i < n—2—deg(c(x)), je stopnja polinoma
x'c(x) manj$a od n — 1. Po lemi 5.1]je torej (xic(x)) = x(x'c(x)) = x*'c(x) € C. Torej trditev res

velja za vsak i, 0 < i < n—1—deg(c(x)).

it) Med kodnimi besedami xc(x), 0 < i < n —1— deg(c(x)) je natanko ena kodna beseda stopnje j za

deg(c(x)) < j < n—1. Torej so kodne besede res linearno neodvisne.

it) Sledi neposredno iz totke [l) zgoraj, ker je koda C linearna.
O

Izrek 5.1. Naj bo O poljuben obseg ter n poljubno naravno stevilo. Naj bo C cikli¢na koda v O" in naj
bo g(x) € C nenicelni polinom z vodilnim koeficientom 1, ki ima najmanjSo stopnjo med vsemi nenielnimi

polinomi v C. Potem velja:
i) g(x) je enoli¢no dolocen;
ii) g(x) deli c(x) za vsak c € C;
iit) g(x) deli x™ —1 v O[x);
iv) dimenzija kode C je enaka n — deg(g(x)).
Dokaz.

i) Naj bosta g1(x) € C in gz(x) € C dva nenicelna polinoma z vodilnim koeficientom 1 ter najmanjSo
mozno stopnjo. Potem ima polinom p(x) = g1(x) — g2(x) € C stopnjo manjSo od stopnje polinomov
gi(x) in ga(x). Ce je p(x) neniceln polinom, potem naj bo a(a € O) njegov vodilni koeficient. Polinom
a 'p(x) € C je potem neniteln polinom z vodilnim koeficientom 1 ter stopnjo manj$o od stopnje

polinomov g1(x) in ga(x), kar pa je protislovje. Torej je p(x) niceln polinom, kar pa pomeni, da je

g1(x) = ga(x).
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i) Izberimo si c(x) € C in naj bosta a(x) in r(x) taka polinoma, da velja c(x) = a(x)g(x) + r(x),
kjer je deg(r(x)) < deg(g(x)). Ker je deg(a(x)) + deg(g(x)) = deg(c(x)) < n —1, je deg(a(x)) <
n —1 —deg(g(x)). Po totki leme 5.2 je torej a(x)g(x) € C. Ker je koda C linearna, je tudi
r(x) = c(x) —a(x)g(x) € C. Ce je r(x) nenicelni polinom, potem podobno kot v dokazu toéke zgoraj
konstruiramo nenicelni polinom iz C, ki ima vodilni koeficient 1 ter stopnjo manjSo od deg(g(x)), torej

je protislovje. Torej je r(x) ni¢eln polinom, kar pa pomeni, da g(x) deli ¢(x).

iii) Naj bo ¢(x) € C poljuben polinom stopnje n — 1 in z vodilnim koeficientom 1 (tak polinom vedno
obstaja po toékl@ lemeln ker je koda C linearna). Po lemldoblmo, daje x" =1 = xc(x)—c’(x).
Ker polinom g(x) deli vsak polinom kode C, deli tako polinom xc(x) kot tudi polinom ¢’(x). Torej deli

tudi njuno razliko, to pa je ravno polinom x" — 1.

iv) Naj bo ¢(x) poljuben polinom kode C. Po totki[ii) zgoraj je c(x) = a(x)g(x). Pri tem velja deg(a(x)) =
deg(c(x)) — deqg(g(x)) < n —1 — deg(g(x)). Torej je c(x) linearna kombinacija polinomov x‘g(x),0 <
i < n—1—deg(g(x)). Ker so ti polinomi tudi linearno neodvisni po tocki[ij) leme 5.2] je dimenzija

kode C ravno n — deg(g(x)).

Polinomu g(x) iz izreka [5.7] retemo tudi generatorski polinom cikli¢ne kode C.
Primer 5.2 V primeru je generatorski polinom g(x) = x* + x> + x> + 1. Vse kodne besede so torej
oblike (a2x? + a1x + ag)g(x), kjer je a; € Z,. Prav tako se lahko prepri¢amo tudi, da g(x) deli x” —1, saj
jex’ —1=("+x3+x2+ 1)+ x2+1).

Temu sledi vprasanje: Ali so vsi delitelji x” — 1 generatorski polinomi kaksne ciklicne kode? To lahko

dokazemo z naslednjim izrekom.

Izrek 5.2. Naj bo O poljuben obseg ter n poljubno naravno Stevilo. Naj bo g(x) € O|x]| delitelj polinoma
x" — 1. Potem je

C = {i(x)g(x)]i(x) € Olx], deg(i(x)) < n — deg(g(x))}
cikliéna koda z generatorskim polinomom g(x).

Dokaz. Otitno je C linearna koda. Ce je ciklicna, potem je g(x) njen generatorski polinom, saj ima
vodilni koeficient 1 ter najnizjo moZno stopnjo med nenifelnimi polinomi mnozice C. Pokazati moramo
torej samo 3e to, da je C ciklitna koda. Naj bo g(x) = x* + gs_1x*~" 4+ --- + go in naj bo h(x) = X~ =

X" 4 hy_s qx" 71 4 - 4 hix + hg. Izberimo si poljubni polinom c(x) = i(x)g(x) iz kode C (torej je
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deg(i(x)) < n —s). Po lemi5.1] dobimo:

dix) = xe(x)—cpo(x" =1)
= xi(x)g(x) — co_1h(x)g(x)

= (xi(x) = ca—1h(x)) g(x).

Ce je c,_1 = 0, potem je deg(i(x)) < n —s — 1. Torej je stopnja polinoma xi(x) — c,_1h(x) = xi(x) manjsa
od n—s. Ce pa je ¢,—1 # 0, potem imata polinoma xi(x) in ¢,—1h(x) stopnjo n — s ter vodilni koeficient
Cn—1. Zato je polinom xi(x) — c,—1h(x) zopet stopnjo manj$i od n — s. Torej je v vsakem primeru ¢’ zopet
element kode C. To pa pomeni, da je C cikli¢cna koda.
O
Ta dva izreka nam povesta, da lahko preucujemo cikli¢ne kode tako, da preucujemo delitelje polinoma
x" =1

Primer 5.3 Naj bo n =7 in O = Z,. Polinom x” — 1 lahko faktoriziramo kot

X' =1 =x=1)0+x+ 1) +x°+1).

Ker so koeficienti polinomov iz obsega Z;, lahko minuse nadomestimo s plusi:

X 1= x4+ +x+1)03+x2+1).

Na voljo imamo 8 generatorskih polinomov:
o 1=1,
e x+1=x+1,

e X+ x+1=x>+x+1,

X+ x2+1=x3+x%2+1,

X+ +x+1)=x"+ 3 +x2+1,

o x+NPH+X2+)=x"+x2+x+1,
o (CHX+NN+X+N) =X+ X+ X+ X3+ X2+ x4+ 1,

o X+ HXx+NC+X2+1)=x +1.
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Za nas$ primer si izberimo generatorski polinom g(x) = x>+ x?+1. Cikli¢na koda, ki jo porodi generatorski

polinom g(x), je mnoZica vseh polinomov oblike
C = {i(x)( + x* + 1)]i(x) € Zy[x], deg(i(x)) < 7 —3}.

Ce pomnoZimo generatorski polinom z vsemt polinomi, ki ustrezaju pogoju, dobimo:

0-g(x) = 0,
1-gx) = X>+x>+1,
x-g(x) = x*4+x+x,
x+1)-gx) = x*+x2+x+1,
X2 gx) = x> +xT4+x%
>+1)-gx) = X+x"+x>3+1,
(X+x)-gx) = +xX3+x2+x,
CHx+1-g(x) = X>+x+1,
x3ogx) = x4 x4+ X3,
1) -gx) = xXP+x>+x2+1,
(CHx)-gx) = P+ +xM+x,
CHx+1-gx) = XL+ +x+3+x%2Hx+1,
(C+x%)-glx) = xP+xP+ 3+ 52
CHEX+FD)-gx) = L+x+1,
CHExX2+x)-g(x) = xX®+x%>+x,
(CHxX2+x+1)-gx) = x°+x3+x+1.

Cikli¢na koda, ki jo porodi generatorski polinom g(x) = x> + x* + 1, je torej:

0000000, 0001011, 0010110, 0011101,
0101100, 0100111, 0111010, 0110001,
1011000, 1010011, 1001110, 1000101,
1110100, 1111111, 1100010, 1101001.
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5.1 Generatorska in kontrolna matrika cikli¢nih kod

Naj bo C ciklicna koda dimenzije k v O". Pokazali smo, da ima koda C generatorski polinom g(x) stopnje
n—k, tji. g(x) = x"%+ g, 4 1x"*T+ ...+ gix + go, kot tudi, da so x/g(x),j =0,1,...,k—1 linearno

neodvisne kodne besede. To pomeni, da je generatorska matrika kode C enaka

_go TR 1 0 0 0|
0 go g1 - Gni1 1 0 0
G=
0 -~ 0 go g1 e Gk 1 0
| 0 -+ -0 go g1 Gn—k-—1 1 ]

Tako ima G v prvi vrstici koeficiente polinoma g(x), preostalth k — 1 vrstic so dobljene z "zamikanjem”
elementov prve vrstice in predstavljajo koeficiente polinomov x‘g(x) za 1 < i < n — deg(g(x)).

Primer 5.4 Naj bo O = Z,. Ce polinom x'®> — 1 & O[x] faktoriziramo, dobimo

7 5 4

XP—1=x=1)+x+ )X+ X+ X2+ x+ D =X +x° —xT+ x> —x +1).
Ker delamo nad obsegom Z;, je to isto kot

XPH 1=+ +x+ N+ + 2+ x+ )+ X+ + X + P+ x +1).

Iz mnoZice moznih generatorskih polinomov izberimo g(x) = x® + x” + x> + x* + x> + x + 1. Seveda bi
lahko izbrali za generatorski polinom tudi kak$en drug delitelj polinoma x> — 1. Generatorska matrika

kode C, ki jo porodi generatorski polinom g(x), je

(1 1011101100000 0]
0110111011000 00
0011011101100 00
G=l000110111011000
000011011101 100
000001101 11011°0
(0000001 10111011 |
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Da bi dobili vse kodne besede cikli¢cne kode C, moramo generatorsko matriko G pomnoziti z vsemt vektorji

. 6.
iz Z5:

| Kodna beseda

Beseda

Beseda : Kodna beseda

Beseda : Kodna beseda

[0000000] | [000000000000000]
[0000011]3[00000101100110ﬂ
[0000110] | [000010110011010]
[0001001]3[00011000110001ﬂ
[0001100] | [000101100110100]
[0001111]3[00010011111100ﬂ
[0010010] | [001100011000110]
[0010101]3[00111001110011ﬂ
[0011000] | [001011001101000]
[0011011]:[00101001010010ﬂ
[0011110] | [001001111110010]
(0100001] ' [011011011011011]
(0100100] | [011000110001100]

[0100111] 1 [011001101000001]

‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
l
0101010} | [011100111001110)
[0101101]3[011110111101111]
[0110000] | [010110011010000)
[0110011]3[01011100001110ﬂ
[0110110] | [010100101001010]
[0111001]3[01000001011001ﬂ
[0111100] | [010011111100100]
[0111111]3[01001010010100ﬂ
[1000010] | [110110110110110]
[1000101]3[11010011001011ﬂ
[1001000] ' [110001100011000]
[1001011] 1 [110000111010101]
[1001110]3[110011010000010]
[1010001] 1 [111010011001011]

[0000001] | [000000110111071]
[0000100]3[0000110111011001
[0000111] | [000010000100001]
[0001010]3[000111010101110]
[0001101] | [000101010001111]
[0010000]3[0011011101100001
[0010011] | [001100101111101]
[0010110]3[0011110001010101
[0011001] | [001011111010011]
[0011100]3[001000010000100]
[0011111] | [001001001001001]
[0100010]3[011010000010110]
(0100101] | [011000000110111]
[o1o1000]3[011101010111000]
(0101011] | [011100001110101]
[0101110]3[0111111001000101
(0110001] | [010110101101011]
[0110100]3[0101010001111001
[0110111] | [010100011110001]
[0111010]3[0100010011111101
[0111101] | [010011001011111]
[1000000]3[1101110110000001
[1000011] | [110110000001101]
[1000110]3[1101011010110101
[1001001] | [110001010100011]
[1001100] 1 [110010111110100)
[1001111]3[11001110011100ﬂ
[1010010] 1 [111011000000110]

[0000010] 1 [000001101110110]
[0000101]3[00001110101011ﬂ
0001000] | [000110111011000]
[0001011]3[00011110001010ﬂ
[0001110] | [000100001000010]
10010001] ! [001101000001011]
0010100] | [001110101011100]
0010111] ' [001111110010001]
[0011010] | [001010100011110]
0011101 ' [001000100111111]
0100000] | [011011101100000]
0100011] ' [011010110101101]
0100110] | [011001011111010]
0101001] ' [011101100000011]
0101100] | [011110001010100]
0101111] 1 [011111010011001]
0110010 | [010111110100110]
0110101] 1 [010101110000111]

[0111000] | [010000100001000]

(0111011] 1 [010001111000101]

(0111110] | [010010010010010]
[1000001] 1 [110111101111011]
[1000100] ! [110100000101100]

[1000111] 1 [110101011100001]

|
|
|
|
|
|
1
[1001010] | [110000001101110]
[1001101] 1 [110010001001111]

|
[1010000] | [111010101110000]

|

|

[1010011] 1 [111011110111101]
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| Kodna beseda

Beseda

Beseda Kodna beseda

Beseda Kodna beseda

[1010100] 1 [111001110011100]
[1010111]3[11100010101000ﬂ
[1011010] 1 [111101111011110]
[1011101]3[11111111111111ﬂ
[1100000] 1 [101100110100000]
[1100011]i[10110110110110ﬂ
[1100110] | [101110000111010]
[1101001]3[10101011100001ﬂ
[1101100] | [101001010010100]
[1101111]3[10100000101100ﬂ
[1110010] | [100000101100110]
[1110101]i[1ooo1o1o1ooo11ﬂ
[1111000]3[100111111001000]

[1111011] | [100110100000101]
[1111110] | [100101001010010]

C = {000000000000000,
000011011101100,
000110111011000,
000101100110100,
001101110110000,
001110101011100,
001011001101000,
001000010000100,
011011101100000,
011000110001100,
011101010111000,
011110001010100,
010110011010000,
010101000111100,

[1010101] 1 [111001000100111]
[1011000]3[111100010101000]
[1011011] 1 [111101001100101]
[1011110]3[1111101001100101
[1100001] 1 [101100000011011]
[1100100]3[1011111010011001
[1100111] 1 [101110110000001]
[1101010]3[1010111000011101
[1101101] | [101001100101111]
[1110000]3[100001000010000]
[1110011] | [100000011011101]
[1110110]3[100011110001010]
[1111001] | [100111001110011]
[1111100]3[100100100100100]

[1111111] | [100101111101001]

[1010110] 1 [111000011101010]

[1011001] ' [111100100010011]

[1011100] | [111111001000100]

[1011111] ' [111110010001001]

[1100010] , [101101011010110]

[1100101] ' [101111011110111]

[1101000] | [101010001111000]

[1101011] 1 [101011010110101]

[1101110] | [101000111100010]

[1110001] 1 [100001110101011]

[1110100] | [100010011111100]

[1110111] 1 [100011000110001]

[1111010] | [100110010111110]
|
|

[1111101] 1 [100100010011111]

Cikli¢na koda C z generatorskim polinomom g(x) oziroma z generatorsko matriko G je

000000110111011, 000001101110110, 000001011001101,
000011101010111, 000010110011010, 000010000100001,
000110001100011, 000111010101110, 000111100010101,
000101010001111, 000100001000010, 000100111111001,
001101000001011, 001100011000110, 001100101111101,
001110011100111, 001111000101010, 001111110010001,
001011111010011, 001010100011110, 001010010100101,
001000100111111, 001001111110010, 001001001001001,
011011011011011, 011010000010110, 011010110101101,
011000000110111, 011001011111010, 011001101000001,
011101100000011, 011100111001110, 011100001110101,
011110111101111,  011111100100010, 011111010011001,
010110101101011, 010111110100110, 010111000011101,
010101110000111, 010100101001010, 010100011110001,



Slivnik A. Kode za popravljanje napak
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije Koper, 2010 48

010000100001000, 010000010110011, 010001001111110, 010001111000101,
010011111100100, 010011001011111, 010010010010010, 010010100101001,
110111011000000, 110111101111011, 110110110110110, 110110000001101,
110100000101100, 110100110010111, 110101101011010, 110101011100001,
110001100011000, 110001010100011, 110000001101110, 110000111010101,
110010111110100, 110010001001111, 110011010000010, 110011100111001,
111010101110000, 111010011001011, 111011000000110, 111011110111101,
111001110011100, 111001000100111, 111000011101010, 111000101010001,
111100010101000, 111100100010011, 111101111011110, 111101001100101,
111111001000100, 111111111111111,  111110100110010, 111110010001001,
101100110100000, 101100000011011, 101101011010110, 101101101101101,
101111101001100, 101111011110111, 101110000111010, 101110110000001,
101010001111000, 101010111000011, 101011100001110, 101011010110101,
101001010010100, 101001100101111, 101000111100010, 101000001011001,
100001000010000, 100001110101011, 100000101100110, 100000011011101,
100010011111100, 100010101000111, 100011110001010, 100011000110001,
100111111001000, 100111001110011, 100110010111110, 100110100000101,
100100100100100, 100100010011111, 100101001010010, 100101111101001}.

Izrek 5.3. Naj bo O poljuben obseg ter n poljubno naravno stevilo. Naj bo C cikli¢na koda dimenzije k v
O™ in naj bo g(x) € C generatorski polinom kode C. Naj bo h(x) = % = xk+h x4+ hix+ho
in naj bo g*(x) = x*h(x7") = hox* + hix*"+. ..+ h_1x+1. Potem je kontrolna matrika kode C matrika

dimenzije n — k x n, ki je podana z

1 hgq o oo by ho 0 -~ -~ 0
0 1 heq oo e hy hy O - 0
H =
0o .- 0 1 hgq -+ - hy hy O
0o - 0 1 het =+ - hi ho |

V prvi vrstici matrike H so torej koeficienti polinoma g=*(x), preostale n — k — 1 vrstice pa dobimo z

"zamikanjem” prve vrstice v desno.

Dokaz. Pokazati moramo, da je matrika GH' nitelna matrika. Vzemimo i-to (1 < i < k) vrstico matrike
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G ter j-ti (1 < j < n — k) stolpec matrike H' (torej j-to vrstico matrike H). i-ta vrstica matrike G je
[ 0 --- 0 go g1 -+ Gongg 1 0 --- 0 ]
j-ta vrstica matrike H pa je
[0 oo 001 hgy -+ hy hg O - 0].
Ce je i < j, potem je skalarni produkt teh dveh vrstic enak
Gj—i + gj—ivthe1 +gjip2he o+ ...
Ce pa je i > j, potem je skalarni produkt teh dveh vrstic enak
gohk—ivj + grhk—ivjr1 + g2he—ivjia + . ..
V obeh dveh primerih je to Stevilo natanko koeficient polinoma g(x)h(x) pri potenci x Potenca

k — i+ j je lahko najve¢ n — 1 (v primeru, ko je i =1 in j = n — k), najmanj pa 1 (v primeru, ko je i = k

in j = 1). Ker je g(x)h(x) = x" + 1, so torej koeficienti pri potencah x*=*/ enaki 0. Torej je skalarni

produkt i-te vrstice matrike G in j-tega stolpca matrike H” enak 0 za vsak i in vsak j. Produkt GH' je

torej res nicelna matrika.

Primer 5.5 Naj bo C cikli¢na koda v Z7, ki jo porodi generatorski polinom

g(x)=x4+x2+x+1.

Pripadajota polinoma h(x) in g*(x) za generatorski polinom g(x) sta

hx) =

xx2+x+1

= X>4+x+1

gtix) =1 +x% X3
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Pripadajoca generatorska matrika G za generatorski polinom g(x) je

kontrolna matrika pa

o o O
o -
- O
OA
_— =
- o
o o O
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Poglavje 6

Reed-Solomonove kode

Leta 1960 sta Irving Reed in Gus Solomon objavila ¢lanek "Polynomial Codes over Certain Finite
Fields"[3] V njem sta predstavila nov razred kod, ki so sedaj znane kot Reed-Solomonove kode. V
danasnjih Casih so te kode splosno uporabljenje/zastopane na razli¢nih podrogjih. Sre€amo jih pri pred-
vajanju CD- in DVD-plosckov, v telekomunikaciji, pa tudi pri komunikaciji s sateliti.

V tem poglavju bodo Reed-Solomonove kode predstavljene v obsequ O = Z,, kjer je p poljubno

prastevilo. V splo3nem lahko te kode definiramo v poljubnem konénem obsequ.

Definicija 6.1 (Reed—Solomonove kode). Naj bo m,n € N in naj velja m < n < p. Definicija Reed-
Solomonove kode v O z m sporoéilnimi in n kodnimi simboli je podana na slede¢i naéin. Za dani vektor

[xo X1 ... xm—1] € O™, naj bo P(t) € O[t] polinom oblike
P(t) = xm_1t" " 4 Xpot" " + - + X1t + X0,

kjer so koeficienti sporoCilni simboli. Potem je kodni vektor a vektor, katerega koordinate so vrednosti

polinoma P(t) v stevilih 0,1,...,n —1:
a=lapgar ... ap_1)=[P0) P(1) ... P(n =1)].

Primer 6.1 Primer Reed-Solomonove kode v Zg je {000, 012,021,111,120,102, 222,201, 210} za besede
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iz Z3. Sledi tabelarni prikaz navedenega:

Beseda P(0) P(1) P(2) Kodna beseda
[00] [0-0+0 :050.1+0 :oio-2+0 =0 [000]
01 [1-040 =0,1-140 =1,1.240 =2| [012]
02] [2:0+0 :032.1+0 :232-2+0 =1 (021]
[10] |0-041 =1,0-141 =1,0-2+41 =1 [111]
11 [1-0+1 :131.1+1 :231-2+1 =0 [120]
[12] [2:041 =1,2-141 =0,2-241 =2 [102]
20] |0.042 :230.1+2 :230-2+2 2| 222
21 |1:0+2 =2;1-1+2 =0,1-2+2 =1 [201]
22 [2:042 =212.142 =112.242 =0| [210

Da bo definicija 6.1 smiselna, moramo 3e pokazati, da se dva razli¢na vektorja iz O™ zakodirata v dve
razli¢ni kodni besedi iz O". Pokazati torej moramo, da Ce je Pi(t) = P(t)za t =0,1,...,n — 1, potem

sta polinoma P; in P, enaka. Ce hotemo to pokazati, se moramo spomniti nekaterih dejstev o polinomih.

Lema 6.1. Naj bo P(t) € O[t] nenieln polinom. Ce je a ni¢la polinoma P(t), tj. P(a) = 0, potem lahko
P(t) faktoriziramo kot P(t) = (t — a)Q(t), kjer je Q(t) € O[t]. Seveda je stopnja Q(t) natanko za ena

manjsa od stopnje P(t).

Dokaz. Ne glede na to, ali je a nitla ali ne, lahko P(t) delimo z (t — @) in dobim kvocient Q(t) in ostanek

¢ oziroma

P(t) = (t — a)Q(t) + c.

Ce je t = a, potem je P(a) = c¢. Kar pomeni, e je a nitla, potem je ¢ = 0.

Izrek 6.1. Naj bo P(t) € O[t] neniceln polinom, ki ima d nic¢el. Potem je stopnja P(t) vsaj d.

Dokaz. Naj bodo ay,..., a4 ni¢le polinoma P(t). V lemi [6.7] smo videli, da P(t) zapiSemo kot (t —
ar) Q1 (t). Ce nadomestimo t z a;, kjer je i # 1, potem vidimo, da so ay, ..., ay nicle polinoma Q4(t). V
naslednjem koraku faktoriziramo Qs(t), in sicer kot (t — a2)Qx(t), kjer so as, ..., aq ni¢le polinoma Q(t).
S ponavljanjem postopka dobimo P(t) = (t — a1)(t — a2) -+ - (t — a4)Qq(t), kar pomeni, da je P(t) vsaj

stopnje d.
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Privzemimo, da je Pi(t) = P(t) za t = 0,1,...,n — 1. Potem ima polinom P(t) = Py(t) — Pa(t) vsaj
n nicel v O. Ker je polinom P stopnje najve¢ m — 1, mora biti po izreku niceln polinom. Torej je
Py = P,.

Iz definicije [6.1] e ni razvidno, da imamo opravka z linearnimi kodami.
Izrek 6.2. Reed-Solomonova koda v O z m sporocCilnimi in n kodnimi simboli je linearna koda.

Dokaz. Naj bo a € O in naj bo f(t),g(t) € O[t], kjer je degf(t),degg(t) < m — 1. Dokaz temelji na
dejstvu, da e sta polinoma f(t) in g(t) stopnje manjSe ali enake m — 1, potem sta polinoma af(t) in
g(t) + f(t) tudi polinoma stopnje manjse ali enake m — 1.

Naj bosta sporotili s1,s2 € O™ kodirant v P, (t) in Ps,(t), kjer sta polinoma Ps,(t), Ps,(t) € O[t]

stopnje manjSe ali enake m — 1. Ker velja

Po(t)+ Poy(t) = (s1, 1" 451, ,t" 24 syt 45y +

m—2

(52,”71 tm=1 + 5 tm—2 + syt + 520)

m—2

= S1, " sy, "2 syt Sy + 5o, BT sy, T2 syt Sy,

— m—1 m—1 m—2 m—2
= sS4t + 52, 4t + s51,,t + 52, ,t + -+ syt + syt + S, + Sy,

= (St F 52 ) " H (51,0 F 52 ) T+ 4 (1, + 52,) T+ (1, + S20)

m—1

= ’D51+52(t)

aPs(t) = a(s1, " " +s1,,t" 24+ syt +S1)
= a (51m—1 tm71) +a (S1m—2tm72) +--ta (S“ t) +a (510)
= (asi, ) t" "+ (as1,,) "2+ -+ (asy,) t + (as1,)

m—1

= PUSW(t),

je Reed—Solomonova koda linearna koda.

Sedaj lahko izra¢unamo tezo Reed—Solomonove kode.
Izrek 6.3. TeZa Reed—Solomonove kode v O z m sporoéilnimi in n kodnimi simboli je enaka n —m + 1.

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je teZa vsaj n —m + 1. Glede na definicijo [6.7 moramo pokazati, da je
za vsak nenicelnt polinom P(t) € O[t], kjer je deg(P(t)) < m —1, izmed Stevil P(0), P(1), ..., P(n — 1) vsaj
n—m+1 nenicelnth. Predpostavimo, da to ne drZi. Predpostavimo torej, da obstaja polinom P(t) € O[t] z
deg(P(t)) < m—1, za katerega velja, da je izmed Stevil P(0), P(1), ..., P(n—1) kve¢jemu n—m nenicelnih.

Potem ima P(t) vsaj m ni¢el med elementi iz O. Po izreku [6.1] je P(t) niceln polinom. Zakljutimo torej
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lahko, da ima za vsak neniceln polinom P(t) € O[t], vektor [P(0) P(1) --- P(n —1)] teZo vsajn —m + 1.
Da pokaZzemo, da je teza enaka n — m + 1 in zaklju¢imo dokaz, moramo najti kodni vektor, ki ima teZzo
totno n — m + 1. Po definiciji [6.1] je to enako obstoju vektorja P(t) € O[t] stopnje najve¢ m — 1, za
katerega velja, da je med Stevili P(0), P(1),..., P(n — 1) natanko m — 1 nicelnth. Tak polinom je recimo
polinom P(t) = (t — a1)(t — a2) - - - (t — am—1), kjer so ay,ay, ..., a,—1 poljubni razli¢ni elementi obsega
O, ki pripadajo mnoZici {0,1,2,...,.n —1}.
O
Kar naredi Reed—Solomonove kode resni¢no uporabne, je obstoj preprostega algoritma za popravljanje
napak in dekodiranja. Algoritem, o katerem bomo govorili, sta leta 1983 patentirala Berlekamp in Welch.

Od sedaj naprej bodo sledele vrednosti predstavljale:

e m - Stevilo sporotilnih simbolov,

e n = m + 2e - Stevilo kodnih simboloy,

e e - Stevilo napak, ki jih lahko koda popravi.

Proces dekodiranja se zanasa na dve lemi, kateri lahko dokazemo s pomocjo izreka

Lema 6.2. Naj bo poslana kodna beseda [P(0) P(1) --- P(n—1)] in naj bo prejeti vektor[Ry Ry -+ R,—1].
Predpostavimo, da se je zgodilo najvel e napak, tj. za najvel e vrednosti velja R; + P(i). Potem obstajata

taka nenicelna polinoma E(t) in Q(t), da velja

Q@)= RE()za i=0,1,...n—1. (6.1)

Pri tem je stopnja polinoma E(t) manjsa ali enaka e in stopnja Q(t) manjsa ali enaka m + e — 1. Vodilni

koeficient polinoma E(t) je enak 1.

Dokaz. Naj bo {ig, i1,...,ix—1} mnoZica pozicij pojavitve napak. Torej, ko velja, da je R; # P(i). Naj bo

™

—!
=

=
Il

(t—io)(t —in) - (t — ik—1),

o(t) = PE().

Otitno je E(t) stopnje k, kar je manjSe ali enako od e po predpostavki. Ker je stopnja P(t) manjsa ali
enaka od m — 1, sledi, da je stopnja Q(t) manj3a ali enaka m + e — 1. Da pokaZemo, da enatba [6.1] velja

za vsak i, morem pogledati, ko:

e i ni mesto napake. Potem je R; = P(i), torej je Q(i) = P(i)E(i) = R:E(i).
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e i je mesto napake. V tem primeru i pripada mnoZici {io, i1, ..., ix—1}. Po definiciji polinoma E(t) je

v tem primeru E(i) =0 in je Q(i) = P({)E(i) = 0 = RE(i).

S tem smo pokazali, da enatba [6.7] drzi.
O
Enatba [6.7) je klju¢na enatba za dekodiranje. Lema [6.2] nam pove, da ima enatba nenicelne resitve.
Resitev, ki je opisana pri dokazovanju leme, je koristna le v primeru, ko poznamo mesta napak. V praksi
moramo resiti sistem linearnth enacb za neznane koeficiente polinomov E(t) in Q(t). Lema nam zagotavlja,

da obstaja nenicelna reSitev za sistem linearnih enacb.

Lema 6.3. Ce E(t) in Q(t) zadovoljita enatbo v lemi in je Stevilo napak najvel e, potem velja
Q(t) = P(t)E(t). Sledi, da P(t) enak Q(t)/E(t).

Dokaz. Pri dokazovanju leme [6.2] smo pokazali, da obstaja resitev za enatbo [6.1 s O(t) = P(t)E(t).
Pokazati moramo, da to velja za vsako resitev.

Ker je stopnja polinoma Q(t) in polinoma P(t)E(t) manjSa ali enaka od m + e — 1, je prav tako tudi
stopnja razlike polinomov Q(t) — P(t)E(t) manjSa ali enaka od m + e — 1. Ce i ni mesto napake, potem
je P(i) = R; in je Q(i) — P(i)E(i) = 0. Ker je takih mest po predpostavki vsaj n — e, ima polinom
Q(t) = P(t)E(t) vsaj n —e = m + e nicel. Ker je stopnja polinoma Q(t) — P(t)E(t) manjSa od m + e, mora
biti po izreku [6.7] Q(t) — P(t)E(t) = 0.

Glede na na zadnji dve lemi, lahko opiSemo algoritem za dekodiranje.

Algoritem za dekodiranje

Naj bo poslana kodna beseda

[Po Py -+ Pl

prejeti vektor pa

[RO R1 e Rn—‘l]-

Naj bosta Q(t), E(t) € O[t] polinoma stopnje m + e — 1 in e:

Q) = Unse1t" 7+ Uppeat™ 2 + - + Ut + uo,

E(t) = t°4+ve 1t "+ Fut+v.
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Koeficiente polinomov Q(t) in E(t) dolo¢imo tako, da bo veljalo Q(i) = RE(i) za i = 0,1,...,n — 1.
Teh n enacb da sistem n linearnih enacb za n neznank (koeficientov polinomov Q(t) in E(t)). Pois¢emo
nenicelno resitev tega sistema enacb ter tako dobimo Q(t) in E(t). Definirajmo sedaj polinom P(t)
kot P(t) = Q(t)/E(t). Prejeti vektor [Ry Ry --- R,_1] dekodiramo v vektor [xo x1 --- xm—1], kjer je
P(t) = Xp_1t" "+ -+ x1t + x0.

Seveda se pojavi vprasanje, kaj se zgodi, Ce je vet kot e napak v prejetem vektorju? Zgodi se lahko,
da je sistem enatb neresljiv. Lema [6.7] zagotavlja, da je v tem primeru pri prenosu prislo do vet kot e
napak. Zgodi se tudi, da pri deljenju Q(t) z E(t) dobimo neniteln ostanek. V tem primeru nam lema [6.3]
zagotavlja, da je pri prenosu prislo do ve¢ kot e napak. Teh napak ni mogoce popraviti, vendar smo jih
zaznali. Ni nujno, da bomo vsako napako odkrili, kar ima za posledico napa¢no dekodiranje sporocila.

Primer 6.2 Naj bo C koda v Zé za besede iz Zé, ki zna popraviti eno napako.

Beseda P(0) i P(1) i P(2) i P(3) Kodna beseda
00 [0-04010-14010-24010-340 0000
01 1-0+031.1+031-2+031.3+0 0123
02 [2:04012-14012:24012-340 0241
03 3-0+033.1+033-2+033.3+0 0314
04 |4-04014-14014-24014-340 0432
10 o-0+1io-1+1io-2+130-3+1 111
M 1041 1141 11-24111-3+1 1234
12 2-0+132-1+132-2+13273+1 1302
13 [3:04113-14113-24113-3+1 1420
14 4-0+134-1+134-2+134-3+1 1043
20 |0-04210-14210.24210-342 222
21 1-0+2i1-1+2i1.2+231-3+2 2340
22 [2.04212:14212:24212-342 2413
23 3-0+2i3-1+2i3-2+233-3+2 2031
24 |4.04214-14214.24214-342 2104
30 o-0+330-1+330-2+330-3+3 3333
31 1.0+3}1-1+3}1.2+3}1-3+3 3401
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Beseda | P(0) | P(1) i P@2) | P(3) | Kodna beseda
32 |2.04312:14312:24312-343 3024
33 3-0+3i3.1+333-2+333.3+3 3142
34 |4.0+3,41+3,4.2+3,4-3+3 3210
40 o-0+430.1+430-2+430.3+4 4444
N [1-044,1-144,1-2+4,1-3+4 4012
42 2-0+432.1+432.2+432.3+4 4130
43 |3:0+4,3-1+4,3:2+4,3-3+4 4203
44 [4.0441414414.24414.344 4321

V tem primeru bomo pokazali postopek dekodiranja za prejeti vektor 3124, pri katerem je prislo do napake

pri prenosu.

Najprej dolo¢imo polinoma Q(t) in E(t) tako, da bo veljalo Q(i) = RiE(i) za i = 0,1,2,3. Polinom

Q(t) je stopnje m+e—1=2+1—1=2, torej Q(t) = uat> + uqt + ug. Polinom E(t) pa je stopnje e =1

in ima vodilni koeficient 1. Torej je E(t) = t + v. Za i = 0,1,2,3 tako dobimo $tiri linearne enacbe s

Stirtmi neznankamt:

Uz[z +  uqi

Ce vstavimo vrednosti v enatbe, dobimo:

U2~02

+
u - 12+
up- 2?2 4+
uy - 32 +
Ker je obseg Zs, dobimo:
uz +

u-4 4+ u-2 4+ ug

u-4 + w3 4+ up

uq -

uq -

uq -

uq -

uq

+ o+ o+ o+

upg =

ug =

upg =

upg =

+ o+ 4+ o+

Vo -

Vo -

w N

Vo -

V0~1

+ o+ 4+ o+

),
),
),

V()).
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Resitev sistema je uy =2, u1 =1, up = 2 in vy = 4, kar pomeni, da sta polinoma Q(t) in E(t) enaka:

Q) = 282 +t+2,

t+4.

M

—
=

=
Il

Nato izraCunamo polinom P(t), ki je enak kvocientu

204t 42

Pl t+4

=2t+3.

Iz tega sledi, da je izvirno sporocilo beseda 32.
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