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Izvlecek:

Tema, ki je preucevana v magistrski nalogi, sodi na podroc¢je moderne algebre, ki
preucuje algebrske strukture. Obravnavane so tako imenovane hiperstrukture, s po-
sebnim poudarkom na hipergrupah. Hipergrupa je hipergrupoid, ki je hkrati polhiper-
grupa in kvazihipergrupa. 7 drugimi besedami to pomeni, da za hiperoperacijo * na ne-
prazni mnozici H velja aksiom reprodukcije, to je za vsak a € H veljaaxH = Hxa = H.
Poleg aksioma reprodukcije mora za hipergrupo veljati tudi asociativnost, to je, za vse
a,b,c € H velja (axb) xc = a* (bxc). Ker so hipergrupe posplositve grup, se v dru-
gem poglavju spomnimo osnovnih pojmov iz teorije grup, kot so odseki in kvocientne
grupe. Prav ti pojmi in primeri so namre¢ pomembni za razumevanje teorije hipergrup
in primerov le-teh. V tretjem poglavju zapisemo osnovne definicije s podroc¢ja teorije
hipergrup in predstavimo ve¢ preprostih primerov, kot so polhipergrupe, kvazihiper-
grupe in hipergrupe. Srecamo se Se z razlicnimi vrstami homomorfizmov hipergrup,
seznanimo se z regularnimi in moc¢no regularnimi relacijami, ugotovimo, kaj velja za
popolne hipergrupe ter spoznamo pridruzitvene prostore. Povsod podamo tudi prepro-
ste primere, ki bodo v pomoc¢ bralcu. Magistrsko delo je torej strnjena predstavitev

osnovnih definicij in pojmov iz teorije hipergrup skupaj s podajo dokazov osnovnih

izrekov in primerov, kot tudi pregleden prikaz drugih konceptov s podrocja hipergrup.
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Abstract:

The theme studied in the thesis falls within the scope of modern algebra that studies
algebraic structures. The so-called hyperstructures, with special emphasis given to
hypergroups, will be discussed. A hypergroup is a hypergroupoid which is also a se-
mihypergroup and quasihypergroup. In other words, this means that the reproduction
axiom holds for hyperoperation x on non-empty set H, that is, for each a € H we have
axH = H %xa = H. Besides the reproduction axiom, the associativity must also hold
for a hypergroup, that is for all a,b,c € H we have (axb)*xc = a* (b*c). Hypergroups
are generalizations of groups. Therefore we need to remember the basic concepts of
group theory, done in Chapter 2, such as cosets and quotient groups. These concepts
and examples are important for understanding the theory of hypergroups and given
examples. In Chapter 3 the basic definitions of the theory of hypergroups are given.
Several simple examples, such as semihypergroups, quasihypergroups and hypergroups
are also given. Various types of homomorphisms of hypergroups are introduced. Also,
regular and strongly regular relations are find in detail. We also found out what is
valid for complete hypergroups and we learn about association areas. Simple examples
are given to help the reader. Master’s thesis therefore gives a detailed presentation of
basic definitions and concepts of hypergroup theory together with demonstrations of

basic theorems and examples, as well as a transparent display of other concepts in the

field of hypergroups.
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Seznam Kkratic

gcd. greatest common divisor: najvecji skupni delitelj,
tpd. in podobno,
lem. least common multiple: najmanjsi skupni veckratnik.

t.j. to je.
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1 Uvod

V magistrskem delu bomo preucevali nekatere lastnosti hipergrup. Poenostavljeno
lahko recemo, da so hipergrupe neprazne mnozice z veévrednostno operacijo, za katero
veljajo dolocene lastnosti. Vecvrednostno operacijo imenujemo tudi hiperoperacija.
Zato sodijo hipergrupe v moderno oziroma abstraktno algebro, ki proucuje algebrske
strukture.

Hipergrupe je pred dvainosemdesetimi leti prvi predstavil Marty [5]. To se je zgo-
dilo na Osmem kongresu skandinavskih matematikov. Prav hipergrupe imajo osrednjo
vlogo v teoriji hiperstruktur. V tem magistrskem delu bomo spoznali osnovne defi-
nicije in pojme iz teorije hipergrup. Navedli bomo tudi nekaj primerov in dokazov
izrekov o hipergrupah. Razlika med klasi¢nimi algebrskimi strukturami in algebrskimi
hiperstrukturami je v Stevilu elementov, ki so rezultat podane operacije. V klasi¢ni
algebrski strukturi je rezultat produkta vedno en sam element, v algebrski hiperstruk-
turi pa je rezultat hiperoperacije podmnozica podane neprazne mnozice. Pri dokazih,
da je dana struktura hipergrupa, bomo preverjali aksiom reprodukcije in asociativnost.
Ta dva pogoja sta dovolj, da je neprazna mnozica skupaj s hiperoperacijo res hiper-
grupa. Prvi primer hipergrupe je navedel Marty, glasi se takole: Naj bo (G, -) grupa
in H njena podgrupa. Potem mnozica levih odsekov podgrupe H v grupi G, t. j.
G/H = {zH | x € G}, skupaj s hiperoperacijo tH xyH = {zH | z € xH - yH} tvori
hipergrupo.

Magistrsko delo je razdeljeno na pet poglavij. Vsebinsko najpomembnejsi sta drugo
in tretje poglavje. V drugem poglavju bomo predstavili vsebino iz teorije grup. Ome-
jili se bomo na predstavitev nekaj druzin grup, predstavili odseke, kvocientne grupe
in relacije. Vecina vsebine iz drugega poglavja je kljuéna za razumevanje vsebine o
hipergrupah. Ta vsebina je zapisana v tretjem poglavju. Tu bomo predstavili pri-
mere hipergrup. Za predstavljene primere bomo zapisali tudi dokaze. Poleg osnovnih
definicij in primerov hipergrup bomo prikazali nekaj drugih konceptov iz podrocja hi-
perstruktur. Spoznali bomo podhipergrupe, homomorfizme hipergrup, pridruzitvene

prostore in kanoni¢ne hipergrupe.
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2 Osnovno o relacijah in grupah

V tem poglavju se bomo spomnili osnovnih lastnosti relacij in grup, ki jih bomo

potrebovali v nadaljevanju.

2.1 Relacije

Vsebina tega razdelka je povzeta po [23] in [32]. Odnos med objektoma lahko v

matematiki zapiSemo na ve¢ nac¢inov. Pogejmo nekaj odnosov:
3,5=3L, {1,2} #(1,2), Q" CQ, 2|85, a>b.

Znaki =, #, C, | in > opisujejo relacije med dvema objektoma. V tem poglavju ne bomo
obravnavali vsake matematicne relacije posebej, ampak bomo spoznali teorijo, ki bo

zajela vse relacije.

Definicija 2.1. Relacija na mnozici M je podmnozica R C M x M. Zapis (z,y) €
M x M zapisemo tudi kot zRy. Ce z in y nista v relaciji, to zapisemo kot 2Ky. Relacijo
R imenujemo tudi binarna relacija.

Primer 2.2. Naj bo M = {1,2,3} in R = {(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)} podmnozica
mnozice M x M.

Ker je (2,1) € R, je 2R1. Urejeni par (3,1) ni iz podmnozice R, zato 3K1. Relacijo R

na mnozici M lahko predstavimo tudi z grafom (glej sliko 1).

Slika 1: Relacija R predstavljena z grafom.

Definicija 2.3. Naj bo R relacija na mnozici M. Inverz relacije R na mnozici M je

ozna¢en z R~! in definiran kot

R'={(y,z) e M x M | (x,y) € R}.



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 3

Primer 2.4. Naj bo A = {1,2,3,4,5}. Relacija R je definirana kot aRb <—= b >
a,(a,b) € A x A. Potem je inverzna relacija relacije R enaka:
R ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3), (5,1),(5,2),(5,3), (5,4)}.

2.1.1 Lastnosti relacij

Zapis aRb je izjava, ki je lahko pravilna ali napacna. Nekatere relacije imajo

dolocene lastnosti. Le-te bomo preucevali v tem podpoglavju.
Definicija 2.5. Naj bo R relacija na mnozici M. Relaciji R rec¢emo, da je:
e refleksivna, ce je za vsak © € M, xRz,
e simetricna, ce za vse x,y € M velja: xRy — yRx,
e tranzitivna, e za vse x,y,z € M velja: ((xRy) A (yRz)) = zRz.
Primer 2.6. Relacija = (je enako) je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna relacija.

Definicija 2.7. Naj bo M mnozica in R relacija na tej mnozici. Tranzitivno zaprtje

relacije R je relacija R' na mnozici M, ki zadostuje pogojem:
e R je tranzitivna,
e RC R,
e Ce je N tranzitivna relacija, ki vsebuje R, potem je R* C N.

Primer 2.8. Najbo M = {a,b, ¢, d} inrelacija R na M definirana kot {(a, b), (b, ¢), (¢, d)}.
Pois¢imo tranzitivno zaprtje za relacijo R.

Vsak urejen par relacije R je v tranzitivnem zaprtju R'. Ker mora biti R tranzitivna,
moramo relacijo R dopolniti z naslednjimi pari: (a,c), (b,d) in (a, d), saj

aRb N bRc —> aRc,

bRc N\ cRd = bR,

aRc N\ cRd = aRd.

Tranzitivno zaprtje R za relacijo R je mnozica R* = {(a,b), (a,¢), (a,d), (b, ¢), (b,d), (¢, d)}.

Definicija 2.9. Relacijo imenujemo ekvivalenéna relacija, ¢e zanjo veljajo refleksi-

vnost, simetricnost in tranzitivnost.

Definicija 2.10. Naj bo A mnozica in R ekvivalen¢na relacija na mnozici A. Za vsak
element a iz A bomo ekvivalencni razred, ki vsebuje a, oznacili z [a]. Ekvivalenc¢ni
razred je mnozica vseh elementov x iz A, za katere velja, da je x v relaciji z a. To
zapisemo kot:

la] = {x € A| xRa}.
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Dokaz naslednje trditve najdete v [32].

Trditev 2.11. Naj bo R ekvivalencna relacija na mnozici A in a,b € A. Ce je aRb,

sta ekvivalenéna razreda [a] in [b] enaka.
Naslednji primer je vzet iz [32].

Primer 2.12. Naj bo A ={-1,1,2,3,4}. Potem je relacija

R = {(_17 _1)7 (1’ 1)7 (27 2)7 (37 3>’ (47 4)7 (173)7 (3’ 1)7 (274)7 (47 2>}

ekvivalen¢na. Ekvivalen¢ni razredi so enaki: [—1] = {—1},[1] = [3] = {1,3},[2] =

[4] = {2,4}.
Dokaz naslednjega izreka najde bralec v [32].

Izrek 2.13. Naj bo R ekvivalencna relacija na mnozZici A. MnoZica {[a] : a € A}

ekvivalencnih razredov relacije R oblikuje particijo mnoZice A.

2.2 Teorija grup

Hipergrupe so posplositve grup [5]. Zato je za vpeljavo le-teh smiselno, da se najprej
seznanimo z osnovnimi pojmi o grupah. V tem poglavju bomo predstavili pomembnejse
definicije, izreke, dokaze in primere iz teorije grup, ki jih potrebujemo v nadaljevanju.

Teorija grup je matemati¢na disciplina iz 19. stoletja, ki preucuje simetrije med
algebrskimi strukturami [33]. Grupe so poleg obsegov in vektorskih prostorov eden
izmed osnovnih pojmov sodobne algebre [27]. Prvi, ki je uporabil pojem grupe, je
bil francoski matematik Evariste Galois [29]. Poznavanje teorije grup je predvsem
pomembno pri raziskovanju razlicnih simetrij tudi izven matematike, zlasti v fiziki in
v kemiji [30].

2.2.1 Grupe in podgrupe

V nadaljevanju se bomo seznanili z definicijami in primeri, ki so vecinoma povzeti
iz [1] in [8].
Definicija 2.14. Binarna operacija * na neprazni mnozici S je preslikava, ki slika

iz S x S v S. Zaelementa (a,b) € S x S bomo element *(a,b) iz S oznacili z a * b.

Definicija 2.15. Grupa (G, %) je neprazna mnozica G skupaj z binarno operacijo x,

ki zadosca naslednjim aksiomom:

e Za vse g1,g2 € G velja g1 x go € GG. Tej lastnosti binarne operacije * pravimo

zaprtost binarne operacije x.
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e Za vse ¢1,092,93 € G velja (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3). To lastnost imenujemo

asociativnost binarne operacije *.

e Obstaja tak element e, da za vsak g € GG velja g xe = e*x g = g. Elementu e

pravimo enota ali identiteta.

e Zavsak element g € G obstaja tak element ¢~! € G, da velja gxg~! = g 1*xg = e.

Elementu ¢~! pravimo inverz elementa g.

Definicija 2.16. Algebrski strukturi, ki ima samo prvi dve lastnosti iz definicije 2.15,

pravimo polgrupa.
Primer 2.17. Mnozici (N, +) in (Z1,+) sta polgrupi.

Opomba 2.18. 7 asociativnostjo lahko preucimo produkt koncnega Stevila elementov
grupe G. Vrstni red elementov v grupi je zelo pomemben. Za elementa g; in go enakost
g1 % ga = ga* g1 ne velja vedno. Ce je gy % go = go % g1 pravimo, da elementa komutirata.

(91, 92] = 19297 ! [ ! imenujemo komutator elementov ¢; in gs.

Definicija 2.19. Ce je grupa (G, ) tudi komutativna, to pomeni, da za vse gy, ¢, € G
velja g1 % g2 = g2 * g1, grupo (G, *) imenujemo Abelova grupa ali komutativna

grupa.

Opomba 2.20. V Abelovih grupah operacijo oznacujemo aditivno t. j. namesto g; * g

zapisemo g; + go, inverz elementa g; oznacimo z —g;, identiteto pa z 0.

Opomba 2.21. V nadaljevanju bomo grupo (G, *) zapisovali samo z G. Torej bomo

izpustili znak za binarno operacijo. Uporabljali bomo multiplikativni zapis operacije.

Tako bomo namesto zapisa g, * g, uporabili zapis ¢;¢», namesto zapisa gg zapis g>

oziroma splosneje g---g = g™. Podobno bomo zapis (h™™) definirali kot (h=!)™. V
e~

Abelovi grupi namesg) zapisa ¢g" uporabimo zapis ng.

Definicija 2.22. Grupi G, ki ima koné¢no Stevilo elementov, pravimo konéna grupa.

Trditev 2.23. V grup: G velja pravilo krajsanja z iste strani: hg = hg1 — g = g1,
gh=gih = g =g

Dokaz. Pri dokazu bomo uporabili asociativnost operacije v grupi. 7Z leve strani po-
mnoZimo enakost hg = hg; z inverzom h~!. Dobimo zapis h=*hg = h~'hg,. Produkt
h~='h je enak enoti, kar pomeni, da je eg = egi, g = g1. Podobno lahko pokazimo tudi,

da velja krajsanje z desne strani. O

Definicija 2.24. Red koncne grupe G je stevilo elementov te grupe. Oznacimo ga z

|G .



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 6

Primer 2.25. (Z,,+) je konéna grupe ker:
e je seStevanje po modulu n asociativno,
e je Stevilo 0 identiteta grupe,
e je inverz elementa z € Z, stevilo n — z,
e je |Z,| konéno naravno stevilo.

Definicija 2.26. Ce binarno operacijo grupe G zozimo na podmnozico H tvori grupo,
pravimo, da je H podgrupa grupe G. Podgrupa je tako tudi sama grupa za binarno
operacijo v G. Ce je H podgrupa grupe G, uporabimo oznako H < G. Ce je pod-
mnozica H popolnoma vsebovana v grupi GG, jo imenujemo prava podgrupa grupe G

in jo oznac¢imo s H < (G. Zadnjo podgrupo imenujemo tudi trivialna podgrupa.
CejngHinHSG, potem je tudi K < @G.

Primer 2.27. Vsaka grupa G ima vsaj dve podgrupi. To sta H = G in H = {e}, ki

ju imenujemo nepravi podgrupi.

Vsaka podgrupa konc¢ne grupe je koncna. Vsaka podgrupa Abelove grupe je Abe-
lova. Grupa, ki ni Abelova, ima tako Abelove kot ne-Abelove podgrupe.

Primer 2.28. Grupa (Q — {0}, ) ni podgrupa grupe (R,+), ¢eprav sta obe mnozici
grupi in je (Q — {0}) podmnozica mnozice R. Pomembno je, da je operacija na pod-

mnozici inducirana z operacijo na mnozici.

Pri preverjanju, ali je neka podmnozica podgrupa, bomo uporabljali naslednjo tr-
ditev. Dokaz te trditve lahko bralec prebere v [8].

Trditev 2.29. Za ugotavljange, ali je neka podmnozica grupe G res podgrupa grupe G,

zado$ca preverjati pravilnost naslednjih korakov:

e Podmnozica H je zaprta za binarno operacijo x na grupi G. To pomeni, da je za

vse g1, 9o € H tudi produkt g, x go € H.
e [dentiteta grupe G je tudi v H.

o Za vsak h € H velja, da je tudi h™' € H.

Definicija 2.30. Naj bo X podmnozica grupe G. Z (X) oznacimo prese¢isce vseh
podgrup grupe G, ki vsebujejo X. (X) je podgrupa grupe G, ki je generirana z pod-
mnozico X grupe G. (X) je tudi najmanjsa podgrupa grupe G, ki vsebuje X. Ce je
X < G, potem je (X) = X. Ce pa je X = {x}, potem to zapisemo kot (z).
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2.2.2 Delovanje grupe na mnozici

V tem delu bomo spoznali splosno definicijo delovanja grupe na mnozici. Marty je
ze leta 1934 hipergrupe definiral kot mnozico skupaj z asociativno in reproduktivno
hiperoperacijo.

V naslednji definiciji bomo definirali levo delovanje grupe G' na mnozici X. Omeniti

velja, da na podoben nac¢in definiramo tudi desno delovanje grupe na mnozici.

Definicija 2.31. Dano imamo grupo GG in mnozico X. Delovanje grupe G na mnozici

X je preslikava G x X — X, za katero velja:
e lox =uxzavsak x € X, kjer je 1 nevtralni element grupe G,
e (g1oge)ox=gio0(gaox)zavse gi,g2 € Ginzx € X.

Opomba 2.32. Mnozico X pod zgoraj zapisanimi pogoji imenujemo G-mnozica, za

grupo GG pa recemo, da deluje na mnozici X.
Opomba 2.33. Namesto zapisa g; o x bomo uporabljali notacijo g;x.

Dokaz naslednjega izreka je povzet iz [8].

Trditev 2.34. Naj bo G grupa. V G-mnoZici X imamo dana dva poljubna elementa
1 i xo. Pravimo, da sta elementa v relaciji x1 «~ x9, ¢e v grupi G obstaja tak g, da

velja gx1 = xo. Relacija «~ je ekvivalenéna relacija na X.

Dokaz. Relacija « je ekvivalencna relacija, ce je refleksivna, simetricna in tranzitivna.
Dokazimo najprej refleksivnost. Za vsak x € X velja 1z = z. Zato je x «~ x. Relacija
« je refleksivna.

Predpostavimo, da za vsak z1, x5 € X velja x; v~ x9. Potem obstaja tak g € GG, da velja
gr; = my. Pomnozimo zapisano enakost z inverzom elementa g, g 'z = g '(gx;) =
(97'g)x1 = ex; = x1. Dokazali smo simetri¢nost relacije .

Ceje, 1 v X9 in xo9 v x3, potem obstajata taka g, go € G, daje gyx1 = x9in goxs = x3.
Zato velja tudi nasledja enakost (g2g1)T1 = g2(g171) = g2 = x3 in 1 « 3. Relacija

« je tranzitivna in zato tudi ekvivalencna. O

Trditev 2.35. Naj bo G grupa, X G-mnoZica ter naj bo x € X in g € G. Stabilizator
elementa x € X pri delovanju grupe G na mnozici X definiramo kot G, = {g € G |

gr = x}.

Definicija 2.36. Ekvivalenc¢ne razrede, na katere razpade mnozica X glede na relacijo
definirano v trditvi 2.34, imenujemo orbite delovanja grupe G na mnozico X. Ce

ekvivalenc¢ni razred vsebuje x € X, ga imenujemo orbita elementa x in ga oznac¢imo z

Gzx.
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Mo¢ orbite Gz izracunamo po enacbi
|Gz| = |G : G-

Ob upostevanju formule v naslednjem izreku lahko izracunamo stevilo orbit delo-
vanja grupe G na mnozici X. Z X, oznac¢imo mnozico elementov v X, ki so fiksirani z
g € G. Definiramo jo z:

X, ={r e X |gx =z}

Naslednji izrek je vzet po [8], kjer lahko preberete tudi njegov dokaz.

Izrek 2.37. Naj bo G koncna grupa in X koncna G-mnoZica. Naj bo r Stevilo orbit

delovanja grupe G na mnozico X. Potem velja enakost

re]Gl= ) 1X.

geG

Posledica 2.38. Ce je G konéna grupa in je X koncéna G-mnoica, je Stevilo orbit

delovanja grupe G na mnoZico X enako

1
|_G] ) Z|Xg|'

geG

2.2.3 Nekaj druzin grup

V tem poglavju se bomo poblizje seznanili z nekaterimi najbolj znanimi druzinami
grup. Opisali bomo osnovne lastnosti in navedli primere: cikliénih grup, permutacijskih
grup in diedrskih grup.

Cikli¢éne grupe

Ker so ciklicne grupe generirane samo z enim elementom, jih uvrs¢éamo med pre-

prostejSe druzine grup.
Definicija 2.39. Grupa G je cikli¢na, ¢e obstaja tak element g € G, da je G = (g).
Primer 2.40. Naj bo G grupa reda n z elementom g reda n. Potem je G = (g).

Trditev 2.41. Naj bo G grupa in naj bo g € G. Potem je H = {g" | n € Z} podgrupa
grupe G. Hkrati je tudi najmangjsa podgrupa grupe G, ki vsebuje g. Kar pomeni, da
vsaka podgrupa, ki vsebuje g, vsebuje tudi celotno podgrupo H.

Dokaz. Da je H res podgrupa grupe (G, moramo preveriti pravilnost trditev, ki so

zapisane pri trditvi 2.29.
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e Produkt dveh elementov iz H mora biti tudi v H. Naj bosta h™, h™ € H. Potem
je KA = h™™™ m,n € Z. Opazimo, da je podmnozica H zaprta za operacijo

mnozenja potenc z enako osnovo v grupi G.

o Identiteta v H je h® = e = 1. Ker je ta identiteta tudi v G, velja druga tocka
trditve 2.29.

e Ker za vsak h™ € H in h™™ € H velja, da je h"h™™ = pTm) = p0 = ¢ = 1,
velja tudi tretja tocka trditve 2.29.

Dokazali smo, da veljajo vse tri tocke trditve 2.29. Zato je H < G. [

Definicija 2.42. Element g grupe G imenujemo generator grupe G, ce velja (g) =

G. Tako grupo imenujemo cikli¢na.

Definicija 2.43. Dano imamo ciklicno grupo G. Ce je G = (g), potem je red ele-

menta g enak redu ciklicne grupe G. To zapisemo kot |G| = |g|. To pomeni naslednje:
e Ce je |g| = oo, potem je tudi |G| = co.
e Ce je |g| = n, potem je tudi |G| = n.

Primer 2.44. Primer cikli¢ne grupe je grupa (Z,,, +), kjer je Z,, = {0,1,2,3,...,n—1}.

Generatorja grupe sta (1) in (n — 1), saj lahko z njima sestavimo celotno grupo Z,.
Trditev 2.45. Vsaka ciklicna grupa je Abelova grupa.

Dokaz. Naj bo G cikli¢cna grupa in g njen generator. Z g; in go oznac¢imo elementa
grupe G. Potem obstajata taki celi stevili z in y da velja: g; = ¢* in go = ¢¥. Preveriti
moramo komutativnost, to je: g1gs = g201.

Zapisimo: g1go = g°g¥ = ¢*1Y, gag1 = g¥a® = g¥**. Od tod lahko zaradi komutativno-
sti sestevanja celih stevil sklepamo, da velja komutativnost oziroma, da je G Abelova

grupa. O

Posledica 2.46. Grupa (Z,+) je ciklicna grupa. Ker s Stevilom 1 generiramo vsa
tevila grupe (Z,+), imenjujemo stevilo 1 generator grupe (Z,+). Za¥n € Z je (nZ,+)
ciklicna podgrupa grupe (Z,+).

Ta posledica nam je v pomo¢ pri definiciji najvecjega skupnega delitelja, ki ga

oznacimo z gecd, dveh pozitivnih celih stevil.
Definicija 2.47. Algebrska struktura (K, +,-) je kolobar, ce je:

e (K,+) Abelova grupa,
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e (K,-) polgrupa,

e za vse a,b,c € K
a-(b+c)=a-b+a-c
in

(b+c)-a=b-a+c-a.

Opomba 2.48. Operacijama + in - recemo seStevanje in mnozenje. Kolobar je komu-

tativen, ¢e je mnozenje komutativno.

Definicija 2.49. Naj bo R komutativni kolobar. Ce sta a in b elementa komutativnega
kolobara in 0 # d € R, potem rec¢emo, da je d najvecji skupni delitelj elementov a in b

ce velja:
e d|aind|b,
e Cec|ain c|b, potem tudi c | d.

Primer 2.50. Najvecji skupni delitelj stevil 128 in 849 je stevilo 1, zato imenujemo ti
stevili tuji si stevili. Najvecji skupni delitelj stevil 128 in 849 lahko izrazimo tudi kot
1 =-T79-849 + 524 - 128. Za izrazanje najvecCjega skupnega delitelja dveh celih stevil

uporabimo Evklidov algoritem.

Opomba 2.51. Ce je red grupe G prastevilo p, potem je red vsakega elementa grupe G
netrivialni delitelj prastevila p. 1z tega sledi, da je grupa G cikli¢na za vsak generator

grupe G, razen za identiteto.
Naslednja trditev nam pove, kaksne elemente ima ciklicna grupa. Dokaz trditve

lahko preberete v [8].

Trditev 2.52. Naj bo G ciklicna grupa reda n in naj bo r < n. Potem ima G podgrupo
H reda %, kjer je D = ged(n,r).

Posledica 2.53. Generator ciklicne grupe Z, je vsak element m € Z, za katerega

velja, da je ged(m,n) = 1.
Dokaz trditve 2.54 lahko bralec prebere v ¢lanku [22].

Trditev 2.54. Naj bo G ciklicna grupa z n elementi in D delitelj Stevila n. Potem
obstaja natanko ena podgrupa grupe G reda D.

Primer 2.55. Pois¢imo vse generatorje in podgrupe za grupo Zsg. Vse podgrupe grupe
Zsg so ciklicne. Po posledici 2.53 so generatorji grupe Zsg Stevila: 1,5,7,11,13,17, 19, 23,
25,29, 31,35. Delitelji stevila 36 so stevila 1,2,3,4,6,9,12,18,36. Grupa Zss ima 9
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podgrup, ki so enakega reda kot delitelji stevila 36. Podgrupa reda 1 je trivialna
grupa. Podgrupa reda 2 vsebuje enoto 0 in Stevilo 18, ki je sam sebi tudi inverz, torej
je Hy = {0,18}. Podgrupa reda 3 vsebuje enoto ter dva paroma inverzna elementa.
Tako je Hy = {0,12,24}. Podgrupa reda 4 vsebuje stiri elemente, to so: enota, dva
paroma inverzna elementa ter Stevilo 18; H, = {0, 9, 18,27}. Podgrupa reda 6 vsebuje
Sest elementov, to so: enota, dva paroma inverzna elementa ter Stevilo 18. Zato je
Hg ={0,6,12,18,24,30} < Zgs. Podgrupa reda 9 vsebuje devet elementov, to je enoto
in §tiri paroma inverzne elemente, Hy = {0,4, 8,12, 16,20, 24, 28,32}. Podgrupa reda
12 je enaka Hyy = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33}. Ta podgrupa vsebuje enoto,
pet paroma inverznih elementov in Stevilo 18. Podgrupa reda 18 vsebuje osemnjast
elementov, to so: Hig = {0,2,4,6,8,10,12, 14,16, 18,20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34}. Vse-
buje enoto, osem paroma inverznih elementov ter stevilo 18, ki je sam sebi tudi inverz.

Zadnja podgrupa je podgrupa reda 36, ki je kar celotna grupa Zsg.

Definicija 2.56. Naj bosta X in Y podmnozici grupe G. Definiramo produkt XY v
grupi G kot:
XY ={2y|lzeX,yeY} CG.

Definirajmo Se inverz:
X't'={rtlzeX}Cq.

Dokaz naslednje trditve najde bralec v [11].

Trditev 2.57. Naj bosta H in K podgrupi grupe G. Potem je HK podgrupa grupe G,
ce in samo ce je HK = KH.

Permutacijske grupe

S simetrijo se srecamo ze v osnovni Soli. Spoznamo jo kot lastnost geometrij-
skega lika, ki se pri zrcaljenju preslika sam nase. Simetrije lahko raziskujemo tudi na
grafih funkcij. Srednjesolski primer simetri¢nega grafa je graf lihe funkcije, ki je sime-
tricen glede na ordinatno os. Povezavo med simetrijami in teorijo grup bomo prikazali
s pomocjo preslikav likov nase. Mnozica preslikav pravokotnika nase je sestavljena
iz identitete, zrcaljenja ¢ez simetralo dolzine pravokotnika, zrcaljenja ¢ez simetralo
Sirine pravokotnika in zrcaljenja ¢ez presecisce obeh simetral. Mnozico preslikav bomo
oznacili z G = {id, Z,, Z,, Zr}. Pravokotnik se ¢ez dane simetrije vedno prezrcali sam
vase. To prikazuje slika 2. Mnozica G je za operacijo *, ki je definirana v naslednji

tabeli, grupa.
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x| id Z, Z, Zr
id | id Z, Z, Zr
Zy | Z, id Zr 2,
Z,| Z, Zr id Z,
Zr | Zp Z, Z, id

Slika 2: Simetrije pravokotnika.

V tem podrazdelku bomo spoznali simetrije algebrskih objektov, ki jih proucujemo
s pomocjo simetrije grup. Vec¢ o simetricnih ali permutacijskih grupah lahko bralec

prebere v knjigah [7] in [8].

Definicija 2.58. Permutacija kon¢ne mnozice M je bijektivna preslikava mnozice
M nase, kar zapisemo kot 7 : M — M. Naj bosta 1 in ¢ poljubni permutaciji kon¢ne
mnozice M. Potem lahko definiramo kompozitum permutacij kot: ¢ o ¢ : M 5
M % M. Tudi kompozitum permutacij je bijektivna preslikava na mnozici M torej je,

permutacija mnozice M.

Opomba 2.59. Kompozitum dveh permutacij bomo namesto 1 o ¢ pisali kot ¥¢p. Kom-
pozitum deluje tako, da najprej deluje permutacija ¢, za njo pa Se permutacija 1. To
zapisemo tudi kot (¢¢)(m) = 1 (p(m)),m € M.

Primer 2.60. Naj bo I = {1,2,3,4,5,6}. Na mnozici / imamo dani permutaciji

123456 123456
= in = . Izrac¢unajmo .V opombi 2.59 je
4 (654321) 7 241536) ) e P )

zapisano, da mnozenje permutacij izvajamo od desne proti leve. Iz zapisa permutacije
¢ je razvidno, da je ¢(1) = 2. V zapisu permutacije ¥ pa opazimo, da je ¥(2) = 5, zato
123456)

je v(p(1)) = 5. Produkt permutacij ¢ je v dvovrsticnem zapisu enak c36941

Dani produkt lahko zapisemo tudi v ciklicnem zapisu kot (1 5 4 2 3 6).

Bralec lahko dokaz trditve 2.61 prebere v [8].
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Trditev 2.61. Naj bo M neprazna mnozZica in naj bo Sy mnoZica vseh permutacij
mnozice M. Potem je (Sy,0) grupa. Grupo (Syr,0) imenujemo simetriéna grupa

mnozice M. Ce je M = {1,...,n}, jo oznacimo s S,,.

1 2 ...
Primer 2.62. Elementi simetri¢cne grupe S,, so oblike ¢ = " .
p(1) ©(2) ... p(n)
Poglejmo si primer simetricne grupe. S3 = {1,2,3}. To je grupa vseh permutacij

mnozice s tremi elementi. Simetri¢na grupa S ima 3! permutacij. Te permutacije so:

id, (1 2),(2 3),(1 3),(1 2 3),(1 3 2).
Definicija 2.63. Naj bo ¢ € S,. Ce obstaja tak niz z1,z,,...,2, € {1,2,...,n}, da
je
gO(iL'Z) = Tj+1 (Z = 1,2,...,7“ — 1),
olx,) =2 (1=1,2,...,1r—1),
o) =z (x ¢ {z1,29...,2,}).
Tedaj permutacijo ¢ oznacimo z (z1xs . ..x,_1x,) imenujemo cikel dolzine r.

Definicija 2.64. Cikla (a1, as,...,a,) in (by, b, ..., b.) sta disjunktna, ¢e in samo Ce

sta mnozici {aq,ag,...,a,} in {by, be, ..., b.} disjunktni.

Definicija 2.65. Vsak element simetri¢ne grupe lahko zapisemo kot produkt disjun-
ktnih ciklov. To imenujemo razbijanje permutacije v produkt disjunktnih ci-
klov.

Opomba 2.66. Dva razlicna zapisa permutacije kot produkt disjunktnih ciklov vsebujeta

isti cikel, le v razlicnem vrstnem redu.

Definicija 2.67. Cikliéna struktura permutacije je stevilo posameznih dolzin ci-

klov v zapisu permutacije z disjunktnimi cikli.

Opomba 2.68. V zapisu permutacije kot produkt disjunktnih ciklov ponavadi izpustimo
cikel dolzine 1, ki ga sicer imenujemo monocikel. Permutacijo, ki je cikel dolzine 2,

imenujemo transpozicija.

Dokaz naslednjega izreka preberite v [10].

Izrek 2.69. Permutaciji o in [ sta konjugirani, ¢e in samo ce imata isto ciklicno

strukturo.

Definicija 2.70. Permutacija je liha (soda), ¢e jo lahko zapisemo kot produkt lihega

(sodega) stevila transpozicij.

Definicija 2.71. Podmnozico mnozice S, ki je sestavljena iz sodih permutacij, tvori

podgrupo grupe 5, reda %'
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Diedrske grupe

Bralec lahko ve¢ o diedrskih grupah prebere v literatui [21]. Tu se spomnimo
le osnovnih lastnosti. Diedrsko grupo D,,n > 3,n € Z*, generirajo vrtezi ()
in zrcaljenja (o) pravilnega n-kotnika. Oglejmo si sliko 3, na kateri so narisane osi
zrcaljenja nekaterih pravilnih n-kotnikov.

Zrcaljenje Cez simetrale in vrtezi za @ okrog presecisca simetrij ohranjajo pravilni
n-kotnik. Stevilo vrtezev in kot, za katerega vrtimo pravilni veckotnik, je odvisen od
pravilnega veckotnika. Zato ¢ za D4 ni enak ¢ za Ds. Grupa D3 ima dva vrteza in
identiteto, grupa D, ima tri vrteze in ¢d, grupa D5 ima 5 vrtezev in ¢d, ipd. Na sliki 3
vidimo, da ima kvadrat stiri osi zrcaljenja, pravilni petkotnik pet osi zrcaljenja, ipd.

V splosnem ima pravilni n-kotnik n osi zrcaljenja.

Slika 3: Osi zrcaljenja kvadrata, pravilnega petkotnika in pravilnega Sestkotnika.

Dokaz naslednjega izreka lako bralec prebere v [21].

Izrek 2.72. Grupa D, ima 2n elementov, n zrcaljenj in n vrteZev. Elementi grupe

so: Dy, = {id, 0,9 ¢, ..., 0" 2, 0" 1 o,0p,00% 0%, .. ap" 2 ap" 1}, kjer z
oznacimo vrteze in z o zrcaljenja. Operacija je obicajno sestavljanje funkcij.
Trditev 2.73. V grupi D,, velja, da je oo™ = 1.

Dokaz. Na sliki 4 je del pravilnega veckotnika.

B

Slika 4: Del pravilnega veckotnika.
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S ¢rko o oznacimo zrcaljenja ter s ¢rko ¢ vrteze m-kotnika. Poglejmo, kaj je rezultat

togega premika (oo 1) (A).

(o001 (A) = (09) (071 (A)) = (09)(A) = (0)(¢(4)) = (0)(B) = B".
Preverimo $e za togi premik ¢ 1(A).
v '(A) =B
Na podoben nacin preverimo, v katere tock se preslika tocka B.

(oo™ ")(B) = (09) (07 (B)) = (09)(B) = (0)(¢(B)) = (0)(A) = A.

¢ H(B) = A.

1 1

Ce sta toga premika opo~" in ¢! enaka za tocki A in B, sta toga premika enaka za

vse ostale tocke veckotnika. OJ

Opomba 2.74. Produkt vrteza % ter zrcaljenja @0 je zrcaljenje, saj velja: ¢%plo =

gOaerO'.

Primer 2.75. Na sliki 5 je prikazano delovanje dierske grupe Ds. Grupa ima deset

elementov. Iz izreka 2.72 vidimo, da so elementi grupe

D5 = {1 aliid, p, p*, %, % 0,00, 00% 0p* opt}.
2 4 1 3 5
5 4 2 1 4 3 1 5 3 2

2 1 4
| |
3\\\'/ 1 2\\@/5 1 4 5 3
/ \ / \
4 5 3 4 1 2

Slika 5: Delovanje elementov diedrske grupe Ds.

2.2.4 Odseki

Definicija 2.76. Grupa G naj ima podgrupo H in naj bo g element grupe G. Pod-
mnozico gH = {gh | h € H} grupe G imenujemo levi odsek grupe G po podgrupi
H. Podmnozico Hg = {hg | h € H} grupe G pa imenujemo desni odsek grupe G po
podgrupi H. Mnozico vseh odsekov podgrupe H v grupi G oznac¢imo z G/H.
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Obstaja bijektivna povezava med levimi in desnimi odseki podgrupe H v grupi
G, in sicer: (gH)™' = Hg™'. Naj bo H podgrupa grupe G. Katerakoli dva odseka
podgrupe H v grupi G sta bodisi enaka ali disjunktna. Odseka gH in hH sta enaka,
¢e in samo ¢e je h~tg € H. Element g € G pripada natanko enemu odseku podgrupe.

Oznacimo ga z gH.

Primer 2.77. Pois¢imo vse desne odseke grupe Z po podgrupi 4Z = {4k | k € Z}.
Grupa (Z,+) je neskonéna ciklicna grupa. Grupo generiramo z elementom 1, lahko pa

tudi z elementom —1. Elementi podgrupe 47Z so naslednji:

A7 =A...,—16,—12,—-8,-4,0,4,8,12,16, .. .}.

Desni odseki grupe Z po podgrupi 47 so naslednji:

4724+ 0={...,—16,—12,-8,—4,0,4,8,12,16, ...} = 47,

472+ 1={...,—15,—-11,-7,-3,1,5,9,13,17,...},

a7+ 2 ={...,—12,—-10,-6,—2,2,6,10, 14,20, .. .},
47Z+3={...,—13,-9,-5,—-1,3,7,11,15,19, .. .}.

Ker unija zgornjih desnih odsekov tvori celotno grupo Z pravimo, da odseki 4Z+0, 4Z.+
1,47 + 2,47 + 3 tvorijo particijo grupe Z.

Opomba 2.78. Za vsako podgrupo H Abelove grupe G je particija levih odsekov enaka
particiji desnih odsekov. Ker je grupa (Z,+) Abelova, so tudi levi odseki enaki zgora

zapisanim desnim odsekom.

Naslednji primer je vzet iz [20].

Primer 2.79. Najbo S5 = {id, (1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)}in H = {id, (1 2)}.
Najprej pois¢imo leve odseke grupe G po podgrupi H: {id, (1 2)}, {(2 3),(1 3 2)},
{(1 3),(1 2 3)}. Izracunajmo tudi desne odseke.

{id, (1 2)},{(1 3),(1 3 2)},{(2 3), (1 2 3)},{(1 2 3),(2 3)},{(1 3 2),(1 3)},

V splosnem velja, da odseki niso podgrupe in nekateri ne vsebujejo identitete. Za

isti element sta lahko leva in desna odseka razli¢na.
Dokaz naslednje trditve lahko preberete v [26].
Trditev 2.80. Ce je H < G potem velja:
e hH=H za vsak h € H,

e g1H = goH, ce in samo ce g1 = goh za vsak h € H.



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 17

Posledica 2.81. Naj bo g € G in naj bo H koncéna podgrupa grupe G. Potem je moé
desnega odseka grupe G po podgrupi H enaka mocéti levega odseka grupe G po

podgrupi H in enaka moci podgrupe H: |gH| = |Hg| = |H|,g € G.

Definicija 2.82. Podgrupo H grupe G imenujemo podgrupa edinka, ce se vsak levi
odsek po tej grupi ujema s pripadajocim desnim odsekom, to je gH = Hg za vsak
g € G. ali v ekvivalentnemu zapisu gHg™! C H, za vsak g € H. V slovenséini se
prilicno uporablja izraz normalna podgrupa. Za normalno podgrupo ali podgrupo
edinko uporabljamo zapis H < G. Ce je H podgrupa edinka in prava podgrupa grupe
G, potem uporabimo zapis H < G.

Opomba 2.83. Veliko avtorjev zgoraj omenjenega razlikovanja za oznako normalne pod-

grupe ne uposteva.

Opomba 2.84. Podmnozica mnozice S, ki je sestaljena iz sodih permutacij, tvori nor-

malno podgrupo grupe S,.

Opomba 2.85. Ce je H < G in K < H, potem ni nujno res, da je K < G. Ce pa je
K <dGin K<H<G, potem je K < H.

Izrek 2.86. Naj bosta H in K podgrupi grupe G. Ce je K < G, potem je HK < G in
HNnK <H. C’eje tudi H < G, potem je HK <G in HNK <G.

Dokaz naslednjega izreka naj bralec prebere v [1].
Izrek 2.87. Vsaka podrgupa indeksa 2 je normalna podgrupa.

Opomba 2.88. Vse podgrupe Abelove grupe so normalne podgrupe. Podgrupi {id} in
cela grupa G sta vedno normalni v G. Ce sta to edini normalni podgrupi grupe G,

pravimo grupi GG enostavna grupa. Grupa, ki ima samo en element, ni enostava grupa.

Primer 2.89. Naj bo H = ((2 3)) podgrupa simetri¢ne grupe S3. V nadaljevanju
bomo preverili, ali je H edinka v S3.

Za podgrupo edinko velja, da so levi odseki enaki pripadajocim desnim odsekom,
gH = Hg. Zato najprej dolo¢imo leve in desne odseke grupe S3 po podgrupi H.
Levi odseki grupe S3 po podgrupi H so: {(1 2),(1 2 3)}, {id, (2 3)}, {(1 3),(1 3 2)},

{(123),(12)}{(132),012)}

Desni odseki grupe S3 po podgrupi H so: {id, (2 3)}, {(1 2),(1 3 2)},{(2 3),(1 2 3)},
{(13),(1 23)}, {(123),(13)} {(132),(12)]} Kerseleviodseki ne ujemajo z
desnimi odseki, podgupa H ni edinka v Ss.

Definicija 2.90. Naj bo H < G. Stevilo levih odsekov grupe G po podgrupi H
imenujemo indeks podgrupe H v grupi G. Oznacimo ga z |G : H| ali [G : H].
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Primer 2.91. Naslednji primer najdemo v [24]. Naj bo G = S;3 in
H={id (123),13 2

[zracunajmo stevilo levih odsekov grupe G po podgrupi H.
Indeks [G : H] je lahko konéno Stevilo, lahko pa je tudi neskonéno. Ce je grupa
G koné¢na, potem je tudi indeks konc¢en in ga izracunamo kot |G| : |H|. Grupo G
sestavljajo naslednje permutacije id, (1 2), (2 3),(1 3),(1 2 3),(1 3 2), torej je njena
mo¢ 6. Njena podgrupa H je moci 3. Ker je grupa G koncna, bomo stevilo levih
odsekov izracunali kot

G:H|=|G|:|H=6:3=2.

Lagrangev ! izrek je pomemben izrek v teoriji grup. Ta izrek nam pomaga dolociti
Stevilo elementov podgrupe za dano grupo. Denimo, da ima grupa G 15 elementov.
Potem ima po Lagrangevem izreku grupa G lahko le podgrupe reda 1,3,5 in 15.

Naslednji izrek imenujemo po Josephu-Louisu Lagrangeju Lagrangev izrek.

Izrek 2.92. Naj bo H podgrupa koncne grupe G. Potem red podgrupe H (Stevilo

elementov podgrupe) deli red koncne grupe G.

Dokaz. Naj bo H podgrupa konc¢ne grupe G. Vemo, da vsi desni odseki podgrupe H
tvorijo particijo grupe G. Torej vsak element iz grupe G pripada natanko enemu odseku
podgrupe H. Vemo tudi, da je moc¢ desnih odsekov enaka moci podgrupe H. Potem
moc¢ konéne grupe G dobimo tako, da stevilo odsekov pomnozimo z moc¢jo podgrupe.
Iz tega sklepamo, da |H| deli |G]|. O

Posledica 2.93. Vsaka grupa prastevilskega reda je ciklicna. Se vec, vsak element te

grupe, ki ni identiteta, generira celo grupo.

Dokaz. Naj bo G grupa prastevilskega reda p in naj bo g € G, ki ni enak identiteti.
Potem ima ciklicna podgrupa (g) grupe G, ki je generirana z g, vsaj dva elementa, g
in e. Iz Lagrangovega izreka vemo, da je red grupe (g) vecji ali enak 2 in mora deliti
prastevilski red grupe G. To pa pomeni, da je enak prastevilskemu redu grupe G in
velja, da je (g) = G. Od tod sledi, da je grupa G cikli¢na. O

Opomba 2.94. Ker je kolicnik |G| : |H| enak indeksu podgrupe H glede na grupo G,

lahko mo¢ grupe G izra¢unamo po enachbi

Gl =G : H]-[H|.

! Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813) je bil italijansko-francoski matematik. Ukvarjal se je s teorijo

Stevil in nebesno mehaniko. Njegova najpomembnejsa knjiga je Mécanique analytique iz leta 1788, na

kateri sloni njegovo nadalnje delo.
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Izrek 2.95. Ce je K < H < G, potem je |G : K| = |G : H||H : K|.

Definicija 2.96. Naj bo H podgrupa grupe G in naj bo Z indeksna mnozica, ki je v
bijektivni povezavi z mnozico odsekov podgrupe H v grupi G. Podmnozica T' = {¢; |
i € T} je mnozica levih predstavitvenih odsekov podgrupe H za grupo G, ¢e je mnozica

t;H enaka odsekom podgrupe H v grupi G brez ponavljajocih odsekov.
Zapisimo Se izrek, ki opisuje podgrupe neskonénih cikliénih grup.
Izrek 2.97. Naj bo G = (g) neskoncna ciklicna grupe. Potem:

e Za vsak d € N obstaja natanko ena podgrupa grupe G z indeksom d. Poleg tega

ima vsaka netrivialna podgrupa grupe G- konéni indeks.

e Naj bosta d,e € N. Presek podgrup, ki so indeksa d in e, je podgrupa indeksa
lem(d,e).

e Naj bosta d,e € N. Potem je produkt podgrup, ki so indeksa d in e podgrupa
indeksa ged(d, e).

V [20] so poleg odsekov opisani tudi dvojni odseki. Kot smo Ze zapisali, so odseki
definirani kot mnozenje z desne ali z leve strani elementa grupe s podgrupo dane grupe.
Ce pa element grupe pomnozimo z leve in z desne strani z razlicnima podgrupama dane

grupe, govorimo o dvojnih odsekih.

Definicija 2.98. Naj bo G grupa in ¢ € G ter H in K podgrupi grupe G. Potem

vsako mnozico, ki je oblike
HgK ={hgk | h € H,k € K},
imenujemo dvojni odsek (H, K).

Primer 2.99. Dano imamo grupo S; in njeni podgrupi H = {id,(1 2)} in K =
{id, (1 3)}. Pois¢imo dvojne odseke za permutaciji (2 3) in (1 3 2).

e permutacija (2 3):
H-23)-K={h-(23)-k| h e Hk e K}. Dvojne odseke izracunamo
tako, da vsako permutacijo iz mnozice H pomnozimo z dano permutacijo in z

vsako permutacijo iz mnozice K. Dvojni odseki so enaki mnozici H - (2 3)- K =

{(2 3),(1 2 3)}.

e permutacija (1 3 2)
H-(132)-K={h
H(1 3 2)K = {id, (

(1 32)-k|heHke K}. Dvojni odseki so enaki mnozici
13),(2 3),(13 2)}.
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Grupa S3 je moc¢i 6. V nasprotju z odseki, mo¢ dvojnih odsekov ne deli nujno moci
grupe. To opazimo tudi v tem primeru. Mo¢ dvojnega odseka H(2 3)K je 4, vendar
4 ne deli 6. Iz primera je tudi razvidno, da imajo razlicni dvojni odseki za isti par

podgrup razlicno moc.

2.2.5 Kvocientne grupe
Snov o kvocientnih grupah je povzeta po [1], [8], [28] in [33].

Izrek 2.100. Naj bo G grupa in H podgrupa grupe G. Potem je binarna operacija o
na levih odsekih (gH) o (kH) = (gk)H; g,k € G dobro definirana, c¢e je H podgrupa
edinka grupe G.

Dokaz. Dokaz je povzet po [28]. Pokazali bomo, da je produkt dveh levih odsekov
dobro definiran. Zato zelimo pokazati, da je (aH)(bH) = (ab)H. To bomo storili s
pomocjo podmnozic. Mnozici A in B sta enaki natanko takrat, ko velja A C B in
B C A. Naj bo G grupa in H <G. Definiramo produkt levih odsekov kot (aH)(bH) =
{zy | « € aH,y € bH} = {ahibhy | hi,hs € H}. Vemo, da dokler je H podgrupa
edinka grupe G velja b™'Hb C H. Zato za vsak h; € H obstaja tak ¢ € H, ki ga lahko
zapisemo kot ¢ = b hyb. Ce je ahibhy € (aH)(bH) sledi, da je ahibhy = abb™ hybhy =
abchy € (ab)H C Hb™!. Potem velja

(aH)(bH) C (ab)H.
Po drugi strani pa velja naslednje:
abh € (ab)H,
aebh € (aH)(bH),

(ab)H C (aH)(bH).

Od tod sklepamo, da je
(aH)(bH) C (ab)H,

(ab)H C (aH)(bH).
Enakost produkta levih odsekov (aH)(bH) = (ab)H sledi iz enakosti mnozic. O

Podgrupe edinke so pomembne, ker nam omogocajo izdelavo novih grup. Nacin,

kako to storimo je zapisan v naslednji trditvi.

Trditev 2.101. Naj bo G grupa in H njena podgrupa edinka. Potem odseki podgrupe
H po grupi G dolocajo grupo G/H z binarno operacijo (9H) o (kH) = (gk)H. Grupo
G/H imenujemo kvocientna grupa ali faktorska grupa grupe G po podgrupi H.
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Dokaz. Za dokaz, da je G/H res grupa, moramo preveriti tri lastnosti, ki morajo veljati

za grupo.

e Najprej preverimo, ali za vse odseke aH,bH,cH iz G/H velja asociativnostni
zakon, to je
(aH)(bHcH) = (aHbH )(cH).

Leva stran: (aH)(bHcH) = (aH)(bcHH) = (aH)(bcH) = (a(bc))H,
Desna stran: (aHbH)(cH) = (abHH)(cH) = (abH)(cH) = ((ab)c)H.

Zaradi asociativnosti, ki velja v grupi G, lahko sedaj sklepamo, da asociativnost
velja tudi v kvocientni grupi G/H. Ker je H podgrupa edinka grupe G velja, da se
vsak levi odsek ujema z ustreznim desnim odsekom. Pri dokazu smo upostevali,
da zaradi omenjene zakonitosti, velja Hc = cH. Potem smo upostevali, da je v
podgrupi produkt dveh podgrup enak sami podgrupi, to je H-H = H. Nazadnje
smo upostevali tudi definicijo operacije (¢H)(kH) = (gk)H. Podobna utemeljitev

velja tudi za dokaz desne strani asociativnostnega zakona.

e Naj bo e € G nevtralni element grupe G. Ker je (eH)(aH) = aH in (aH)(eH) =
aH za vsak a € H, lahko sklepamo, da je eH = H nevtralni element kvocientne
grupe G/H.

e Se zadnja lastnost, ki jo moramo preveriti za grupo G /H, je lastnost obstoja
obratnega elementa oziroma inverza. Torej, naj bo aH € G/H poljuben odsek.

Potem je:

(a'H)(aH) = (e *a)H = eH = H,
(aH)(a™'H) = (aa ')H = eH = H.

Iz zapisa sledi, da je a ' H inverz odseka aH.
Tako smo dokazali, da je G/H res grupa. O

Opomba 2.102. Identiteta kvocientne grupe G/H je H. Inverz odseka zH € G/H je
2~ H. Ce je G Abelova grupa, potem je tudi kvocientna grupa G/H Abelova grupa.

Definicija 2.103. Elementa x in y iz grupe G sta si konjugirana, ce obstaja tak

g € G, da je:
1

y=grg .
Naslednja primera sta vzeta iz vaj v 14. poglavju literature [8].

Primer 2.104. Pois¢imo Stevilo elementov oziroma red kvocientne grupe
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o Zg/(3):
Grupa Zg je ciklicna grupa s Sestimi elementi. Predstavimo jo lahko tudi na nac¢in
e =20 x' 2% 23, 2%, 2°, kjer je 2™ - 2™ = ™", pri éemer se eksponent rac¢una po
modulu 5. Vzamemo njeno bolj standardno predstavitev, Zg = {0,1,2,3,4,5}.
Element 3 € Zg generira podgrupo z dvema elementoma, (3) = {0,3}. Zato je

kvocientna grupa reda | Zg | / | (3) |= $ = 3.

o (Zn2 X Zng)/((4,3)):
Zapisimo elemente grupe Z, in grupe Zs:
Zis = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11},
Zis = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17}.
Grupa Zio X Zq1g ima 12 - 18 = 216 elementov. Pois¢imo tudi Stevilo elementov
podgrupe ((4,3)) v Z1 X Zg. Ker je
ged(4,12) =4, 2 =3,
ged(3,18) = 3,2 =6 in
lem(3,6) = 6, element (4,3) generira podgrupo s Sestimi elementi. Od tod

izracunamo tudi stevilo elementov kvocientne grupe (Zi2xZ1s)/((4,3)): %% = 36.

2.2.6 Homomorfizmi grup

Definicija 2.105. Naj bosta (F, o) in (G, ) grupi. Preslikavo ¢, ki slika iz grupe F' v

grupo G, imenujemo homomorfizem, ce za vse fi, fo € F velja

¢(f1 : f2) = ¢(f1)¢(f2)-

Opomba 2.106. Za vsaki grupi F' in G obstaja vsaj en homomorfizem ¢ : F — G, ki
ga imenujemo trivialni homomorfizem. Definiran je kot ¢(f) = e, kjer je f € F'in

e nevtralni element v grupi G.

Opomba 2.107. Ce je ¢ homomorfizem iz grupe F na grupo G, je ¢(f~') = ¢(f) " za
vsak f € F.

Primer 2.108. Dani imamo grupi (Z,+) in ({1, —1},-). Definiramo preslikavo

1, ¢ce je n sod,
-

—1 ¢e je n lih.

Dokazimo, da je ¢ homomorfizem grup.

e Dani imamo dve sodi stevili, 2n in 2m:
o(2n+2m) = ¢(2(m +n)) = 1.
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2(m + n) je sodo stevilo, zato se s preslikavo ¢ preslika v 1.
o(2n)p(2m) =1-1=1.
Vidimo, da velja enakost ¢(2n + 2m) = ¢(2n)o(2m).

e Dani imamo dve lihi stevili, 2m + 1 in 2n + 1:

H((2m+1)+2n+1)) =0(2m+2n+2) =¢(2(m+n+1)) =1.
Stevilo 2(m +mn+ 1) je sodo, zato je vrednost preslikave 1.
o2m+ Dep(2n+1) = (—1)-(-1) =1.

Torej velja enakost ¢((2m + 1) + (2n + 1)) = ¢(2m + 1)¢(2n + 1).

e Dano imamo liho §tevilo 2n + 1 in sodo Stevilo 2m:
o2n+1+4+2m)=¢(2n+2m+1) = —1.
Stevilo je liho stevilo, zato je vrednost preslikave —1.
o(2n+ 1)p(2m) =(—1)- 1= —1.
Ker sta (Z,+) in ({1, —1}, -) Abelovi grupi, lahko sklepamo, da velja tudi ¢(2m+
2n + 1) = ¢(2m)p(2n + 1). Torej je ¢ res homomorfizem.

Definicija 2.109. Ce je homomorfizem ¢ injektiven, imenujemo tak homomorfizem

epimorfizem.

Definicija 2.110. Preslikavo ¢ imenujemo izomorfizem, ce je:
e ¢ bijektivna preslikava,
e ¢ homomorfizem,
e ¢! homomorfizem.

Opomba 2.111. Ce je preslikava ¢ izomorfizem, je inverz enak ¢~' : G — F.

Opomba 2.112. Homomorfizem ¢ : F' — F imenujemo endomofrizem. Bijektivni

endomorfizem imenujemo automorfizem.

Definicija 2.113. Naj bosta F in G grupi. Ce je ¢ : F — G izomorfizem, sta grupi

F in G izomorfni. To zapisemo kot F' = G.
Bralec lahko primere izomorfizmov in epimorfizma prebere v [1].

Definicija 2.114. Naj bo ¢ : F — G homomorfizem grup. Podgrupo ¢~ ![{e}] = {f €

F | ¢(f) = e} imenujemo jedro homomorfizma ¢ in ga ozna¢imo s Ker(¢).

Naslednji primer je povzet iz 13. poglavja v [8].
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Primer 2.115. Pois¢imo Ker(¢) in ¢(3) za homomorfizem ¢ : Zyg — Zsgg, definiram s
predpisom ¢(1) = 8. Ob upostevanju podatkov naloge zapisemo enac¢bo 8n = 0 (mod
20), n € Z. Ker je n element iz Zjg, sta mozni samo stevili 0 in 5. Zato je Ker(¢) =
{0,5} = (5). Izracunamo se ¢(3) =8 -3 = 24 = 4(mod 20).

Definicija 2.116. Sliko homomorfizma ¢ definiramo kot Im(¢) = {o(f) | f € F}.
Dokaz naslednje trditve je povzet po [35].
Trditev 2.117. Jedro homomorfizma ¢ : G — H je podgrupa edinka.

Dokaz. Naj bo n € Ker(¢) in ey identeta za H. Potem je:

d(gng™!) = ¢(9)e(n)d(g~!) = d(9)en(9™") = d(9)d(9)™! = en za vsak g € G, kar
pomeni, da je Ker(¢) < G. ]

Trditev 2.118. Naj bosta F' in G grupi in ¢ : F' — G homomorfizem. Potem je
Ker(¢) < F in ¢(K) < G za vse K < F.

Dokaz. Da je Ker(¢) < F smo dokazali pri trditvi 2.117. Dokazimo se ¢(K) < G.
Naj bo X = ¢(K). Zadostuje, da preverimo, ali je X neprazna mnozica in zaprta za
mnoZenje in za inverz. Ze zgoraj smo zapisali, da je ¢(f) = e. Zato X vsebuje f, ki
je identiteta za grupo G. Homomorfizem slika inverz v inverz, kar zapisemo tudi kot
d(a™t) = ¢(a)"!. Zato je X zaprt za inverz. Prav tako je X po definiciji zaprt za
produkt. Torej je X res podgrupa. O

Dokaz prvega izreka o izomorfizmu lahko preberete v [34].

Izrek 2.119. Naj bo ¢ : F — G homomorfizem z jedrom H. Potem odseki po H
oblikujejo kvocientno grupo F/H, kjer (aH)(bH) = (ab)H. Preslikava v : F/H — ¢(F)

definiramo z p(aH) = ¢(a) je izomorfizem.
Dokaz. Da je preslikava p izomorfizem, moramo dokazati naslednje pogoje:
e preslikava p je dobro definirana,
e preslikava p je injektivna,
e preslikava p je surjektivna in
e preslikava p je homomorfizem.

Za dokaz 1. tocke dokazimo implikacijo e H = aoH = p(a1H) = p(asH). Pri-
vzamemo, da je a;H = aoH za a;,a; € F. Potem je aj'ay € H. Vemo, da je
¢(artaz) = eq. Ker je ¢(ay'az) = ¢(a1)'d(az), je ¢lar)'dlaz) = eq. Zato je
o(ar) = ¢(ag) in p(ayH) = p(asH). Preslikava p je injektivna, ¢e iz pu(a1H) = p(asH)
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sledi a1 H = aoH. To dokazemo tako, da dokaz pod tocko 1 dokazemo v obratni smeri.
Dokazimo 8e surjektivnost preslikave . Kodomena preslikave p je ¢(F). Za surjektiv-
nost preslikave g moramo dokazati, da je slika preslikave p enaka p(F/H), kar je enako
O(F).
p(F/H) = {p(aH) - a € F} ={¢(a);a € F} = ¢(K).

Dokazimo $e, da je preslikava p homomorfizem. Za vsak aq, a9 € F je p(a1H - asH) =
plarasH) = ¢(aras) = ¢(ar)p(az) = p(arH)p(azH). Pri dokazu smo uporabili defini-
cijo produkta v kvocientnih grupah. Preslikava p je torej homomorfizem. Po izreku 7?7
je tudi ¥'/ker(s) = O(F). O

Primer 2.120. Naj bo ¢ : Z — Z,, homomorfizem definiran kot ¢(z) = k(mod n).
Zaloga vrednosti homomorfizma ¢ je enaka Im(¢) = Z,,. Jedro tega homomorfizma je

enako nZ. Po prvem izreku izomorfizma je Z/nZ = Z,.
Trditev 2.121. Vsaka neskonéna ciklicna grupa G je izomorfna grupi (Z,+).

Dokaz. Naj bo G neskon¢na ciklicna grupa z generatorjem g. Definiramo preslikavo

f:7Z — G, f(n) = g". Dokazimo, da je preslikava f izomorfizem.

e Naj bo g € G poljuben. Potem obstaja tak n € Z, da je g = ¢g". Torej je
funkcija f(n) = g", n € Z dobro definirana.

e Dokazimo, da je preslikava f homomorfizem. To pomeni, da je f(m + n) =
f(m)f(n). Preverimo: f(m+n)= g™ =g"g" = f(m)f(n).

e Dokazimo Se, da je preslikava f surjektivna. Ker je G cikli¢na grupa, lahko vsak
element iz grupe zapisemo kot potenco z osnovo g. Torej za vsak element ¢,
iz G obstaja tak n € Z da velja g1 = ¢g". Glede na definicijo preslikave f je
f(n) = g™ = g1. Preslikava f je surjektivna.

e Najbostam,n € Z. Ceje f(m) = f(n), potem je g™ = ¢g". Toda ta dva elementa
sta razlicna. Edina mozna reSitev je, da sta m in n enaka. Funkcija f je torej

injektivna funkcija.

Ker je funkcija f surjektivni in injektivni homomorfizem, je grupa GG izomorfna grupi
(Z,+).
O
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3 Osnovne lastnosti hipergrup

V tem poglavju bomo spoznali nekaj malega o zgodovini hipergrup ter se poblizje

seznanili z osnovnimi definicijami in primeri hipergrup.

3.1 Zgodovinski razvoj hipergrup

Teorijo hiperstruktur (hipergrup) je prvi¢ predstavil francoski matematik Marty na
osmem kongresu skandinavskih matematikov leta 1934. Hiperstrukture predstavljajo
naravno posplositev grup. Vemo, da je v grupi produkt dveh elementov en sam element.
V hipergrupi pa velja, da je produkt dveh elementov mnozica. Kot motivacijski primer
je Marty podal kvocientno mnozico G/K = {zK | x € G}, v kateri je G grupa in K
njena podgrupa, ne nujno edinka. Okrog leta 1940 so teorijo hiperstruktur proucevali
razlicni francoski, ameriski in italijanski matematiki. Marty, Krasner, Dresher in drugi
so proucevali teorijo v povezavi z grupami in uporabo te teorije v geometriji. Ker se
je raziskovalno podrocje hiperstruktur zelo razsirilo, je ta teorija od leta 1970 naprej
dozivela velik napredek. Uporabo hiperstruktur so na podroc¢jih geometrije, topologije,
kriptografije, verjetnosti ipd. raziskovali razli¢ni avtorji [5]. Teorija hipergrup po eni
strani posplosuje teorijo grup, po drugi strani pa vpeljuje nove koncepte, ki omogocajo

sirso uporabno vrednost.

3.2 Osnovne definicije in primeri hipergrup

Definicija 3.1. Naj bo M neprazna mnozica in P*(M) druzina vseh nepraznih pod-
mnozic mnozice M. Potem preslikavo o : M x M — P*(M) imenujemo hiperope-
racija na mnozici M. Par (M, o) imenujemo hipergrupoid. Ce je razvidno, kaj je

hiperoperacija, potem lahko hipergrupoid oznac¢imo tudi samo z M.

Definicija 3.2. Naj bo M neprazna mnozica, P*(M) druzina vseh nepraznih pod-
mnozic mnozice M in o : M x M — P*(M) hiperoperacija na mnozici M. Potem
imenujemo hipergrupoid (M, o) polhipergrupa, ¢e za vse z,y,z € M velja, da je

(xoy)oz=uxzo(yoz), kar pomeni, da je

U Uoz = U T ow.

ucxoy VEYOZ
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Opomba 3.3. Ze v razdelku o zgodovini hipergrup smo zapisali, da je v hiperstrukturi
produkt dveh elementov mnozica. Posledi¢no so vsi zapisi oblike x o y mnozice, zato

bomo zapis x o y nadomestili z N. Potem velja

(xoy)oz=Noz= U noz.
neN
Ker je o hiperoperacija, je tudi n o z mnozica. Od tu sklepamo, da je rezultat hiper-

operacije unija mnozic.

Primer 3.4. Naj bo S = {a,b,¢,d} mnozica s Stirimi elementi. Potem je (5, -) pol-

hipergrupa, kjer je hiperoperacija - definirana kot prikazuje spodnja tabela:

a b c d
{a} {0} A {d}
{b; {a,c; {b,c} {d}
{c; {bc} {a,b} {d}
{d} {d} {dy S

_Q O o 2

Ce zelimo dokazati, da je (S, -) polhipergrupa, moramo po definiciji 3.2 dokazati, da za
poljubne tri elemente iz mnozice S velja asociativnostni zakon. Ce na primer vzamemo

iz mnozice S elemente a, b, ¢, potem moramo dokazati, da velja
(@-b)-c=a-(b-c). (3.1)
Glede na definicijo hiperoperacije, ki jo prikazuje zgornja tabela, je
a-b={b},
{b} - c={b,c}.
Na enak naéin preverimo tudi desno stran enakosti (3.1) in upoStevamo, da je rezultat

hiperoperacije unija mnozic:

b-c={b,c},
a-{bc} =a-b| Ja-c={b}| J{c} = {b.c}.

Leva stran enakosti (3.1) je enaka desni strani enakosti (3.1), zato za elemente a, b, c € S

velja asociativnostni zakon. Na enak nac¢in moramo preveriti tudi vse druge mozne

izbore treh elementov, le-teh je 4% = 64. To storimo v nadaljevanju:

e (a-a)-a={a}-a={a}l,a-(a-a)=a-{a} ={a}=(a-a)-a=a-(a-a),
e (a-a)-b={a}-b=A{b},a-(a-b)=a-{b} ={b}=(a-a)-b=a-(a-b),
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e (a-a)-c={a}-c={ctha-(a-¢c)=a-{c}={c}=(a-a)-c=a-(a-c),
e (a-a)-d={a}-d={d},a-(a-d)=a-{d} ={d} = (a-a)-d=a-(a-d),
e (a-b)-a={b}-a={bl,a-(b-a)=a-{b} ={b}=(a-b)-a=a-(b-a),

e (a-b)-b={b}-b={a,c},a-(b-b) =a-{a,c} =a-aJa-c={a}J{c} =
{a,c} = (a-b)-b=a-(b-D),

e (a-b)-c={b}-c={b,c},a-(b-c)=a-{b,c} =a-bJa-c={b} U{c} = {b,c} =
(a-b)-c=a-(b-c),

e (a-b)-d={b}-d={d},a-(b-d)=a-{d}={d} = (a-b)-d=a-(b-d),
e (a-c)-a={c}-a={ctha-(c-a)=a-{c}={c}=(a-¢)-a=a-(c-a),

o (a-c)-b={c}-b={bc},a-(c-b)=a-{b,c}=a-bDJa-c={b}U{c} ={b,c} =
(a-c)-b=a-(c-b),

e (a-¢)-c=A{c} -c={a,b},a-(c-¢)=a-{a,b} =a-alJa b= {a} J{b} =

{ab} = (a-c)-c=a-(c-c),
o (a-c)-d={c}-d={d},a-(c-d)y=a-{d}={d} = (a-¢)-d=a-(c-d),
e (a-d)-a={d-a={d}a (d-a)=a-{d ={d} = (a-d)-a=a-(da),
e (a-d)-b={d} b={d}a-(d-b)=a-{d ={d = (a-d) b=a-(d-b),
o (a-d)-c={d} c={da-(dc)=a-{d={d = (a-d)-c=a-(d-c),

e (a-d)-d={d}-d={a,bc,d}=S,a-(d-d)=a-S=a-{a,bc,d} =a-alJa-
bUJa-cUa-d={a} J{b} U{c} U{d} ={a,b,c,d} =S = (a-d)-d=a-(d-d),

o (b-a)-a={b}-a={b}.b-(a-a)=b-{a} ={b} = (b-a)-a=b-(a-a),
o (b-a)-b={b}-b={achb (a-b)=b-{b}={a,c} = (b-a)-b=b-(a-b),
o (b-a)-c={bt-c={bcb (a-c)=b-{c}={bct=(b-a)-c=b-(a0c),
o (b-a)-d={b}-d={d}.b-(a-d)=b-{d} ={d} = (b-a)-d=b-(a-d),

e b-b)-a=A{a,ct-a=a-ac-a={a}U{c} ={a,c},b-(b-a) =b-{b} =
{a,c} = (b-b)-a=0b-(b-a),

e (b-b)-b={a,c}-b=a-bJc-b={b}U{b,c} = {b,c},b-(b-b) =b-{a,c} =
b-alJb-c={b}U{b,c} ={b,c} = (b-b)-b=0b-(b-D),
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e (b-b)-c={a,c}-c=a-cc-c={c} UH{a,b} ={a,b,c},b-(b-¢c)=0b-{b,c} =
b-oUb-c={a,ctU{b,c} ={a,b,c} = (b-b)-c=b-(b-c),

o (b-b)-d={a,c}-d=a-dJc-d={d}J{d} ={d},b-(b-d) =b-{d} = {d} =
(b-b)-d=b-(b-d),

e (b-c)ra={bct-a=b-alJc-a={b}U{c} ={b,c},b-(c-a)=b-{c} ={b,c} =
(b-c)-a=0b-(c-a),

e (b-c)-b=A{b,c}-b=0b-bJc-b={a,c}\ U{b,c} ={a,b,c},b-(c-b) =b-{b,c} =
b-oUb-c={a,ctU{b,c} ={a,b,c} = (b-¢c)-b=">b-(c-b),

o (b-c)-c={bc}-c=b-c|Jc-c={bc} U{a,b} ={a,b,c},b-(c-c) =0b-{a,b} =
b-alJb-b={b}U{a,c} ={a,b,c} = (b-¢c)-c=0b-(c-¢),

e (b-c)-d={bc}-d=b-dJc-d={d} U{d} ={d},b-(c-d) =b-{d} ={d} =
(b-c)-d=0b-(c-d),

e (b-d)-a={d}-a={d},b-(d-a)=b-{d}={d} = (b-d)-a=0b-(d-a),
o (b-d)-b={d}-b={d},b-(d-b)=b-{d} = {d} = (b-d) -b=b-(d-b),
e (b-d)-c={d}-c={d},b-(d-¢)=b-{d}={d} = (b-d)-c=b-(d-c),

o (b-d)-d={d}-d={abcd =Sb-(d-d=b-S=b-{abecd =b-alJb-
bUb-clUb-d = {b} U{a,c} ULb, e} U{d} = {a.b,c,dy = S = (b-d)-d = b-(d-d),

o (cra)-a={c}-a={c},c-(a-a)=c-{a} ={c} = (c-a)-a=c-(a-a),
o (coa)-b={ct-b={bc}c (a-b)=c-{b}={bct=(c-a)-b=c-(a-b),
o (cra)-c={c}-c={ab},c-(a-c)=c-{c} ={a,b} = (c-a)-c=c-(a-0),
o (coa)-d={c} - d={dt,c-(a-d)=c-{d} ={d} = (c-a)-d=c(a-d),

e (c-b)-a={bct-a=b-alJc-a={b}U{c} ={b.c},c-(b-a) =c-{b} ={b,c} =
(c-b)-a=c-(b-a),

o (c:b)-b={b,c}-b=b-b|Jc-b={a,c} U{b,c} ={a,b,c},c-(b-b) =c-{a,c} =
c-ae-c={c}U{a,b} ={a,b,c} = (c-b)-b=c-(b-D),

e (c-b)-c={bct-c=b-cJc-c={bc} U{a,b} ={a,b,c},c-(b-c)=c-{b,c} =
c-bJe-ec={bc} Ha,b} ={a,b,c} = (c-b)-c=c-(b-0),

e (c-b)-d={bc}-d=b-dJc-d={d} U{d} ={d},c-(b-d)=c-{d} ={d} =
(c-b)-d=c-(b-d),
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e (c-c)-a={a,b}-a=a-alb-a={a}J{b} = {a,b},c-(c-a) =c-{c} =

{a,b} = (¢c-¢)-a=c-(c-a),

e (c-o)-b={a,b}-b=a-b|Jb-b={b}U{a,c} ={a,b,c},c-(c-b)=c-{b,c} =
c-bJe-ec={bc} Ha,b} ={a,b,c} = (c-¢)-b=c-(c-b),

e (c-c)-c={a,b}-c=a-cUb-c={ctU{b,c} = {b,c},c-(c-¢c) =c-{a,b} =
c-aJe-b={ctU{b,c} ={b,c} = (c-¢c)-c=c-(c-¢),

e (c-c)-d={a,b}-d=a-d|Jb-d={d}U{d} = {d},c-(c-d) =c-{d} ={d} =
(c-c)-d=c-(c-d),

e (c-d)-a={d}-a={d},c-(d-a)=c-{d} ={d} = (c-d)-a=c-(d-a),
o (c-d)-b={d}-b={d},c-(d-b)=c-{d} ={d} = (c-d)-b=c-(d-)),
o (c-d)-c={d}-c={d},c-(d-c)=c-{d} ={d}=(c-d)-c=c-(d-0),

e (c-d)-d={d}-d={a,b,c,d} =S,c-(d-d)y=c-S=c-{a,bc,d} =c-alJc-
bUc-ce-d={c} U{b,c} U{a,b} U{d} ={a,b,c,d} =S = (¢-d)-d = c-(d-d),

e (d-a)-a={d-a={d},d (a-a)=d-{a} ={d} = (d-a) a=d-(a-a),
o (d-a)-b={d} - b={d}.d-(a-b)=d-{b} ={d} = (d-a) b=d-(a-b),
o (d-a)-c={d} - c={drd-(a-c)=d-{c}={d} = (d-a)-c=d-(a-c),
o (d-a)-d={d}-d=S,d-(a-d)=d-{d}=S=(d-a)-d=d-(a-d),

o (d-b)-a={d}-a={d}d (b-a)=d-{b}={d} = (d-b)-a=d-(b-a),

o (d-b)-b={d}-b={d},d-(b-b)=d-{a,c} =d-alJd c={dJ{d} = {d} =
(d-b)-b=d-(b-b),

e (d-b)-c={d}-c={d},d-(b-¢c)=d-{b,c} =d-bJd-c={d} U{d} = {d} =
(d-b)-c=d-(b-c),

o (d-b)-d={d}-d=5={abecd}d-(b-d) =d-{d =S = {a,becd =
d-b)-d=d-(b-d),

e (d-¢c)-a={d}-a={d},d-(c-a)=d-{c}={d} = (d-¢)-a=d-(c-a),

o (d-c)-b={d}-b={d},d-(c-b)=d-{b,c}=d-bJd-c={d} U{d} = {d} =
(d-c)-b=d-(c-b),

e (d-¢)-c={d}-c={d},d-(c-¢c)=d-{a,b} =d-aJd - b= {d} U{d} = {d} =
(d-c)-c=d-(c-c),
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e (d-¢c)-d={d}-d=95={a,bc,d},d-(c-d)=d-{d} =5 ={a,b,c,d} =
(d-c)-d=d-(c-d),

e (d-d)-a=S-a={a,b,¢c,d}-a=a-alJb-aJc-alJd-a={a}J{b} U{c} U{d} =
{a,b,c,d},d-(d-a) =d-{d} =S ={a,b,c,d} = (d-d)-a=d-(d-a),

o (d-d)b=Sb={ab e dbb=abJbbUcbUdb={b}U{a,c} b, c} U{d} =
{a,b,e,d},d-(d-b)=d-{d} =S ={a,b,c,d} = (d-d) - b=d-(d-b),

e (dd)-c=S8-c={a,b,c,d}-c=ac|JbcJcclUd-c={c}U{b,c} U{a,b} U{d} =
{a,b,c,d},d-(d-c)=d-{d} =S ={a,b,c,d} = (d-d)-c=d-(d-c),

e (d-d)-d=S-d={a,b,c,d}-d=a-dJb-dJc-dJd-d={d} Y{d} U{d} U S =
{a,b,e,d},(d-d)-d =d-S =d-{a,bc,d} =d-alJd-0Ud-cUd- -d =

{dy U{d} U{d} U S ={a,b,c,d} = (d-d)-d=d-(d-d).

Iz zgornjih zapisov vidimo, da za vse moznosti velja asociativnostni zakon, zato je S z

dano hiperoperacijo - res polhipergrupa.

Definicija 3.5. [5] Dan imamo hipergrupoid (M, o) in = € M. Za poljubni neprazni
podmnozici A in B mnozice M (A, B C M) bomo uporabljali naslednji zapis:

AoB = U aob,Aox=Ao{zx},xoB={x}oB.
a€AbEB
Opomba 3.6. Elemente mnozice zapisujemo v obliki {z,y, z}. Ne glede na stevilo ele-
mentov mnozice, smo zaradi lazjega razumevanja tak nacin zapisovanja uporabili tudi
v primeru 3.4. V nadaljevanju bomo mnozice z enim samim elementom namesto {x}

zapisali v skrajSani obliki, to je x.

Opomba 3.7. Asociativnostni zakon v polhipergrupi (S, 0) lahko uporabimo tudi na
podmnozicah A, B,C € S. Velja naslednje:

Ao(Bo(C)=(AoB)oC,

kjer je
BoC = U boc, AoB= U aob.
beB,ceC a€ADEB
Definicija 3.8. Neprazno podmnozico A polhipergrupe (M, o) imenujemo podpol-
hipergrupa, ¢e je sama zase polhipergrupa. To z drugimi besedami pomeni tudi,
da je neprazna podmnozica A polhipergrupe (M, o) podpolhipergrupa ce velja, da
je Ao A C A. To imenujemo tudi zaprtost za operacijo polhipergrupe. Mnozico M

imenujemo superpolhipergrupa polhipergrupe A.
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Opomba 3.9. Pojmi, predstavljeni v tej opombi, predstavljajo enakovredne pojme iz
teorije grup. Neprazno podmnozico A polgrupe (M, o) imenujemo podpolgrupa, ce je
sama zase polgrupa. To z drugimi besedami pomeni tudi, da je neprazna podmnozica
A polgrupe (M, o) podpolgrupa ce velja, da je Ao A C A. Mnozico M imenujemo
superpolgrupa polgrupe A.

Naslednji primer pokaze, kako lahko iz dane polgrupe in njene podpolgrupe kon-

struiramo polhipergrupo.

Primer 3.10. Naj bo (5, ) polgrupa in K poljubna podpolgrupa polgrupe S. Potem
je S/K = {x - K | x € S} polhipergrupa za hiperoperacijo o definirano na naslednji
nacin

oy={z|z€z- -y}, kjerjez=z-K.

Kl

Opomba 3.11. Produkt odsekov v polgrupi je mnozica elementov polgrupe:
E-y=x~K~y~K={x~k1~y‘k2|k1,k2€K}.

Rezultat hiperoperacije o je torej unija odsekov oblike z =2 - K,z € = - 4.
Da bomo dokazali, da je S/K = {x - K | x € S} polhipergrupa za hiperoperacijo o,
moramo dokazati, da velja asociativnostni zakon: (Zo¢)om = Z o (gom) za poljubne

x,y,m € S. Najprej preverimo, kaj je rezultat hiproperacije dveh odsekov v polgrupi:

{Z'K‘Z:$'k1'y'k2,k17k2€K}:{l"k’l'y'k'g'[(‘kl,kQEK}.

Preverimo tudi, kaj je rezultat hiperoperacije treh odsekov (Z o g) o m in & o (y o m),
ter, ali vrstni red izvajanja vpliva na rezultat hiperoperacije:

(fog)om:U{Z.K}om: U {z-K}om = U Koo —

2€T- zex- K-y K zex-K-y-K
J 2K m-K=2Ky K-Km-K=z-Ky-K-m-K
zew-KyK
Ker je K poljubna podpolgrupa polgrupe S, velja, da je K- K = K. To smo upostevali
pri poenostavljanju zapisa (Zog)om in bomo upostevali tudi pri poenostavljanju zapisa
To(yom).

To(yom)=1=Io U{z-K}:fo U {z- K} = U Toz K =

zZ€EYm zey-K-m-K zey-K-m-K
U v K-z K=2z-K-y Km-KK=z-K-y-K-m-K.
zey-K-m-K
Ker smo dokazali, da za hiperoperacijo o velja (Zog)om = Zo(gom), je S/K = {x- K |
x € S} polhipergrupa. V dokazu smo seveda na ve¢ mestih uporabili asociativnost v

polgrupi S.
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Definicija 3.12. Hipergrupoid (H,o) imenujemo kvazihipergrupa, ¢e za poljuben

a € H velja, dajeaoH = Hoa = H. Ta pogoj imenujemo tudi aksiom reprodukcije.

Opomba 3.13. Iz opombe 3.3 vemo, da je rezultat hiperoperacije unija mnozic. Zato je
tudi @ o H mnozica in velja

ao H = UCLOh.

heH

Lahko recemo, da mnozica vseh elementov mnozice H tvori nevtralni element.

Primer 3.14. Primer za kvazihipergrupo, ki jo bomo navedli v nadaljevanju, je vzet
iz literature [19]. Naj bo H = {1,2,3} mnozica s tremi elementi. Potem je (H, o) kva-
zihipergrupa, kjer je hiperoperacija o definirana kot prikazuje spodnja tabela. Mnozica
z enim samim elementom je v primeru, ki je zapisan v [19], zapisana v obliki mnozice,
zato bomo tako notacijo uporabili tudi tu. Bralec se lahko na enostaven nacin preprica,
da je (H,o) hipergrupoid. Hiperoperacija o slika iz H x H v druzino vseh nepraznih
podmnozic mnozice H. Zato mora bralec najprej poiskati vse neprazne podmnozice
mnozice H. Iz spodnje tabele razberemo, da so rezultati hiperoperacije o nekateri
elementi iz P*(H).
1 2 3

sy 3y 2

2} {123 {2}

{2 {1} {123}

Za dokaz, da je hipergrupoid (H, o) kvazihipergrupa, moramo preveriti, ali velja aksiom

W N~ | O

reprodukcije. Kar pomeni, da za poljuben element a iz mnozice H velja, da je ao H =
H oa = H. Spomnimo, da je
aoH = U aoh

heH
n
Hoa= Uhoa.
heH

Ker preverjamo za vse elemente mnozice H, moramo preveriti za a = 1,a = 2 in a = 3.

e Najprej preverimo za a = 1.
loH=10{1,2,3} =101J102J103={1,3}U{3}U{2} ={1,2,3} = H
Hol={1,23}0ol=101J201U301={13}U{2} U{2} ={1,2,3} = H
Vidimo, dajeao H = Hoa = H.

e Preverimo a = 2.
20H =20{1,2,3} =201J202(J203={2}|U{1,2,3}U{2} ={1,2,3} = H
Ho2=1{1,2,3}02=102\J202(J302 = {3} U{1,2,3} U{1} = {1,2,3} = H
Spet velja, dajeao H = Hoa= H.



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 34

e Nazadnje preverimo tudi za a = 3.
3o0H =30{1,2,3} =301J302J303={2} {1} U{1,2,3} ={1,2,3} = H
Ho3={1,2,3}03=103J203J303={2}U{2} U{1,2,3} ={1,2,3} = H
Tudi tokrat velja, dajeao H =Hoa= H.

Ker velja aksiom reprodukcije za vse elemente iz mnozice H, je hipergrupoid (H, o)

kvazihipergrupa.

Definicija 3.15. Hipergrupoid (H, o), ki je hkrati polhipergrupa in kvazihipergrupa,
je hipergrupa.

Opomba 3.16. Hipergrupoid (H,o) za dano hiperoperacijo o je torej hipergrupa, ce

velja asociativnostni zakon in aksiom reprodukcije.

Definicija 3.17. Neprazna podmnozica K hipergrupe (H,o) je podhipergrupa hi-
pergrupe H, Ce je sama zase hipergrupa.

Opomba 3.18. Komutativna hipergrupa je hipergrupa s komutativno hiperopera-
cijo.

Opomba 3.19. Ce je v hipergrupi H hiperprodukt (hiperoperacija) poljubnih dveh ele-
mentov natanko en element, je hipergrupa H v resnici grupa. Natancneje to pomeni
naslednje: Naj bo (H, o) hipergrupa, v kateri za vse x,y € H velja, da je |z oy| = 1.
Ce to velja, je (H, o) polgrupa. V tej polgrupi velja, da za vse a,b € H obstajata taka
elementa x,y € H,dajea=box in a =yob. Od tu sklepamo, da je (H,o) grupa.

Opomba 3.20. Neprazno podmnozico A grupe (M, o) imenujemo podgrupa, ¢e je sama
zase grupa. 1o z drugimi besedami pomeni tudi, da je neprazna podmnozica A grupe
(M, o) podgrupa ce vsebuje enoto, je produkt dveh elementov iz A spet v A in je

inverz elementa iz A tudi v A. Mnozico M imenujemo supergrupa podgrupe A.

Poglejmo, kako sta definirani desno in levo deljenje v hipergrupi s hiperproduktom.

Definicija 3.21. Za desno deljenje se uporablja zapis a/b ali a : b. Podobno se za

levo deljenje uporablja zapis b\a ali a..b.
a/b={x € H |a € xb},
b\a ={z € H|acbx}.

Opomba 3.22. V naslednji trditvi bomo znak za operacijo izpustili.

Trditev 3.23. Ce je K taka podmnozica hipergrupe H, da je a/bC K inb\a C K, za
vse a,b € K, potem je K podhipergrupa hipergrupe H .
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Dokaz. Podmnozico K hipergrupe H imenujemo podhipergrupa, ¢e za dano pod-
mnozico velja aksiom reprodukcije. Naj bo a € K. Pokazati moramo, da velja ena-
kost aK = Ka = K. Predpostavimo, da je x € K. Potem je a\x C K in zato
je tudi x € aK in K C aK. Na enak na¢in predpostavimo, da je y € aK. Potem
velja, da je K/y C K/aK,K N (K/aK)y # (. Potem y pripada (K/aK)\K. Iz
(a/b)/c = a/(cb),a,b,c € H, sklepamo, da velja K/aK = (K/K)/a. Tako velja tudi
(K JaKNK = ((K/K)Jo\K C (KJa)\K C (K/K)\K C K\K C K. Zato je y € K
in aK C K. Potemtakem drzi enakost a/Kk = K. Na podoben nacin bi dokazali tudi
enakost Ka = K. O

V nadaljevanju bomo predstavili nekaj primerov hipergrup. Za vsak primer bomo
tudi dokazali asociativnostni zakon in aksiom reprodukcije, kar bo dovolj za dokaz, da

je dani primer res hipergrupa.

Primer 3.24. Ce je H neprazna mnozica in za z,y € H definiramo z -y = H, je
(H,-) hipergrupa, ki jo imenujemo totalna hipergrupa. Utemeljimo dano trditev.
Rezultat hiperoperacije - za poljubna dva elementa iz H je vedno mnozica H. Torej
¢e z a in b oznacimo dana elementa mnozice H, potem je a -b = H. Preveriti moramo
asociativnost hiperoperacije -. Produkt neprazne mnozice in poljubnega elementa iz te

mnozice je glede na opombo 3.13 unija mnozic. Predpostavimo, da so x,y,z € H.

(x-y)-z=H- -z= Uh-z:H,

heH

x-(y-z)=x-H= Uaz-h:H.
heH
Opazimo, da vrstni red izvajanja hiperoperacije - ne vpliva na koné¢ni rezultat, saj je v
obeh primerih enak. Ker je (z-y) -z =x - (y - 2), je hiperoperacija - asociativna.
Preveriti moramo, ali velja tudi aksiom reprodukcije. Predpostavimo, da jea € H. Ker
gre v tem primeru glede na dano hiperoperacijo za dokaz podobnih stvari, je razlaga

podobna kot pri dokazu asociativnosti.

a-H:Ua-h:H,

acH

H-a= U h-a=H.
acH
Ne glede na to, ali element mnozice pomnozimo z mnozico, ali mnozico pomnozimo z
njenim elementom, dobimo enako resitev, to je cela mnozica. Zatojea-H = H-a = H.
Dokazali smo, da je neprazna mnozica H za hiperoperacijo - tako polhipergrupa kot

kvazihipergrupa, torej je tudi hipergrupa.
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Primer 3.25. Naj bo (S, -) polgrupa in P neprazna podmnozica mnozice S. Za vse
x,y € S definiramo hiperoperacijo x kot zxy = x- P-y. Potem je (S, *) polhipergrupa.
Ce je (S,-) celo grupa, pa je (S, ) hipergrupa, ki jo imenujemo P-hipergrupa.

Najprej dokazimo, da je (S, %) polhipergrupa. V ta namen moramo preveriti, ali za
hiperoperacijo x velja asociativnosti zakon, to je (x x y) x 2z = z * (y * z). Zaradi
enostavnosti zapisimo, da P vsebuje le dva elementa p; in p. Preverimo, kaj je rezultat

levega dela asociativnostnega zakona:

(xxy)*xz=(x-P-y)xz= U m*z:(x-pl-y)*zU(m-p2~y)*z:

mex-P-y
:Epl‘y.P.ZU'I'pQ‘y‘P‘Z:x'P'y'P‘Z‘

Za polhipergrupo moramo preveriti tudi desno stran asociativnostnega zakona:

x(yxz)=xx(y-P-2) U rxn=xx(y-p;- Ux* Y-po-2)
ney-P-z
:L"P'y«pl~ZU$-P~y'p2-Z:x~P‘y-P-z.

Dokazali smo, da je v primeru, ko je |P| = 2, S za hiperoperacijo x res polhipergrupa.
Na enak nacin se prepricamo, da je (.S, ) polhipergrupa tudi za poljubno mnozico P.
Za hipergrupo poleg zakona asociativnosti velja tudi aksiom reprodukcije. Zato pred-

postavimo, da je (S,-) grupa in preverimo, ali je x ¥ S = S xz = S. Imamo:

x*SzUw*SZUx-P‘stmP'S.

SES seS

Ker je (S,-) polgrupa, veljaxz - P-S C S. Najbop € P, potemjex-p-SCux-P-S.

Predpostavimo, da sta s;,s; € S poljubna razlicna elementa iz S, za katera velja:
T-p-S;=x-p-Sj.
Ker je (S,-) grupa, velja pravilo krajsanja z iste strani in zato je
5; = ;.

Od tod sledi, da je
xxS=S5.

Preverimo Se desno stran aksioma reprodukcije:

S*x:Us*x:Us-P-x:S~P~x.

seS ses
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Tudi tukaj velja, da je S- P-x = S. O tem se prepricamo takole: naj bo p € P, potem
ima S - p - x toliko elementov kot S, saj je (S,-) grupa in v njej velja pravilo krajsanja
7 iste strani:
SpxCS-P-xCS
in
| S p-x|=S.
Torej res velja enakost
Sxx=2_5.

S tem smo dokazali tudi aksiom reprodukcije. Ze prej smo dokazali, da je (S,*) polhi-

pergrupa, zato je (S, ) tudi hipergrupa.

Trditev 3.26. Ce je G grupa in ée za x,y € G z (x,y) oznacimo podgrupo grupe G,
ki je generirana z elementoma x in y, potem G skupaj s hiperoperacijo v xy = (x,y)

tvort hipergrupo.

Dokaz. Asociativnost hiperoperacije « preverimo tako, da najprej upostevamo produkt
elementov x in y ter nato produkt le-tega Se z elementom y.
(@ry)rz=(r.y)xz= ] (w 2)=({x,9),2) = (x,y,2).
we(w,y)
Sedaj bomo najprej izvedli hiperoperacijo y * z:
rx(y*xz)=xx(y,z2) = U (x,w) = (x,(y,2)) = (x,y, 2).
we(y,z)
V obeh primerih dobimo podgrupo grupe G, ki je generirana z istimi elementi, to so
x,y, z. Zato je operacija * asociativna in je (G, ) polhipergrupa. Preverimo se veljav-

nost reproduktivnega aksioma. Naj bo x € G. Potem je:

rxG = U:z:*g: U(x,g)z(x,G}z(G)zG,

geG geG
Grz = Ug*x: U(g,a:> =(G,z) =(G) =G.
geG geG

Vrstni red generatorjev ni pomemben, zato je leva stran reproduktivnega aksioma
enaka desni strani reproduktivnega aksioma. Dokazali smo, da je grupa G skupaj
s hiperoperacijo = x y = (x,y) kvazihipergrupa. Ker pa je grupa G s hiperoperacijo x
polhipergrupa in kvazihipergrupa velja, da da je tudi hipergrupa. O]
Trditev 3.27. Naj bo (G,-) grupa in H podgrupa edinka grupe G. Za vse elemente
x,y € G definiramo hiperoperacijo x na naslednji nacin

rxy=x-y-H.

Potem je (G, ) hipergrupa.
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Dokaz. Kot ze pri prejsnjih primerih moramo za dokaz hipergrupe preveriti asociativ-
nost in reproduktivnost. Najprej preverimo, ali za hiperoperacijo x velja asociativnostni

zakon:

(x*xy)*z=x-y-Hxz= Ux-y-h*z: Ux-y-h-z-H:
heH heH

x.y.H.z-H:x-y.z.H-H:x-y.Z.H‘

Za podgrupo edinko velja, da se vsak levi odsek ujema z ustreznim desnim odsekom.
V matematicnem zapisu to zapiSemo kot a - H = H - a, za vsak a € G. Ker je H
podgrupa edinka grupe G, smo to lahko upostevali tudi v zgornjem primeru. Ce je H
podgrupa edinka grupe G, je tudi podgrupa grupe GG. V podgrupi pa velja H-H = H
in tudi to smo upostevali pri zgornjem izracunu. Na kratko Se utemeljimo zadnjo
enakost. Naj bosta H in K podgrupi grupe GG. Produkt podgrup grupe G je definiran
na naslednji na¢in: HK = {hk | h € H,k € K}. Od tod sledi, da je HH definiran
kot HH = {hihy | h1,hy € H}. Ker je H zaprta podgrupa grupe G, velja HH C H.
Naj bo h € H, potem je tudi h € HH. Ker ze vemo, da je HH C H, velja tudi, da je
H C HH. Zato drzi enakost HH = H. Zadnji pogoj bomo uporabili tudi pri izracunu

desnega dela asociativnostnega zakona:

xx(yxz)=xxy-z-H= U:c*y~z~h: Ux~y-z~h~H:
heH heH

Za hiperoperacijo torej velja (xxy)*z = xx(y*z). Zato je hiperoperacija * asociativna
in (G, *) je polhipergrupa. Tudi tu smo seveda veckrat upostevali asociativnost v grupi

G. Preverimo, ali velja aksiom reprodukcije. Naj bo a € G poljuben. Potem je

a*G:Ua*g:Ua-g-H:a-G-H:a-G:G.

geG geqG

Ker velja, da je H < G, je namre¢c G = G -1 C G- H = G. Utemeljiti moramo

Se, zakaj je a - G = G. Naj bo m € G poljuben. Zanima nas, ali lahko m zapisemo

Lom. V grupi velja pravilo

1

kot a - g, za nek g € G. Element g zapiSemo kot g = a~
krajSanja z iste strani, zato lahko zapisemo tudi a - g = a-a~" - m = m. Zato lahko
pri dokazu aksioma reprodukcije upostevamo enakost a - G = G. Te zakonitosti bomo
uporabili tudi pri dokazu druge polovice aksioma reprodukcije. Ze prej smo omenili,
da v podgrupi edinki velja, da je a - H = H - a, kar bomo upostevali tudi v naslednjem

zapisu:

G*a:Ug*a:Ug-a-H:G-a-H:G-H-a:G-a:G.

geG geqG
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Dokazali smo veljavnost aksioma reprodukcije, a *x G = G xa = G za vsak a € G. Ker
je (G,*) polhipergrupa in ker za hiperoperacijo * velja aksiom reprodukcije, je (G, *)

tudi hipergrupa. O]

Opomba 3.28. Pri grupah simbol za operacijo - navadno izpustimo. Tako bi v obi¢ajnem
zapisu mnozenja v grupah namesto x x y = x -y - H hiperoperacijo definirali kot

xxy = xyH. Tak zapis bomo uporabili tudi v naslednjem primeru.

Trditev 3.29. Naj bo (G,-) grupa in H podgrupa grupe G, ki ni nujno edinka. Naj
bo G/H = {xH | © € G} prostor levih odsekov po podgrupi H v grupi G. Potem je
(G/H,*) hipergrupa, kjer je hiperoperacija x na G/H definirana takole:

xHxyH ={zH | z € xHy}, kjer tH,yH € G/H.

Dokaz. Najprej preverimo, ali je (G/H,«) polhipergrupa. V ta namen moramo ugoto-
viti, ali velja enakost (tH xyH) *mH = xH x (yH xmH), z,y,m € H, torej, ali je
hiperoperacija x asociativna za leve odseke v grupi G po podgrupi H.

Hiperoperacija % je definirana kot

tHxyH ={zH |z € xHy} = U {zH} = zHyH.

z€xHy

Preverimo, kaj je rezultat leve strani asociativnostega zakona za dano hiperoperacijo:

(wH*yH)«mH = | | {zH}y«mH = | ) zH+mH= ) zHmH = xHyHmH.

z€xHy zexHy zexHy

Preverimo Se drugi del zakona:

xHx (yH +mH) = xH % U {nH} = U xHxnH = U xHnH = xHyHmH.

neyHm neyHm neyHm

Ker smo dobili enak rezultat, je hiperoperacija x asociativna. Tako smo dokazali, da
je (G/H,*) polhipergrupa. Ce dokazemo, da za hiperoperacijo x velja tudi aksiom
reprodukcije, potem je (G/H,*) kvazihipergrupa. Dokazati moramo, da velja enakost
aH+G/H =G/H xaH = G/H za vsak aH € G/H:

aH+xG/H=G/H*aH =G/H.

Spomnimo, da ¢e je G grupa in je H njena podgrupa ter sta x in y poljubna elementa

iz grupe G potem velja:
e rH = H, ¢e in samo ¢e je x € H,

e vH = yH, ¢e in samo ¢e je v 1y € H.
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Torej je:
aHxG/H={aHx2H |z € G} ={aHzH |x € G} ={zH |z € G} = G/H,

G/HxaH ={zH*aH |2 € G} ={{zH |z € zHa} |z € G} =
={xHaH |z € G} = G/H.

Ker je H podgrupa grupe G, je H tudi podmnozica mnozice G. Zato ob upostevanju
prve tocke zgoraj dobimo zapis {¢HH | a € H}. Ker je H podgrupa grupe H, velja
enakost HH = H. Tako se zadnji zapis poenostavi v {aH | a € H}, ob upoStevanju
druge tocke zgoraj pa v zapis {zH | z € G}. Od tod sklepamo, da ¢e x tece po vseh
elementih iz grupe G, lahko dobimo poljubni odsek iz G/H. Zato za dani primer drzi
tudi aksiom reprodukcije, torej je (G/H,x) kvazihipergrupa. Tako smo dokazali, da
je (G/H,*) tudi hipergrupa. V kolikor je H edinka, je definirana hiperoperacija x

ckvivalentna operaciji v kvocientni grupi (G/H,-). O

3.2.1 Nekaj vrst podhipergrup

V [5] je navedenih ve¢ primerov podhipergrup. V nadaljevanju bomo teorijo in
primere povzeli prav po tej literaturi. Med matematiki, ki so preucevali hipergrupe,
so Marty, Dresher, Ore in Krasner, preucevali zaprte in obrnljive podhipergrupe.

Sureau pa je prouceval ultrazaprte, obrnljive in konjugirane podhipergrupe.

Definicija 3.30. Naj bo (H, o) hipergrupa in (K, o) njena podhipergrupa. Za podhi-

pergrupo (K, o) recemo, da je:

e levo zaprta (ali desno zaprta), ¢e za vse ki, ko € K in x € H velja: ce je

ki € xoky (ki € kyox), potem je z € K;

e levo obrnljiva (ali desno obrnljiva), ¢e za vse x,y € H velja: cejex € Koy

(x€eyoK),potemjey € Koz (y € xoK);
e levo ultrazaprta (desno ultrazaprta), ¢e za vsak x € H velja:

KoxN(H\K)oxz=0 (zoKNzo(H\K)=0);

e desno konjugirana, ¢e je desno zaprta in za vse x € H obstaja tak 2’ € H,
da je 2’ ox C K. Na enak nac¢in lahko definiramo tudi levo konjugirano

podhipergrupo.

Recemo, da je podhipergrupa K zaprta (obrnljiva, ultrazaprta, konjugirana), ce je levo

in desno zaprta (obrnljiva, ultrazaprta, konjugirana).
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V [16] je zapisan naslednji primer za zaprto podhipergrupo.

Primer 3.31. Mnozica H = {a,b,c} je s hiperoperacijo «, ki je zapisana v spodnji
tabeli, hipergrupa. Podmnozica K = {b, ¢} mnozice H s hiperoperacijo x je podhiper-

grupa hipergrupe H. Podhipergrupa (K, x) je zaprta podhipergrupa.

*| a b c
a|{a} H H
b| H {bc} {bc}
c| H {bc} {bc}

Utemeljitev, da je (H,*) hipergrupa prepuscamo bralcu. Preverimo, ali je (K, ) pod-
hipergrupa. Preveriti je potrebno iste lastnosti, kot za hipergrupo. Pri asociativnosti
preverjamo “produkt” treh elementov. Ker je K = {b,c} moramo preveriti za osem

parov produktov. Najprej pokazimo, da je (bxb)xb = bx(b*b). V ta namen izra¢unamo:
(bxb)*b={b,c}xb=bxb| Jexb={bc} | J{b.c} = {b.c}.
bx (bxb) =bx{b,c} =bxb| Joxc={b,c}{ J{b,c} ={b,c}.

Na enak nacin lahko bralec preveri asociativnost Se za preostlih sedem kombinacij in se
preprica, da je hiperoperacija x v mnozici K asociativna. Preveriti moramo Se aksiom
reprodukcije, to je zx K = K xx = K,z € K. Preverili bomo za element b, bralec pa
naj preveri Se za element c¢. Pokazimo, da je b* {b,c} = {b,c} *b. Najprej preverimo
“produkt” b* {b, c}:

b*bUb*c: {b,c} U{b,c} ={b,c} = K,

in nato se “produkt” {b,c} * b:

bxb| Jexb={bc}{ J{b.c} = {b.c} =K

Velja tudi aksiom reprodukcije, zato je (K, *) sama zase hipergrupa in posledi¢no tudi
podhipergrupa hipergrupe H. Preverimo, ali je podhipergrupa K zaprta podhiper-
grupa. Najprej bomo preverili, ali je levo zaprta, to je ali za vse ki, ks € K inx € H
velja k1 € x x ky. Ker mnozica H vsebuje elemente a, b, ¢, podmnozica K pa elementa

b in ¢, moramo preveriti Sest relacij vsebovanosti:
beaxc=—0be H,

bebxc=be {bc},

becxc=be {bc},
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ceaxb=—ce H,
cE€bxc=ce {bc},
cecxc=ce {bc}.

Pokazali smo, da je podhipergrupa K levo zaprta. Na enak nacin bi lahko preverili, da
je podhipergrupa K tudi desno zaprta. Ker je podhipergrupa K levo in desno zaprta,
je zaprta. Za levo obrnljivost moramo preveriti Sest moznosti. Prav toliko moznosti

moramo preveriti za desno obrnljivost. Podhipergrupa K ni levo obrnljiva, saj

a ¢ {b,c} *b.

Prav tako ni desno obrnljiva, saj

a ¢ cx{b,c}.

Ker podhipergrupa K ni ne levo in ne desno obrnljiva, ni obrnljiva. Podhipergrupa
K tudi ni ne levo in ne desno ultrazaprta. Glede na definicijo leve ultrazaprtosti za

mnozico H in podmnozico K je:

{b,c}*aﬂ{a}*a:b*aUc*aﬂ{a} :HUHﬂ{a} :Hﬂ{a} = {a}.

Ker resitev zgornjega zapisa ni prazna mnozica, podhipergrupa K ni levo ultrazaprta.
Za desno ultrazaprtost za elemente a, b in ¢ ter za levo ultrazaprtost za elementa b in ¢
naj bralec preveri sam. Podhipergrupa K ni desno konjugirana, ker denimo za a € H
ne obstaja tak @’ € H, da je a’ xa C K. Ker podhipergrupa K ni desno konjugirana,

tudi ni konjugirana.

3.2.2 Homomorfizmi hipergrup

Homomorfizme hipergrup so preucevali Dresher, Ore, Krasner, Corsini, Davvaz in
ostali. V tem poglavju bomo preucevali razlicne vrste homomorfizmov pri hipergru-
pah [5].

Definicija 3.32. Dani imamo hipergrupi (Hy,0) in (Hsy, ). Preslikavo f : H; — H,

imenujemo

e homomorfizem ali vkljucitveni homomorfizem, ce za vse z,y € H,; velja

f(xoy) C fz)x f(y),

e dober homomorfizem, ¢e za vse z,y € H; velja f(xoy) = f(z) * f(y),

e izomorfizem, ce je bijekcija in dober homomorfizem. Ce je preslikava f izomor-

fizem, potem sta H; in Hy izomorfni hipergrupi, kar zapisemo H; = H,.
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Primer 3.33. Naj bosta H; = {a,b,c} in Hy = {0, 1,2} hipergrupi s hiperoperacijama:

ola b c * |0 1 2
ala H, H; 0]0 H, H,
b|H b b 11 H 1 1
c|H b ¢ 2| Hy, 1 {1,2}

Definiramo preslikavo f : H; — Hs na naslednji nac¢in: f(a) = 0, f(b) = 1, f(c) = 2.
Dokazimo, da je f vkljucitveni homomorfizem. Za vkljucitveni homomorfizem mora

veljati f(zoy) C f(x)x f(y). Preverimo vse mozne kombinacije za a,b, ¢ € Hy:

e flaca)= f(a) =0,
fla)* f(a) =0%0=0,
{0} < {0},
flaoa) C f(a)x f(a).

o flaob) = f(H1) = f({a,b,c}) ={f(a), f(b), f(c)} ={0,1,2},
fla)* f(b) =01 =Hy = {0,1,2},
{0,1,2} € {0,1,2},
flaob) C f(a)x f(b).

e flaoc)= f(H1) = f({a,b,c}) ={f(a), f(b), f(c)} ={0,1,2},
fla)* f(c) =0%x2= Hy =1{0,1,2},
{O, 1,2} C {O, 1,2},
flaoc) C fla)* f(c).

o flboa)= f(H)= f({a.b,c}) = {f(a), f(b). f(e)} = 1{0,1,2},
F(b)* f(a) =1%0 = Hy = {0,1,2},
{0,1,2} € {0, 1,2},
f(boa) C f(b)* f(a).

o flbob)=f(b) =1,
)« f(b) = 1x1=1,
{1y < {1},
F(bob) C f(b)* f(b).

o f(boc)= () =1,
fO) % f(e)=1%2=1,
1} c {1},
f(bo) C F(b)* f(c).

e flcoa)= f(Hi) = f({a,b,c}) = {f(a), f(b), f(c)} = {0, 1, 2},
fle)x fla) =2%0= Hy=1{0,1,2},
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{0,1,2} € {0, 1,2},
fleoa) € f(c) x f(a).

o flcob) = f(b) =1,
fl)x f(b) =2x1=1,
{1} < {1},
fleob) C flc) = f(b).

e fleoc)=fl) =2,
fle)* f(c) =2%x2=1{1,2},
{2} € {1,2},
fleoc) € fle)* f(o).

Dokazali smo, da je preslikava f : H; — Hj res vklju¢itveni homomorfizem.

Opomba 3.34. V nadaljevanju bomo za vkljuc¢itveni homomorfizem f : Hy — H,

hipergrup uporabili oznako zy = f~!(f(z)). Za podmnozico A mnozice H; pa

Ap =1 (fA) = | =

z€EA

Opazimo, da je zgornji zapis za vkljuc¢itveni homomorfizem ekvivalenten zapisu

zoy C fH(f(@)* f(2)).

Za vkljucitveni homomorfizem tudi velja

(@oy)r C F(f(x)* f(y)).

Pogoj za vklju¢itveni homomorfizem velja tudi za mnozice. Naj bosta A in B neprazni

podmnozici mnozice Hy, potem je

f(AoB) C f(A)x f(B).

Denimo, da je A = zy in B = y;. Potem ob upostevanju zgoraj zapisanega dobimo
zapis
zroyr C T (f(@) x f(y)
in
(zpoyy)y © (@) * f(y)-
V literaturi zasledimo razliéne lastnosti homomorfizmov [5]. V nadaljevanju bomo

spoznali §tire tipe homomorfizmov. Vsakega od teh tipov bomo preucevali s pomocjo

pogoja f~(f(x) % f(y)).
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Definicija 3.35. Dani imamo hipergrupi (Hy, o) in (Hs, ) ter homomorfizem f : H; —

H,. Potem preslikavo f imenujemo homomorfizem
e tipa 1, ce velja f~(f(x) x f(y)) = (x7 o ys)s,
e tipa 2, ce velja f1(f(x) *x f(y)) = (xoy)y,
e tipa 3, ce velja f1(f(x) x f(y)) = zf o yy,
e tipa 4, ce velja f~'(f(z) * f(y)) = (xoy)s = x5 0 yy, za vse z,y € H,.

Primer 3.36. Dani imamo hipergrupi H; = {0,1,2} in Hy = {a,b} s hiperoperaci-

jama:
o0 1 2 x| a b
00 {0,1} {0,2} ala {a,b}
114{0,1} 1 {1,2} b | {a,b} b
2 10,2} {1,2} 2

Naj bo preslikava f : Hy — Hs definirana s f(0) = f(1) = a in f(2) = b. Dokazimo,
da je preslikava f dobri homomorfizem tipa 4. Najprej bomo dokazali, da je preslikava
f dobri homomorfizem. Pokazati moramo, da je f(z oy) = f(x)* f(y) za poljubna

x,y € Hy. Poglejmo vse moznosti:

. f(060)= f(0) = a.
f(0)* f(0) =axa=a.

o f(001)=f({0,1}) = {f(0), fF(1)} = {a,a} =,
fO)x f(1) =a*a=a.

e f(002) = f({0,2}) = {f(0), f(2)} = {a, b},
F(0) % f(2) = axb = {a,b}.

o f(100)=f({0,1}) = {f(0), fF(1)} = {a,a} =,
f()xf(0) =axa=a.

e f(lo1) = f(1) = a,
f()xf(l)=a*a=a.

o f(102)=f({L,2}) ={f(1), f(2)} = {a, b},
F(1)% f(2) = ax b= {a,b}.

e f(200)=f({0,2}) = {/(0), f(2)} = {a, b},
f(2)* f(0) =bxa={a,b}.
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o f(201)=f({1,2}) ={f(1), f(2)} = {a, b},
F(2)% f(1) = bxa = {a,b}.

* f(202)=f(2) =0,
f(2)*f(2) =bxb=0.

Ker za vse mozne kombinacije elementov hipergrupe veljajo zgornje enakosti, je pre-
slikava f dobri homomorfizem. Dokazimo Se, da je preslikava f homomorfizem tipa 4.

Preverimo, ali velja enakost za homomorfizem tipa 4 iz definicije 3.35:

o [THf(0)xf(0)) = f(axa)= f(a) ={0,1},
(000)f =0700; = f1(f(0)) o f7(f(0)) = f(a) o f(a) = {0,1} 0 {0,1} =
{0,1}.

o [TH(f(0)xf(1) = fHaxa)= f"(a) ={0,1},
(001)f=0s01y=f1(f(0) o f7H(f(1)) = fH(a)o fH(a) = {0,1} 0 {0,1} =
[0,1}.

o fTHf0)x f(2) = f (a*b)z ({a b}) ={f"(a), f'(0)} =1{0,1,2},
(002)f =0p02f = f71(f(0)) o f7H(f(2)) = fH(a) o f71(D) = {0,1} 0 {2} =
{0,1,2}.

o [THf(1)*f(0)) = faxa)
(100); = 1;00; = f1(f(1))
{01},

o fTHf() % f(1)=f"(axa)
(Lol)p=1p01; = f1(f(1))
{0,1}.

o [THf()xf(2)=faxb)=[f" ({a b}) ={f'(a), [71(0)} = {0,1,2},
(Lo2)y =1y02p = [H(f(1) o fH(f(2) = [ (a) o f71(b) = {0,1} o {2} =
{0,1,2).

o fTHf(2)xf(0) = fbxa)=f"({a,0}) ={f " (a), f1(D)} ={0,1,2},
(200); =2700; = f7H(f(2)) o f7H(f(0)) = f7H(b) o f
{0,1,2}.

o [THf(2)xf(1)=fHbxa) = ["({a,b}) = {f(a), f71(D)} = {0,1,2},
(201)y =2;501p = [H(f(2) o fH(f(1) = f71() o fH(a) = {2} 0 {0,1} =
{0,1,2).

o [THf2)xf(2) = fTHbxb) = f7(b) = {2},
(202)f =2702; = [7(f(2) o fTH(f(2)) = f7H(b) o f7H(b) = {2} o {2} = {2}

f~H(a) ={0,1},
fHf0) = fHa) o f7H(a) = {0,1} 0 {0,1} =

o

f~H(a) ={0,1},
) = fHa) o f7H(a) = {0,1} 0 {0,1} =

e}
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Preslikava f je res homomorfizem tipa 4, saj za vse kombinacije velja enakost iz defi-

nicije 3.35.

Trditev 3.37. Naj bosta (Hi,0) in (Hy,*) hipergrupi, A in B neprazni podmnoZici
hipergrupe (Hy,0) ter f : Hy — Hy preslikava iz hipergrupe Hy v hipergrupo Hs.

Potem je preslikava f homomorfizem
e tipa 1, ce velja enakost f~(f(A)* f(B)) = (Ay o By);
e tipa 2, ce velja enakost f~1(f(A)* f(B)) = (Ao B)y;
e tipa 3, ce velja enakost f~(f(A)* f(B)) = As o By;
e tipa 4, ce velja enakost f~(f(A)* f(B)) = (Ao B); = Ao By.
Dokaz. Enakosti za posamezni tip homomorfizma sledijo iz definicije 3.35. O

Posledica 3.38. Dani sta hipergrupi (Hy,o) in (Ho,x) ter preslikava f : Hi — Hs.

Potem je preslikava f homomorfizem
e tipa 4, ce in samo ce je f homomorfizem tipa 2 in tipa 3;
e tipa 1, ce je f homomorfizem tipa 2 ali tipa 3.

Dokaz. Dokaz za prvo tocko je preprost. Naj bosta h; in hy elementa iz hipergrupe
Hi;. Denimo, da je f homomorfizem tipa 4. Dokazimo, da je f tudi homomorfizem

tipa 2:

(h1ohy)p = (higohap) C fH(f(h1) * f(h2)) = (hif o hay) = (h1 o hy)y.

Dokazimo, da ¢e je f homomorfizem tipa 4, je tudi homomorfizem tipa 3:

(hlf © h2f) = (hl © h2)f - f_l(f(hl) *f<h2)) - (hl © h2)f = (hlf o hzf)-

Preverimo, ali velja tudi nasprotna smer. Torej, ce je f homomorfizem tipa 2 in tipa
3, je tudi homomorfizem tipa 4. Naj bo f homomorfizem tipa 2 in tipa 3. Dokazimo,

da je f tudi homomorfizem tipa 4:
(hioha)y C fH(f () % f(h2)) = (hug o hag) = (i o ho)y.

(hag o hagp) C fH(f(ha) * f(ha)) = (hy 0 ho)y = (hay © hay).

Tako smo dokazali tocko (1). Dokazimo Se tocko (2). Denimo, da je f homomorfizem

tipa 2. Glede na definicijo homomorfizma tipa 2 je

(hi o ha)y C (higohap)y € fH(f(he) * f(h2) = (hy o hs)y.
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Naj bo f homomorfizem tipa 3. Prepricajmo se, da je f tudi homomorfizem tipa 1:

(hig o hag) C (hagohos)y € f7H(f(ha) * f(he)) = (hs o hay).
Il

Opomba 3.39. Z p bomo oznacili ekvivalen¢no relacijo na hipergrupi (H,*). Za ek-
vivalencni razred, ki vsebuje x € H, bomo uporabili oznako z,. Ce je A neprazna
podmnozica hipergrupe H, potem je A, = |J{z, | v € A}. Z zapisom H/p, kar prebe-
remo H po modulu p, oznac¢ujemo druzino razredov {z, | x € H} ekvivalen¢ne relacije

p. Tako bomo hiperoperacijo ® na H/p definirali kot
T, @Yy =12 | 2z€x,%y,};x,y € H.

Trditev 3.40. Dano imamo hipergrupo (H,x). Potem je (H/p, ®) tudi hipergrupa, cée

in samo ce za vse x,y,z € H velja

(T *Yp)p* 20)p = (Tp % (Yp* 2p)p)p-

Dokaz. Ce zelimo dokazati, da je (H/p,®) hipergrupa, moramo dokazati, da za dano
hiperoperacijo velja asociativnostni zakon (z, ® y,) ® 2, = z, ® (y, ® z,) in aksiom
reprodukcije a, ® H/p = H/p ® a, = H/p za poljubne a, € H/p,x,y,z € H.

Najprej bomo preverili asociativnostni zakon:

(T, ®Yp) ® 2, = U Up D zp = U (Upo25)p = ((TpOYp)p©2)p,

UEZp0Yp UETpOYp

p® (Yp ® zp) = U T, ¥, = U (Tpotp)p = (Tp0 (Yp025)),-

tEypoz, t€y,p0z,
Glede na zapisano je (z, ® y,) ® 2, = , ® (y, @ 2,), torej asociativnostni zakon res
velja.

Aksiom reprodukcije v (H/p,®) je posledica aksioma reprodukcije v hipergrupi H.
Predpostavimo, da sta z, in y, iz H/p. Naj bosta u in v € H taka, da je y € zowu in
y € vox. Potem je tudi y, € v, ® u, in y, € v, ® x,. Aksiom reprodukcie drzi, zato

je (H/p,®) hipergrupa. O

Veé o homomorfizmih hipergrup lahko bralec prebere v [5].

3.2.3 Regularne in moéno regularne relacije

7 uporabo ekvivalen¢nih relacij, ki jih imenujemo mocéno regularne relacije,
bomo lahko povezali polhipergrupe s polgrupami in hipergrupe z grupami. Denimo,

da imamo dano (pol)hipergrupo in mo¢no regularno relacijo. Potem lahko na druzini
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razredov ekvivalenc¢ne relacije p na H zgradimo strukturo (pol)grupe. Da bomo lahko
povezali (pol)hipergrupe s (pol)grupami, moramo definirati naslednje zapise. Naj bo
(H,*) polhipergrupa in p ekvivalenéna relacija na njej. Ce sta A in B neprazni pod-

mnozici polhipergrupe H, potem zapis

e ApB pomeni, da za vsak a € A obstaja tak b € B, da je apb in za vsak b/ € B
obstaja tak a’ € A, da je a'pb/,

e ApB pomeni, da za vsak a € A in za vsak b € B velja apb.

Definicija 3.41. Naj bo (H,*) polhipergrupa. Ekvivalen¢no relacjo p definirano na

polhipergrupi (H,*) imenujemo

e desno regularna (levo regularna), ¢e za vsak h € H iz apb,a,b € H, sledi, da
je (axh)p(b* h) (oziroma (hxa)p(h b)),

e mocno desno regularna (moc¢no levo regularna), ¢e za vsak h € H iz
apb,a,b € H, sledi, da je (axh)p(bx h) (oziroma (hxa)p(h*b)),

e mocno regularna, e je levo in desno moc¢no regularna.

Opomba 3.42. Relacija p je regularna, ce je desno in levo regularna.
Opomba 3.43. S h oznacimo ekvivalencni razred ekvivalencne relacija p.

Opomba 3.44. Hiperoperacija ® je dobro definirana, ¢e velja:
® IRXY=T1QY1; T=7T1, Y=V,
e TRYYRZ=TR(JRZ).
Izrek 3.45. Dano imamo polhipergrupo (H,*) in ekvivalencéno relacijo p.
o Ce je p reqularna relacija, je H /p polhipergrupa s hiperoperacijo
hey={z|z€hxy}
(Spomnimo, da je hiperoperacija & definirana na strani 48.)
o Ce je hiperoperacija @ dobro definirana na H/p, potem je ekvivalencna relacija
p reqularna.

Dokaz izreka 3.45 je zapisan v [5].

Posledica 3.46. Ce je (H,*) hipergrupa in je p ekvivalencna relacija, potem je ta

ekvivalencna relacija reqularna, ce in samo ée je (H/p,®) hipergrupa.
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Trditev 3.47. Naj bo (H,*) polhipergrupa in p ekvivalenéna relacija.

e Ce je relacija p mocno reqularna, potem je H/p polgrupa z operacijo T @ § =

Zizexxy.

o Ce je operacija ® na H/p dobro definirana, potem je p mocno regularna relacija.

Dokaz. Naj bosta =,y € H. Potem glede na definicijo 3.41 velja (z * y)p(y * z).
Ce upostevamo izrek 3.45 dobimo naslednji zapis: T® 7 = {Z | 2 € v xy} = {z}.
Rezultat operacije ® je natanko en element iz H/p, zato je (H/p, ®) polgrupa. Tako
smo dokazali prvo tocko. Naj bo apb in naj bo x poljubni element iz H. Za mocno
regularnost moramo dokazati mocéno levo regularnost (z * a)p(z * b) in moéno desno
regularnost (a x x)p(b x y). Najprej bomo dokazali mo¢no levo regularnost. Naj bo
m € xxainn € x+b. Potem veljam = T®a, = T®b, kar pomeni, da je T = 7, zato
je tudi mpn. Dokazimo Se mo¢no desno regularnost. Naj bo m; € axx in ny € b* x.
Potem velja iy = a ® T,717 = b® T in 77 = 7y, kar pomeni, da je mypn;. Ker je p

tudi mocno desno regularna, je tudi mocno regularna. O]

Posledica 3.48. Ekvivalencna relacija p na hipergrupi (H,*) je moéno reqularna, ée

in samo ce je kvocientna mnoZica H/p z operacijo & grupa.

Opomba 3.49. Preslikavo iz polhipergrupe v polgrupo imenujemo homomorfizem, ce je
usklajena z operacijo polhipergrupe oziroma polgrupe. Naj bo f : (H,x) — (Hj,e),
kjer je H polhipergrupa in H; polgrupa in naj bo p/ relacija, ki je definirana kot
ap’b < f(a) = f(b). Bralec se lahko sam preprica, da je relacija p/ ekvivalenéna.

Izrek 3.50. Dani sta polhipergrupa (H,*) in polgrupa (Hy,e) ter homomorfizem f :

H — H,. Potem je ekvivalencna relacija p/ mocno regularna.

Dokaz. Ker je ekvivalencna relacija oznacena z pf, bomo uporabili zapis ap/b. Defi-
nirana je kot ap’b = f(a) = f(b). Naj bo x € H poljuben, u € axx in v € b* .
Za dokaz moéne regularnosti moramo dokazati, da je p/ mocno levo in mocno desno
regularna. Pri dokazu bomo upostevali definicijo homomorfizma hipergrup in definicijo

ckvivalencne relacije p/. Najprej dokazimo moéno desno regularnost:
flu) = flaxz) = f(a) e f(z),

f(v) = f(oxz) = f(b) o f().
Ker je f(a) = f(b), je f(u) = f(v). Zato je ekvivalencna relacija p/ mocno desno
regularna.
Dokazimo e moéno levo regularnost, to je (zxa)p’ (zxb). Naj bo z € zxa in w € xxb.

Potem je:

f(z) = f(zxa) = f(z)e f(a),
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f(w) = f(zxb) = f(x) e f(b).

Iz definicije ekvivalencne relacije p/ vemo, da je f(a) = f(b), zato je tudi f(z) = f(w).
Omenjena ekvivalencna relacija je zato mocno levo regularna. Ker je ekvivalencna

relacija p/ mocno desno in moéno levo regularna, je tudi moéno regularna. O

O regularnih in moc¢no regularnih relacijah najdete ve¢ v [5].

3.2.4 Popolne hipergrupe

Trditev 3.51. Na polhipergrupi H definiramo relacijo B,,n > 1, na naslednji nacin:

afnb < I(xq,...,x,) € H": {a,b} C Hxi,
i=1

8= BB ={(z,2) |z € H)}.

[ i je mnozica vseh konénih produktov elementov polhipergrupe H. Relacija 5 je
i=1

refleksivna in simetricna relacija na H. 7 B* bomo oznacili tranzitivno zaprtje za
relacijo B. Tranzitivno zaprtje relacije B na polhipergrupi H je najmangsa tranzitivna

relacija na tej polhipergrupi, ki vsebuje relacijo [3.

Dokaz. Za simetricnost relacije 1 mora veljati x5y — yfix,x,y € H. Relacija ;
je definirana kot f; = {(z,z) | * € H). Zato je o¢itno simetri¢na relacija.

Relacija f; je refleksivna, ¢e zanjo velja z/5x. Refleksivnost relacije f; je seveda raz-
vidna iz definicije same relacije.

Iz definicije relacije 3, vidimo, da je ta relacija simetri¢na relacija. Velja namrec:
afpb < Iz, ..., x,) € H": {a,b} C Hxi,
i=1

bora < Iz, ..., x,) € H": {b,a} C Hxl
i=1
Zato je relacija B simetricna in refleksivna relacija. O]

V tem poglavju se bomo seznanili z osnovami popolnih hipergrup. Le-te je prvi
definiral Koskas. Kasneje je ve¢ raziskovalcev definiralo razlicne vrste popolnih hi-
pergrup. Tako poznamo n—popolne hipergrupe, n*—popolne hipergrupe, y—popolne
hipergrupe in y*—popolne hipergrupe. V tem poglavju bomo poleg osnovnih definicij
spoznali n*—popolne hipergrupe, ki so posplositve n—popolnih hipergrup. Povzeli smo
jih po [15].
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Definicija 3.52. Neprazno podmnozico A polhipergrupe H imenujemo popolni del

hipergrupe H, ¢e je za vse n > 2 in za vse (1, Ta,...,2,) € H" iz

i=1 i=1
Definicija 3.53. Naj bo A neprazna podmnozica hipergrupe H. Presec¢is¢e popolnih
delov hipergrupe H, ki vsebuje A, imenujemo popolno zaprtje.

Definicija 3.54. Z zapisom C(A) bomo oznacili popolno zaprtje neprazne podmnozice
A v polhipergrupi H. Polhipergrupo H imenujemo popolna, ¢e zadoséa enemu od

naslednjih pogojev:
o V(z,y) € H*,Va € zxy,C(a) = z xy,
o V(z,y) € H?,C(rxy) =%y,

o V(m,n) e N2.2<m,nV(ry,...,z,) € H"V(y1,...,yn) € H™,
HxlﬂHyj # ) = H«'Ez = Hyj'
i=1 j=1 i=1 j=1

Hipergrupa je popolna, ¢e je popolna polhipergrupa.

Element e imenujemo identiteta, ce velja
a € e*ama*e,‘v’a € H.
Element 2’ € H imenujemo inverz elementa x, ¢e za e € H velja
e e x*x’ﬂx’*x.

Definicija 3.55. Regularna hipergrupa H je hipergrupa, ki ima vsaj eno idetiteto
e in vsak element ima najmanj en inverz. Regularna hipergrupa je obrnljiva, ¢e vsak

(x,y,2) € H? zados¢éa pogojema:
e Ce je x € y* z, potem obstaja tak inverz z’ elementa z, da velja y € x x 2/;
e Ce je x € z %y, potem obstaja tak inverz z” elementa z, da velja y € 2" * .
Z i(x) oznac¢imo mnozico inverzov za x, zato sta a’, 2" € i(x).

Primer 3.56. Primer je vzet iz literature [13]. Naj bo H = {a, b, ¢, d} hipergrupa s

hiperoperacijo zapisano v tabeli:

x| a b c d
al a b {e,d} d
bl b A{a,b} {c,d} {cd}
c|l ¢ Aced} {a,b} {a,b}
d|{c,d} {c,d} {a,b} {a,b}
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Potem je hipergrupa H s hiperoperacijo x regularna hipergrupa. Dokazimo, da to res
velja. V definiciji 3.55 je zapisano, kaj mora veljati, da je hipergrupa tudi regularna.
Dokazati moramo obstoj vsaj ene identitete ter vsakemu elementu hipergrupe poiskati

vsaj en inverz. Najprej pois¢imo identiteto. Da je element e identiteta mora veljati
a € e*aﬂa*e,Va € H.
o Ker je

—a*xaaxa=a()a=a,
—axb(Nbxa=bb="b,
—axcNexa={c,d}(c=c,
axd(d*a=d{cd} =d,

sklepamo, da je a identiteta.

e Ker je bxaflaxb = b()b = b, glede na definicijo identitete, b ne more biti

identiteta za hipergrupo.

e Ker je cxa(Naxc = ¢[{¢,d} = ¢, moralo pa bi biti a, sklepamo, da ¢ ni

identiteta.
e Kerjedrxa(Naxd={c,d}[)d=d, element d ne more biti identiteta.

Edina identiteta za hipergrupo H je torej element a. Da dokazemo, da gre za regu-
larno hipergrupo moramo vsakemu elementu poiskati tudi inverz. Za vsak element
hipergrupe bomo preverili, ali je kateri izmed elementov {a,b, ¢, d} njegov inverz. Pri

iskanju inverza bomo upostevali definicijo 3.54.
e Pois¢imo inverz elementu a:

—axaflaxa=af)a=a,
—axb(Nbxa=bb="b,
—axcNexa={c,d}(c=c,
axd(d*a=d{cd} =d.

Torej a je sam sebi inverz.

e Poiscimo inverz elementu b:
—bxaNaxb=0bb="b,
B b*bﬂb*b = {avb}m{aa b} = {CL,b},
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—bxcNexb={c,d} (e, d} = {c, d},
— bxdNdxb={c,d} (e, d} ={c d}.

Od tod lahko sklepamo, da je b sam sebi inverz.

e Poiscimo inverz za element c:

— exaaxc=cN{ed) = ¢,
cxb(b*e={c,d N{e d} = {c,dl,
— exeexe={a,b}a, b} = {a, b},
cxddxc = {a,b}N{a,b} = {a,b}.

Od tod lahko sklepamo, da je ¢ sam sebi inverz.

e Poiscimo inverz Se za element d:

dxaaxd={d,c}d=d,
dxbbxd = {c,dyN{c.d} = {c,d},
dxcexd = {a,byN{a,b} = {a, b},
dxd(d*d = {a,b} N{a,b} = {a,b}.

Inverza elementa d sta elementa ¢ in d. Tako smo pokazali, da ima vsak element v
H vsaj en inverz in dokazali, da je hipergrupa H s pripadajoco hiperoperacijo res

regularna hipergrupa.

Izrek 3.57. Ce je (H,x) popolna hipergrupa, potem z wy oznacimo identiteto za H in

velja

o wy={ec H:Vxe Hrecxxelexz},

e popolna hipergrupa H je reqularna in obrnljiva.
Opomba 3.58. Dokaz izreka 3.57 si lahko ogledate v [5].

Definicija 3.59. Ce je hipergrupa (H,*) n*—popolna, potem obstaja tak n € N, da
velja (5 = B in 5, _; # By,

Opomba 3.60. V literaturi, po kateri smo povzeli n*—popolne hipergrupe, je zapis

enakovreden zapisu (). Mi bomo uporabljali zapis 5.

Dokaz naslednje trditve je zapisan v [15].
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Trditev 3.61. Ce obstaja tak n € N, da velja By = Bn.i, potem velja tudi enakost
B =By

Posledica 3.62. Hipergrupa (H,*) je n*—popolna, ¢e in samo ce velja 5,1 C 55 #
P

Tudi dokaz naslednje trditve je zapisan v [15].

Trditev 3.63. Ce ima hipergrup (H,*) dva ali tri elemente in ni grupa, potem je (H,x)
2*—popolna hipergrupa.

Primer 3.64. Dana je hipergrupa H = {a, b, ¢} s hiperoperacijo *.

*|la b c
ala b c
b|b a c
cle ¢ {a,b}

Hipergrupa H ni grupa, saj ne velja zakon o obratnem elementu oziroma inverzu.
Velja pa zakon o zaprtosti ter zakon o nevrtalnem elementu. Dana hipergrupa je torej

2*—popolna.
Trditev 3.65. Najmangse stevilo elementov hipergrupe, ki ni 2*—popolna, je stiri.

Dokaz. Naj bo H hipergrupa s hiperoperacijo zapisano v tabeli:

x| a b c d

a|{a,b} {c,d} {a,b} {c d}
b|{c,d} {a,b} {c,d} {a,b}
cl{a,b} {c,d} {a,b} {c,d}
d|{c,d} {a,b} {c,d} {a,b}

Preverimo, ali za V(x,y, z) € H® velja zxyxz = H.

axaxa = {a,b}xa = {a,b} | J{c,d} = H, cxaxa = {a,b}xa = {a,b} J{c,d} = H,
axaxb={a,b}xb={c,d} | J{a,b} = H, ckaxb={a,b}xb={c,d} J{a,b} = H,
axaxc={a,b}xc={a,b}\J{c,d} = H, ckaxc={a,b}xc={a,b}J{c,d} = H,
axaxd={a,b}xd = {c,d} | J{a,b} = H, ckaxd ={a,b}xd = {c,d} J{a,b} = H,
axbxa = {c,d}xa = {a,b} | {c,d} = H, cxkbxa ={c,d}xa={a,b} J{c,d} = H,
axbxb={c,d} xb={c,d} | J{a,b} = H, cxbxb={c,d} xb={c,d} J{a,b} = H,
axbxc={c,d}xc={a,b}\J{c,d} = H, cxbxc={c,d}xc={a,b}{c,d} = H,
axbxd = {c,d}xd = {c,d} J{a, b} = H, ckbxd = {c,d}xd = {c,d} J{a,b} = H,
axcxa = {a,b}xa = {a,b} | J{c,d} = H, ckexa ={a,b}xa = {a,b} J{c,d} = H,
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axcxb={a,b}xb={c,d} | {a,b} = H,
axcxc={a,b}xc={a,b}{c,d} = H,
axcxd ={a,b}xd = {c,d}\J{a,b} = H,
axdxa ={c,d}xa = {a,b} \J{c,d} = H,
axdxb = {c,d}xb={c,d}\{a,b} = H,
axdxc={c,d} xc={a,b}\J{c,d} = H,
axdxd = {c,d}xd = {c,d}\J{a,b} = H,
bxaxa = {c,d}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
bxaxb={c,d}xb={c,d} | J{a,b} = H,
bxaxc={c,d}xc={a,b} | J{c,d} = H,
bxaxd = {c,d}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
bxbxa = {a,b}xa = {a,b} J{c,d} = H,
bxbxb={a,b}xb={c,d} | J{a,b} = H,
bxbxc={a,b}*c={a,b} | J{c,d} = H,
bxbxd = {a,b}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
bxcxa = {c,d}xa = {a,b} J{c,d} = H,
bxcxb={c,d}xb={c,d} | J{a,b} = H,
bxcxc={c,d}xc={a,b} | J{c,d} = H,
bxexd = {c,d}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
bxdxa = {a,b}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
bxdxb = {a,b}xb = {c,d} | J{a,b} = H,
bxdxc={a,b}xc={a,b} | J{c,d} = H,
bxdxd = {a,b}xd = {c,d} | J{a,b} = H,

cxexb={a,b} xb={c,d} J{a,b} = H,
cxexe={a,b}xc={a,b} J{c,d} = H,
ckexd ={a,byxd ={c,d} J{a,b} = H,
cxdxa ={c,d}xa = {a,b} U{c,d} = H,
ckdxb={c,d}xb={c,d} U{a,b} = H,
ckdxc={c,d}xc={a,b} J{c,d} = H,
cxdxd ={c,d}xd ={c,d} | J{a,b} = H,
dxa*xa = {c,d}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
dxaxb = {c,d} xb = {c,d} | J{a,b} = H,
dxaxc={c,d} xc={a,b} | J{c,d} = H,
dxaxd = {c,d}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
dxbxa = {a,b}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
d*bxb={a,b}xb={c,d} | J{a,b} = H,
dxbxc={a,b}xc={a,b} | J{c,d} = H,
dxbxd = {a,b}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
dxcxa = {c,d}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
dxcxb={c,d}xb={c,d} | J{a,b} = H,
dxcxc={c,d}*c={a,b} | J{c,d} = H,
dxcxd ={c,d}xd = {c,d} | J{a,b} = H,
dxd*xa = {a,b}xa = {a,b} | J{c,d} = H,
dxd*b = {a,b} xb = {c,d} | J{a,b} = H,
dxd*c={a,b} xc = {a,b} | J{c,d} = H,
dxdxd = {a,b}xd = {c,d} | J{a,b} = H.

Identiteti za dano hipergrupo sta a in ¢, saj je axa ) axa = {a, b} in cxa () axc = {a, b}.

Preverimo Se, kaj je wy za identiteto a:

wg={a€ H:VYa€ Hyac€axa[)a*a} ={a,b}({a,b} ={a,b},
wyg={a€ H:Ybe H;bebxa[Naxb} ={c,d} (¢, d} ={c,d},
wy={a€ H:Vce€ H;c€ckal)axc}={a,b}({a,b} = {a,b},
wy={a€ H:Vde H;dedxaNaxd} ={c,d} (e, d} ={c, d}.

Enako naredimo tudi za ideniteto c:

wy={c€ H:Va€ H;a € axc(\ecxa} ={a,b}({a,b} ={a,b},
wg={ce H:VYbe H;bebxc(cxb} ={c,d} (e, d} = {c,d},
wyg={c€ H:Vce€ H;ceckxc()exe} ={a,b}({a,b} = {a,b},
wy={c€eH:Vde H;dedxc(\exd} ={e,d} (e, d} = {c, d}.

Iz zapisanega vidimo, da je H = wy, | H |=4,| 53 |= 2 in zato | H/55 |= 2. Torej je

H 3*—popolna in ni 2*—popolna hipergrupa.
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Vec o popolnih hipergrupah je zapisano v [5]. ]

3.2.5 Pridruzitveni prostori

Pridruzitvene prostore je prvi definiral Prenowitz [5]. V angleskem jeziku se
za pridruzitvene prostore uporabljata besedni zvezi “join space’in “join geometry”.
Pridruzitveni prostori so abstraktni modeli za linearno, sferi¢no in projektivno geome-
trijo. Koncept pridruzitvenih prostorov sta z Jantosciakom prenesla tudi na evklidsko
in neevklidsko geometrijo. Evklidsko geometrijo poznamo kot splosno geometrijo, zato
besedo evklidska najpogosteje izpuscamo. Ukvarja se s proucevanjem prostora, obliko
likov in teles, ki se nahajajo v njem. Neevklidska geometrija sloni na druga¢nih nacelih,
zato imajo v njej geometrijski objekti drugacne lastnosti. Z namenom definiranja pri-
druzitvenih prostorov bomo ponovili naslednjo definicijo: za a,b € (H,*), kjer je H
hipergrupoid, je

a/b={x € H|acuxx*b}.

Podobno bomo A/B definirali kot
U asp (3.2)
a€AbEB

Definicija 3.66. Komutativno hipergrupo (H,x) imenujemo pridruzitveni prostor,

¢e za vse x,y, z,w € H velja transpozicijski zakon:

x/ymz/w%@ﬁx*wﬂy*z%@.

Opomba 3.67. Elemente komutativne hipergrupe imenujemo tocke in jih oznacimo z
x,Y, %, ... Mnozico tock oznacimo z velikimi ¢rkami X,Y, Z,... Zapisali bomo nekaj

trditev, ki nam bodo v pomoc¢ pri dokazih trditev v nadaljevanju.
Naslednje trditve in dokazi so povzeti po knjigi [9].

Trditev 3.68. Naj bodo X,Y in Z poljubne mnoZice tock pridruzitvenega prostora
(H,*). Potem je X 2Y/Z, ¢e in samo ée je X x Z =Y.

Dokaz. Naj bow = X inw C Y/Z. Potem w C Y/Z zagotavlja obstoj takega y in
takega z, dajey C Y,z C Z in w C y/z. Ob upostevanju zapisa 3.2 je y C w x 2z in
wxzCX*xZ. OdtodslediyC X+xZ,yCY in XxZ=2Y. O

Trditev 3.69. Za mnozici tock X in'Y pridruZitvenega prostora (H,*) velja Z Y =
Y xZ.
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Dokaz. Dokazati moramo, da velja ZxY CY*xZinY*xZ CZxY. Najbox C ZxY.
Od tod sledi, da je x C z*xy za z C Z,y C Y. Zaradi komutativnosti velja enakost
zxy = y*z. Zato velja tudi x C y*z. Od tod sklepamo, da je x C Y xZ. Na podoben
nac¢in dokazemo tudi Y «Z C Z %Y. O

Trditev 3.70. Naj bodo X,Y,Z in W poljubne mnozice tock pridruzitvenega prostora
(H,*). C’eje XCY inZ CW, potem je tudi X xZ CY «W in X/Z CY/W.

Dokaz. Ce je w C X * Z, je tudi w C x * z, pri ¢emer je x C X in z C Z. Iz zgornje
trditve vemo, da je x C Y in 2 C W. Torej iz w C xx 2z sledi w C Y xW. Na podoben
nacin dokazemo tudi X/Z C Y/W. O

Dokaz naslednje trditve lahko bralec prebere v [9].

Trditev 3.71. Ce so X,Y,Z in W poljubne mnozice tock pridruZitvenega prostora
(H,*) in je XY = Z/W, potem je X *W =Y x Z.

Trditev 3.72. Za mnoZico tock pridruzitvenega prostora (H, ) velja:
o« (X/Y)/Z = X/(Y % 2),
e X £) =Y C X/(X/Y),
o X x(Y/W)C(X*Y)/W,
o X/(Y/W)C(X+xW)/Y.

Dokaz. Najprej dokazimo trditev (X/Y)/Z = X/(Y % Z). Za enakost dveh mnozic
moramo dokazati, da je (X/Y)/Z C X/(Y xZ) in X/(Y xZ) C (X/Y)/Z. Naj bo
w = (X/Y)/Z. Ob veckratnem upostevanju trditve 3.68 dobimo naslednje zapise:

wx Z = (X/]Y),
wxZxY =2 X,
w=X/(Z*Y).
Ker je ZxY =Y % Z, dobimo zapis:
w=X/(Yx2Z),
w=X/(Y*xZ).

Dokazali smo, da je (X/Y)/Z C X/(YxZ). Dokazimo se, da je X/(YxZ) C (X/Y)/Z.
Naj bo w C X/(Y % Z). Tudi pri tem dokazu bomo upostevali trditev 3.68:

wx (Y xZ) =X,
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wx(ZxY) =X,
wxZ = X/Y,
w=(X/Y)/Z.

Zato je X/(Y xZ) C (X/Y)/Z in (X/)Y)/Z = X/(Y x Z). Dokazimo drugo tocko
trditve 3.72. Naj bo w C Y. Ob upostevanju trditve 3.70 dobimo zapis X/w C X/Y.
Ker X # 0, tudi X/w # (). Zato je X/Y = X/w. Dvakrat upostevamo trditev 3.68 in

dobimo:
(X/Y)w = X,

w=X/(X/Y).

Zato je Y C X/(X/Y). Na podoben nacin dokazimo tudi tretjo trditev. Naj bo
w = X x (Y/W). Tudi tukaj upostevamo trditev 3.68. Dobimo:

w/X = (Y/W),
Upostevamo Se trditev 3.71. in trditev 3.68. Tako dobimo:
wxW =2 XY,

w=XxY/W.

Dokazali smo X % (Y/W) C (X xY)/W. Ostal nam je Se dokaz zadnje tocke. Naj bo
w = X/(Y/W). Ob upostevanju trditev 3.68 in 3.71 je:

w(Y/W) = X,

Y/W 2Y/w,
Yxw=X+xW,
w=X+xW/Y.
Dokazali smo tudi zadnjo trditev. O]

Definicija 3.73. Mnozica tock M pridruzitvenega prostora (H,x) je linearna, ce
za vse a,b € M velja axb C M in a/b C M. Ce je mnozica linearna, potem je
M=MxM=M/M.

Definicija 3.74. Naj bosta a in b poljubni tocki. Potem je razsiritev iz a na b enaka

mnozici vseh tock z, za katere velja bx D a.
Naslednji izrek je povzet po knjigi [9], kjer si lahko bralec prebere tudi njegov dokaz.

Izrek 3.75. MnoZica M je linearna, ce je zaprta za operacijo razsiritve.
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Naslednji primer pridruzitvenega prostora je zapisan v [9].

Primer 3.76. Slika 6 prikazuje polkrog C, brez konc¢nih tock. Na polkrogu C' lezita

razliéni tocki a in b. Odprti lok a - b vsebuje vse tocke polkroga C', ki lezijo med a in

b, razen tock a in b.

Slika 6: Polkrog C.

Naj bo P mnozica C. Definiramo pridruzitveno operacijo na P kot odprti lok a - b =
ab,a # b.

V naslednjih tockah bomo utemeljili, zakaj je (P,-) pridruzitveni prostor.

Zakon o obstoju: ab # 0,

Ker a # b, pridruzitveni prostor P vsebuje vsaj eno tocko.

Komutativnosti zakon: ab = ba,

Iz slike je razvidno, da sta odprta loka ab in ba enaki mnozici.

Asociativnostni zakon: (ab)c = a(bc),
Predpostavimo, da tocke a,b in ¢ lezijo na polkrogu C' in naj bo tocka b med

tockama a in c¢. Potem je (ab)c enak loku ac in tudi a(bc) je enak loku ac.

Idempotentni zakon: aa = a;

Veljavnost tega zakona izhaja iz tocke 1.

Zakon o obstoju: a/b # 0;
Predpostavimo, da a # b. Potem je po definiciji a/b = {z € P | a € x - b} enako
odprtemu intervalu bz, ki vsebuje a. Ce je a = b, je zakon o obstoju enak a/a.

Predpostavimo, da = # a. Potem a ¢ a - z. Ker x ¢ a/a, je a/a enako a.

Idempotentni zakon: a/a = a;

Pri tocki 5 smo dokazali tudi idempotentni zakon a/a = a.

Transpozicijski zakon: a/b(c¢/d = ad()bc # 0,
Ce na polkrogu C' razporedimo tocke od leve proti desni v naslednjem vrstnem

redu: a,c,b,d, bo veljal tudi transpozicijski zakon.
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Utemeljili smo, da je (C,-) pridruzitveni protor.
Poznamo nekaj vrst pridruzitvenih prostorov. V naslednji definiciji so opisani trije

razliéni tipi le-teh.

Kanonic¢ne hipergrupe
Kanonic¢ne hipergrupe so posebni primer pridruzitvenih prostorov. Prvi jih je
kot dodatne strukture hiperpoljem predstavil Krasner [5].
Definicijo hiperpolja bomo zapisali po definiciji kanoni¢ne hipergrupe.
Definicija 3.77. Hipergrupa (H, ) je kanoni¢na, e
e je komutativna,

e ima skalarno identiteto e, za katero velja xr xe = exx = x za Vx € H,

e vsak element ima inverz, kar pomeni e € zxx ! Na~ ! xx,
e je obrnljiva, to je, ¢e je x € yx z, potem obstaja inverz y~! za y in 27}

daveljazey lxriny€axxzt

za z tak,

Definicija 3.78. Trojica (F,+,-) je hiperpolje, ce je:
e (F,+) kanoni¢na hipergrupa,
e (F,-) taka polhipergrupa, da je x - 0 = 0 -z = 0, kjer je Stevilo 0 identiteta,

e ravsex,y,z € Fveljaz-(y+z2)=z-y+ax-zin(z+y)-z=x-2+y- 2z,

(F\{0},-) je hipergrupa.
Primer 3.79. Naslednji primer je vzet iz ¢lanka [14]. Naj bo H = [0, 1]. Definiramo
hiperoperacijo + kot

0, z], cew =y,
rT+y=

{max{z,y}}, cex #y.
Potem je (H,+) kanoni¢na hipergrupa.
Preverimo, ali je hipergrupa H komutativna. Za vsak x,y € H mora veljati x +y =
y+ x. Ce je x =y, je rezultat hiperoperacije + interval [0, z]. Ce sta 2 in y razlicna,
je rezultat hiperoperacije + vecji od seStevancev. Zato je hipergrupa komutativna.
Ker za vsak © € H veljata enakosti x + 0y = x in 0y +x = z,0y € H, je stevilo
0y identiteta. Inverz stevila z oznacimo z —z. Stevilo in njegov inverz sta elementa

hipergrupe H. Velja tudi

Op €z + (—x) ﬂ(—x) + .
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Za poljubne tri elemente iz hipergrupe H je z € y + 2. Inverza za y in z oznac¢imo z
—y in —z. Velja tudi z € —y + x in y = x + (—z). Dokazali smo, da je hipergrupa H

za hiperoperacijo + kanoni¢na hipergrupa.
Naslednji primer je zapisan v [17].

Primer 3.80. Naj bo F' = {z,y} mnozica s hiperoperacijama zapisanima v tabelah.

Potem je (F,+,-) hiperpolje.

—i—‘xy ‘:Uy
T |T Y T|lx T
y |y {z,y} ylz y

V nadaljevanju bomo utemeljili, zakaj je (F,+,-) hiperpolje.
e Najprej bomo preverili, ali je (F,+) kanoni¢na hipergrupa.

— Preverimo asociativnost « + (y + z) = (x +y) + z in komutativnost « +y =
y + x. Ker ima mnozina F' dva elementa, bomo omenjena zakona preverjali

samo za dva elementa. Opazimo, da je:

(z+x)+rz=a+(r+2) <
r+r=x+xr<

T =

Podobno:
(x+z)+y=a+(r+vy) <
rT+y=r+y=

y=y.

(z+y tr=z+(y+z)&
yt+tr=x+y&
y=1y.

(z+y)ty=z+y+y &
yty=z+{z,y} &
{z,2y}=zx+2zUr+y &
{z.yt=2zUy =

{z,y} = {z,y}.

+y)+ty=y+y+y <
{z,y}+y=v+{z,y} &
r+yUy+y=y+azUy+ye

y Nz, yt =y Uz, y) <
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{z,y} = {z,y}.

Yty +tz=y+y+z) &
{r,y}+r=y+y <&
r+zy+z={x,y} &
Uy ={z,y} &
{z,y} = {z,y}.

(y+z)+z=y+(r+2z)=
y+tr=y+xr <=
y=y.

+z)+y=y+(z+y) &
yty=y+ty<=
{z,y} = {z,y}.
Hiperoperacija + je asociativna. Bralec naj sam preveri Se aksiom reproduk-
cije. Zaa € Fjea+ F =F+a=F, zato je (F,+) hipergrupa. Preverimo
Se komutativnost hiperoperacije +.
r+y=yt+zr<=
y=y.
Hiperoperacija + je komutativna.
— Ima identiteto e, za katero velja x +e¢ = e+ 2 = x za Vo € F. Preverimo,
ali je x identiteta.
rT+r=x+xr <=
T =1

Element x je identiteta. Na podoben nacin preverimo, ali je identiteta tudi

element y.
rT+y=yt+r<=
y=1y.

Ker y # x, element y ni identiteta.

— Vsak element ima inverz, kar pomeni, da je e € x + 2z ! Na~! + 2. Najprej
pois¢imo inverze za element x. Denimo, da je element x inverz. Preverimo,
ali to res drzi.
r+rNe+z <
rNxr=ux.

Od tod sklepamo, da je element x sam sebi inverz. Preverimo, ali je inverz
tudi element y.

r+ynNy+x s

yny=y.
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Iz zapisanega sklepamo, da element y ni inverz elementa x. Pois¢imo inverz
Se za element y. Predpostaimo, da je element y sam sebi inverz. Veljati
morar €y+y Nyt +y.

yt+ty=y+y&

{z,y} 0 {z,y} ={z,y} &

z € {x,y}.

Element y je res sam sebi inverz. Preverimo, ali je inverz za element y tudi
element x.

y+rzNe+ys

yny=y.

Ugotovili smo, da element x ni inverz za element y.

— Hipergrupa je obrnljiva. Kar pomeni, ¢e je x € y + 2z, potem obstajata
inverza za y in z taka, daje 2 € y ' +x iny € v+ 27! Ker ima F
dva elementa, bomo predpostavili, da je z = y. Tako dobimo zapise x €
y+y,y €y ' +xiny € a+y . Preverimo, ali to res drzi.
reyt+y<=
z € {z,y}.

yey l+re
yeyt+re=
yey.

yecx+y e

yert+y<=

yey.

Utemeljili smo, da je (F,+) kanoni¢na hipergrupa.

e (F,-) je taka polhipergrupa, da za vsak = € F velja -0 = 0-2 = 0. Dokazati
moramo, da je za poljubne tri elemente iz F' (x-y) -2z = x - (y-2). Mnozica F

ima dva elementa. Preverimo za vse moznosti.

—(z-2)z=z-(x-2)& r =z

L= —(zy)y=z-(y-y) =

r =2 Toy=—z-yo
Try=a-re - Wy y=y-(y-y e

—(wy)r=z-(y2)e y=v

rTr=r-rs —(y-y)-$=y'(y-$)<:>
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r =2.

~(yx)y=y-(z-y &

T=1
- (y-z)z=y (z-2)=
T T=Y T

T =z

Ker veljajo vse zapisane enakosti, je (F,-) polhipergrupa. Za vse elemente iz

polhipergrupe (F,-) velja tudi enakost z-0=0-z = 0.

e Za elemente iz F' mora veljati tudi z- (y+2) = x-y+z-zin (x+y) -z =x-2+y- 2.

-z (r4+z)=v-z+x-
rT-r=x+r<
T =x.
—z-(r4+y)=cv-x+ax-
rTYy=r+xr <=
T =x.
-z (y+ax)=x-y+zx-
rT-yYy=x+r &=
T =x.

-~z (yty =z-yt+a-
r-{r,y}=rv+z &
r-zJry=z&
tJr=z<

r=2x.

Preverimo Se drugo enakost

—(r+z) z=x-x+x-
rr=r+r<

r=2x.

rT-Yy=xr+r =

r=2x.

—(x4y)-z=x-c+y-
Y r=r+xr <=

r =.

— @ty y=z-y+y-

Tr <=

iz 3. tocke.

T <

Yy <=

T <=

Yy =

Yy Yty =y ytyys
y{zyt=y+tye
y-zUy-y= {7y} &
Uy ={z,y} &
{z.y} = {2, y}.

—yytr)=yyty e
y-y=ytaze
y=y.

—y-(r+ty) =y rty ye
yy=rv+ys
y=y.

—y-(r4+a)=y-r+y-r&
Yy-r=r+xr =

r=2.

Yy-yYy=x+y<
y=1y.

- Wty y=y-ytyye
vy} y=y+tye
v-yUy-y={ry} &
Uy ={z,y} &

{z,y} ={z,y}.

- Wy+a)y=y-y+tzr-yse
y-y=y+zr<=
y=y.
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—(yt+y) r=y-z+y & -~ (y+x)z=y-r+r &
{z,y} 2=+ < Yy r=r+1r&
r-zJy - r=r& T =z
rJr=2<
T =z

Ugotovili smo, da veljajo zapisane enakosti pri tocki 3.

e Preverimo Se, ali je (F\{0}, -) hipergrupa. Dokazali smo Ze, da je hiperoperacija -
asociativna. Preverimo Se, ali zanjo velja tudi aksiom reprodukcije, to je, a- F =
F-a=F,a € F. Najprej preverimo za element .
y-F'=F.-y&

y Az, yy={zy} -y e

yeUy-y=z-yUy-ye

zUy=2Uy &

{z,y} ={z,y}

F=F.

Za element x omenjena enakost ne drzi, zato predvidevamo, da je x = 0 in

(F,+,-) je hiperpolje.

Izrek 3.81. Komutativna hipergrupa je kanonicna, ¢e in samo ce je pridruZitveni

prostor s skalarno identiteto.

Dokaz. Naj bo (H, ) komutativna hipergrupa ter a,b,c € H. Dokazimo, da je inverz
poljubnega elementa enoliéno dolocen. Naj bo e skalarna identiteta. Ce je e € axbNaxc,
potem je a € e/bNe/c. Vidimo, da excNexb ni enak prazni mnozici. Zato jeb = c = a™'.
Preverimo $e obrnljivost hipergrupe H. Vemo, da je a € b*c, ¢e in samo ¢e je b € a/c.
Iz e € bxb!sledi, daje b € e/b~t. Zato axb ' Nexc # (. Dani presek ni enak prazni

mnozici. Kar pomeni, da je ¢ € axb~!. Zato je hipergrupa H kanoni¢na. O

V kolikor zeli bralec ve¢ znanja o pridruzitvenih prostorih, naj poseze po knjigah [5]
in [9].
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4 Zakljucek

V magistrskem delu smo najprej ponovili del vsebine iz teorije grup. To smo storili
zaradi lazjega razumevanja hipergrup, s katerimi smo se ukvarjali v drugem delu ma-
gistrskega dela. Tako smo v drugem poglavju pisali o lastnostih, ki veljajo za grupo
in spoznali primere grup. Seznanili smo se s tremi najbolj znanimi vrstami grup.
Preucevali smo cikli¢cne, permutacijske in diedrske grupe. Nadalje smo ugotavljali la-
stnosti permutacijskih grup. Diedrske grupe sestavljajo vrtezi in zrcaljenja pravilnega
n-kotnika. Ker smo v poglavju o hipergrupah predstavili primer hipergrupe z odseki,
smo se v prvem poglavju spomnili osnovnih lastnosti odsekov. Seznanili smo se tudi z
relacijami. Definirali smo binarno relacijo in opisali osnovne lastnosti relacij. Znanje o

njih smo nadgradili v poglavju o hipergrupabh.

V poglavju o hipergrupah smo uporabili znanje o odsekih. Le-te smo opisali v pr-
vem poglavju. Glavna tema magistrske naloge so osnovne lastnosti hipergrup. Tako
smo se v drugem poglavju posvetili osnovnim definicijam o hipergrupah. Zapisali smo,
da je polhipergrupa neprazna mnozica skupaj s hiperoperacijo, za katero velja asoci-
ativnostni zakon. Ce za dano hiperoperacijo velja tudi aksiom reprodukcije, je dana
neprazna mnozica s hiperoperacijo hipergrupa. V tem poglavju smo podali nekaj pri-
merov nepraznih mnozic z dano hiperoperacijo, ki so hipergrupe. V podpoglavju o
podhipergrupah so zapisane definicije za zaprte, obrnljive, ultrazaprte in konjugirane
podhipergrupe. Za dokaz zapisanih pojmov moramo preveriti levo in desno zaprtost
(obrnljivost, ultrazaprtost in konjugiranost) podhipergrupe. Za boljso predstavo smo
podali primer zaprte podhipergrupe. V razdelku o homomorfizmih hipergrup smo de-
finirali ve¢ vrst homomorfizmov in podali primer za homomorfizem tipa 4. Nekaj ve¢
teorije o homomorfizmih hipergrup lahko bralec prebere v [5]. Definirali smo tudi rela-
cijo [, katero je Koskas uporabil za definicijo popolnih hipergrup ter opisali regularne in
mocno regularne relacije. Za povezavo hipergrup z grupami smo opisali osnovne lastno-
sti o regularnih in moé¢no regularnih relacijah in zapisali primer popolne hipergrupe.
Drugo poglavje in s tem tudi vsebino magistrskega dela smo koncali s pridruzitvenimi

prostori in kanoniénimi hipergrupami.

Podrocje raziskovanja hipergrup je se dokaj mlado in zato tudi v fazi nenehnega
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razvoja. V Sestedesetih letih dvajsetega stoletja je mehke mnozice prvic predstavil
iranski znanstvenik Zadeh. Skupaj z ostalimi matematiki je uporabo mehkih mnozic
razsiril na razlicna podro¢ja uporabe (sociologijo, agronomijo, jezikoslovje, biologijo,
racunalnistvo, medicino in ekonomijo). Kot poseben primer mehkih mnozic so tudi
grobe mnozice. Uporabo le-teh so razsirili na podrocje verjetnosti. Povezavo med
mehkimi mnozicami in hiperstrukturami je prvi predstavil Rosenfeld [31].

V danasnjem ¢asu je raziskovanje usmerjeno predvsem:

e na racunanje mehkega razreda (to je minimalne dolzine zaporedja) hipergrupoi-

dov v povezavi z binarnimi relacijami,
e na preucevanje zaporedij pridruzitvenih prostorov, dolocenih s hipergrupoidi,

e na proucevanje zaporedij pridruzitvenih prostorov, doloc¢enih s hipergrupoidi in

obdanimi s Sibkimi hiperoperacijami,

e na preucevanje zaporedij mehkih mnozic in pridruzitvenih prostorov, doloc¢enih s

kitajskim hipergrupoidom [31].

V magistrskem delu smo predstavili nekatere osnovne lastnosti iz podroc¢ja hipergrup.
V drugem delu tretjega poglavja smo se na hitro dotaknili tudi nekoliko tezjih stvari.
V kolikor ima bralec Zeljo, da znanje o hipergrupah nadgradi, lahko poseze po kateri
od tujejezicnih knjig [2], [3], [4], [6] in [12].



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 69

5

1]

[10]
[11]

[12]

Literatura

J. L. ALPERIN in R. B. BELL, Groups and Representations. Springer-Verlag New
York, 1995. (Citirano na straneh 4, 17, 20 in 23.)

P. CORSINI, Prolegomena of hypergroup theory, Aviani Editore, 1993. (Citirano

na strani 68.)

P. CoORSINI in V. LEOREANU, Applications of Hyperstructures Theory. Kluwer
Academic Publishers, Advances in Mathematics, 2003. (Citirano na strani 68.)

[. CrISTEA in B. DAVVAZ, Fuzzy Algebraic Hyperstructures An Introduction.
Springer International Publishing Switzerland, 2015. (Citirano na strani 68.)

B. DAvvaz, Polygroup Theory and Related Systems, World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., 2013. (Citirano na straneh 1, 4, 26, 31, 40, 42, 44, 48, 49, 51, 54,
57, 61, 66 in 67.)

B. Davvaz, Semihypergroup Theory, Academic Press, 2016. (Citirano na
strani 68.)

D. S. DummIT in R. M. FOOTE, Abstract Algebra, Third Edition. John Wiley
and Sons, Inc., 2004. (Citirano na strani 12.)

J. B. FRALEIGH, A first course in abstract algebra, Addison-Wesley, Seventh
Edition, 2003. (Citirano na straneh 4, 6, 7, 8, 10, 12, 20, 21 in 23.)

J. JANTOSCIAK in W. PRENOWITZ, Join Geometries A Theory of Convex Sets

and Linear Geometry. Springer-Verlag New York Inc., 1979. (Citirano na stra-
neh 57, 58, 59, 60 in 66.)

J. J. ROTMAN, An Introduction to the Theory of Groups, Springer-Verlag 1995.

(Citirano na strani 13.)

A. R. VASISHTA in OSTALI, Text Book Algebra, Kanpur Edition. Krishna Educa-
tional Publisker, 2014. (Citirano na strani 11.)

T. VOUuGIOUKLIS, Hyperstructures and their representations, Hadronic Press, Inc,
115, Palm Harber, USA, 1994. (Citirano na strani 68.)



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 70

[13] K. BAFROUEI in F. SADAT, On fully simple semihypergroups. Indian Journal
of Fundamental and Applied Life Sciences 4 (2014) 2514-2521. (Citirano na
strani 52.)

[14] J. R. CASTILLO, Quotient and Homomorphism in Krasner Ternary Hyperrings.
International Journal of Mathematical Analysis Vol. 8, No. 58 (2014) 2845-2859.

(Citirano na strani 61.)

[15] M. DE SALvO in G. Lo FARO, On the n*-complete hypergroups. Discrete Ma-
thematics 208/209 (1999) 177-188. (Citirano na straneh 51, 54 in 55.)

[16] M. DE SaLvo, D. FasiNno, D. FRENI in G. Lo FARO, On strongly conjugable

extensions of hypergroups of type U with scalar identity. Filomat 27:6 (2013)
977-994. (Citirano na strani 41.)

[17] B. DAvvAz, M. SANTILLI in T. VOUGIOUKLIS, Algebra, Hyperalgebra and Lie-

Santilli Theory. Journal of Generalized Lie Theory and Applications Volume 9,
Issue 2 (2015) 1-5. (Citirano na strani 62.)

[18] C. G. MASSOUROS, Some properties of certain Subhypergroups. Ratio Mathe-
matica 25 (2013) 67-76. (Ni citirano.)

[19] CH. G. MASSOUROS in CH. TSITOURAS, On enumeration of hypergroups of order
3. Computers and Mathematics with Applications 59 (2010) 519-523. (Citirano na
strani 33.)

[20] K. CONRAD, Cosets and Lagrange’s theorem,

http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/grouptheory/coset.pdf.
(Datum ogleda: 21. 2. 2016.) (Citirano na straneh 16 in 19.)

[21] K. CONRAD, Dihedral Groups,
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/grouptheory/dihedral . pdf.
(Datum ogleda: 11. 1. 2016.) (Citirano na strani 14.)

[22] K. CONRAD, Subgroups of Cyclic Groups,
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/grouptheory/cyclicgp.pdf.
(Datum ogleda: 12. 11. 2016.) (Citirano na strani 10.)

[23] S. S. Epp, Discrete Mathematics with Applications, Fourth Edition,
http://fit.ac.ir/fa/download/ebooksclub.org Discrete Mathematics_with Applicatio
(Datum ogleda: 31. 7. 2016.) (Citirano na strani 2.)



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 71

[24]

[25]

[26]

[27]

[29]

[30]

[32]

[34]

K. JAMES, MTHSC' 412 Section 4. 4 - Cosets of a subgroup,
http://www.math.clemson.edu/~kevja/COURSES/Math412/NOTES/Section-4.4
-lecture.pdf. (Datum ogleda: 20. 2. 2016.) (Citirano na strani 18.)

M. OMAR, Lecture - Homomorphisms and Isomorphisms, Cyclic Groups,
https://www.math.hmc.edu/~omar/math171F14/m171 .notes.09.22.pdf. (Da-
tum ogleda: 19. 12. 2016.) (Ni citirano.)

J. PAKIANATHAN, MATH 436 Notes: Subgroups and Cosets.,
https://web.math.rochester.edu/people/faculty/jonpak/N3.pdf. (Datum
ogleda: 12. 11. 2016.) (Citirano na strani 16.)

Abstract algebra,
https://en.wikipedia.org/wiki/Abstract_algebra. (Datum ogleda:
2. 6. 2016.) (Citirano na strani 4.)

Coset Product is Well-Defined,
https://proofwiki.org/wiki/Coset_Product_is _Well-Defined. (Datum
ogleda: 24. 2. 2016.) (Citirano na strani 20.)

Group,
http://www.britannica.com/topic/group-mathematics. (Datum ogleda:
2. 6. 2016.) (Citirano na strani 4.)

Group theory,
https://en.wikipedia.org/wiki/Group_theory. (Datum ogleda: 2. 6. 2016.)

(Citirano na strani 4.)

History and new possible research directions of hyperstructures,
http://www.math.uaic.ro/~leoreanu/saga/arhiva/chieti’207.pdf. (Da-
tum ogleda: 6. 8. 2016.) (Citirano na strani 68.)

Relations,
http://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/Relations.pdf. (Da-
tum ogleda: 31. 7. 2016.) (Citirano na straneh 2 in 4.)

Teorija grup,
https://sl.wikipedia.org/wiki/Teorija grup. (Datum ogleda: 2. 6. 2016.)
(Citirano na straneh 4 in 20.)

F1.3YR1 ABSTRACT ALGEBRA, Lecture Notes: Part 5,
http://www.macs.hw.ac.uk/~jim/F13YR1/notesb.pdf. (Datum ogleda:
7. 6. 2016.) (Citirano na strani 24.)



Pev M. Osnovne lastnosti hipergrup.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2017 72

[35] 2. Groups I,
http://www.math.umn.edu/~garrett/m/algebra/notes/02.pdf. (Datum
ogleda: 13. 11. 2016.) (Citirano na strani 24.)



