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PovzetekZaklju£na projektna naloga prou£uje rank 3 grupe in krepko regularnegrafe. Krepko regularni gra� imajo poleg tega, da so regularni, ²e eno za-nimivo lastnost. �tevilo skupnih sosedov dveh to£k v grafu je odvisno leod tega, ali sta ti dve to£ki povezani ali nepovezani. Rank 3 grupe pa sotranzitivne grupe, za katere velja, da imajo natanko 3 orbite pri delovanju namnoºici X×X. V zaklju£ni projektni nalogi bomo dokazali, da vsaka rank 3grupa porodi krepko regularen graf in opisali lastnosti teh grafov. Spoznalibomo tudi Paleyjeve grafe in dokazali, da so krepko regularni.

AbstractIn the �nal project paper we explore rank 3 groups and strongly regu-lar graphs. Beside being regular, strongly regular graphs possess one otherinteresting property. The number of common neighbours of two vertices de-pends only on whether the two vertices are connected or not. Rank 3 groupsare transitive groups that have 3 orbits on a set X ×X. In the �nal projectpaper we will prove that from every rank 3 group we can derive a stronglyregular graph and will describe the properties of these graphs. We will alsotake a look at the Paley graphs and prove that they are strongly regular.
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Poglavje 1UvodPojem krepko regularnih grafov je prvi vpeljal Bose, in sicer leta 1963.Leto kasneje je Higman za£el raziskovati povezavo med rank 3 grupami inkrepko regularnimi gra�. Glede na te letnice lahko sklepamo, da je vejaraziskovanja rank 3 grafov (v nadaljevanju bomo tako pravili krepko regu-larnim grafom, na katerih deluje rank 3 grupa) razmeroma mlada in se takos kombinatori£nega kot tudi z grupnega vidika ²e vedno razvija.Krepko regularni gra� imajo to lastnost, da je ²tevilo skupnih sosedovdveh to£k v grafu odvisno le od tega, ali sta ti dve to£ki povezani ali ne.Z algebrai£nega vidika je graf krepko regularen graf natanko takrat, ko imamatrika sosednosti natanko tri lastne vrednosti. Krepko regularen graf paima tudi nekaj zelo zanimivih algebrai£nih lastnosti, ki so ravno posledicakrepke regularnosti. Spoznali bomo nekaj takih grafov, med njimi sta tudiPetersenov graf (glej sliko 7.1) in Ho�man-Singletonov graf (glej sliko 1.1).Veliko krepko regularnih grafov je znanih po tem, da imajo zelo ve-like grupe avtomor�zmov [11]. V [11] je prav tako omenjeno, da je skorajvsak krepko regularen graf asimetri£en. V algebrai£ni teoriji grafov je grafasimetri£en, ko je neusmerjen in nima netrivialnih simetrij. Zanimivo je tudiomeniti trditev Petra Camerona, ki pravi, da krepko regularni gra� leºijona prelomu med visoko strukturiranimi in ne strukturiranimi gra�. �epravso krepko regularni gra� zelo obseºno raziskovani, povezava med parametri,s katerimi je krepko regularen graf podan, in mo£jo grupe avtomor�zmovtega grafa ²e vedno ni dobro poznana. Ve£ o avtomor�zmih grafa si lahkopreberete v [11]. Pojem krepko regularnega grafa se je uveljavil tudi v takoimenovanem izreku Friendship Theorem [19].V pri£ujo£i zaklju£ni projektni nalogi bomo predstavili nekaj dejstev,ki so pomembna za to vejo algebrai£ne teorije grafov. Projektna naloga jerazdeljena na devet poglavij, in sicer: Uvod, O grupah, Osnovne lastnostigrafov, Matrike in lastne vrednosti, Orbitale in rank 3 grupe, Rank 3 gra�,Krepko regularni gra� in njihove lastnosti, Paleyevi gra� in njihove lastnosti,Zaklju£ek. 8



V drugem poglavju bomo najprej navedli potrebne de�nicije, izreke intrditve iz teorije grup, ki jih bomo potrebovali v naslednjih poglavjih. De�ni-rali bomo nekatere od druºin grup, de�nirali delovanje na grupah, uvedlipojme, kot sta orbita in stabilizator, in de�nirali relacije med njimi.Tretje poglavje bomo namenili spoznavanju grafov. De�nirali bomo ne-katere od relacij med to£kami, ki so vsebovane v grafu, in uvedli pojemavtomor�zma grafa.V £etrtem poglavju bomo na kratko predstavili matriko sosednosti inlastne vrednosti.V petem poglavju se bomo pribliºali glavni temi zaklju£ne projektnenaloge in spoznali pojem orbitale, primitivnosti grupe ter de�nirali rank 3grupo.�esto poglavje je namenjeno rank 3 grafom, kjer bomo povezali pojmarank 3 grupe s pojmom krepko regularnega grafa. V tem razdelku bomo tudidokazali, da vsaka rank 3 grupa premore krepko regularen graf.V sedmem poglavju si bomo ogledali lastnosti krepko regularnih grafov.V drugem razdelku bomo poudarili povezanost parametrov (n, k, λ, µ), pri£emer je n ²tevilo to£k, ki so vsebovane v grafu, k regularnost grafa, λ²tevilo skupnih sosedov dveh povezanih to£k in µ ²tevilo skupnih sosedovdveh nepovezanih to£k. Izra£unali bomo tudi lastne vrednosti krepko regu-larnih grafov in njihove ve£kratnosti.V osmem poglavju bomo podrobneje spoznali eno od druºin krepko reg-ularnih grafov, in sicer druºino Paleyevih grafov. Ti gra� so posebni zaradivseh lastnosti, ki jih posedujejo.

Slika 1.1: Ho�man-Singletonov graf [22]9



Poglavje 2O grupahDa bi razumeli vsebino zaklju£ne projektne naloge, je nujno potrebnopoznavanje grup in njihovih lastnosti. Zato bomo v tem poglavju spoznaligrupe in grupna delovanja. Vedno bomo imeli opravka s kon£nimi grupami.2.1 Osnovne lastnosti grupDe�nicija 2.1.1 Binarna operacija ? na neprazni mnoºici G je poljubnapreslikava ?: G×G → G. Pri £emer je slika elementa (x, y) ∈ G×G enaka
?(x, y) = x ? y = k ∈ G. Urejenemu paru (G, ?) pravimo grupoid.De�nicija 2.1.2 Urejenemu paru (G, ?) pravimo grupa, £e za binarno ope-racijo ? velja:i) asociativnost: za vse x, y, z ∈ G velja

(x ? y) ? z = x ? (y ? z),ii) obstoj nevtralnega elementa: obstaja tak e ∈ G, da za poljuben x ∈ Gvelja
x ? e = e ? x = x,iii) obstoj inverznega elementa: za vsak x ∈ G obstaja tak x′ ∈ G, da je
x ? x′ = e = x′ ? x.De�nicija 2.1.3 Neprazna podmnoºica H ⊆ G je podgrupa v grupi (G, ?),ko je tudi sama grupa glede na operacijo ?. Oznaka: (H, ?) ≤ (G, ?).V nadaljevanju bomo operacijo ? imenovali kar mnoºenje in grupo (G, ?)ozna£evali kraj²e le z G. Nevtralni element bomo ozna£evali z id, 0 ali 1.Inverz danega elementa x pa bomo ozna£evali z x−1.10



Trditev 2.1.4 Podmnoºica H v grupi G je podgrupa, £e za vsak x, y ∈ Hvelja:i) idG ∈ H,ii) xy ∈ H,iii) x−1 ∈ H.Dokaz si lahko pogledate v [7].De�nicija 2.1.5 Naj bo G grupa. Red grupe G je kardinalnost mnoºice G.Oznaka: |G|. Red elementa g ∈ G je najmanj²e naravno ²tevilo r ∈ N, davelja gr = e, kjer je e nevtralni element grupe G.De�nicija 2.1.6 Naj bo G grupa in S podmnoºica grupe G. Potem obstajanajmanj²a podgrupa grupe G, ki vsebuje S. Oznaka: 〈S〉. Pravimo, da Sgenerira podgrupo 〈S〉.Primer 2.1.7 Naj bo G = Z in S = {1}. Potem je 〈S〉 = Z. �e je S = {2},pa je 〈S〉 = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}.De�nicija 2.1.8 Simetri£na grupa SX neprazne mnoºice X je grupa vsehpermutacij (bijektivnih preslikav) mnoºice X z operacijo sestavljanja presli-kav.Simetri£no grupo SX na mnoºici X = In = {1, 2, . . . , n} ozna£ujemo zoznako Sn in njen nevtralni element, ki ga imenujemo tudi identiteta, ozna-£ujemo z oznako idn.De�nicija 2.1.9 Permutacijska grupa G je neka podgrupa G ≤ SX za poljubnomnoºico X.De�nicija 2.1.10 Diedrska grupa D2n je grupa simetrij pravilnega n-kotnika.Generirata jo rotacija ρ in zrcaljenje τ :
D2n = 〈ρ, τ | ρn = τ2 = id, τρτ = ρ−1〉.Hitro se lahko prepri£amo, da je red simetri£ne grupe Sn enak n! in reddiedrske grupe D2n enak 2n.De�nicija 2.1.11 Permutacija g ∈ SX je cikel dolºine k, £e v mnoºici Xobstajajo taki razli£ni elementi x1, . . . , xk, da veljajo naslednje enakosti:i) xi

g = xi+1 za vsak i ∈ {1, . . . , k − 1},ii) xk
g = x1, 11



iii) xg = x za vsak x ∈ X \ {x1, . . . , xk}.Cikel g ozna£ujemo z (x1 . . . xk). Ciklu dolºine 2 pravimo transpozicija,ciklu dolºine m ≥ 2 pa m-cikel.Pravimo, da sta cikla α, β ∈ Sn lo£ena, £e permutirata razli£ne elementemnoºice In. Vsako permutacijo lahko zapi²emo kot produkt lo£enih ciklov.In vsako permutacijo lahko zapi²emo kot produkt transpozicij. Le-ta nienoli£en, je pa enoli£en do sodosti/lihosti ²tevila transpozicij natan£no (glej[10]).Primer 2.1.12 Naj bo (1 2 4 5 3) permutacija iz simetri£ne grupe S5.Potem jo lahko zapi²emo kot produkt transpozicij, in sicer kot
(1 2)(1 4)(1 5)(1 3) ali (5 3)(4 5)(2 4)(1 2).Za razumevanje de�nicije 2.1.14 vpeljimo naslednjo relacijo na mnoºicah.De�nicija 2.1.13 Relacija R na mnoºici X je ekvivalen£na relacija, £e vel-jajo naslednje lastnosti:i) (re�eksivnost) ∀x ∈ X : xRx,ii) (simetri£nost) ∀x, y ∈ X : xRy =⇒ yRx,iii) (tranzitivnost) ∀x, y, z ∈ X : xRy in yRz =⇒ xRz.Naj bo R ekvivalen£na relacija na mnoºici X. Potem je ekvivalen£nirazred [x]R elementa x ∈ X glede na relacijo R mnoºica vseh tistih elementovmnoºice X, ki so z elementom x v relaciji R, tj. [x]R = {y ∈ X | xRy}.De�nicija 2.1.14 Naj bo H podgrupa grupe G. De�niramo relacijo na Gtakole:

x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H.Izkaºe se, da je relacija iz de�nicije 2.1.14 ekvivalen£na relacija in da jeekvivalen£ni razred, ki pripada elementu x, levi odsek xH = {xh|h ∈ H}.Podobno de�niramo desne odseke.Poglejmo si ²e poseben primer ekvivalen£nih razredov, ki jih bomo potre-bovali v poglavju 8.Primer 2.1.15 Naj bo G = Z. De�nirajmo relacijo ∼n na mnoºici G naslede£i na£in: x, y ∈ Z : x∼ny natanko tedaj, ko velja, da je x− y ve£kratnik²tevila n. Izkaºe se, da je ∼n ekvivalen£na relacija. Pripadajo£i ekvivalen£nirazredi so razredi ostankov pri deljenju z n. Mnoºico vseh ekvivalen£nihrazredov ozna£ujemo z Zn = {[x]∼n | x ∈ Z}. Konkreten primer: Z3 =
{[0]∼3 , [1]∼3 , [2]∼3}. Kar pi²emo povr²no kar {0, 1, 2}.12



Izkaºe se, da je Zn, skupaj z operacijo se²tevanja, grupa reda n. Imenu-jemo jo aditivna grupa Zn.Lema 2.1.16 Elementi aditivne grupe Zn, ki so tuji ²tevilu n, tvorijo grupoza mnoºenje po modulu n. Imenujemo jo multiplikativna grupa enot Z∗
n.Dokaz si lahko preberete v [10].De�nicija 2.1.17 Naj bosta (G, ∗) in (H, ◦) grupi. Potem je preslikava

f : G → H homomor�zem grup, £e za vsak x, y ∈ G velja:
f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y).De�nicija 2.1.18 Naj bo f : G → H homomor�zem grup.i) �e je f injektivna preslikava, potem f imenujemo monomor�zem.ii) �e je f surjektivna preslikava, potem f imenujemo epimor�zem.iii) �e je f monomor�zem in epimor�zem, potem f imenujemo izomor-�zem.iv) �e je G = H, potem f imenujemo enodomor�zem.v) �e je f izomor�zem in endomor�zem, potem f imenujemo avtomor-�zem.2.2 Grupna delovanjaDe�nicije, trditve, lema in izrek so povzeti po [5].De�nicija 2.2.1 Grupa G deluje na mnoºici X (X je G-prostor) z desne,£e za vsak urejeni par (x, g) ∈ X ×G obstaja tak xg ∈ X, da jei) x1 = x za vsak x ∈ X, kjer je 1 nevtralni element grupe G,ii) (xg)h = x(gh) za vsak x ∈ X in vse g, h ∈ G.Podobno lahko de�niramo levo delovanje (glej [7]). Desno delovanjegrupe G na mnoºici X bomo kraj²e poimenovali kar delovanje grupe G namnoºici X.Delovanje permutacije g na element x bomo v nadaljevanju ozna£evali z

g(x) ali z xg. Oznaki sta ekvivalentni.De�nicija 2.2.2 Orbita elementa x ∈ X, pri delovanju grupe G na mnoºici
X, je mnoºica:

OrbG(x) = {xg | g ∈ G}.Ko bo grupa G delovala na mnoºici X na naraven na£in, bomo OrbG(x)ozna£evali kar z Orb(x). 13



Trditev 2.2.3 Za orbiti Orb(x1) in Orb(x2), pri delovanju grupe G namnoºici X, velja:
Orb(x1) ∩Orb(x2) = ∅ ali Orb(x1) = Orb(x2).Dokaz. Naj imata orbiti Orb(x1) in Orb(x2) skupen element x′. To pomeni,da je x′ = xgii za nek gi ∈ G, kjer je i ∈ {1, 2}. Zato je

Orb(xi) = {xgi | g ∈ G}
= {xgig

−1

i g
i | g ∈ G}

= {x′g−1

i g | g ∈ G}
= {x′g | g ∈ G} = Orb(x′).De�nicija 2.2.4 Stabilizator elementa x ∈ X, pri delovanju grupe G namnoºici X, je mnoºica:

Gx = {g ∈ G | xg = x}.Primer 2.2.5 Naj bo G podgrupa simetri£e grupe S5 generirana s permutaci-jama (1 2 3 4) in (2 5)(4 3). Po kratkem razmisleku ugotovimo, da je grupa
G izomorfna diedrski grupi D10.V splo²nem lahko diedrsko grupo D2n predstavimo s pravilnim n-kotnikom,pri £emer element ρ predstavlja rotacije, element τ pa zrcaljenja pravilnega
n-kotnika.Za laºjo predstavo in razumevanje primerov bomo v bodo£e bili povr²ni insimetri£no grupo G, ki je izomorfna diedrski grupi D2n, kar ena£ili z D2n.Poi²£imo orbito elementa 1. Zanima nas, kam vse se ogli²£e 1 preslika zelementi iz diedrske grupe D10. Ker imamo na izbiro vse rotacije in zrcal-jenja, hitro vidimo, da je orbita Orb(1) = {1, 2, 3, 4, 5}.Poi²£imo ²e stabilizator elementa 1. Poglejmo, kateri elementi �ksirajoogli²£e 1. Ker so rotacije generirane s 5-ciklom, se hitro prepri£amo, davsak element iz 〈(1 2 3 4 5)〉, razen identitete, preslika element 1 v enega odelementov iz mnoºice {2, 3, 4, 5}. Preostanejo nam ²e zrcaljenja. Element, kiprezrcali petkotnik in �ksira 1, je en sam, in sicer (2 5)(3 4) (kot kaºe slika2.1). Torej mnoºica stabilizatorjev elementa 1 je G1 = {id, (2 5)(3 4)}.
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Slika 2.1: Modra premica je simetrijska os zrcaljenja, ki je predstavljena kotinvolucija (2 5)(3 4).Trditev 2.2.6 Stabilizator Gx, pri delovanju grupe G na mnoºici X, je pod-grupa grupe G.Dokaz. Po trditvi 2.1.4 moramo preveriti tri to£ke.i) Naj bo idG nevtralni element grupe G. Po de�niciji delovanja stabi-lizatorja Gx sledi, da je xidG = x.ii) Naj bosta g1, g2 ∈ Gx in x ∈ X. Torej velja xg1 = x in xg2 = x. Potemje:
xg1g2 = (xg1)g2 = xg2 = x.Torej je g1g2 ∈ Gx.iii) Naj bo element g ∈ Gx in element x ∈ X. Potem sledi:

x = xg

xg
−1

= xgg
−1

xg
−1

= x.Sledi, da je g−1 vsebovan v stabilizatorju Gx.Izrek 2.2.7 (Lema orbita - stabilizator) Za delovanje grupe G na mnoºici
X velja, da je |Orb(x)| · |Gx| = |G|, kjer je x ∈ X.Dokaz. De�nirajmo

ω = {(g, x′) ∈ G×Orb(x) | xg = x′}.15



Izra£unajmo mo£ |ω| na dva na£ina. Najprej dobimo, da je
|ω| =

∑

g∈G
|{x′ ∈ Orb(x) | xg = x′}| =

∑

g∈G
1 = |G|. (2.1)Drugi£ pa, da je

|ω| =
∑

x′∈Orb(x)

|{g ∈ G | xg = x′}|.Opazimo, da tisti elementi g ∈ G, ki preslikajo x v x′, tvorijo desni odsekpodgrupe Gx v G. Zato je ²tevilo takih elementov enako | Gx |. Iz tega sledi,da se zgornja enakost pi²e kot:
∑

x′∈Orb(x)

|{g ∈ G | xg = x′}| =
∑

x′∈Orb(x)

|Gx| = |Orb(X)| · |Gx|. (2.2)Dokaz izreka sledi iz to£k (2.1) in (2.2).De�nicija 2.2.8 Grupa G deluje na mnoºici X tranzitivno, £e za vsak parelementov x, y ∈ X obstaja element g ∈ G, ki preslika x v y (tj. xg = y).De�nicija 2.2.9 Grupa G deluje na mnoºici X polregularno, £e je Gx tri-vialen za vsak x ∈ X.Delovanje imenujemo regularno, £e je hkrati tranzitivno in polregularno.Naj bo B podmnoºica G-prostora X in naj bo g ∈ G. Potem pi²emo
Bg = {xg | x ∈ B} in G{B} je podmnoºica v G, ki je de�nirana na slede£ina£in: G{B} = {g ∈ G | Bg = B}. Izkaºe se, da je G{B} podgrupa v G.De�nicija 2.2.10 Podmnoºica B tranzitivnega G-prostora X je blok, £evelja, da je Bg = B ali Bg ∩B = ∅ za vsak g ∈ G.Naj bo X tranzitiven G-prostor. Hitro se prepri£amo, da so mnoºice {x}za vsak x ∈ X in cela mnoºica X bloki. Imenujemo jih trivialni bloki.�e je B blok, potem |B| deli |X| in velja, da vse podmnoºice Bg za g ∈ Gtvorijo particijo mnoºice X. To particijo imenujemo sistem blokov.De�nicija 2.2.11 Grupa G deluje na mnoºici X primitivno, £e deluje tran-zitivno in ima G-prostor X samo trivialne bloke.Trditev 2.2.12 �e je B blok tranzitivnega G-prostora X in je x ∈ B, potemje B \ {x} = O1 ∪ . . . ∪On, kjer so Oi orbite stabilizatorja Gx.
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Dokaz. B \ {x} = O1 ∪ . . . ∪ On lahko zapi²emo tudi kot B = O0 ∪ O1 ∪
. . .∪On, kjer je O0 orbita z enim samim elementom, in sicer x. Dokazujemos protislovjem. Recimo, da obstaja neka orbita z vsaj dvema elementoma,tako da je en element v enem bloku, drugi element pa v drugem bloku. Torejobstaja α ∈ G, tako da xα = x in yα = z, kjer x, y ∈ B1 in z ∈ B2. To nasvodi v protislovje, saj sta x in y iz istega bloka (vemo pa, da za blok B velja:
Bg = B ali Bg ∩B = ∅).Primer 2.2.13 Grupa D10 deluje na mnoºici X = {1, 2, 3, 4, 5} primitivno.Gledamo simetrije petkotnika. Zaradi rotacij se lahko hitro prepri£amo, daje delovanje tranzitivno. Ker pa vemo, da mo£ blokov deli mo£ mnoºice Xin je 5 pra²tevilo, imamo le trivialne bloke.Primer, ko imamo netrivialne bloke, si bomo ogledali na koncu poglavja3, saj bomo za razumevanje primera potrebovali ²e nekaj novih de�nicij.De�nicija 2.2.14 Binarna relacija ∼ na G-prostoru X je G-invariantna,£e velja:

x1 ∼ x2 =⇒ xg1 ∼ xg2 za vsak x1, x2 ∈ X in g ∈ G.Binarno relacijo ∼ na tranzitivnem G-prostoru X imenujemo G-kongru-enca, £e je hkrati ekvivalen£na relacija in G-invariantna.Trditev 2.2.15 Particija ∆ tranzitivnega G-prostora X je sistem blokov na-tanko tedaj, ko je pripadajo£a relacija ∼∆ G-kongruenca.Dokaz. Naj bo ∆ poljubna particija mnoºice X in naj ∼∆ ozna£i ekvi-valen£no relacijo, ki pripada particiji ∆. Torej velja: x1 ∼∆ x2 ⇐⇒ x1 in x2pripadata istemu razredu v ∆, kjer sta x1, x2 ∈ X.Najprej predpostavimo, da je particija ∆ sistem blokov G-prostora X.Naj bosta x1, x2 ∈ X taka, da je x1 ∼∆ x2. Naj bo g ∈ G. Potem obstajatak B ∈ ∆, da x1, x2 ∈ B. Ker je ∆ sistem blokov, dobimo, da je Bg ∈ ∆.Iz tega sledi, da je xg1 ∼∆ xg2. Po de�niciji je relacija G-kongruenca.Sedaj predpostavimo, da je relacija∼∆ G-kongruenca. Izberemo poljubnomnoºico B iz ∆. Dovolj je pokazati, da je B blok G-prostora X. Najbo g ∈ G tak, da je B ∩ Bg 6= ∅. To pomeni, da obstaja nek element
x1 ∈ B, da je xg1 ∈ B. Naj bo zdaj x2 poljuben element iz B. Ekvivalenca,
x1 ∼∆ x2 ⇐⇒ x1 in x2 pripadata istemu razredu v ∆, pove, da je x1 ∼∆ x2.To implicira, da je xg1 ∼∆ xg2. Torej sta xg1 in xg2 iz istega razreda v ∆. Tarazred pa mora biti B, saj je xg1 ∈ B. Dobili smo, da je Bg ⊆ B. Enakost
B = Bg sledi iz tega, da je |B| = |Bg|. Po de�niciji je B blok G-prostora X.Trditev je dokazana.Podgrupi H in K grupe G sta konjugirani, £e za nek element g ∈ Gvelja, da je H = g−1Kg . Kjer z g−1Kg ozna£imo mnoºico {g−1kg | k ∈ K}.17



Trditev 2.2.16 Naj bo X tranzitiven G-prostor. Potem velja:(i) |X| deli |G|,(ii) vsi stabilizatorji Gx za x ∈ X tvorijo razred konjugiranosti podgrup vgrupi G.Dokaz. Po lemi orbita stabilizator (izrek 2.2.7) za vsak x ∈ X velja nasle-dnja enakost |G| = |Orb(x)| · |Gx|. Ker pa je Orb(x) = X, saj G delujetranzitivno na X, sledi to£ka (i). Poglejmo razred konjugiranosti podgrup v
G, ki je de�niran takole:

R = {Gg
x = g−1Gxg | g ∈ G}.Dokaz to£ke (ii) zaklju£imo tako, da pokaºemo enakost:

R = {Gz | z ∈ X}. (2.3)Naj bo najprej Gg
x poljubna podgrupa iz R in pi²imo y za element xg.Potem za poljuben g1 ∈ Gg

x velja, da je g1 = g−1g2g za nek element g2 ∈ Gx.Sledi, da je yg1 = (xg)g
−1g2g = y. To pomeni, da je Gg

x podgrupa v Gy.Zaradi tranzitivnosti je
|Gg

x| = |Gx| =
|G|
|X| = |Gy|,zato je Gg

x = Gy in R ⊆ {Gz | z ∈ X}. Po drugi strani pa je stabilizator Gz ,kjer je z poljuben element iz X, enak grupi Gg3
x , kjer je g3 izbran tako, da je

xg3 = z. Iz tega sledi, da je {Gz | z ∈ X} ⊆ R, kar dokazuje to£ko (2.3).Lema 2.2.17 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa mnoºice X in najbosta x, y ∈ X. Potem je ²tevilo orbit stabilizatorja Gx enako ²tevilu orbitstabilizatorja Gy.Dokaz. Ker je G tranzitivna, je y = xg za nek g ∈ G. Iz to£ke (ii) trditve2.2.16 sledi, da je Gy = g−1Gxg. Naj bo O poljubna orbita stabilizatorja
Gx,

O = Orb(z) = {zs | s ∈ Gx}.Permutacija g preslika O v Og = {zsg | s ∈ Gx}. To se pi²e kot
Og = {(zg)g−1sg | s ∈ Gx} = {(zg)s′ | s′ ∈ g−1Gxg}.Dobili smo, da je slika Og enaka orbiti OrbGy(z

g) pri delovanju stabiliza-torja Gy. Da lahko razlo£imo orbite Gx od orbit Gy, pi²emo OrbGx(z) in18



OrbGy(z
g). Na tak na£in g de�nira preslikavo g iz mnoºice orbit stabiliza-torja Gx v mnoºico orbit stabilizatorja Gy, torej

g : OrbGx(z) 7→ OrbGy(z
g).Da dokon£amo dokaz, pokaºimo, da je preslikava g bijektivna. Surjektivnostsledi iz dejstva, da je g permutacija mnoºice X. Naj bo OrbGy(z

g
1) =

OrbGy(z
g
2) za neka elementa z1, z2 ∈ X. To pomeni, da je zg2 = (zg1)

s′za nek s′ ∈ Gy. Ker je Gy = g−1Gxg, je s′ = g−1sg za nek s ∈ Gx inje zg2 = (zg1)
s′ = (zg1)

g−1sg = (zs1)
g. Iz tega sledi, da je z2 = zs1, zato je

OrbGx(z1) = OrbGx(z2). Dobili smo, da je g tudi injektivna, zato je bije-ktivna.De�nicija 2.2.18 Rank tranzitivne permutacijske grupe G ≤ Sn je ²teviloorbit stabilizatorja Gx za nek element x ∈ X.Primer 2.2.19 Rank simetri£ne grupe Sn je 2. O tem se prepri£ajmo takole:naj bo G simetri£na grupa Sn in naj bo n 6= 1. Oglejmo si stabilizator G1.Zanima nas ²tevilo orbit tega stabilizatorja. Ker je G1 stabilizator elementa
1, je {1} ena orbita. �e pogledamo element 2, se lahko hitro prepri£amo, dase z G1 preslika v vsak drugi element razen v 1. Zato imamo dve orbiti, insicer {1} in {2, . . . , n}.Primer 2.2.20 Rank diedrske grupe D2n, ko je n liho ²tevilo, je n−1

2 + 1,ko pa je n sodo, je n−2
2 + 2. Da to drºi, se prepri£ajmo takole:Naj bo n sodo ²tevilo. Oglejmo si stabilizator elementa x. Brez ²kode zasplo²nost lahko vzamemo za x = 1. Vemo, da je D2n generirana z rotacijamiin zrcaljenji n-kotnika. Hitro se lahko prepri£amo, da z nobeno rotacijo n-kotnika ne bomo �ksirali 1. Torej noben element rotacije ne bo vsebovan vstabilizatorju G1.Preverimo, katera zrcaljenja �ksirajo 1. Poznamo dve vrsti zrcaljen, insicer skozi nasprotni si vozli²£i n-kotnika ter skozi nasprotni stranici. Edinozrcaljenje, ki �ksira 1, je zrcaljenje skozi nasprotni si vozli²£i, in sicer vna²em primeru 1 in (n2 + 1).Od vseh n to£k od²tejemo 2, ki sta s tem zrcaljenjem �ksirani. Ker stapo dve to£ki v orbiti (kot kaºe slika 2.2), delimo n − 2 z 2 in pri²tejemo 2,ker sta to£ki 1 in (n2 + 1) vsaka v svoji orbiti.Sledi: rank diedrske grupe D2n, ko je n sodo ²tevilo, je n−2

2 + 2.
19



Slika 2.2: Pravilni n kotnik, kjer je n sodo ²tevilo.Naj bo n liho ²tevilo. Oglejmo si stabilizator elementa x. Brez ²kodeza splo²nost lahko vzamemo za x = 1. Vemo, da je D2n generirana z rotaci-jami in zrcaljenji n-kotnika. Kot smo se prepri£ali v zgornjem primeru, velja,da noben element rotacije ne bo vsebovan v stabilizatorju G1.V primeru, ko je n liho ²tevilo, poznamo zrcaljenje skozi vozil²£e in njemunasprotno stranico. Torej £e ho£emo �ksirati vozli²£e 1, zrcalimo n-kotnikprek simetrale, ki poteka skozi 1.Od vseh n to£k od²tejemo 1, saj je ena to£ka �ksirana. Ker sta po dveto£ki v orbiti (kot kaºe slika 2.3), delimo n − 1 z 2 in pri²tejemo 1, ker je�ksirana to£ka ena sama.Sledi: rank diedrske grupe D2n, ko je n liho ²tevilo, je n−1
2 + 1.

Slika 2.3: Pravilni n kotnik, kjer je n liho ²tevilo.20



Zapi²imo ²e izrek iz [10], ki ga bomo potrebovali v poglavju 5, ko bomodokazovali, da grupa sodega reda premore netrivialno sebizrcalno orbitalo.Izrek 2.2.21 (Cauchyjev izrek) �e pra²tevilo p deli mo£ kon£ne grupe G,potem grupa G premore element reda p.Dokaz. Naj bo n = |G|. Bodi
X = {(a1, a2, . . . , ap) ∈ Gp |

p
∏

i=1

ai = 1}.O£itno je |X| = np−1. Naj bo cikli£na grupa C = 〈c〉 generirana z elementom
c. Naj c deluje na mnoºico X na slede£i na£in:

(a1, a2, . . . , ap)
c = (a2, a3, . . . , ap, a1).Po trditvi (2.2.7) so orbite delovanja grupe C na mnoºico X dolºine p in

1. Naj bo r ²tevilo orbit dolºine 1 in s ²tevilo orbit dolºine p. Potem je
r + ps = np−1. Ker p deli n, sledi, da p deli r. Poleg tega je r > 0, sajje element (1, 1, . . . , 1) sam v svoji orbiti, ker je (1, 1, . . . , 1)c = (1, 1, . . . , 1).Zato je r > p > 1 in posledi£no v grupi G obstaja element a ∈ G, tako da je
(a, a, . . . , a) ∈ X. Po de�niciji mnoºice X sledi, da je ap = 1.
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Poglavje 3Osnovne lastnosti grafovDa se lahko za£nemo ukvarjati z gra�, moramo prvo le-te de�nirati inspoznati nekatere njihove lastnosti. Sledi nekaj novih pojmov in primerov.V mislih bomo imeli kon£ne grafe.De�nicija 3.0.1 Digraf je urejeni par ⇀
Γ= (V,E), kjer je V neprazna mno-ºica. Elemente te mnoºice imenujemo to£ke ali vozli²£a. E je podmnoºicamnoºice V × V . Elemente te mnoºice imenujemo loki.De�nicija 3.0.2 Graf (V,E) je digraf, za katerega velja:i) za vsak α ∈ V velja, da (α,α) /∈ E (nima zank),ii) za vsak α, β ∈ V velja, £e (α, β) ∈ E =⇒ (β, α) ∈ E.To£ke digrafa ⇀

Γ ozna£ujemo tudi z V (
⇀
Γ) in loke z E(

⇀
Γ). V grafu Γ jeza vsak lok (α, β) tudi (β, α) lok. Zato par tak²nih dveh lokov nadomestimoz neusmerjeno povezavo {α, β}.De�nicija 3.0.3 Stopnja to£ke u v grafu Γ, ozna£imo jo z degΓ(u) ali dΓ(u),je ²tevilo povezav v grafu Γ, ki imajo to£ko u za svoje kraji²£e.To£kam stopnje 0 pravimo izolirane to£ke, to£kam stopnje 1 pa listi.Najmanj²o stopnjo to£ke grafa Γ ozna£imo z δ(Γ), najve£jo pa z ∆(Γ).De�nicija 3.0.4 Graf Γ je regularen, £e velja δ(Γ) = ∆(G), in d−regularen,£e velja d = δ(G) = ∆(G).Primer 3.0.5 Na sliki 3.1 vidimo digraf na treh to£kah in 4-regularen grafna petih to£kah.
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Slika 3.1: Digraf in grafDe�nicija 3.0.6 Naj bo Γ graf in u to£ka grafa Γ. Mnoºici to£k, s katerimije u povezana, pravimo mnoºica sosedov to£ke.De�nicija 3.0.7 Sprehod (dolºine k) je niz k povezav v grafu
(u, x)(x, y) . . . (t, z)(z, w).Temu sprehodu lahko re£emo tudi sprehod med to£kama u in w. Povezaveniso usmerjene, zato predstavlja niz
(w, z)(z, t) . . . (y, x)(x, u)isti sprehod. Pogosto sprehod pi²emo samo z zaporedjem to£k na danem nizupovezav:

uxy . . . tzw.Sprehod je enostaven, ko so vse vsebovane povezave v sprehodu razli£ne.Enostaven sprehod je pot, ko so vse to£ke v0, v1, . . . , vk med seboj razli£ne.Enostavni sprehod je cikel, ko so vse to£ke v0, v1, . . . , vk−1 med seboj razli£nein je v0 = vk.De�nicija 3.0.8 Izomor�zem iz grafa Γ v graf Γ je bijektivna preslikava
f : V (Γ) → V (Γ), za katero velja:

∀u, v ∈ V (Γ) sledi, da: {u, v} ∈ E(Γ) ⇐⇒ {f(u), f(v)} ∈ E(Γ).De�nicija 3.0.9 Razdaljo dΓ(u, v) med to£kama u, v ∈ V (Γ) v grafu Γde�niramo kot dolºino najkraj²e poti od u do v v Γ.De�nicija 3.0.10 Najve£ji razdalji med parom poljubnih dveh to£k pravimodiameter oz. premer grafa Γ:
diam(Γ) = max{dΓ(u, v) | u, v ∈ V (Γ)}.23



Slika 3.2: Graf z diametrom 2 in obsegom 3De�nicija 3.0.11 Obseg grafa je dolºina najkraj²ega cikla v grafu.Primer 3.0.12 Diameter grafa na sliki 3.2 je 2. Njegov obseg pa 3.De�nicija 3.0.13 Naj bo Γ graf. Grafu Γ z isto mnoºico to£k kot graf Γ,v katerem sta dve to£ki sosedni natanko tedaj, ko nista sosedni v grafu Γ,pravimo komplementarni graf (tudi komplement) grafa Γ.De�nicija 3.0.14 Avtomor�zem grafa Γ je permutacija g ∈ SV (Γ), za katerovelja:
{v1, v2} ∈ E(Γ) ⇐⇒ {vg1 , vg2} ∈ E(Γ) za vsak {v1, v2} ∈ E(Γ).Vsi avtomor�zmi grafa Γ tvorijo podgrupo v SV (Γ), ki jo ozna£imo z

Aut(Γ). Pravimo, da je graf Γ vozli²£no tranzitiven oz. to£kovno tranzitiven,£e deluje Aut(Γ) na V (Γ) tranzitivno.Sedaj imamo na voljo dovolj znanja, da pogledamo obljubljeni primer,ko pri delovanju grupe G na mnoºico X G-prostor premore tudi netrivialnebloke. Ker si bomo za primer ogledali hiperkocko, jo pred tem ²e de�nirajmo.De�nicija 3.0.15 Hiperkocka Qn dimenzije n je graf, ki je de�niran takole:i) V (Qn) = {0, 1}n = Z
n
2 ,ii) E(Qn) vsebuje tiste mnoºice {(ai), (bi)}, kjer (ai), (bi) ∈ {0, 1}n, zakatere velja, da je mo£ mnoºice {i ∈ {1, . . . , n} | ai 6= bi} enaka 1.Primer 3.0.16 Pi²imo V = V (Q3) in G = Aut(Q3). Naj bo π ∈ S3. Lahkoje dokazati, da je preslikava π,

π : V −→ V, (a1, a2, a3) 7−→ (aπ(1), aπ(2), aπ(3)) za vsak (a1, a2, a3) ∈ V,permutacija mnoºice V in je π tudi avtomor�zem grafa Q3. Z uporabo per-mutacij π lahko dobimo, da so orbite stabilizatorja G(0,0,0):24



V1 = {(0, 0, 0)},
V2 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},
V3 = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0)},
V4 = {(1, 1, 1)}.Naj bo B blok za permutacijsko grupo G, ki vsebuje (0, 0, 0). Mo£ bloka Bdeli mo£ mnoºice V = {0, 1}3 = 8. Iz 2.2.12 sledi, da je blok B unija neka-terih orbit stabilizatorja G(0,0,0). Iz tega sledi, da imamo naslednje moºnosti:
B = V1 ∪ V4 ali B = V1 ∪ V2 ali B = V1 ∪ V3.Hitro se lahko prepri£amo, da V1 ∪ V2 ni blok. Kocko zarotiramo za kot
ϕ = 90◦ skozi os, ki poteka skozi nasproti leºe£i ploskvi (glej sliko 3.3). Takodobimo, da B ∩Bϕ 6= ∅ in hkrati B 6= Bϕ. Torej B ne more biti blok.Da je V1∪V4 res blok, lahko vidimo tako, da preverimo, da je relacija ∼ na
V , ki je de�nirana takole: (a1, a2, a3) ∼ (b1, b2, b3) natanko tedaj, ko je mo£mnoºice {i ∈ {1, 2, 3} | ai 6= bi} enaka 3 ali ko je ai = bi ∀i, G-kongruenca.Mnoºica V1 ∪ V4 je razred pripadajo£e particije.Mnoºica V1∪V3 je tudi blok, ker je razred particije, ki pripada G-kongruenci
∼, kjer je ∼ de�nirana takole: (a1, a2, a3) ∼ (b1, b2, b3) natanko tedaj, ko jemo£ mnoºice {i ∈ {1, 2, 3} | ai 6= bi} enaka 2 ali ko je ai = bi ∀i.

Slika 3.3: KockaZa konec tega poglavja si poglejmo ²e de�niciji induciranega podgrafa inrazdaljno regularnega grafa, ki ju bomo potrebovali v poglavju 7.2.De�nicija 3.0.17 Graf (V ′, E′) je induciran podgraf grafa (V,E), £e zapoljuben par to£k u, v ∈ V ′ velja: (u, v) ∈ E =⇒ (u, v) ∈ E′.25



De�nicija 3.0.18 Povezan graf Γ je razdaljno regularen, £e je, za poljubnidve to£ki x, y ∈ Γ in poljubni ²tevili i, j ∈ {0, 1, . . . , d} (kjer je d diametergrafa), ²tevilo to£k na razdalji i od x in j od y, odvisno le od ²tevil i in j terod razdalje med to£kama x in y, neodvisno pa od izbire x in y.
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Poglavje 4Matrike in lastne vrednostiSpoznajmo ²e, kaj so lastne vrednosti in lastni vektorji. Le-te bomopotrebovali v podpoglavjih 7.2 in 8.2. Za razumevanje spodnjih pojmovprivzemimo, da ºe poznamo matrike in determinante.Z J bomo ozna£evali matriko, ki je sestavljena iz samih enic. Z I pa bomoozna£evali identi£no matriko, ki je sestavljena iz enic po diagonali (drugje senahajajo ni£le).De�nicija 4.0.1 Matrika sosednosti grafa Γ s to£kami iz mnoºice {1, . . . , n}je kvadratna matrika A(Γ) = [aij ], kjer je aij = 1, £e sta i in j povezana in
aij = 0 sicer.Primer 4.0.2 Na sliki 4.1 vidimo graf in pripadajo£o matriko sosednosti.De�nicija 4.0.3 Naj bo A ∈ R

n×n matrika velikosti n × n. Potem vsoto
∑n

i=1 aii vseh diagonalnih elementov matrike A imenujemo sled matrika A.Ozna£imo jo s Sled(A).�e iz de�nicije matrike sosednosti sledi, da je sled matrike sosednostienostavnega grafa enaka 0.

Slika 4.1: Matrika sosednosti danega grafa27



De�nicija 4.0.4 Naj bo A ∈ R
n×n matrika velikosti n × n. Realno ²tevilo

λ je lastna vrednost matrike A, £e za nek neni£elni vektor v ∈ R
n velja:

Av = λv.De�nicija 4.0.5 Lastne vrednosti grafa Γ so lastne vrednosti njene matrikesosednosti A(Γ).Opomba: Mnoºici lastnih vrednosti grafa pravimo spekter grafa.De�nicija 4.0.6 Karakteristi£ni polinom grafa Γ je polinom PA(Γ)(x) =
det(Ix−A(Γ)).De�nicija 4.0.7 Naj bo Γ graf in λ neka lastna vrednost grafa Γ. Ve£krat-nost lastne vrednosti λ je najve£je pozitivno ²tevilo m, tako da (x− λ)m deli
PA(Γ)(x).Trditev 4.0.8 Naj bo A matrika velikosti n × n. Vsota vseh ve£kratnostilastnih vrednosti matrike A je enaka n.Dokaz si lahko preberete v [20].Trditev 4.0.9 Naj bo A matrika velikosti n × n. Potem je Sled(A) enakavsoti lastnih vrednosti matrike A.Izreka ne bomo dokazali, saj bi za dokaz potrebovali tako imenovaniSchurijev izrek [9].
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Poglavje 5Orbitale in rank 3 grupeV tem poglavju se bomo po£asi pribliºali na²emu glavnemu problemu.Spoznali bomo, kaj so to orbitale in kako orbitale dolo£ajo rank 3 grupo.De�nicija 5.0.1 Naj bo G grupa, ki deluje na mnoºici X. Potem de�niramodelovanje grupe G na mnoºici X ×X na slede£i na£in:
(x1, x2)

g := (xg1, x
g
2) ∀g ∈ G,∀x1, x2 ∈ X.Orbite grupe G na X ×X imenujemo orbitale.Orbitala {(x, x)| x ∈ X} je trivialna orbitala. �e je ∆ = {(x, y)| x, y ∈

X} ⊆ X × X orbitala, potem je o£itno tudi ∆∗ = {(y, x)| (x, y) ∈ ∆} ⊆
X ×X} orbitala. ∆∗ imenujemo zrcalna orbitala orbitale ∆. Orbitala ∆ jesebizrcalna orbitala, £e velja ∆ = ∆∗. Pravimo ji tudi simetri£na orbitala.Unijo G-orbital imenujemo posplo²ena orbitala.Primer 5.0.2 Naj bo G cikli£na permutacijska grupa generirana s permu-tacijo (1 2 3 4), ki na naraven na£in deluje na mnoºici X = {1, 2, 3, 4}.Pripadajo£e orbitale so:
∆0 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} (trivialna orbitala),
∆1 = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (1, 4), (4, 1), (3, 2), (2, 1), (4, 3)},
∆2 = {(1, 3), (2, 4), (3, 1), (4, 2)}.Orbitali ∆1 in ∆2 sta sebizrcalni orbitali. O£itno je trivialna orbitalavedno sebizrcalna.De�nicija 5.0.3 Orbitalni graf netrivialne sebizrcalne orbitale ∆ ⊆ X ×Xje graf, katerega to£ke so elementi mnoºice X, povezave pa elementi orbitale
∆.Primer 5.0.4 Slika 5.1 prikazuje grafa glede na sebizrcalni orbitali iz primera5.0.2. 29
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1 2

3Slika 5.1: Orbitalna grafa orbital ∆1 in ∆2 iz primera 5.0.2
Opomba: �e ne bi imeli sebizrcalne orbitale, bi dobili digraf.Lema 5.0.5 Naj grupa G deluje tranzitivno na mnoºici X in naj bo x ∈ X.Potem obstaja bijekcija iz mnoºice G-orbital na mnoºico orbit stabilizatorja

Gx na mnoºici X.Dokaz. Naj bo preslikava ϕ de�nirana s predpisom ϕ(∆) = {y|(x, y) ∈ ∆},kjer je∆ neka G-orbitala. Najprej pokaºimo, da je mnoºica ϕ(∆) invariantnaza Gx.Naj bo element y ∈ ϕ(∆) in urejeni par (x, y) ∈ ∆. Vzemimo poljuben
g ∈ Gx in preslikajmo par (x, y) na slede£i na£in:

(x, y)g = (xg, yg) = (x, yg).Po de�niciji stabilizatorja Gx sledi, da je yg ∈ ϕ(∆).Naj bosta y1 in y2 poljubna elementa iz ϕ(∆). Potem sta tudi para
(x, y1) in (x, y2) elementa orbitale ∆. Ker je ∆ orbitala, obstaja tak g ∈ G,da velja

(x, y1)
g = (x, y2).Iz tega sledi, da je xg = x in y1

g = y2. To nas privede do dejstva, da je ele-ment g ∈ Gx in da y1 in y2 pripadata isti Gx-orbiti. Pokazati moramo ²e, daje preslikava ϕ bijekcija iz mnoºice G-orbital na mnoºico orbit stabilizatorja
Gx na X.Najprej dokaºimo surjektivnost: naj bo O orbita stabilizatorja Gx inelement y ∈ O. Ker element y pripada neki G-orbitali, obstaja tak ∆, daje (x, y) ∈ ∆. Torej ∆ je iskana G-orbitala, ki se s preslikavo ϕ preslika vorbito O. Dokaz injektivnosti poteka takole: recimo, da sta ∆1 in ∆2 taki
G-orbitali, da je ϕ(∆1) = ϕ(∆2). �e je element y v preseku ϕ(∆1)∩ϕ(∆2),potem je par (x, y) vsebovan v ∆1 in ∆2. Ker pa sta ∆1 in ∆2 orbiti za30



delovanje grupe G na mnoºici X ×X, sta si bodisi disjunktni bodisi enaki.Ker pa obe vsebujeta element (x, y), sledi, da sta orbitali ∆1 in ∆2 enaki.De�nicija 5.0.6 Naj bo G permutacijska grupa, ki deluje na mnoºici X.�e je G tranzitivna na X in ima tri orbite na X ×X, potem jo imenujemorank 3 grupa.Po lemi 5.0.5 sta de�niciji 2.2.18 in 5.0.6 rank 3 grupe ekvivalentni.Izrek 5.0.7 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa na mnoºici X. Grupa
G je primitivna natanko tedaj, ko je vsak orbitalni digraf, ki pripada G-orbitali na X, povezan.Dokaz. Da dokaºemo ekvivalenco, moramo dokazati obe implikaciji.
(=⇒) Naj bo grupa G primitivna in naj bo Γ = (X,E) orbitalni digraf, kipripada G-orbitali E na X. Naj bo mnoºica {∆1, . . . ,∆k} particija mnoºice
X na mnoºico to£k povezanih komponent digrafa Γ. Torej ω1, ω2 ∈ ∆i zanek i natanko tedaj, ko obstaja pot med ω1 in ω2. Pokazati moramo le, daje particija {∆1, . . . ,∆k} G-invariantna.Naj bo ∆i element te particije in α ∈ ∆i. �e je β ∈ ∆g

i , potem obstajatak α′ ∈ ∆i, da velja β = α′g. Ker je α′ ∈ ∆i, potem obstaja pot α0 =
α,α1, . . . , αk = α′. �e preslikamo pot od α0 do α′ z elementom g, dobimopot od αg do α′g = β. Torej je ∆g

i vsebovana v povezani komponenti od αg.Podobno lahko pokaºemo, da je tudi komponenta od αg vsebovana v ∆g
i .Torej je ∆i

g povezana komponenta, ki vsebuje αg. Iz tega sledi, da grupa
G permutira elemente mnoºice {∆1, . . . ,∆k} in da je mnoºica {∆1, . . . ,∆k}
G-invariantna particija mnoºice X. Ker je Γ orbitalni graf, mora biti tak²napovezana komponenta velikosti vsaj 2. Grupa G je primitivna, zato sledi, daje k = 1 in ∆1 = X. Torej je graf Γ povezan.
(⇐=) Predpostavimo zdaj, da grupa G deluje tranzitivno na mnoºici Xin da je vsak orbitalni graf, ki pripada neki G-orbitali, povezan. Naj bo
{∆1, . . . ,∆k} taka G-invariantna particija mnoºice X, da je mo£ mnoºice
∆1 vsaj 2 (posledi£no to velja za vsak ∆i). Naj bosta elementa α, β ∈ ∆1in E = (α, β)G orbita elementa (α, β) ∈ X × X pri delovanju grupe G na
X ×X. Potem je E G-orbitala. Naj bo (γ, δ) ∈ E, tako da je γ ∈ ∆1.Ker grupa G deluje tranzitivno na orbiti E, obstaja tak element g ∈ G,da je (α, β)g = (γ, δ). Torej velja αg = γ in βg = δ.Vemo tudi, da je γ = αg ∈ ∆1 ∩ ∆g

1, in ker je ∆1 blok, vemo, da je
∆g

1 = ∆1. Ker je β ∈ ∆1, to implicira, da je βg = δ ∈ ∆1. Torej, £e jeza£etna to£ka nekega loka vsebovana v ∆1, potem je tudi kon£na to£ka tegaloka vsebovana v ∆1. Podoben argument pokaºe, da se ni£ ne spremeni, £ezamenjamo vlogi za£etne in kon£ne to£ke. Zato ∆1 vsebuje to£ke povezanekompomente grafa Γ. 31



Po predpostavki je Γ povezan, zato sledi, da je ∆1 = X, in torej je grupa
G primitivna.Primer 5.0.8 Naj bo G = 〈(1 2 3 4), (1 2)(3 4)〉 grupa izomorfna diedrskigrupi reda 8, ki deluje na mnoºici X = {1, 2, 3, 4}. Geometrijsko se takogrupo da predstaviti s pravilnim 4-kotnikom, kar nam bo pomagalo v nadal-jevanju. Pripadajo£e G-orbitale so:
∆0 (trivialna orbitala),
∆1 = {(1 2), (2 1), (2 3), (3 4), (4 1), (1 4), (4 3), (3 2)},
∆2 = {(1 3), (2 4), (3 1), (4 2)}.Poglejmo si stabilizator elementa 1 ∈ X: na podoben na£in, kot smopoiskali stabilizator elementa v primeru 2.2.20, se prepri£amo, da je stabi-lizator ogli²£a 1 enak G1 = {(2 4), id}. Pri tem ugotovimo, da je pri delo-vanju grupe G1 na X ogli²£e 1 v svoji orbiti, posledi£no tudi njemu najboljoddaljeno ogli²£e 3 je v svoji orbiti, ogli²£i 2 in 4 pa sta v isti orbiti. Torejso G1-orbite: {1}, {3}, {2, 4}. Naj bo Γ graf, ki ga dobimo na slede£i na£in:
V (Γ) = X, to£ka 1 je povezana s to£kami iz G1-orbite {2, 4}. Za poljuben
g ∈ G to£ko 1g poveºemo z elementi iz {2, 4}g .

1 2

3Slika 5.2: Graf ΓDobili smo graf (na sliki 5.2), ki je izomorfen grafu, ki pripada orbitali ∆1.Izrek 5.0.9 Naj G deluje na mnoºici X tranzitivno in naj bo G sodega reda.Potem obstaja vsaj ena netrivialna sebizrcalna orbita ∆ na X ×X.Dokaz. Ker je G sodega reda, potem po izreku 2.2.21 G premore element greda 2, ki zamenja nek par (x, y), kjer sta x in y razli£na. Naj bo ∆ orbitala,ki vsebuje (x, y). Potem ∆ vsebuje tudi (y, x), saj (x, y)g = (y, x). Kerpa je (x, y) element orbitale ∆, potem za poljuben (x′, y′) ∈ ∆ obstaja tak
h ∈ G, da velja (x, y)h = (x′, y′). Torej xh = x′ in yh = y′. Iz tega sledi:
((x, y)g)h = (y, x)h = (y′, x′) ∈ ∆. Torej ∆ je res sebizrcalna.32



Poglavje 6Rank 3 gra��e enkrat poglejmo zadnji izrek 5.0.9. �e G deluje na mnoºici X tranzi-tivno in je sodega reda, obstaja netrivialna sebizrcalna orbita ∆ na X×X. Vtakem primeru lahko konstruiramo graf Γ, ki ima za to£ke elemente mnoºice
X in pare {p, q}, kjer sta (p, q) in (q, p) iz ∆, kot povezave. Imenujemo garank n graf, kjer je n rank grupe G.Izrek 6.0.1 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa ranka 3 in sodegareda, ki deluje na mnoºici X. Potem obstaja rank 3 graf Γ, ki premore grupo
G kot grupo avtomor�zmov.Dokaz. Grupa G ima le dve razli£ni netrivialni orbiti glede na urejene pare(orbitali), in sicer ∆1 in ∆2.Vemo, da je za vsako orbitalo ∆ mnoºica ∆∗ = {(y, x)|(x, y) ∈ ∆} tudiorbitala. Torej, ali ∆1

∗ = ∆1 ali ∆1
∗ = ∆2. Ker pa je G sodega reda, po2.2.21, vsebuje element g reda 2. Ta element zamenja dve to£ki x, y ∈ X. �eje torej (u, v) ∈ ∆i, je (u, v)g = (v, u) ∈ ∆i

∗ za vsak u, v ∈ X. Po de�nicijimnoºice ∆i
∗ torej sledi ∆i

∗ = ∆i. Torej imamo rank 3 graf.Zdaj vzemimo graf Γ, katerega mnoºica to£k je X. �e sta x in y sosedna,potem (x, y) ∈ ∆1. Argumenti nam povedo, da je graf neusmerjen. Potemo£itno premore grupo avtomor�zmov G ranka 3.Primer prav takih grafov smo videli v primeru 5.0.4. Imenovali smojih orbitalni gra�.Izrek 6.0.2 Naj bo G tranzitivna grupa na mnoºici X ranka 3. Naj bo
∆1 (6= ∆0) sebizrcalna orbitala pri delovanju grupe G na mnoºici X in Γpripadajo£i orbitalni graf. Potem velja:i) za poljubni sosedni to£ki grafa Γ obstaja konstantno ²tevilo to£k (npr.

λ), ki so sosedne obema,ii) za poljubni razli£ni nesosedni to£ki grafa Γ obstaja konstantno ²teviloto£k (npr. µ), ki so sosedne obema.33



Dokaz. Ker imamo grupo ranka 3, imamo 3 orbitale. Naj bo Γ orbitalnigraf glede na orbitalo ∆1. Za poljubna dva elementa x, y iz X de�niramo
N(x, y) = {z ∈ X|(x, z) ∈ ∆1 in (y, z) ∈ ∆1)}. Torej N(x, y) je mnoºicato£k iz Γ, ki so sosedne obema x in y.i) �e sta x in y sosedna, potem je (x, y) ∈ ∆1. Podobno, £e sta x′ in y′sosedna, imamo (x′, y′) ∈ ∆1. Ker pa je ∆1 orbita, obstaja nek g ∈ Gtako, da velja xg = x′ in yg = y′. Preslikava iz z 7→ zg je bijektivnapreslikava iz N(x, y) v N(x′, y′), tako da velja |N(x, y)| = |N(x′, y′)| =

λ.ii) �e sta x in y poljubna razli£na nesosedna elementa, potem par (x, y)pripada netrivialni orbitali ∆2. In za drugi dve poljubni razli£ni nepo-vezani to£ki spet velja, da je par (x′, y′) ∈ ∆2. Podobno kot pri prvito£ki obstaja nek g ∈ G tako, da xg = x′ in yg = y′. S podobno razlagokot zgoraj, le da zamenjamo g z g in dobimo |N(x, y)| = |N(x′, y′)| = µ.
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Poglavje 7Krepko regularni gra� innjihove lastnosti7.1 Krepko regularni gra�Za laºje razumevanje nadaljnje vsebine zaklju£ne projektne naloge bomona primeru Petersenovega grafa predstavili nekaj novih pojmov. Kot jesplo²no znano, ima Petersenov graf veliko pomembnih zna£ilnosti. Velikokratga lahko navedemo kot primer ali protiprimer k neki lastnosti.�e na hitro osveºimo spomin in pogledamo sliko 7.1, vidimo, da imaPetersenov graf 10 to£k, valenca vsake to£ke je 3, ima diameter 2 in obseg 5.Seveda te zna£ilnosti niso naklju£ne in med seboj neodvisne. Po de�nicijiMooreovih grafov [6], sledi, da ima graf s stopnjo 3, diametrom 2 in obsegom
5 vsaj 10 to£k. Primer takega grafa je tudi Petersenov graf.�e nekatere zgoraj na²tete lastnosti zapi²emo v zaporedje (10, 3, 0, 1),pridemo do de�nicije krepko regularnega grafa.

Slika 7.1: Petersenov graf35



De�nicija 7.1.1 Krepko regularen graf Γ s parametri (n, k, λ, µ) je k-regularengraf na n to£kah, pri £emer za λ in µ velja:i) za vsak par povezanih to£k iz grafa Γ velja, da imata natanko λ skupnihsosedov,ii) za vsak par nepovezanih to£k iz grafa Γ velja, da imata natanko µskupnih sosedov.Poglejmo si nekaj primerov krepko regularnih grafov.Primer 7.1.2 Mreºni gra�.Naj bo S = {1, . . . , n}, potem so to£ke grafa urejeni pari (i, j) ∈ S × S.To£ki (i, j) in (a, b) sta povezani, £e velja i = a ali j = b.Naredimo premislek, da je tako nastali graf krepko regularen.Graf ima n2 to£k in je 2n−2 regularen. Dve to£ki sta povezani, £e se nahajatav istem stolpcu ali isti vrstici, zato si delita ravno n− 2 sosedov. Nepovezanito£ki pa imata natanko dva skupna soseda, in sicer robova kvadrata, ki ganepovezani to£ki "tvorita".Torej mreºni gra� so krepko regularni gra� s parametri (n2, 2n− 2, n− 2, 2).Primer mreºnega grafa na 9 to£kah je prikazan na sliki 7.2.

Slika 7.2: Mreºni graf36



Primer 7.1.3 Gra�, nastali iz latinskega kvadrata [3].Latinski kvadrat je n × n preglednica, ki vsebuje ²tevila od 1 do n, tako dase nobeno ne pojavi dvakrat v isti vrstici oziroma stolpcu. Preprost primervidimo na sliki 7.3.Iz takega latinskega kvadrata de�niramo graf, ki ima n2 to£k (vsaka za enocelico iz preglednice). Dve to£ki (i, j) in (a, b) sta povezani, £e i = a ali j = bali £e sta vrednosti pri (i, j) in (a, b) enaki.Naredimo premislek, da je tako nastali graf krepko regularen.�e vemo, da ima graf n2 to£k. Je 3n−3 regularen: poljubna to£ka je povezanas celo vrstico (razen sama s sabo), s celim stolpcem (razen sama s sabo) in zvsemi to£kami, ki imajo enako vhodno vrednost (razen sama s sabo). Torejpoljubna to£ka je povezana s 3(n − 1) drugimi to£kami.Dve povezani to£ki (ai, bi) in (ai, bj), ki se nahajata v istem stolpcu, si delitaravno n − 2 sosedov. Imata pa ²e dva skupna soseda: to£ko, ki se nahaja visti vrstici kot (ai, bi) in ima vhodno vrednost enako kot (ai, bj) in obratno(glej sliko 7.3). O£itno velja enako za vrstice. Ni teºko preveriti, da veljapodobno tudi za povezani to£ki z enako vhodno vrednostjo. Torej imata dvepovezani to£ki v takem grafu n skupnih sosedov.Poglejmo si ²e dve poljubni nepovezani to£ki. Brez ²kode za splo²nost vzemimokar (1, 1) in (2, 2). Ti dve se nahajata v razli£nih stolpcih in razli£nih vrsticahin imata razli£ni vhodni vrednosti (sicer bi bili povezani). V svoji vrstici imato£ka (1, 1) dva skupna soseda s to£ko (2, 2): to£ko (1, 2) in to£ko, ki imaenako vhodno vrednost kot (2, 2). Podobno velja za stolpec. Na koncu palahko najdemo ²e dve skupni sosedi to£ke (2, 2), ki se nahajata v razli£nihvrsticah in stolpcih. Pogledamo vrstico/stolpec to£ke (2, 2) in v njej/njemnajdemo to£ko z isto vhodno vrednostjo kot (1, 1). Torej imata dve nepovezanito£ki v takem grafu natanko 6 skupnih sosedov.Iz tega sledi, da so to krepko regularni gra� s parametri (n2, 3n − 3, n, 6).
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Slika 7.3: Latinski kvadratPrimer 7.1.4 Paleyjevi gra�:Ker so krepko regularni gra� de�nirani na posebno lep na£in, so tudi nji-hove gra�£ne predstavitve, torej slike, vredne ogleda. Poseben primer takihgrafov so na primer Paleyjevi gra� (glej sliko 7.4).

Slika 7.4: Paleyjevi gra� [21]Podrobneje bomo te grafe spoznali v poglavju 8.38



Primer 7.1.5 To£kovni in povezavni gra�:Da dobimo ob£utek, da so krepko regularni gra� res obseºna druºina grafov,omenimo ²e tako imenovane to£kovne in povezavne grafe. Oboji so krepkoregularni. Ne bomo pa jih de�nirali, saj ne poznamo pojmov, kot sta par-cialna geometrija in inciden£na struktura. S temi gra� se lahko seznanite v£lanku [17].Med drugim obstaja ²e nekaj posplo²itev ali �variant� krepko regularnihgrafov, kot so na primer: razdaljno regularni gra�, asociativne sheme, popoteh regularni gra�, povezavno regularni gra�, Deza gra� in krepki gra�.Ve£ o tem si lahko preberete v 7. poglavju Cameronovega £lanka [17].7.2 Lastnosti krepko regularnih grafovV tem podpoglavju se bomo osredoto£ili na lastnosti krepko regularnihgrafov. V mislih bomo vedno imeli nepolne in neprazne grafe. Saj je o£itno,da so vsi polni gra� Kn in prazni gra� nK1 krepko regularni, pri katerihpa λ in µ nista de�nirana. Zato bomo odslej obravnavali le grafe, ki nisoizomorfni ne Kn ne nK1.Trditev 7.2.1 Naj bo Γ krepko regularen graf s parametri (n, k, λ, µ). Potemvelja:
k(k − λ− 1) = (n− k − 1)µ.Dokaz. Fiksirajmo to£ko x. Naj bo y poljuben sosed to£ke x. Kandidatovza tak²no to£ko je k, saj je k stopnja to£ke x. Poglejmo zdaj, koliko povezavje med y in to£kami, ki niso sosedne to£ki x. To£ka y je sosedna k to£kam,od tega od²tejemo to£ke, ki so hkrati sosedne x in y, in to£ko x. Torej ²tevilopovezav, ki povezujejo to£ke, ki so sosedne to£ki x, in to£ke, ki niso sosedneto£ki x, je enako k(k − λ− 1).Pre²tejmo ²tevilo povezav v grafu Γ, ki povezujejo to£ke, ki so sosedneto£ki x, in to£ke, ki niso sosedne to£ki x ²e na drugi na£in. Naj bo zdaj zpoljubna nesosedna to£ka to£ke x. Kandidati za tak²no to£ko so vse to£kebrez k to£k, s katerimi je povezana x in brez to£ke x. Torej jih je (n−k−1).Po de�niciji imata to£ki x in z µ skupnih sosedov. Torej je ²tevilo povezav,ki povezujejo to£ke, ki so sosedne to£ki x, in to£ke, ki niso sosedne to£ki x,hkrati enako (n− k − 1)µ. S tem smo dokazali enakost.Primer 7.2.2 Prepri£ajmo se, da enakost velja za Petersenov graf. Le-taima parametre (10, 3, 0, 1). Torej, £e v enakost k(k − λ− 1) = (n− k − 1)µvstavimo vrednosti n = 10, k = 3, λ = 0 in µ = 1, dobimo: 3(3 − 0 − 1) =

(10− 3− 1)1. Vidimo, da enakost drºi.39



Izrek 7.2.3 �e krepko regularen graf Γ s parametri (n, k, λ, µ) obstaja, potemvelja alii) k = 2µ in λ = µ− 1 aliii) (λ−µ)2+4(k−µ) je popoln kvadrat, recimo s2 in izrazm = (k/2µs)((k−
1 + µ− λ)(s+ µ− λ)− 2µ) je pozitivno celo ²tevilo.Dokaz izreka si lahko preberete v knjigi [13].Slede£a trditev je povzeta po [2].Trditev 7.2.4 Naj bo Γ krepko regularen graf s parametri (n, k, λ, µ). Potemje komplement grafa Γ krepko regularen graf Γ s parametri (n, l, l − k + µ−

1, l − k + λ+ 1), pri £emer je l = n− k − 1.Dokaz. Ozna£imo parametre grafa Γ takole: (n, k, λ, µ).
• �tevilo to£k grafa Γ je enako ²tevilu to£k grafa Γ, zato je n = n.
• V grafu Γ so povezane ravno tiste to£ke, ki so v grafu Γ nepovezane inobratno, zato velja k = l in l = k.
• �tevilo skupnih sosedov dveh povezanih to£k v grafu Γ je enako:

λ = n− 2k + µ− 2 = 1 + k + l − 2k + µ− 2

λ = l − k + µ− 1.

• �tevilo skupnih sosedov dveh nepovezanih to£k v grafu Γ je enako:
µ = n− 2k + λ = 1 + k + l − 2k + λ

µ = l − k + λ+ 1.Torej so parametri krepko regularnega grafa Γ (n, k, λ, µ) res enaki
(n, l, l − k + µ− 1, l − k + λ+ 1).Izrek 7.2.5 Krepko regularen graf Γ s parametri (n, k, λ, µ) je povezan na-tanko tedaj, ko µ 6= 0.Dokaz. Da dokaºemo ekvivalenco, moramo dokazati obe implikaciji.
(=⇒) Recimo, da graf Γ ni povezan. Potem obstajata nepovezani to£ki x in
y, ki seveda nimata skupnega soseda. Ker je Γ krepko regularen, to velja zavsako to£ko, ki ni povezana z x. Zato sledi, da je µ = 0.
(⇐=) Recimo, da je µ = 0. Ker je Γ nepoln krepko regularen graf, morabiti sestavljen iz disjunktne unije polnih grafov iste velikosti. Torej je graf Γnepovezan. 40



Trditev 7.2.6 Povezan krepko regularen graf ima diameter 2.Dokaz. Pokazati ºelimo, da sta poljubni dve to£ki v grafu na oddaljenostinajve£ 2. Zato si poglejmo dve poljubni nepovezani to£ki. Po de�nicijikrepko regularnega grafa imata dve nepovezani to£ki µ sosedov. In ker je na²graf povezan, torej µ 6= 0, vemo, da imata ti dve to£ki vsaj enega skupnegasoseda. Zato je oddaljenost med tema dvema to£kama ravno 2.Spoznajmo ²e lastne vrednosti krepko regularnih grafov.Trditev 7.2.7 Naj bo Γ k-regularen graf na n to£kah in A njegova matrikasosednosti. Potem je k lastna vrednost grafa Γ.Dokaz. Naj bo v vektor, ki je sestavljen iz samih enic. Ker je Γ k−regularen,velja Av = kv. Tako je k lastna vrednost grafa Γ.Trditev 7.2.8 Naj bo Γ povezan regularen graf stopnje k in {v1, . . . , vn}mnoºica to£k tega grafa. Potem je ve£kratnost lastne vrednosti k enaka 1.Dokaz. Naj bo A matrika sosednosti grafa Γ in naj bo y = (y1, . . . , yn)
Tpoljuben lastni vektor te matrike. Naj bo yj komponenta vektorja y z naj-ve£jo absolutno vrednostjo.Ker je (Ay)j = kyj , je ∑k

i=1 yi = kyj , kjer vsota prete£e i-je, za katereje to£ka vi sosedna to£ki vj . Zaradi maksimalnosti yj sledi, da je yi = yj .Ker je graf povezan, lahko na enak na£in postopek nadaljujemo z nekim
yi, kjer je vi sosedna to£ka to£ke vj .Sledi, da so vse komponente vektorja y enake, zato je le-ta ve£kratnikvektorja v. Torej je ve£kratnost lastne vrednosti k res enaka 1.Iz zgornjih trditev sledi, da je prva lastna vrednost krepko regularnegagrafa enaka k in ima ve£kratnost 1.Trditev 7.2.9 Krepko regularen graf Γ s parametri (n, k, λ, µ) ima poleg k²e dve lastni vrednosti:

r =
λ−µ+

√
(λ−µ)2+4(k−µ)

2 in s =
λ−µ−

√
(λ−µ)2+4(k−µ)

2 .Dokaz. Za za£etek razmislimo, da je mesto (u, v) matrike A2 ²tevilo skup-nih sosedov to£k u in v. Pri u = v pa gre preprosto za stopnjo to£ke u. Zdajpa uporabimo dejstvo, da lahko matriko A2 zapi²emo kot linearno kombi-nacijo matrik A, I in J . Ne smemo pozabiti, da lahko matriko sosednostikomplementa grafa Γ (graf, ki nima povezav, kjer jih je imel Γ) zapi²emo kot
J − I −A. Iz tega sledi

A2 = λA+ µ(J − I −A) + kI41



A2 = (λ− µ)A+ µJ + (k − µ)I.Za vsak vektor v pravokoten na vektor samih enic, velja
A2v = (λ− µ)Av + (k − µ)v.Torej vsaka lastna vrednost θ razli£na od k, zado²£a

θ2 = (λ− µ)θ + k − µ.Re²itvi te kvadratne ena£be sta iskani lastni vrednosti, ki ju ozna£imo z r in
s:

r, s =
λ− µ±

√

(λ− µ)2 + 4(k − µ)

2
.V slede£em izreku bomo spoznali ²e, kak²ne so ve£kratnosti teh dvehlastnih vrednosti.Trditev 7.2.10 Ve£kratnosti f in g lastnih vrednosti r in s iz trditve 7.2.9sta enaki:

f = (n−1)s+k
s−r in g = (n−1)r+k

r−s .Dokaz. Naj bodo 1, f in g ve£kratnosti lastnih vrednosti k, r in s. Iz izrekov4.0.8 in 4.0.9 vemo, da mora veljati:
1 + f + g = nin

Sled(A) = k + fr + gs = 0.Iz zgornjih ena£b izra£unamo ve£kratnost lastne vrednosti f tako, da iz prveena£be izrazimo g = n− 1− f in vstavimo v drugo:
k + fr + s(n− 1− f) = 0

k + sn− s+ f(r − s) = 0

k + s(n− 1) + f(r − s) = 0

k + s(n− 1) = −f(r − s)

f =
(n− 1)s+ k

s− r
.Podobno naredimo za ve£kratnost lastne vrednosti g. Izrazimo f = n−1−gin izra£unamo:

k + (n− 1− g)r + gs = 0

k + nr − r + g(s − r) = 042



k + r(n− 1) + g(s− r) = 0

k + r(n− 1) = −g(s− r)

g =
(n− 1)r + k

r − s
.Krepko regularnemu grafu, ki ima enaki ve£kratnosti f = g lastnih vre-dnosti r in s, pravimo konferen£ni graf.Za konec navedimo ²e nekaj dejstev, ki veljajo za krepko regularne grafe[8], [12], [17], [18].i) Povezan regularen graf je krepko regularen natanko tedaj, ko ima trirazli£ne lastne vrednosti.ii) Povezani krepko regularni gra� so natanko razdaljno regularni gra� zdiametrom 2.iii) Vsak graf na n to£kah je induciran podgraf krepko regularnega grafana najve£ 4n2 to£kah.iv) Krepko regularen graf je konferen£ni graf natanko tedaj, ko ima parame-tre (v, 12(v − 1), 14(v − 5), 14 (v − 1)).
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Poglavje 8Paleyjevi gra� in njihovelastnosti8.1 Uvod v Paleyjeve grafeV tem podpoglavju bomo spoznali nekaj de�nicij, ki jih bomo potrebovaliza nadaljnje razumevanje Paleyjevih grafov in njihovih lastnosti.De�nicija 8.1.1 Cayleyjev digraf ⇀
Γ= Cay(G,S) grupe G glede na mnoºico

S je digraf, za katerega velja:i) V (
⇀
Γ) = G,ii) (u, v) ∈ E ⇐⇒ ∃s ∈ S : v = su.Za poljubno to£ko u ∈ V (

⇀
Γ) je ²tevilo lokov, ki se za£nejo v to£ki u enako

|S|.Primer 8.1.2 Naj bo grupa G = S3 in S = {(123)}. Slika 8.1 prikazujeCayleyjev digraf Cay(G,S), ki smo ga dobili s slede£imi izra£uni:
s ∗ id = (123),

s ∗ (123) = (132),
s ∗ (132) = id, s ∗ (12) = (23),

s ∗ (23) = (13),
s ∗ (13) = (12).
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Slika 8.1: Cayleyjev grafTrditev 8.1.3 Naj bo G grupa in S njena podmnoºica, potem je Cayleyjevdigraf Cay(G,S) graf natanko tedaj, ko velja:
1 /∈ S (nima zank) (8.1)

S = S−1 oz. če s ∈ S, potem tudi s−1 ∈ S. (8.2)Dokaz. Najprej predpostavimo, da je Γ = Cay(G,S) Cayleyjev graf. Potem
Γ nima zank in zato za vsak x ∈ G in vsak s ∈ S velja, da je x 6= sx. Torej
1 6∈ S.Naj bo (x, y) poljuben lok grafa Γ. Ker je Γ graf, je tudi (y, x) lok grafa
Γ. Torej (x, y), (y, x) ∈ E(Γ) in zato obstajata taka s, s′ ∈ S, da je y = sxin x = s′y. Odtod sledi, da je y = sx = ss′y. �e obe strani ena£be zleve pomnoºimo z y−1 (z inverzom elementa y v grupi G), dobimo, da je
s′ = s−1 ∈ S.Za dokaz obratne smeri predpostavimo, da za Cayleyjev digraf
⇀
Γ= Cay(G,S) veljata (8.1) in (8.2). Ker 1 6∈ S, (x, 1 · x) 6∈ E(X). Torejdigraf ⇀

Γ nima zank. Naj bo (x, y) ∈ E(
⇀
Γ) poljuben lok grafa ⇀

Γ. Potemobstaja tak s ∈ S, da je y = sx. �e to enakost z desne pomnoºimo zelementom s−1, dobimo x = s−1y. Ker je po predpostavki s−1 ∈ S, odtodsledi, da je (y, x) ∈ E(
⇀
Γ).Izkaºe se, da so Cayleyjevi gra� to£kovno tranzitivni. Dokaz tega dejstvasi lahko preberete v magisterskem delu [14].De�nicija 8.1.4 Graf je lo£no tranzitiven, £e grupa avtomor�zmov delujetranzitivno na mnoºici lokov.De�nicija 8.1.5 Graf je sebikomplementaren, £e je izomorfen svojemu kom-plementu.Primer 8.1.6 Na sliki 8.2 vidimo tri enostavne primere sebikomplemen-tarnih grafov. 45



Slika 8.2: Primeri najbolj preprostih sebikomplementarnih grafovDe�nicija 8.1.7 (R,+, ∗) je polje, £e sta (R,+) in (R \{0}, ∗) komutativnigrupi in velja distributivnost.Polje (R,+, ∗) reda n ozna£ujemo s Fn.De�nicija 8.1.8 Naj bo p poljubno pra²tevilo. Elementu ω, ki generira mul-tiplikativno grupo neni£elnih elementov kon£nega polja s pn elementi, pravi-mo primitivni koren.Navedimo ²e dve klju£ni lastnosti [4], ki ju bomo potrebovali za razumevanjedokaza izreka 8.2.5 v naslednjem poglavju.i) Za vsako pra²tevilo p obstaja ²tevilo g, tako da za vsako ²tevilo x med
1 in p−1 obstaja i med 1 in p−1, da velja x ≡ gi mod p. V posebnemvelja gp−1 ≡ 1.ii) �e je p pra²tevilo, za katerega velja p ≡ 1 mod 4, potem je −1 kvadratpo modulu p.8.2 Paleyjevi gra�Naj bo q taka pra²tevilska potenca, da je q ≡ 1mod 4 in naj bo Fq kon£nopolje reda q s primitivnim korenom ω. Naj S ozna£uje mnoºico neni£elnihkvadratov iz Fq. Paleyjev graf reda q je Cayleyjev graf, ki ga konstruiramona grupi Fq in uporabimo S kot mnoºico povezav.Element x v Fq je kvadrat, £e obstaja tak element s v Fq, da je x = s2mod q.Oglejmo si formalno de�nicijo Paleyjevih grafov.De�nicija 8.2.1 Naj bo q potenca pra²tevila, za katero velja q ≡ 1 mod 4.Paleyjev graf P (q) dobimo tako, da za to£ke vzamemo elemente iz Fq. To£ka

x je povezana s to£ko y, £e je (x − y) ∈ S, kjer s S ozna£imo neni£elnekvadrate ²tevil iz mnoºice Fq. 46



Trditev 8.2.2 Paleyjevi gra� P (q) so lo£no tranzitivni.Dokaz. Naj θ predstavlja permutacijo na Fq, de�nirano na slede£i na£in θ:
x 7−→ ω2x, kjer je ω primitivni koren polja Fq. Spomnimo se, da je multipli-kativna grupa S grupe Fq generirana z ω2 in zato podgrupa permutacijskegrupe generirane s θ deluje tranzitivno na S. Predpostavimo, da sta x in ypovezani to£ki v P (q), torej x− y = ω2i za nek i. Vidimo, da velja

x− y = ω2i ⇐⇒ ω2x− ω2y = ω2(i+1).Torej sta x in y sosedni natanko tedaj, ko sta θ(x) in θ(y) sosedni. Takolahko vidimo, da je θ avtomor�zem grafa P (q), ki �ksira 0, in da podgrupagenerirana s θ deluje tranzitivno na sosede to£ke 0.Z uporabo dejstva, da grupa avtomor�zmov Cayleyjevega grafa vednodeluje tranzitivno na njegove to£ke, zaklju£imo, da grupa avtomor�zmovdeluje tranzitivno na loke grafa P (q).Trditev 8.2.3 Paleyjevi gra� so sebikomplementarni.Dokaz. Naj bo ω primitivni koren polja Fq. Naj σ ozna£uje permutacijo na
Zq, ki preslika x v ωx. Opazimo, da

x− y = ω2i ⇐⇒ σ(x)− σ(y) = ω2i+1.Spomnimo se, da je S multiplikativno generirana z ω2, torej sta x in y sosednav P (q) natanko tedaj, ko σ(x) in σ(y) nista sosedna. Torej sledi, da je σizomor�zem iz P (q) na njegov komplement.Lema 8.2.4 Sebikomplementarni gra�, ki so hkrati lo£no tranzitivni, so kre-pko regularni.Dokaz. Naj bo Γ sebikomplementaren lo£no tranzitiven graf. Lo£na tranzi-tivnost implicira to£kovno tranzitivnost. Zato lahko brez ²kode za splo²nostobravnavamo poljubno to£ko x grafa Γ. Vsaka to£ka ima isto stopnjo, torejje parameter k sebikomplementarnega grafa dobro de�niran.Naj bo to£ka y soseda to£ke x. Zaradi lo£ne tranzitivnosti obstaja avto-mor�zem grafa Γ, ki �ksira x in y premakne v poljubnega soseda to£ke x.Torej je ²tevilo skupnih sosedov to£k x in y neodvisno od izbire to£ke y. Toimplicira, da je parameter λ dobro de�niran.Naj bo z to£ka, ki ni sosedna to£ki x v Γ in naj bo Γ komplement grafa Γ.O£itno je x sosedna z z v grafu Γ. Ker je Γ lo£no tranzitiven, je ²tevilo to£k,ki niso sosedne z x in niso sosedne z z, neodvisno od izbire to£ke z. Zato je²tevilo skupnih sosedov to£ke x in poljubne nesosedne to£ke v Γ konstantno.Sledi, da je tudi parameter µ dobro de�niran.47



Iz trditev 8.2.2, 8.2.3 in 8.2.4 sledi, da so Paleyjevi gra� krepko regu-larni.Pokaºimo ²e, da so krepko regularni s parametri (q, q−1
2 , q−5

4 , q−1
4 ). Na-slednja trditev pokaºe krepko regularnost brez uporabe lo£ne tranzitivnostiin sebikomplementarnosti.Trditev 8.2.5 Paleyjev graf P (q) je krepko regularen s parametri

(q, q−1
2 , q−5

4 , q−1
4 ).Dokaz. Za za£etek povejmo, da so kvadrati grupe Fq ravno elementi gi,kjer je i sodo ²tevilo. Ker velja gigj = gi+j , dejstvo, da je −1 kvadrat,implicira, da je x kvadrat natanko tedaj, ko je tudi −x kvadrat. Torejmnoºica S vsebuje tudi vse inverze, zato je ta Cayleyjev graf dejansko graf.�e ne ²tejemo 0, imamo v grupi Fq ravno polovico kvadratov in poloviconekvadratov. Zato je |S| = q−1

2 . In graf je regularen s k = q−1
2 .Preidimo na dokazovanje, da gre za krepko regularen graf. Naj bosta xin y poljubni to£ki. Ker i²£emo ²tevilo skupnih sosedov, nas zanima, kolikoje elementov z, tako da sta hkrati x − z in y − z kvadrata. Namesto tegabomo izra£unali, koliko elementov z je takih, da je (x − z)(y − z) kvadrat.Ker poznamo valenci to£k x in y, bomo lahko dolo£ili ²tevilo skupnih sosedovteh dveh to£k. Da vidimo to, de�nirajmo X kot mnoºico sosedov to£ke x,

Y kot mnoºico sosedov to£ke y in Z kot mnoºico to£k (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ).Tako dobimo
|Z| = |(X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y )|
|Z| = |(X ∩ Y )|+ |X ∩ Y |

|Z| = |(X ∩ Y )|+ q − |X ∪ Y |
|Z| = |(X ∩ Y )|+ q − |X| − |Y |+ |X ∩ Y |

|Z| = 2|(X ∩ Y )|+ q − 2k

|Z| = 2|(X ∩ Y )|+ q − 2(q − 1)

2

|Z| = 2|X ∩ Y |+ 1.Torej je
|Z| =

{

2λ+ 1, £e sta x in y povezani
2µ + 1, £e x in y nista povezani .Zdaj bomo dokazali, da je

|Z| =
{

k − 1, £e sta x in y povezani
k + 1, £e x in y nista povezani .
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Kar je enako kot
|Z| =

{

k − 1, £e je x− y kvadrat
k + 1, £e x− y ni kvadrat .Da to dokaºemo, de�nirajmo funkcijo

f(x) =







0, £e x = 0
1, £e je x kvadrat modulo q
−1, sicer .Pogledali si bomo dve moºnosti.1. Prvo poglejmo primer, ko sta x in y povezani to£ki. V tem primeru xin y nista v Z. Zato velja:

|Z| =
∑

z /∈{x,y}

1

2
(1 + f((x− z)(y − z)))

|Z| = 1

2

∑

z /∈{x,y}
1 +

1

2
(

∑

z /∈{x,y}
f((x− z)(y − z)))

|Z| = q − 2

2
+

1

2
(
∑

z

f((x− z)(y − z))).Za z 6= y lahko f(y − z) zapi²emo tudi kot f( 1
y−z ), saj £e je y − zkvadrat, je tudi 1

y−z kvadrat. Tako lahko izra£unamo ²e iskano vsoto:
∑

z /∈{x,y}
f((x− z)(y − z)) =

∑

z /∈{x,y}
f(

x− z

y − z
)

∑

z /∈{x,y}
f((x− z)(y − z)) =

∑

z /∈{x,y}
f(1 +

x− y

y − z
).Uvedemo novo spremenljivko w in naredimo slede£o zamenjavo

z = y − x− y

w − 1
.Ker z te£e po vseh elementih razli£nih od x in y, sledi, da w = 1+ x−y

y−zte£e po vseh elementih razli£nih od 0 in 1. Zato i²£emo naslednjo vsoto
∑

w/∈{0,1}
f(w).49



Vemo, da nam funkcija f vrne 0, ko je w = 0, 1, ko imamo kvadrat in
−1 ko imamo nekvadrat. V splo²nem bi imeli q−1

2 kvadratov. Zdaj pav vsoti ne zajamemo ²tevila 1, zato imamo q−1
2 − 1 = q−3

2 kvadratov.Nekvadratov pa je q − 2 − q−3
2 = q−1

2 . Opazimo, da je nekvadratovravno za 1 ve£ kot kvadratov, zato sledi:
∑

w/∈{0,1}
f(w) = −1.Zdaj smo dobili ²e zadnjo vsoto, zato lahko zapi²emo

|Z| = q − 2

2
+
1

2

∑

w/∈{0,1}
f(w) =

q − 2

2
−1

2
=

q − 3

2
=

(2k + 1)− 3

2
= k−1.Zaklju£imo

|Z| = 2λ+ 1

λ =
|Z| − 1

2

λ =
q−3
2 − 1

2

λ =
q − 5

4
.2. Poglejmo ²e primer, ko x in y nista povezana. Ker je x ∈ Y in o£itno

x ∈ X , sledi, da je x ∈ X ∩Y . Podobno pa velja tudi za y. Zato velja,da sta tako x kot y elementa mnoºice Z (glej sliko 8.3).

Slika 8.3: Mnoºica Z je obarvana z rumeno barvo.50



V tem primeru je
|Z| = 2 +

∑

z /∈{x,y}

1

2
(1 + f((x− z)(y − z))) = 2 + (k − 1) = k + 1.Tako dobimo

|Z| = 2µ+ 1

µ =
|Z| − 1

2

µ =
(k + 1)− 1

2

µ =
k

2
.Zaklju£imo

µ =
q−1
2

2

µ =
q − 1

4
.Tako smo torej pri²li do sklepa, da je Paleyjev graf P (q) res krepkoregularen s parametri (q, q−1

2 , q−5
4 , q−1

4 ).Trditev 8.2.6 Lastne vrednosti Paleyjevih grafov so q−1
2 z ve£kratnostjo 1in −1±√

q
2 , obe z ve£kratnostjo q−1

2 .Dokaz. Ker so Paleyjevi gra� krepko regularni, lahko njihove lastne vredno-sti in njihove ve£kratnosti izra£unamo po vzorcu lastnih vrednostih krepkoregularnega grafa iz trditev 7.2.9 in 7.2.10.Prva lastna vrednost krepko regularnega grafa s parametri (n, k, λ, µ) je k zve£kratnostjo 1. Sledi, da je prva lastna vrednost za Paleyjev graf s parametri
(q, q−1

2 , q−5
4 , q−1

4 ) enaka q−1
2 in ima ve£kratnost 1.Druga lastna vrednost je slede£a:

r =

q−5
4 − q−1

4 +

√

( q−5
4 − q−1

4 )
2
+ 4( q−1

2 − q−1
4 )

2

r =
−1 +

√

(−1)2 + 4 q−1
4

2

r =
−1 +

√
1 + q − 1
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r =
−1 +

√
q

2
.Tretjo lastno vrednost izra£unamo na enak na£in:

s =

q−5
4 − q−1

4 −
√

( q−5
4 − q−1

4 )
2
+ 4( q−1

2 − q−1
4 )

2

s =
−1−√

q

2
.Sedaj lahko izra£unamo ²e ve£kratnosti lastnih vrednosti r in s.Ve£kratnost f lastne vrednosti r je enaka:

f =
(q − 1)

−1−√
q

2 + q−1
2

−1−√
q

2 − −1+
√
q

2

f =

−q+1−q
√
q+

√
q+q−1

2

−√
q

f =
−q

√
q +

√
q

2
· 1

−√
q

f =
q − 1

2
.Ve£kratnost g lastne vrednosti s je enaka:

g =
(q − 1)

−1+
√
q

2 + q−1
2

−1+
√
q

2 − −1−√
q

2

g =

−q+1+q
√
q−√

q+q−1
2√
q

g =
q
√
q −√

q

2
· 1√

q

g =
q − 1

2
.
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Za konec navedimo ²e nekaj dejstev, ki veljajo za Paleyjeve grafe [12].i) Paleyjevi gra� so konferen£ni gra�.ii) Paleyjevi gra� premorejo Hamiltonski cikel, to je cikel, ki poteka skozivse to£ke v grafu.iii) �e je q = pr, je mo£ grupe avtomor�zmou Paleyjevega grafa enaka
rq(q−1)

2 .�e kaj o konstrukciji Paleyjevih grafov pa si lahko preberete v £lanku[15].
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Poglavje 9Zaklju£ekV zaklju£ni projektni nalogi smo raziskovali rank 3 grupe in krepko re-gularne grafe. Dokazali smo, da vsaka rank 3 grupa porodi krepko regu-laren graf. Spoznali smo, da obstaja zveza med parametri takega grafa in siogledali ²e druge njegove lastnosti. Seznanili smo se z nekaj druºinami tehgrafov in podrobneje spoznali Paleyjeve grafe. Dokazali smo tudi, da so le-tikrepko regularni.Pri²li smo do zaklju£ka, da je krepko regularnost tako zanimiva lastnost,da je raziskovana na razli£nih podro£jih. In krepko regularni gra� so ²evedno plod zanimanja, saj je o njih ²e marsikaj neznanega. Morda ²e enkratomenimo to, da so krepko regularni gra� na meji med to£no dolo£enimi inpovsem naklju£nimi gra�. Razlog ti£i v parametrih takega grafa. O£itno je,da ni vsak nabor parametrov primeren za konstrukcijo krepko regularnegagrafa. Prav zato se raziskuje tudi v tej smeri − iskanje potrebnih pogojevza obstoj takih grafov. Znano je celo, da obstaja natanko en krepko regu-laren graf s parametri (36, 10, 4, 2). Toda McKayjevi in Spencejevi izra£unikaºejo, da pa je krepko regularnih grafov s parametri (36, 15, 6, 6) ravno
32548 [1]. In vzorec se ²e nadaljuje. Vsak krepko regularen graf s parametri
(m2, 2(m−1),m−2, 2) je enoli£no dolo£en. Na drugi strani pa imamo ve£ koteksponentno mnogo krepko regularnih grafov s parametri (m2, 3(m−1),m, 6)[16]. Zato ostajajo krepko regularni gra� zanimiva izto£nica za nadaljnje²tudije.
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