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Povzetek

Zaklju¢na projektna naloga proucuje rank 3 grupe in krepko regularne
grafe. Krepko regularni grafi imajo poleg tega, da so regularni, Se eno za-
nimivo lastnost. Stevilo skupnih sosedov dveh tock v grafu je odvisno le
od tega, ali sta ti dve tocki povezani ali nepovezani. Rank 3 grupe pa so
tranzitivne grupe, za katere velja, da imajo natanko 3 orbite pri delovanju na
mnozici X X X. V zakljucni projektni nalogi bomo dokazali, da vsaka rank 3
grupa porodi krepko regularen graf in opisali lastnosti teh grafov. Spoznali
bomo tudi Paleyjeve grafe in dokazali, da so krepko regularni.

Abstract

In the final project paper we explore rank 3 groups and strongly regu-
lar graphs. Beside being regular, strongly regular graphs possess one other
interesting property. The number of common neighbours of two vertices de-
pends only on whether the two vertices are connected or not. Rank 3 groups
are transitive groups that have 3 orbits on a set X x X. In the final project
paper we will prove that from every rank 3 group we can derive a strongly
regular graph and will describe the properties of these graphs. We will also
take a look at the Paley graphs and prove that they are strongly regular.
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Poglavje 1

Uvod

Pojem krepko regularnih grafov je prvi vpeljal Bose, in sicer leta 1963.
Leto kasneje je Higman zacel raziskovati povezavo med rank 3 grupami in
krepko regularnimi grafi. Glede na te letnice lahko sklepamo, da je veja
raziskovanja rank 3 grafov (v nadaljevanju bomo tako pravili krepko regu-
larnim grafom, na katerih deluje rank 3 grupa) razmeroma mlada in se tako
s kombinatori¢nega kot tudi z grupnega vidika Se vedno razvija.

Krepko regularni grafi imajo to lastnost, da je Stevilo skupnih sosedov
dveh tock v grafu odvisno le od tega, ali sta ti dve toc¢ki povezani ali ne.
Z algebraicnega vidika je graf krepko regularen graf natanko takrat, ko ima
matrika sosednosti natanko tri lastne vrednosti. Krepko regularen graf pa
ima tudi nekaj zelo zanimivih algebrai¢nih lastnosti, ki so ravno posledica
krepke regularnosti. Spoznali bomo nekaj takih grafov, med njimi sta tudi
Petersenov graf (glej sliko 7.1) in Hoffman-Singletonov graf (glej sliko 1.1).

Veliko krepko regularnih grafov je znanih po tem, da imajo zelo ve-
like grupe avtomorfizmov [11]. V [11] je prav tako omenjeno, da je skoraj
vsak krepko regularen graf asimetricen. V algebraicni teoriji grafov je graf
asimetricen, ko je neusmerjen in nima netrivialnih simetrij. Zanimivo je tudi
omeniti trditev Petra Camerona, ki pravi, da krepko regularni grafi lezijo
na prelomu med visoko strukturiranimi in ne strukturiranimi grafi. Ceprav
so krepko regularni grafi zelo obsezno raziskovani, povezava med parametri,
s katerimi je krepko regularen graf podan, in mocjo grupe avtomorfizmov
tega grafa 8e vedno ni dobro poznana. Ve¢ o avtomorfizmih grafa si lahko
preberete v [11]. Pojem krepko regularnega grafa se je uveljavil tudi v tako
imenovanem izreku Friendship Theorem [19].

V pricujoci zaklju¢éni projektni nalogi bomo predstavili nekaj dejstev,
ki so pomembna za to vejo algebraic¢ne teorije grafov. Projektna naloga je
razdeljena na devet poglavij, in sicer: Uvod, O grupah, Osnovne lastnosti
grafov, Matrike in lastne vrednosti, Orbitale in rank 3 grupe, Rank 3 grafi,
Krepko regularni grafi in njihove lastnosti, Paleyevi grafi in njihove lastnosti,
Zakljucek.



V drugem poglavju bomo najprej navedli potrebne definicije, izreke in
trditve iz teorije grup, ki jih bomo potrebovali v naslednjih poglavjih. Defini-
rali bomo nekatere od druzin grup, definirali delovanje na grupah, uvedli
pojme, kot sta orbita in stabilizator, in definirali relacije med njimi.

Tretje poglavje bomo namenili spoznavanju grafov. Definirali bomo ne-
katere od relacij med tockami, ki so vsebovane v grafu, in uvedli pojem
avtomorfizma grafa.

V cCetrtem poglavju bomo na kratko predstavili matriko sosednosti in
lastne vrednosti.

V petem poglavju se bomo priblizali glavni temi zaklju¢ne projektne
naloge in spoznali pojem orbitale, primitivnosti grupe ter definirali rank 3
grupo.

Sesto poglavje je namenjeno rank 3 grafom, kjer bomo povezali pojma
rank 3 grupe s pojmom krepko regularnega grafa. V tem razdelku bomo tudi
dokazali, da vsaka rank 3 grupa premore krepko regularen graf.

V sedmem poglavju si bomo ogledali lastnosti krepko regularnih grafov.
V drugem razdelku bomo poudarili povezanost parametrov (n,k, A, ), pri
Cemer je n Stevilo toc¢k, ki so vsebovane v grafu, k regularnost grafa, A
Stevilo skupnih sosedov dveh povezanih toc¢k in u Stevilo skupnih sosedov
dveh nepovezanih tock. Izracunali bomo tudi lastne vrednosti krepko regu-
larnih grafov in njihove veckratnosti.

V osmem poglavju bomo podrobneje spoznali eno od druzin krepko reg-
ularnih grafov, in sicer druzino Paleyevih grafov. Ti grafi so posebni zaradi
vseh lastnosti, ki jih posedujejo.
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Slika 1.1: Hoffman-Singletonov graf [22]



Poglavje 2

O grupah

Da bi razumeli vsebino zaklju¢ne projektne naloge, je nujno potrebno
poznavanje grup in njihovih lastnosti. Zato bomo v tem poglavju spoznali
grupe in grupna delovanja. Vedno bomo imeli opravka s kon¢nimi grupami.

2.1 Osnovne lastnosti grup

Definicija 2.1.1 Binarna operacija * na neprazni mnozici G je poljubna
preslikava x: G X G — G. Pri ¢emer je slika elementa (x,y) € G X G enaka
*(z,y) =x*y =k € G. Urejenemu paru (G,*) pravimo grupoid.

Definicija 2.1.2 Urejenemu paru (G, *) pravimo grupa, ¢e za binarno ope-
racijo * velja:

i) asociativnost: za vse x,y,z € G wvelja

(x*y)*xz=ax*(yx*z2),

i1) obstoj nevtralnega elementa: obstaja tak e € G, da za poljuben x € G
velja
rxe=exx =,

iii) obstoj inverznega elementa: za vsak x € G obstaja tak ©' € G, da je

! !
TH T —e=2T %xXT.

Definicija 2.1.3 Neprazna podmnoZica H C G je podgrupa v grupi (G, *),
ko je tudi sama grupa glede na operacijo . Oznaka: (H,*) < (G, *).

V nadaljevanju bomo operacijo * imenovali kar mnozenje in grupo (G, %)
oznacevali krajse le z GG. Nevtralni element bomo oznacevali z id, 0 ali 1.

Inverz danega elementa 2 pa bomo oznacevali z z 1.
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Trditev 2.1.4 PodmnoZica H v grupt G je podgrupa, ce za vsak x,y € H
velja:

i) idg € H,
i) xy € H,
i) v~ € H.
Dokaz si lahko pogledate v [7].

Definicija 2.1.5 Naj bo G grupa. Red grupe G je kardinalnost mnoZice G.
Oznaka: |G|. Red elementa g € G je najmanjse naravno Stevilo r € N, da
velja g" = e, kjer je e nevtralni element grupe G.

Definicija 2.1.6 Naj bo G grupa in S podmnoZica grupe G. Potem obstaja
najmanjsa podgrupa grupe G, ki vsebuje S. Oznaka: (S). Pravimo, da S
generira podgrupo (S).

Primer 2.1.7 Najbo G =7 in S = {1}. Potem je (S) = Z. Ceje S = {2},
paje (S) ={...,—4,-2,0,2,4,...}.

Definicija 2.1.8 Simetricna grupa Sx neprazne mnoZice X je grupa vseh
permutacij (bijektivnih preslikav) mnoZice X z operacijo sestavljanja presli-
kav.

Simetri¢no grupo Sx na mnozici X = I,, = {1,2,...,n} oznacujemo z
oznako S, in njen nevtralni element, ki ga imenujemo tudi identiteta, ozna-
¢ujemo z oznako id,,.

Definicija 2.1.9 Permutacijska grupa G je neka podgrupa G < Sx za poljubno
mnozico X.

Definicija 2.1.10 Diedrska grupa Dsy, je grupa simetrij pravilnega n-kotnika.
Generirata jo rotacija p in zrcaljenje T:

Doy = (p,7 | p" =12 =id, TpT = p').

Hitro se lahko prepricamo, da je red simetri¢ne grupe S, enak n! in red
diedrske grupe Do, enak 2n.

Definicija 2.1.11 Permutacijo g € Sx je cikel dolZine k, ¢e v mnoZici X
obstajajo taki razlicni elementi x1,...,xk, da veljajo naslednje enakosti:

i) ;9 =41 za vsak i€ {1,...,k—1},

i) xpd = x1,
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iii) v9 =z za vsak v € X \{z1,..., 21}

Cikel g oznacujemo z (xy ... xy). Ciklu dolZine 2 pravimo transpozicija,
ciklu dolZine m > 2 pa m-cikel.

Pravimo, da sta cikla «, 8 € 5, loCena, Ce permutirata razli¢ne elemente
mnozice I,,. Vsako permutacijo lahko zapiSemo kot produkt locenih ciklov.
In vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt transpozicij. Le-ta ni
enolicen, je pa enolicen do sodosti/lihosti Stevila transpozicij natancno (glej

[10]).

Primer 2.1.12 Naj bo (1 2 4 5 3) permutacija iz simetricne grupe Ss.
Potem jo lahko zapiSemo kot produkt transpozicij, in sicer kot

(12)(14)(15)(13) ali (53)(45)(24)(12).
Za razumevanje definicije 2.1.14 vpeljimo naslednjo relacijo na mnozicah.

Definicija 2.1.13 Relacija R na mnozici X je ekvivalencna relacija, ce vel-
jajo naslednje lastnosti:

i) (refleksivnost) Vo € X : xRz,
i1) (simetricnost) Vr,y € X : Ry = yRxz,
iii) (tranzitivnost) Vx,y,z € X : Ry in yRz = v Rz.

Naj bo R ekvivalen¢na relacija na mnozici X. Potem je ekvivalen¢ni
razred [z]r elementa z € X glede na relacijo R mnozica vseh tistih elementov
mnozice X, ki so z elementom x v relaciji R, tj. [z|g = {y € X | xRy}.

Definicija 2.1.14 Naj bo H podgrupa grupe G. Definiramo relacijo na G
takole:
T~y = x_ly € H.

Izkaze se, da je relacija iz definicije 2.1.14 ekvivalenc¢na relacija in da je
ekvivalen¢ni razred, ki pripada elementu z, levi odsek *H = {zh|h € H}.
Podobno definiramo desne odseke.

Poglejmo si Se poseben primer ekvivalen¢nih razredov, ki jih bomo potre-
bovali v poglavju 8.

Primer 2.1.15 Naj bo G = Z. Definirajmo relacijo ~" na mnozici G na
sledeci nacin: x,y € Z : x~"y natanko tedaj, ko velja, da je x —y veckratnik
Stevila n. IzkaZe se, da je ~™ ekvivalencna relacija. Pripadajoci ekvivalencni
razredi so razredi ostankov pri deljenju z n. MnoZico vseh ekvivalencénih
razredov oznacujemo z L, = {[z]wn | © € Z}. Konkreten primer: Zz =
{[0]3, [1] 3, [2]3}. Kar pisemo povrsno kar {0,1,2}.
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Izkaze se, da je Z,, skupaj z operacijo sestevanja, grupa reda n. Imenu-
jemo jo aditivna grupa Z,.

Lema 2.1.16 Elementi aditivne grupe Z,, ki so tuji stevilu n, tvorijo grupo
za mnoZenje po modulu n. Imenujemo jo multiplikativna grupa enot Zr,.

Dokaz si lahko preberete v [10].

Definicija 2.1.17 Naj bosta (G,x*) in (H,o) grupi. Potem je preslikava
f: G — H homomorfizem grup, ¢e za vsak x,y € G velja:

flxxy) = f(z)o f(y).
Definicija 2.1.18 Naj bo f : G — H homomorfizem grup.
i) Ce je f injektivna preslikava, potem f imenujemo monomorfizem.

i) Ce je [ surjektivna preslikava, potem f imenujemo epimorfizem.

ii1) Ce je f monomorfizem in epimorfizem, potem f imenujemo izomor-
fizem.

i) Ce je G = H, potem f imenujemo enodomorfizem.

v) Ce je f izomorfizem in endomorfizem, potem f imenujemo avtomor-
fizem.

2.2 Grupna delovanja
Definicije, trditve, lema in izrek so povzeti po [5].

Definicija 2.2.1 Grupa G deluje na mnozici X (X je G-prostor) z desne,
ce za vsak urejeni par (x,g) € X X G obstaja tak x9 € X, da je

i) o' = za vsak x € X, kjer je 1 nevtralni element grupe G,
i) (29)h = 29" 20 vsak x € X in vse g,h € G.

Podobno lahko definiramo levo delovanje (glej [7]). Desno delovanje
grupe G na mnozici X bomo krajSe poimenovali kar delovanje grupe G na
mnozici X.

Delovanje permutacije g na element x bomo v nadaljevanju oznacevali z
g(x) ali z x9. Oznaki sta ekvivalentni.

Definicija 2.2.2 Orbita elementa x € X, pri delovanju grupe G na mnoZici
X, je mnoZica:

Orbg(x) ={29 | g € G}.

Ko bo grupa G delovala na mnozici X na naraven nacin, bomo Orbg(z)
oznalevali kar z Orb(x).

13



Trditev 2.2.3 Za orbiti Orb(x1) in Orb(xsz), pri delovanju grupe G na
mnozici X, velja:

Orb(z1) N Orb(xe) =0 ali Orb(x1) = Orb(xs).

Dokaz. Najimata orbiti Orb(x;) in Orb(z2) skupen element z’. To pomeni,
da je 2’/ = 2" za nek g; € G, kjer je i € {1,2}. Zato je
Orb(z;) = {2?|geG}
a1
= @ ge)
= {29 |ge )
{2"9| g € G} = Orb(a").

Definicija 2.2.4 Stabilizator elementa x € X, pri delovanju grupe G na
mnozici X, je mnozica:

Gy ={9€G |29 =x}.

Primer 2.2.5 Naj bo G podgrupa simetrice grupe Ss generirana s permutaci-
jama (1 2 3 4) in (2 5)(4 3). Po kratkem razmisleku ugotovimo, da je grupa
G iwzomorfna diedrski grupi Dyg.

V splosnem lahko diedrsko grupo Do, predstavimo s pravilnim n-kotnikom,
pri cemer element p predstavlja rotacije, element T pa zrcaljenja pravilnega
n-kotnika.

Za lazZjo predstavo in razumevanje primerov bomo v bodoce bili povrsni in
simetricno grupo G, ki je izomorfna diedrski grupi Doy, kar enacili z Doy,.

Poiscimo orbito elementa 1. Zanima nas, kam vse se oglisée 1 preslika z
elementi iz diedrske grupe Dyg. Ker imamo na izbiro vse rotacije in zrcal-
jenja, hitro vidimo, da je orbita Orb(1) = {1,2,3,4,5}.

Poiscimo Se stabilizator elementa 1. Poglejmo, kateri elementi fiksirajo
oglisce 1. Ker so rotacije generirane s d-ciklom, se hitro prepricamo, da
vsak element iz (1 2 3 4 5)), razen identitete, preslika element 1 v enega od
elementov iz mnoZice {2,3,4,5}. Preostanejo nam Se zrcaljenja. Element, ki
prezreali petkotnik in fiksira 1, je en sam, in sicer (2 5)(3 4) (kot kaZe slika
2.1). Torej mnoZica stabilizatorjev elementa 1 je G = {id, (2 5)(3 4)}.

14



Slika 2.1: Modra premica je simetrijska os zrcaljenja, ki je predstavljena kot
involucija (2 5)(3 4).

Trditev 2.2.6 Stabilizator G, pri delovanju grupe G na mnoZici X, je pod-
grupa grupe G.

Dokaz. Po trditvi 2.1.4 moramo preveriti tri tocke.

i) Naj bo idg nevtralni element grupe G. Po definiciji delovanja stabi-
lizatorja G sledi, da je z'¢ = .

ii) Naj bosta g1,92 € G in x € X. Torej velja x9' = z in 292 = z. Potem
je:
29192 = (g91)92 = 192 = g,

Torej je g192 € Gy.

iii) Naj bo element g € G, in element x € X. Potem sledi:

r = a9
—1 —1
29 — 99
—1
29 = .

Sledi, da je g~! vsebovan v stabilizatorju G,.

Izrek 2.2.7 (Lema orbita - stabilizator) Za delovanje grupe G na mnoZici
X velja, da je |Orb(z)| - |Gz| = |G|, kjer je x € X.

Dokaz. Definirajmo

w={(g,2") € G x Orb(x) | 29 = 2'}.

15



[zra¢unajmo mo¢ |w| na dva nac¢ina. Najprej dobimo, da je

lw| = Z H{z' € Orb(z) | 29 = 2"}| = Z 1=|G|. (2.1)

geG geG

Drugic pa, da je

w = Y HgeGla? =2}

z'€Orb(z)

Opazimo, da tisti elementi g € G, ki preslikajo x v 2/, tvorijo desni odsek
podgrupe G, v G. Zato je tevilo takih elementov enako | G, |. 1z tega sledi,
da se zgornja enakost pise kot:

Y. Hgeala?=aY = Y |G| =[0rb(X)]-|Gal-  (2:2)

z'€O0rb(z) z'€O0rb(z)

Dokaz izreka sledi iz tock (2.1) in (2.2). |

Definicija 2.2.8 Grupa G deluje na mnozici X tranzitivno, e za vsak par
elementov x,y € X obstaja element g € G, ki preslika x vy (tj. 9 =vy).

Definicija 2.2.9 Grupa G deluje na mnozici X polreqularno, ce je G, tri-
vialen za vsak v € X.

Delovanje imenujemo regularno, ¢e je hkrati tranzitivno in polregularno.

Naj bo B podmnozica G-prostora X in naj bo g € G. Potem piSemo
B9 = {29 | x € B} in G{p, je podmnozica v G, ki je definirana na sledeci
nacin: Gygy = {g € G| BY = B}. Izkaze se, da je G{py podgrupa v G.

Definicija 2.2.10 PodmnoZzica B tranzitivnega G-prostora X je blok, ce
velja, da je B9 = B ali BN B =) za vsak g € G.

Naj bo X tranzitiven G-prostor. Hitro se prepri¢amo, da so mnozice {z}
za vsak x € X in cela mnozica X bloki. Imenujemo jih trivialni bloki.

Ce je B blok, potem |B| deli | X| in velja, da vse podmnozice BY za g € G
tvorijo particijo mnozice X. To particijo imenujemo sistem blokov.

Definicija 2.2.11 Grupa G deluje na mnozici X primitivno, ce deluje tran-
zitivno in ima G-prostor X samo trivialne bloke.

Trditev 2.2.12 Ce je B blok tranzitivnega G-prostora X in je x € B, potem
je B\ {z} = 01 U...UO,, kjer so O; orbite stabilizatorja G,.

16



Dokaz. B\ {z} = O; U...U O, lahko zapisemo tudi kot B = Oy U O U
...UOy, kjer je Og orbita z enim samim elementom, in sicer . Dokazujemo
s protislovjem. Recimo, da obstaja neka orbita z vsaj dvema elementoma,
tako da je en element v enem bloku, drugi element pa v drugem bloku. Torej
obstaja a € GG, tako da z% = z in y* = z, kjer x,y € By in z € By. To nas
vodi v protislovje, saj sta z in y iz istega bloka (vemo pa, da za blok B velja:
BY9 =B ali BN B =1). [ |

Primer 2.2.13 Grupa Dy deluje na mnozici X = {1,2,3,4,5} primitivno.
Gledamo simetrije petkotnika. Zaradi rotacij se lahko hitro prepricamo, da
je delovange tranzitivno. Ker pa vemo, da moc¢ blokov deli mo¢ mnoZice X
in je b prastevilo, imamo le trivialne bloke.

Primer, ko imamo netrivialne bloke, si bomo ogledali na koncu poglavja
3, saj bomo za razumevanje primera potrebovali Se nekaj novih definicij.

Definicija 2.2.14 Binarna relacija ~ na G-prostoru X je G-invariantna,
ce velja:
Ty ~ xy => x{ ~ a3 za vsak x1,22 € X ing € G.

Binarno relacijo ~ na tranzitivnem G-prostoru X imenujemo G-kongru-
enca, ¢e je hkrati ekvivalen¢na relacija in G-invariantna.

Trditev 2.2.15 Particija A tranzitivnega G-prostora X je sistem blokov na-
tanko tedaj, ko je pripadajoca relacija ~a G-kongruenca.

Dokaz. Naj bo A poljubna particija mnozice X in naj ~a oznadi ekvi-
valen¢no relacijo, ki pripada particiji A. Torej velja: x1 ~A 9 <= x1 in x9
pripadata istemu razredu v A, kjer sta x1,zs € X.

Najprej predpostavimo, da je particija A sistem blokov G-prostora X.
Naj bosta x1,x2 € X taka, da je 1 ~a 2. Naj bo g € G. Potem obstaja
tak B € A, da x1,29 € B. Ker je A sistem blokov, dobimo, da je BY € A.
Iz tega sledi, da je 2 ~a z§. Po definiciji je relacija G-kongruenca.

Sedaj predpostavimo, da je relacija ~a G-kongruenca. Izberemo poljubno
mnozico B iz A. Dovolj je pokazati, da je B blok G-prostora X. Naj
bo g € G tak, da je BN BY # (). To pomeni, da obstaja nek element
z1 € B, da je 2] € B. Naj bo zdaj x5 poljuben element iz B. Ekvivalenca,
T1 ~A To <= T in x9 pripadata istemu razredu v A, pove, da je x1 ~a X2.
To implicira, da je 2§ ~a x§. Torej sta z{ in 23 iz istega razreda v A. Ta
razred pa mora biti B, saj je z{ € B. Dobili smo, da je B C B. Enakost
B = B9 sledi iz tega, da je |B| = |BY|. Po definiciji je B blok G-prostora X.
Trditev je dokazana. [ |

Podgrupi H in K grupe G sta konjugirani, ¢e za nek element g € G
velja, da je H = g7 'Kg . Kjer z g~ K g ozna¢imo mnozico {g'kg | k € K}.
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Trditev 2.2.16 Naj bo X tranzitiven G-prostor. Potem velja:
(i) |X| deli |G,

(ii) wvsi stabilizatorji G, za x € X tvorijo razred konjugiranosti podgrup v
grupt G.

Dokaz. Po lemi orbita stabilizator (izrek 2.2.7) za vsak x € X velja nasle-
dnja enakost |G| = |Orb(x)| - |Gz|. Ker pa je Orb(z) = X, saj G deluje
tranzitivno na X sledi tocka (7). Poglejmo razred konjugiranosti podgrup v
G, ki je definiran takole:

R={G% =g 'G,g| g€ G}

Dokaz tocke (ii) zaklju¢imo tako, da pokazemo enakost:

R={G,|ze X} (2.3)

Naj bo najprej G poljubna podgrupa iz R in pi§imo y za element 9.
Potem za poljuben g; € G velja, da je g1 = g~ 'gog za nek element go € G,.
Sledi, da je y9 = (9)9 929 = y. To pomeni, da je GY podgrupa v Gy.
Zaradi tranzitivnosti je

G|
Gl = |Ga| = x|~ |Gyl
zato je G% = G, in R C {G, | z € X}. Po drugi strani pa je stabilizator G,
kjer je z poljuben element iz X, enak grupi G2°, kjer je g3 izbran tako, da je
x93 = z. 1z tega sledi, da je {G, | z € X} C R, kar dokazuje tocko (2.3). W

Lema 2.2.17 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa mnoZice X in naj
bosta x,y € X. Potem je stevilo orbit stabilizatorja G enako Stevilu orbit
stabilizatorja G.

Dokaz. Ker je G tranzitivna, je y = 29 za nek g € G. Iz tocke (i) trditve
2.2.16 sledi, da je G, = g 'G,g. Naj bo O poljubna orbita stabilizatorja
G,

O =0rb(z) ={z°| s € Gz }.

Permutacija g preslika O v 09 = {z%9 | s € G, }. To se pise kot
09 ={(z9)7* | s € Gu} = {(2)" | 8’ € g7 Gag}.

Dobili smo, da je slika O9 enaka orbiti Orbg,(27) pri delovanju stabiliza-
torja Gy. Da lahko razlo¢imo orbite G, od orbit Gy, pisemo Orbg, (z) in
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Orbg,(27). Na tak nacin g definira preslikavo g iz mnozice orbit stabiliza-
torja G, v mnoZzico orbit stabilizatorja G, torej

g : Orbg,(z) = Orbg, (29).

Da dokon¢amo dokaz, pokazimo, da je preslikava g bijektivna. Surjektivnost
sledi iz dejstva, da je g permutacija mnozice X. Naj bo Orbg,(z]) =
Orbg,(29) za neka elementa z1,z0 € X. To pomeni, da je 2§ = (z{)
za nek s’ € G,. Ker je Gy, = ¢ 'Gypy, je s = g 'sg za nek s € G, in
je 2 = (29 = (2997159 = (25)9. Iz tega sledi, da je z = 2%, zato je
Orbg,(z1) = Orbg,(z2). Dobili smo, da je g tudi injektivna, zato je bije-
ktivna. [ |

Definicija 2.2.18 Rank tranzitivne permutacijske grupe G < S, je Stevilo
orbit stabilizatorja G, za nek element x € X.

Primer 2.2.19 Rank simetricne grupe Sy, je 2. O tem se prepricajmo takole:
naj bo G simetriéna grupa S, in naj bo n # 1. Oglejmo si stabilizator G.
Zanima nas Stevilo orbit tega stabilizatorja. Ker je Gy stabilizator elementa
1, je {1} ena orbita. Ce pogledamo element 2, se lahko hitro prepricamo, da
se z G preslika v vsak drugi element razen v 1. Zato imamo dve orbiti, in
sicer {1} in {2,...,n}.

n

Primer 2.2.20 Rank diedrske grupe Dsy, ko je n liho stevilo, je %1 +1,
ko pa je n sodo, je "7_2 + 2. Da to drzi, se prepricajmo takole:

Naj bo n sodo stevilo. Oglejmo si stabilizator elementa x. Brez skode za
splosnost lahko vzamemo za x = 1. Vemo, da je Da, generirana z rotacijami
in zrealjengi n-kotnika. Hitro se lahko prepricamo, da z nobeno rotacijo n-
kotnika ne bomo fiksirali 1. Torej noben element rotacije ne bo vsebovan v
stabilizatorju G.

Preverimo, katera zrcaljenja fiksirajo 1. Poznamo dve vrsti zrcaljen, in
sicer skozi nasprotni si vozlisci n-kotnika ter skozi nasprotni stranici. FEdino
zrealjenge, ki fiksira 1, je zrcaljenje skozi masprotni si vozlisci, in sicer v
nasem primeru 1 in (5 +1).

Od vseh n tock odstejemo 2, ki sta s tem zrcaljenjem fiksirani. Ker sta
po dve tocki v orbiti (kot kaZe slika 2.2), delimo n — 2 z 2 in pristejemo 2,
ker sta tocki 1 in (§ + 1) vsaka v svoji orbiti.

Sledi: rank diedrske grupe Doy, ko je n sodo Stevilo, je "7_2 + 2.
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Slika 2.2: Pravilni n kotnik, kjer je n sodo Stevilo.

Naj bo n liho stevilo. Oglejmo si stabilizator elementa x. Brez Skode
za splosnost lahko vzamemo za x = 1. Vemo, da je Doy, generirana z rotaci-
jamsi in zrcaljengi n-kotnika. Kot smo se prepricali v zgornjem primeru, velja,
da noben element rotacije ne bo vsebovan v stabilizatorju G.

V primeru, ko je n liho stevilo, poznamo zrcaljenje skozi vozilsce in njemu
nasprotno stranico. Torej ¢e hocemo fiksirati vozlisce 1, zrcalimo n-kotnik
prek simetrale, ki poteka skozi 1.

Od vseh n tock odstejemo 1, saj je ena tocka fiksirana. Ker sta po dve
tocki v orbiti (kot kaZe slika 2.3), delimo n — 1 z 2 in pristejemo 1, ker je
fiksirana tocka ena sama.

Sledi: rank diedrske grupe Doy, ko je n liho Stevilo, je "T_l + 1.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
| -
I
1
1

Slika 2.3: Pravilni n kotnik, kjer je n liho Stevilo.
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Zapisimo 8e izrek iz [10], ki ga bomo potrebovali v poglavju 5, ko bomo
dokazovali, da grupa sodega reda premore netrivialno sebizrcalno orbitalo.

Izrek 2.2.21 (Cauchyjev izrek) Ce prastevilo p deli moc¢ koncne grupe G,
potem grupa G premore element reda p.

Dokaz. Naj bo n = |G|. Bodi
P
X ={(a1,a2,...,ap) € G"| Hai =1}
i=1

Ocitno je | X| = nP~1. Naj bo cikli¢na grupa C' = (c) generirana z elementom
c. Naj ¢ deluje na mnozico X na sledeci nacin:

(a1,a2,...,a,)° = (az,as,...,ap,a1).

Po trditvi (2.2.7) so orbite delovanja grupe C' na mnozico X dolzine p in
1. Naj bo r Stevilo orbit dolzine 1 in s Stevilo orbit dolzine p. Potem je
r 4+ ps = nP~L. Ker p deli n, sledi, da p deli 7. Poleg tega je r > 0, saj
je element (1,1,...,1) sam v svoji orbiti, ker je (1,1,...,1)¢ = (1,1,...,1).
Zato je r > p > 1 in posledi¢no v grupi G obstaja element a € G, tako da je
(a,a,...,a) € X. Po definiciji mnozice X sledi, da je o = 1. |
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Poglavje 3

Osnovne lastnosti grafov

Da se lahko zatnemo ukvarjati z grafi, moramo prvo le-te definirati in
spoznati nekatere njihove lastnosti. Sledi nekaj novih pojmov in primerov.
V mislih bomo imeli kon¢ne grafe.

Definicija 3.0.1 Digraf je urejeni par T'= (V, E), kjer je V neprazna mno-
Zica. Elemente te mnoZice imenujemo tocke ali vozliséa. E je podmnoZica
mnoZice V x V. Elemente te mnozice imenujemo loki.

Definicija 3.0.2 Graf (V, E) je digraf, za katerega velja:
i) za vsak o € V welja, da (o, ) ¢ E (nima zank),

i1) za vsak o, B € V welja, ée (o, ) € E = (5,a) € E.

Tocke digrafa F oznacujemo tudi z V(F) in loke z E(f) V grafu I je
za vsak lok (o, ) tudi (8, ) lok. Zato par taksnih dveh lokov nadomestimo
z neusmerjeno povezavo {«, 3}.

Definicija 3.0.3 Stopnja tocke u v grafu T, oznacimo jo z degr(u) ali dr(u),
je Stevilo povezav v grafu I', ki imajo tocko u za svoje krajisce.

Tockam stopnje 0 pravimo izolirane tocke, tockam stopnje 1 pa listi.
Najmanjso stopnjo tocke grafa I' ozna¢imo z §(I"), najvecjo pa z A(T).

Definicija 3.0.4 Graf T je reqularen, ce velja §(I') = A(G), in d—regularen,
ée velja d = §(G) = A(G).

Primer 3.0.5 Na sliki 3.1 vidimo digraf na treh tockah in 4-reqularen graf
na petih tockah.
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Slika 3.1: Digraf in graf

Definicija 3.0.6 Naj bo I" graf in u tocka grafa I'. MnoZici tock, s katerimi
je u povezana, pravimo mmnozica sosedov tocke.

Definicija 3.0.7 Sprehod (dolZine k) je niz k povezav v grafu

(u,z)(z,y) ... (t,2)(z,w).

Temu sprehodu lahko recemo tudi sprehod med tockama u in w. Povezave
niso usmerjene, zato predstavija niz

(w, 2)(z,t) ... (y,z)(z,u)

1sti sprehod. Pogosto sprehod pisemo samo z zaporedjem tock na danem nizu
povezav:

ury . ..tzw.

Sprehod je enostaven, ko so vse vsebovane povezave v sprehodu razli¢ne.
Enostaven sprehod je pot, ko so vse tocke vg,v1, ..., v, med seboj razli¢ne.
Enostavni sprehod je cikel, ko so vse tocke vg, v1, ..., vp_1 med seboj razli¢ne
in je vg = vg.

Definicija 3.0.8 Izomorfizem iz grafa I' v graf T je bijektivna preslikava
f:V(T) = V(T), za katero velja:

Vu,v € V(T) sledi, da: {u,v} € E(T) <= {f(u), f(v)} € E(T).

Definicija 3.0.9 Razdaljo dr(u,v) med tockama uw,v € V(I') v grafu T
definiramo kot dolzino najkrajse poti od v do v v I.

Definicija 3.0.10 Najvecji razdaljt med parom poljubnih dveh tock pravimo
diameter oz. premer grafa I':

diam(T") = maz{dr(u,v) | u,v € V(T')}.
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Slika 3.2: Graf z diametrom 2 in obsegom 3

Definicija 3.0.11 Obseg grafa je dolZina najkrajsega cikla v grafu.

Primer 3.0.12 Diameter grafa na sliki 3.2 je 2. Njegov obseg pa 3.

Definicija 3.0.13 Naj bo I' graf. Grafu T z isto mnoZico tock kot graf T,
v katerem sta dve tocki sosedni natanko tedaj, ko nista sosedni v grafu T,
pravimo komplementarni graf (tudi komplement) grafa T.

Definicija 3.0.14 Avtomorfizem grafa I' je permutacija g € Sy (1), 2a katero
velja:
{v1,v2} € E(I') < {v{,v§} € E(T') za vsak {v1,v2} € E(T).

Vsi avtomorfizmi grafa I' tvorijo podgrupo v Sy ), ki jo oznacimo z
Aut(T"). Pravimo, da je graf I" vozlis¢no tranzitiven oz. tockovno tranzitiven,
¢e deluje Aut(I") na V(T') tranzitivno.

Sedaj imamo na voljo dovolj znanja, da pogledamo obljubljeni primer,

ko pri delovanju grupe G na mnozico X G-prostor premore tudi netrivialne
bloke. Ker si bomo za primer ogledali hiperkocko, jo pred tem Se definirajmo.

Definicija 3.0.15 Hiperkocka Q,, dimenzije n je graf, ki je definiran takole:
i) V(Qn) = {0,1}" = Z5,

ii) E(Qn) vsebuje tiste mnoZice {(a;), (b;)}, kjer (a;),(b;) € {0,1}", za
katere velja, da je mo¢ mnozice {i € {1,...,n} | a; # b;} enaka 1.

Primer 3.0.16 Pisimo V =V (Q3) in G = Aut(Q3). Naj bo m € S3. Lahko

je dokazati, da je preslikava T,
7V —V, (a1,a2,a3) — (A1), Gr(2), Ar(3)) 20 vsak (a1,a2,a3) €V,

permutacija mnoZice V in je T tudi avtomorfizem grafa QQs. Z uporabo per-
mutacij  lahko dobimo, da so orbite stabilizatorja G ):
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i= {(07070)}:
Vo = {(1?070)7 (07 1?0)? (0707 1)}:
V3 = {(17 170)7 (1707 1)7 (17 170)}:
Vi = {(1?171)}'

Naj bo B blok za permutacijsko grupo G, ki vsebuje (0,0,0). Moc bloka B
deli mo¢ mnoZice V = {0,1}3 = 8. Iz 2.2.12 sledi, da je blok B unija neka-
terith orbit stabilizatorja G g 0,0). Iz tega sledi, da imamo naslednje moznosti:

B=ViUViai B=V,UVy qali B=V,UVs.

Hitro se lahko prepricamo, da Vi U Vo ni blok. Kocko zarotiramo za kot
© = 90° skozi os, ki poteka skozi nasproti lezeci ploskvi (glej sliko 3.3). Tako
dobimo, da BN B? # ) in hkrati B # B¥?. Torej B ne more biti blok.

Da je V1UVy res blok, lahko vidimo tako, da preverimo, da je relacijo ~ na
V', ki je definirana takole: (a1, az,as) ~ (b1, be,bs) natanko tedaj, ko je moc
mnoZice {i € {1,2,3} | a; # b;} enaka 3 ali ko je a; = b; Vi, G-kongruenca.

Mnozica V1 U Vy je razred pripadajoce particije.

MnoZzica V1UV3 je tudi blok, ker je razred particije, ki pripada G-kongruenci
~, kjer je ~ definirana takole: (aq,as,as) ~ (b, ba, bs) natanko tedaj, ko je
moc¢ mnoZice {i € {1,2,3} | a; # b} enaka 2 ali ko je a; = b; Vi.

Slika 3.3: Kocka

/>(1,1,1)

Za konec tega poglavja si poglejmo Se definiciji induciranega podgrafa in
razdaljno regularnega grafa, ki ju bomo potrebovali v poglavju 7.2.

Definicija 3.0.17 Graf (V',E') je induciran podgraf grafa (V,E), ce za
poljuben par tock u,v € V' velja: (u,v) € E = (u,v) € F'.
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Definicija 3.0.18 Powvezan graf ' je razdaljno regularen, ce je, za poljubni
dve tocki x,y € I in poljubni Stevili 1,5 € {0,1,...,d} (kjer je d diameter
grafa), Stevilo tock na razdalji i od x in j od y, odvisno le od Stevil i in j ter
od razdalje med tockama x in y, neodvisno pa od i1zbire x in y.
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Poglavje 4

Matrike in lastne vrednosti

Spoznajmo 8e, kaj so lastne vrednosti in lastni vektorji. Le-te bomo
potrebovali v podpoglavjih 7.2 in 8.2. Za razumevanje spodnjih pojmov
privzemimo, da ze poznamo matrike in determinante.

7 J bomo oznacevali matriko, ki je sestavljena iz samih enic. Z I pa bomo
oznacevali identi¢no matriko, ki je sestavljena iz enic po diagonali (drugje se
nahajajo nicle).

Definicija 4.0.1 Matrika sosednosti grafa I s tockami iz mnoZice {1,...,n}
je kvadratna matrika A(I') = [a;j], kjer je a;; =1, Ce sta i in j povezana in
a;; = 0 sicer.

Primer 4.0.2 Na sliki 4.1 vidimo graf in pripadajoco matriko sosednosti.

Definicija 4.0.3 Naj bo A € R™ "™ matrika velikosti n X n. Potem wvsoto

> aii vseh diagonalnih elementov matrike A imenujemo sled matrika A.
Oznacimo jo s Sled(A).

Ze iz definicije matrike sosednosti sledi, da je sled matrike sosednosti
enostavnega grafa enaka 0.

1 2
_ - @
01 0 0
1 0 1 1
0O 1 0 0
|01 0 0 ]
4 03

Slika 4.1: Matrika sosednosti danega grafa
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Definicija 4.0.4 Naj bo A € R™ "™ matrika velikosti n X n. Realno Stevilo

A je lastna vrednost matrike A, ¢e za nek nenicelni vektor v € R™ welja:
Av = Ao,

Definicija 4.0.5 Lastne vrednosti grafa I' so lastne vrednosti njene matrike
sosednosti A(T).

Opomba: Mnozici lastnih vrednosti grafa pravimo spekter grafa.

Definicija 4.0.6 Karakteristicni polinom grafa T' je polinom Pury(z) =
det(Iz — A(T)).

Definicija 4.0.7 Naj bo ' graf in A neka lastna vrednost grafa I'. Veckrat-
nost lastne vrednosti A je najvecje pozitivno Stevilo m, tako da (x — X\)"™ deli

Pary(z).

Trditev 4.0.8 Naj bo A matrika velikosti n x n. Vsota vseh veckratnosti
lastnih vrednosti matrike A je enaka n.

Dokaz si lahko preberete v [20].

Trditev 4.0.9 Naj bo A matrika velikosti n x n. Potem je Sled(A) enaka
vsoti lastnih vrednosti matrike A.

Izreka ne bomo dokazali, saj bi za dokaz potrebovali tako imenovani
Schurijev izrek [9].

28



Poglavje 5

Orbitale in rank 3 grupe

V tem poglavju se bomo pocasi priblizali nasemu glavnemu problemu.
Spoznali bomo, kaj so to orbitale in kako orbitale dolocajo rank 3 grupo.

Definicija 5.0.1 Naj bo G grupa, ki deluje na mnozict X. Potem definiramo
delovange grupe G na mnoZici X X X na sledeci nacin:

(1,22)7 := (2,29) Vg € G,Vz1,29 € X.
Orbite grupe G na X x X imenujemo orbitale.

Orbitala {(z,z)| z € X} je trivialna orbitala. Ce je A = {(z,y)| z,y €
X} € X x X orbitala, potem je o¢itno tudi A* = {(y,z)| (z,y) € A} C
X x X} orbitala. A* imenujemo zrcalna orbitala orbitale A. Orbitala A je
sebizrcalna orbitala, ¢e velja A = A*. Pravimo ji tudi simetri¢na orbitala.
Unijo G-orbital imenujemo posplosena orbitala.

Primer 5.0.2 Naj bo G ciklicna permutacijska grupa generirana s permau-
tacijo (1 2 3 4), ki na naraven nacin deluje na mnozici X = {1,2,3,4}.
Pripadajoce orbitale so:

Ao ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} (trivialna orbitala),

A1 = {(1,2),(2,3), (3.4), (1,4), (4,1), (3,2), (2, 1), (4,3)},

Ay ={(1,3),(2,4),(3,1), (4,2)}.

Orbitali A1 in Ag sta sebizrcalni orbitali. OCcitno je trivialna orbitala
vedno sebizrcalna.

Definicija 5.0.3 Orbitalni graf netrivialne sebizrcalne orbitale A C X x X
je graf, katerega tocke so elementi mnozZice X, povezave pa elementi orbitale

A.

Primer 5.0.4 Slika 5.1 prikazuje grafa glede na sebizrcalni orbitali iz primera
5.0.2.
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4© %3 4 3

Slika 5.1: Orbitalna grafa orbital Ay in As iz primera 5.0.2

Opomba: Ce ne bi imeli sebizrcalne orbitale, bi dobili digraf.

Lema 5.0.5 Naj grupa G deluje tranzitivno na mnoZici X in naj bo x € X.
Potem obstaja bijekcija iz mnoZice G-orbital na mnoZico orbit stabilizatorja
G, na mnozici X.

Dokaz. Naj bo preslikava ¢ definirana s predpisom ¢(A) = {y|(z,y) € A},
kjer je A neka G-orbitala. Najprej pokazimo, da je mnozica ¢(A) invariantna
za G.

Naj bo element y € p(A) in urejeni par (z,y) € A. Vzemimo poljuben
g € G, in preslikajmo par (x,y) na slede¢i nacin:

(z,9)? = (29,y9) = (z,y7).

Po definiciji stabilizatorja G, sledi, da je y? € ¢(A).

Naj bosta y; in ys poljubna elementa iz ¢(A). Potem sta tudi para
(z,y1) in (z,y2) elementa orbitale A. Ker je A orbitala, obstaja tak g € G,
da velja

($7 yl)g = ($7 yQ)'

Iz tega sledi, da je 9 = x in 419 = ys. To nas privede do dejstva, da je ele-
ment g € G in da y; in ys pripadata isti G -orbiti. Pokazati moramo Se, da
je preslikava ¢ bijekcija iz mnozice G-orbital na mnozico orbit stabilizatorja
G, na X.

Najprej dokazimo surjektivnost: naj bo O orbita stabilizatorja G, in
element y € O. Ker element y pripada neki G-orbitali, obstaja tak A, da
je (z,y) € A. Torej A je iskana G-orbitala, ki se s preslikavo ¢ preslika v
orbito O. Dokaz injektivnosti poteka takole: recimo, da sta Ay in Ay taki
G-orbitali, da je ¢(A1) = ¢(Ay). Ce je element y v preseku (A1) Np(Asg),
potem je par (z,y) vsebovan v A; in Ay. Ker pa sta Ay in Ay orbiti za
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delovanje grupe G na mnozici X x X, sta si bodisi disjunktni bodisi enaki.
Ker pa obe vsebujeta element (z,vy), sledi, da sta orbitali Aj in Ay enaki.

Definicija 5.0.6 Naj bo G permutacijska grupa, ki deluje na mnoZici X.
Ce je G tranzitivna na X in ima tri orbite na X X X, potem jo tmenujemo
rank 3 grupa.

Po lemi 5.0.5 sta definiciji 2.2.18 in 5.0.6 rank 3 grupe ekvivalentni.

Izrek 5.0.7 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa na mnozici X . Grupa
G je primitivna natanko tedaj, ko je wvsak orbitalni digraf, ki pripadae G-
orbitali na X, povezan.

Dokaz. Da dokazemo ekvivalenco, moramo dokazati obe implikaciji.

(=) Naj bo grupa G primitivna in naj bo I' = (X, E) orbitalni digraf, ki
pripada G-orbitali F na X. Naj bo mnozica {Aq,..., Ay} particija mnozice
X na mnozico tock povezanih komponent digrafa I'. Torej wi,ws € A; za
nek ¢ natanko tedaj, ko obstaja pot med w; in ws. Pokazati moramo le, da
je particija {Aq,..., A} G-invariantna.

Naj bo A, element te particije in « € A;. Ce je 8 € AY, potem obstaja

tak o/ € A;, da velja B = /9. Ker je o/ € A;, potem obstaja pot ayg =
a, 0, ..., = . Ce preslikamo pot od ag do o z elementom g, dobimo
pot od a¥ do o9 = 8. Torej je AY vsebovana v povezani komponenti od a¥.
Podobno lahko pokazemo, da je tudi komponenta od a9 vsebovana v Af .
Torej je A;9 povezana komponenta, ki vsebuje af. Iz tega sledi, da grupa
G permutira elemente mnozice {Aq,..., A} in da je mnozica {Aq,..., A}
G-invariantna particija mnozice X. Ker je I' orbitalni graf, mora biti tak§na
povezana komponenta velikosti vsaj 2. Grupa G je primitivna, zato sledi, da
jek=1in A; = X. Torej je graf I' povezan.
(«<=) Predpostavimo zdaj, da grupa G deluje tranzitivno na mnozici X
in da je vsak orbitalni graf, ki pripada neki G-orbitali, povezan. Naj bo
{A1,..., Ay} taka G-invariantna particija mnozice X, da je mo¢ mnoZice
A vsaj 2 (posledi¢no to velja za vsak A;). Naj bosta elementa «, 5 € Aq
in F = (o, 3) orbita elementa (a,8) € X x X pri delovanju grupe G na
X x X. Potem je E G-orbitala. Naj bo (v,0) € E, tako da je v € A;.

Ker grupa G deluje tranzitivno na orbiti F, obstaja tak element g € G,
da je (o, B)9 = (v,6). Torej velja a9 = v in 9 = 6.

Vemo tudi, da je v = a9 € A; N AY, in ker je Ay blok, vemo, da je
A{ = A;. Ker je § € Ay, to implicira, da je 89 = § € Ay. Torej, e je
zaCetna tocCka nekega loka vsebovana v A1, potem je tudi kon¢na tocka tega
loka vsebovana v Aj. Podoben argument pokaze, da se ni¢ ne spremeni, ¢e
zamenjamo vlogi zaCetne in konc¢ne tocke. Zato Ay vsebuje tocke povezane
kompomente grafa I.
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Po predpostavki je I" povezan, zato sledi, da je Ay = X, in torej je grupa
G primitivna. [ |

Primer 5.0.8 Naj bo G = ((1 2 3 4),(1 2)(3 4)) grupa izomorfna diedrski
grupi reda 8, ki deluje na mnozici X = {1,2,3,4}. Geometrijsko se tako
grupo da predstaviti s pravilnim 4-kotnikom, kar nam bo pomagalo v nadal-
jevanju. Pripadajoce G-orbitale so:

Ay (trivialna orbitala),

At =1{(12),(21),(23),(3 4), (4 1),(1 4), (4 3), (3 2)},

Ao =1(13),(24),(31),(42)}.

Poglejmo si stabilizator elementa 1 € X: na podoben nacin, kot smo
poiskali stabilizator elementa v primeru 2.2.20, se prepricamo, da je stabi-
lizator oglisca 1 enak Gy = {(2 4),id}. Pri tem ugotovimo, da je pri delo-
vanju grupe G1 na X oglisée 1 v svoji orbiti, posledicno tudi njemu najbolj
oddaljeno oglisce 3 je v svoji orbiti, oglisci 2 in 4 pa sta v isti orbiti. Torej
so Gy-orbite: {1},{3},{2,4}. Naj bo I" graf, ki ga dobimo na sledeci nacin:
V([') = X, tocka 1 je povezana s tockami iz Gi-orbite {2,4}. Za poljuben
g € G tocko 19 povezemo z elementi iz {2,4}9.

1. '2

49 o

Slika 5.2: Graf I'
Dobili smo graf (na sliki 5.2), ki je izomorfen grafu, ki pripada orbitali A;.

Izrek 5.0.9 Naj G deluje na mnozici X tranzitivno in naj bo G sodega reda.
Potem obstaja vsaj ena netrivialna sebizrealna orbita A na X x X,

Dokaz. Ker je G sodega reda, potem po izreku 2.2.21 G premore element ¢
reda 2, ki zamenja nek par (x,y), kjer sta x in y razli¢cna. Naj bo A orbitala,
ki vsebuje (z,y). Potem A vsebuje tudi (y,x), saj (z,y)9 = (y,x). Ker
pa je (z,y) element orbitale A, potem za poljuben (z/,3’) € A obstaja tak
h € G, da velja (x,9)" = (2/,y). Torej 2" = 2’ in y" = /. Iz tega sledi:
(z,9)9)" = (y,2)" = (v/,2') € A. Torej A je res sebizrcalna. |
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Poglavje 6

Rank 3 grafi

Se enkrat poglejmo zadnji izrek 5.0.9. Ce G deluje na mnozici X tranzi-
tivno in je sodega reda, obstaja netrivialna sebizrcalna orbita A na X x X. V
takem primeru lahko konstruiramo graf I', ki ima za toc¢ke elemente mnozice
X in pare {p,q}, kjer sta (p,q) in (¢,p) iz A, kot povezave. Imenujemo ga
rank n graf, kjer je n rank grupe G.

Izrek 6.0.1 Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa ranka 3 in sodega
reda, ki deluje na mnozici X. Potem obstaja rank 3 graf U, ki premore grupo
G kot grupo avtomorfizmov.

Dokaz. Grupa G ima le dve razli¢ni netrivialni orbiti glede na urejene pare
(orbitali), in sicer Aj in As.

Vemo, da je za vsako orbitalo A mnozica A* = {(y,z)|(z,y) € A} tudi
orbitala. Torej, ali A1* = A7 ali A" = As. Ker pa je G sodega reda, po
2.2.21, vsebuje element g reda 2. Ta element zamenja dve tocki z,y € X. Ce
je torej (u,v) € A;, je (u,v)? = (v,u) € A;* za vsak u,v € X. Po definiciji
mnozice A;* torej sledi A;* = A;. Torej imamo rank 3 graf.

Zdaj vzemimo graf T', katerega mnozica tock je X. Ce sta x in y sosedna,
potem (x,y) € Aj. Argumenti nam povedo, da je graf neusmerjen. Potem
ocitno premore grupo avtomorfizmov G ranka 3. [ |

Primer prav takih grafov smo videli v primeru 5.0.4. Imenovali smo
jih orbitalni grafi.

Izrek 6.0.2 Naj bo G tranzitivna grupa na mnoZici X ranka 3. Naj bo
Ay (# Ag) sebizrcalna orbitala pri delovanju grupe G na mnoZici X in T
pripadajoci orbitalni graf. Potem velja:

i) za poljubni sosedni tocki grafa I' obstaja konstantno stevilo tock (npr.
M), ki so sosedne obema,

i1) za poljubni razlicni nesosedni tocki grafa I' obstaja konstantno Stevilo
tock (npr. p), ki so sosedne obema.
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Dokaz. Ker imamo grupo ranka 3, imamo 3 orbitale. Naj bo I' orbitalni
graf glede na orbitalo Aj. Za poljubna dva elementa z, y iz X definiramo
N(z,y) = {z € X|(z,z) € A1 in (y,2z) € Ay)}. Torej N(x,y) je mnozica
tock iz I, ki so sosedne obema z in y.

i) Ce sta z in y sosedna, potem je (x,y) € A;. Podobno, e sta 2/ in 3/
sosedna, imamo (2’,3y’) € A;. Ker pa je A; orbita, obstaja nek g € G
tako, da velja 9 = 2/ in y9 = y/. Preslikava iz z — 29 je bijektivna
preslikava iz N (z,y) v N(2/,y'), tako da velja |N(x,y)| = [N(2',y')| =
A

ii) Ce sta z in y poljubna razli¢na nesosedna elementa, potem par (z,9)
pripada netrivialni orbitali As. In za drugi dve poljubni razli¢ni nepo-
vezani tocki spet velja, da je par (2/,y") € Ay. Podobno kot pri prvi
tocki obstaja nek g € G tako, da 29 = 2’ in y? = /. S podobno razlago
kot zgoraj, le da zamenjamo ¢ z g in dobimo |N(z,y)| = |N(2/,y)| = p.
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Poglavje 7

Krepko regularni grafi in
njihove lastnosti

7.1 Krepko regularni grafi

Za lazje razumevanje nadaljnje vsebine zaklju¢ne projektne naloge bomo
na primeru Petersenovega grafa predstavili nekaj novih pojmov. Kot je
splosno znano, ima, Petersenov graf veliko pomembnih znagcilnosti. Velikokrat
ga lahko navedemo kot primer ali protiprimer k neki lastnosti.

Ce na hitro osvezimo spomin in pogledamo sliko 7.1, vidimo, da ima
Petersenov graf 10 tock, valenca vsake tocke je 3, ima diameter 2 in obseg 5.

Seveda te znadilnosti niso naklju¢ne in med seboj neodvisne. Po definiciji
Mooreovih grafov [6], sledi, da ima graf s stopnjo 3, diametrom 2 in obsegom
5 vsaj 10 tock. Primer takega grafa je tudi Petersenov graf.

Ce nekatere zgoraj naStete lastnosti zapiSemo v zaporedje (10,3,0,1),
pridemo do definicije krepko regularnega grafa.

Slika 7.1: Petersenov graf
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Definicija 7.1.1 Krepko reqularen graf ' s parametri (n, k, A, p) je k-reqularen
graf na n tockah, pri cemer za X\ in u velja:

i) za vsak par povezanih tock iz grafa T velja, da imata natanko X skupnih
sosedow,

i1) za vsak par nepovezanih tock iz grafa T welja, da imata natanko p
skupnih sosedov.

Poglejmo si nekaj primerov krepko regularnih grafov.
Primer 7.1.2 Mrezni grafi.

Naj bo S = {1,...,n}, potem so tocke grafa urejeni pari (i,j) € S x S.
Tocki (i,7) in (a,b) sta povezani, ¢e velja i = a ali j =b.

Naredimo premuslek, da je tako nastali graf krepko regularen.
Graf ima n? tock in je 2n—2 regularen. Dwve tocki sta povezani, Ce se nahajata

v istem stolpcu ali isti vrstici, zato si delita ravno n — 2 sosedov. Nepovezani

tocki pa imata natanko dva skupna soseda, in sicer robova kvadrata, ki ga
nepovezani tocki "tvorita".

Torej mrezni grafi so krepko reqularni grafi s parametri (n?,2n —2,n —2,2).

Primer mreZnega grafa na 9 tockah je prikazan na sliki 7.2.

(1,1) (1.2) (1.3)

21 (2,2) (2,3)

(3:1) (3.2) (3.3)

Slika 7.2: Mrezni graf
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Primer 7.1.3 Grafi, nastali iz latinskega kvadrata [3].

Latinski kvadrat je n x n preglednica, ki vsebuje Stevila od 1 do n, tako da
se nobeno ne pojavi dvakrat v isti vrstici oziroma stolpcu. Preprost primer
vidimo na sliki 7.5.

Iz takega latinskega kvadrata definiramo graf, ki ima n® tock (vsaka za eno
celico iz preglednice). Dve tocki (i,j) in (a,b) sta povezani, ée i = a ali j =b
ali ¢e sta vrednosti pri (i,7) in (a,b) enaki.

Naredimo premislek, da je tako nastali graf krepko regularen.

Ze vemo, da ima graf n? tock. Je 3n—3 reqularen: poljubna tocka je povezana
s celo vrstico (razen sama s sabo), s celim stolpcem (razen sama s sabo) in z
vsemi tockami, ki imajo enako vhodno vrednost (razem sama s sabo). Torej
poljubna tocka je povezana s 3(n — 1) drugimi tockams.

Dwe povezani tocki (a;, b;) in (ai, b;), ki se nahajata v istem stolpcu, si delita
ravno n — 2 sosedov. Imata pa Se dva skupna soseda: tocko, ki se nahaja v
isti vrstici kot (a;,b;) in ima vhodno vrednost enako kot (a;,b;) in obratno
(gleg sliko 7.3). Ocitno velja enako za vrstice. Ni tezko preveriti, da velja
podobno tudi za povezani tocki z enako vhodno vrednostjo. Torej imata dve
povezani tocki v takem grafu n skupnih sosedov.

Poglejmo si Se dve poljubni nepovezani tocki. Brez skode za splosnost vzemimo
kar (1,1) in (2,2). Ti dve se nahajata v razlicnih stolpcih in razlicnih vrsticah
in imata razlicni vhodni vrednosti (sicer bi bili povezani). V svoji vrstici ima
tocka (1,1) dva skupna soseda s tocko (2,2): tocko (1,2) in tocko, ki ima
enako vhodno vrednost kot (2,2). Podobno velja za stolpec. Na koncu pa
lahko najdemo Se dve skupni sosedi tocke (2,2), ki se nahajata v razlicnih
vrsticah in stolpcih. Pogledamo wvrstico/stolpec tocke (2,2) in v njej/njem
najdemo tocko z isto vhodno vrednostjo kot (1,1). Torej imata dve nepovezani
tocki v takem grafu natanko 6 skupnih sosedov.

Iz tega sledi, da so to krepko reqularni grafi s parametri (n?, 3n — 3,n,6).
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Slika 7.3: Latinski kvadrat
Primer 7.1.4 Paleyjevi grafi:
Ker so krepko regularni grafi definirant na posebno lep nacin, so tudi nji-

hove graficne predstavitve, torej slike, vredne ogleda. Poseben primer takih
grafov so na primer Paleyjevi grafi (glej sliko 7.4).

S5—Paley graph 9—Palewv graph 13=Paley graph 17—Palev graph
S—cwele graph generalized guadrangle

A

;:;\-—

25=Paley graph 29—Paley graph A7=Paley graph 41—Palev graph

Slika 7.4: Paleyjevi grafi [21]

Podrobneje bomo te grafe spoznali v poglavju 8.
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Primer 7.1.5 Tockovni in povezavni grafi:

Da dobimo obcutek, da so krepko regularni grafi res obsezna druzina grafov,
omenimo Se tako imenovane tockovne in povezavne grafe. Oboji so krepko
reqularni. Ne bomo pa jih definirali, saj ne poznamo pojmov, kot sta par-
cialna geometrija in incidencna struktura. S temi grafi se lahko seznanite v

clanku [17].

Med drugim obstaja Se nekaj posplositev ali “variant” krepko regularnih
grafov, kot so na primer: razdaljno regularni grafi, asociativne sheme, po
poteh regularni grafi, povezavno regularni grafi, Deza grafi in krepki grafi.
Vet o tem si lahko preberete v 7. poglavju Cameronovega ¢lanka [17].

7.2 Lastnosti krepko regularnih grafov

V tem podpoglavju se bomo osredotocili na lastnosti krepko regularnih
grafov. V mislih bomo vedno imeli nepolne in neprazne grafe. Saj je ocitno,
da so vsi polni grafi K, in prazni grafi nK; krepko regularni, pri katerih
pa A in p nista definirana. Zato bomo odslej obravnavali le grafe, ki niso
izomorfni ne K,, ne nkj.

Trditev 7.2.1 Naj bo I krepko reqularen graf s parametri (n, k, \, u). Potem
velja:
k(k—XA—=1)=(n—k—1)u.

Dokaz. Fiksirajmo tocko x. Naj bo y poljuben sosed tocke x. Kandidatov
za taksno tocko je k, saj je k stopnja tocke z. Poglejmo zdaj, koliko povezav
je med y in tockami, ki niso sosedne tocki x. Tocka y je sosedna k tockam,
od tega odstejemo tocke, ki so hkrati sosedne z in y, in tocko x. Torej Stevilo
povezav, ki povezujejo tocke, ki so sosedne tocki x, in tocke, ki niso sosedne
tocki z, je enako k(k — A —1).

Prestejmo Stevilo povezav v grafu I', ki povezujejo tocke, ki so sosedne
tocki x, in tocke, ki niso sosedne tocki x Se na drugi nacin. Naj bo zdaj z
poljubna nesosedna tocka tocke z. Kandidati za taksno tocko so vse tocke
brez k tock, s katerimi je povezana x in brez tocke x. Torej jih je (n —k—1).
Po definiciji imata tocki x in z u skupnih sosedov. Torej je Stevilo povezav,
ki povezujejo tocke, ki so sosedne tocki z, in tocke, ki niso sosedne tocki x,
hkrati enako (n —k — 1)p. S tem smo dokazali enakost.

Primer 7.2.2 Prepricajmo se, da enakost velja za Petersenov graf. Le-ta
ima parametre (10,3,0,1). Torej, ée v enakost k(k — A —1)=(n—k—1)u
vstavimo vrednosti n = 10, k =3, A\=0 in p =1, dobimo: 3(3 —0—1) =
(10 =3 —1)1. Vidimo, da enakost drzi.

39



Izrek 7.2.3 Ce krepko reqularen grafT s parametri (n, k, A, i) obstaja, potem
velja ali

i) k=2uin A=p—1 ali

i) (A—p)2+4(k—p) je popoln kvadrat, recimo s? in izrazm = (k/2us)((k—
T+pu—=N(s+p—X) —2u) je pozitivno celo Stevilo.

Dokaz izreka si lahko preberete v knjigi [13].
Sledeca trditev je povzeta po [2].

Trditev 7.2.4 Naj bo I krepko regularen gmf_s parametri (n, k, \, ). Potem
je komplement grafa I krepko reqularen graf I' s parametri (n,l,l —k + p —
L,LI—k+X+1), pri cemer jel =n—k — 1.

Dokaz. Oznacimo parametre grafa T takole: (7, k, A, Ti).
e Stevilo tock grafa ' je enako &tevilu tock grafa I, zato je m = n.

e V grafu I so povezane ravno tiste tocke, ki so v grafu I' nepovezane in
obratno, zato velja k =17linl = k.

e Stevilo skupnih sosedov dveh povezanih tock v grafu T je enako:
A=n—-2k+pu—2=1+k+1—2k+p—2
A=1l—k+p—1
e Stevilo skupnih sosedov dveh nepovezanih tock v grafu T je enako:
n=n—-2k+A=14+k+1-2k+ )\
p=l-k+X+1

Torej so parametri krepko regularnega grafa I' (7, k, \, i) res enaki
il —k+p—11—-k+X+1).
|

Izrek 7.2.5 Krepko reqularen graf I' s parametri (n,k, \, 1) je povezan na-
tanko tedaj, ko p # 0.

Dokaz. Da dokazemo ekvivalenco, moramo dokazati obe implikaciji.

(=) Recimo, da graf I" ni povezan. Potem obstajata nepovezani tocki x in
y, ki seveda nimata skupnega soseda. Ker je I' krepko regularen, to velja za
vsako tocko, ki ni povezana z x. Zato sledi, da je u = 0.

(<=) Recimo, da je p = 0. Ker je I" nepoln krepko regularen graf, mora
biti sestavljen iz disjunktne unije polnih grafov iste velikosti. Torej je graf I
nepovezan. |
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Trditev 7.2.6 Povezan krepko regularen graf ima diameter 2.

Dokaz. Pokazati zelimo, da sta poljubni dve tocki v grafu na oddaljenosti
najve¢ 2. Zato si poglejmo dve poljubni nepovezani tocki. Po definiciji
krepko regularnega grafa imata dve nepovezani tocki p sosedov. In ker je nas
graf povezan, torej u # 0, vemo, da imata ti dve tocki vsaj enega skupnega
soseda. Zato je oddaljenost med tema dvema tockama ravno 2.

Spoznajmo Se lastne vrednosti krepko regularnih grafov.

Trditev 7.2.7 Naj bo I' k-reqularen graf na n tockah in A njegova matrika
sosednosti. Potem je k lastna vrednost grafa .

Dokaz. Naj bo v vektor, ki je sestavljen iz samih enic. Ker je I' k—regularen,
velja Av = kv. Tako je k lastna vrednost grafa T. [ |

Trditev 7.2.8 Naj bo I' povezan regularen graf stopnje k in {v1,...,v,}
mmnoZzica tock tega grafa. Potem je veckratnost lastne vrednosti k enaka 1.
Dokaz. Naj bo A matrika sosednosti grafa I' in naj bo y = (y1,...,yn)"
poljuben lastni vektor te matrike. Naj bo y; komponenta vektorja y z naj-
vecjo absolutno vrednostjo.

Ker je (Ay); = kyj, je Zle y; = kyj, kjer vsota pretece i-je, za katere
je tocka v; sosedna tocki v;. Zaradi maksimalnosti y; sledi, da je y; = y;.

Ker je graf povezan, lahko na enak nacin postopek nadaljujemo z nekim
Yi, kjer je v; sosedna tocka tocke v;.

Sledi, da so vse komponente vektorja y enake, zato je le-ta veckratnik
vektorja v. Torej je veckratnost lastne vrednosti k res enaka 1. [ |

Iz zgornjih trditev sledi, da je prva lastna vrednost krepko regularnega
grafa enaka k in ima veckratnost 1.

Trditev 7.2.9 Krepko reqularen graf T' s parametri (n,k, A\, u) ima poleg k
Se dve lastni vrednosti:

_ Ampt/(A—p)iHAk—p) A—p—y/(A—p)?+4(k—p)
= 2

m s = 2 .

r

Dokaz. Za zacetek razmislimo, da je mesto (u,v) matrike A? &tevilo skup-
nih sosedov toc¢k w in v. Pri w = v pa gre preprosto za stopnjo tocke u. Zdaj
pa uporabimo dejstvo, da lahko matriko A? zapiSemo kot linearno kombi-
nacijo matrik A, I in J. Ne smemo pozabiti, da lahko matriko sosednosti
komplementa grafa I' (graf, ki nima povezav, kjer jih je imel I') zapiSemo kot
J—1— A. Iz tega sledi

A2 = QXA+ pu(J —T—A)+ kI
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A2 = (N — A+ pud + (k—p)l.
Za vsak vektor v pravokoten na vektor samih enic, velja
A?v = (X — p)Av + (k — p)v.
Torej vsaka lastna vrednost 6 razlicna od k, zadosca
0> =(\— )b +k—p.
Resitvi te kvadratne enacbe sta iskani lastni vrednosti, ki ju oznac¢imo z r in

At /O A=)

T, S .

2

V sledecem izreku bomo spoznali Se, kaksne so veckratnosti teh dveh
lastnih vrednosti.

Trditev 7.2.10 Veckratnosti f in g lastnih vrednosti v in s iz trditve 7.2.9
sta enaki:

~ (n—1)s+k . _ (n—Dr+k
f - s—r myg= r—s :

Dokaz. Najbodo 1, f in g veckratnosti lastnih vrednosti k, r in s. 1z izrekov
4.0.8 in 4.0.9 vemo, da mora veljati:

1+ f+g=n
in
Sled(A) =k + fr+gs=0.

Iz zgornjih enacb izrac¢unamo veckratnost lastne vrednosti f tako, da iz prve
enacbe izrazimo g =n — 1 — f in vstavimo v drugo:

kE+ fr+sn—1—f)=0

k+sn—s+ f(r—s)=0
E+sn—1)+ f(r—s)=0
ktsn—1)=—f(r—s)
n—1)s+k
PENCEEY Y
s—r
Podobno naredimo za veckratnost lastne vrednosti g. Izrazimo f =n—1—g

in izrac¢unamo:
k+(n—1-g)r+gs=0

k+nr—r+4+g(s—r)=0
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E+r(n—1)+g(s—r)=0
k+rn—1)=-g(s—r)
_ (n—l)r+k:.
|

Krepko regularnemu grafu, ki ima enaki veckratnosti f = ¢ lastnih vre-
dnosti r in s, pravimo konferen¢ni graf.

Za konec navedimo Se nekaj dejstev, ki veljajo za krepko regularne grafe
[8], [12], [17], [18].

i) Povezan regularen graf je krepko regularen natanko tedaj, ko ima tri
razli¢ne lastne vrednosti.

ii) Povezani krepko regularni grafi so natanko razdaljno regularni grafi z
diametrom 2.

iii) Vsak graf na n tockah je induciran podgraf krepko regularnega grafa
na najve¢ 4n? tockah.

iv) Krepko regularen graf je konferen¢ni graf natanko tedaj, ko ima parame-

tre (v, %(v - 1), i(v —5), i(v —1)).
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Poglavje 8

Paleyjevi grafi in njihove
lastnosti

8.1 Uvod v Paleyjeve grafe

V tem podpoglavju bomo spoznali nekaj definicij, ki jih bomo potrebovali
za nadaljnje razumevanje Paleyjevih grafov in njihovih lastnosti.

Definicija 8.1.1 Cayleyjev digraf F: Cay(G, S) grupe G glede na mnoZico
S je digraf, za katerega velja:

i) V(T) =G,

it) (u,v) € E<=3dse€S:v=su.

Za poljubno tocko u € V(T') je Stevilo lokov, ki se za¢nejo v tocki u enako

|51

Primer 8.1.2 Naj bo grupa G = Ss in S = {(123)}. Slika 8.1 prikazuje
Cayleyjev digraf Cay(G,S), ki smo ga dobili s sledecimi izracuni:

sxid = (123), s* (12) = (23),
s (123) = (132), s*(23) = (13),
s % (132) = id, s* (13) = (12).
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(id) (23)

(132) (123) (12) (13)

Slika 8.1: Cayleyjev graf

Trditev 8.1.3 Naj bo G grupa in S njena podmnoZica, potem je Cayleyjev
digraf Cay(G,S) graf natanko tedag, ko velja:

1¢S5 (nima zank) (8.1)
S =81 0z éeseS, potem tudi s~' € S. (8.2)

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je I' = Cay(G, S) Cayleyjev graf. Potem
I" nima zank in zato za vsak x € G in vsak s € S velja, da je x # sx. Torej
1¢585.

Naj bo (x,y) poljuben lok grafa I'. Ker je I' graf, je tudi (y,x) lok grafa
I. Torej (x,y), (y,z) € E(T') in zato obstajata taka s,s’ € S, da je y = sz
in z = s'y. Odtod sledi, da je y = sz = ss'y. Ce obe strani enacbe z
leve pomnozimo z y~! (z inverzom elementa y v grupi G), dobimo, da je
ss=stes.
R Za dokaz obratne smeri predpostavimo, da za Cayleyjev digraf
I'= Cay(G,S) veljata (8.1) in (8.2). Ker 1 € 5, (z,1-2) ¢ E(X). Torej
digraf T nima zank. Naj bo (z,y) € E(I') poljuben lok grafa I". Potem
obstaja tak s € S, da je y = su. Ce to enakost z desne pomnozimo z
elementom s~ !, dobimg x = s 'y. Ker je po predpostavki s~! € S, odtod
sledi, da je (y,x) € E(T).

[ |

Izkaze se, da so Cayleyjevi grafi tockovno tranzitivni. Dokaz tega dejstva

si lahko preberete v magisterskem delu [14].

Definicija 8.1.4 Graf je locno tranzitiven, ¢e grupa avtomorfizmouv deluje
tranzitivno na mnozici lokov.

Definicija 8.1.5 Graf je sebikomplementaren, ce je izomorfen svojemu kom-
plementu.

Primer 8.1.6 Na sliki 8.2 vidimo tri enostavne primere sebikomplemen-
tarnih grafov.
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Slika 8.2: Primeri najbolj preprostih sebikomplementarnih grafov

Definicija 8.1.7 (R, +,x*) je polje, ce sta (R,+) in (R\ {0}, *) komutativni
grupi in velja distributivnost.

Polje (R, +, %) reda n ozna¢ujemo s F,,.

Definicija 8.1.8 Naj bo p poljubno prastevilo. Elementu w, ki generira mul-
tiplikativno grupo nenicelnih elementov koncnega polja s p™ elementi, prawvi-
mo primitivni koren.

Navedimo $e dve klju¢ni lastnosti [4], ki ju bomo potrebovali za razumevanje
dokaza izreka 8.2.5 v naslednjem poglavju.

i) Za vsako prastevilo p obstaja stevilo g, tako da za vsako Stevilo z med
1in p—1 obstaja i med 1in p—1, da velja = ¢* mod p. V posebnem
velja g?~1 = 1.

ii) Ce je p prastevilo, za katerega velja p = 1 mod 4, potem je —1 kvadrat
po modulu p.

8.2 Paleyjevi grafi

Naj bo ¢ taka prastevilska potenca, da je ¢ = 1 mod 4 in naj bo I, kon¢no
polje reda ¢ s primitivnim korenom w. Naj S oznaCuje mnozico nenicelnih
kvadratov iz [F,. Paleyjev graf reda ¢ je Cayleyjev graf, ki ga konstruiramo
na grupi F, in uporabimo S kot mnozico povezav.

Element x v F, je kvadrat, ¢e obstaja tak element s v F,, da je z = s
mod gq.

2

Oglejmo si formalno definicijo Paleyjevih grafov.

Definicija 8.2.1 Naj bo q potenca prastevila, za katero velja ¢ =1 mod 4.
Paleyjev graf P(q) dobimo tako, da za tocke vzamemo elemente iz Fq. Tocka
x je povezana s tocko y, ce je (x —y) € S, kjer s S oznacimo nenicelne
kvadrate stevil iz mnoZice IFy.
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Trditev 8.2.2 Paleyjevi grafi P(q) so locno tranzitivni.

Dokaz. Naj 0 predstavlja permutacijo na F,, definirano na sledeci nacin 0:
x — w?x, kjer je w primitivni koren polja [F,. Spomnimo se, da je multipli-
kativna grupa S grupe F, generirana z w? in zato podgrupa permutacijske
grupe generirane s 6 deluje tranzitivno na S. Predpostavimo, da sta x in y
povezani tocki v P(q), torej z — y = w? za nek i. Vidimo, da velja
-y =w? = wr — iy = D,

Torej sta x in y sosedni natanko tedaj, ko sta 6(x) in 6(y) sosedni. Tako
lahko vidimo, da je 6 avtomorfizem grafa P(q), ki fiksira 0, in da podgrupa
generirana s 0 deluje tranzitivno na sosede tocke 0.

7 uporabo dejstva, da grupa avtomorfizmov Cayleyjevega grafa vedno
deluje tranzitivno na njegove tocke, zaklju¢imo, da grupa avtomorfizmov
deluje tranzitivno na loke grafa P(q). |

Trditev 8.2.3 Paleyjevi grafi so sebikomplementarnsi.

Dokaz. Naj bo w primitivni koren polja IF,. Naj o oznacuje permutacijo na
Zg, ki preslika x v wz. Opazimo, da

T —y=w <= o) —o(y) =

Spomnimo se, da je S multiplikativno generirana z w?, torej sta z in y sosedna
v P(q) natanko tedaj, ko o(z) in o(y) nista sosedna. Torej sledi, da je o
izomorfizem iz P(q) na njegov komplement. |

Lema 8.2.4 Sebikomplementarni grafi, ki so hkrati locno tranzitivni, so kre-
pko regularni.

Dokaz. Naj bo I' sebikomplementaren lo¢no tranzitiven graf. Lo¢na tranzi-
tivnost implicira tockovno tranzitivnost. Zato lahko brez skode za splognost
obravnavamo poljubno tocko x grafa I". Vsaka tocCka ima isto stopnjo, torej
je parameter k sebikomplementarnega grafa dobro definiran.

Naj bo tocka y soseda tocke x. Zaradi lo¢ne tranzitivnosti obstaja avto-
morfizem grafa I, ki fiksira  in y premakne v poljubnega soseda tocke .
Torej je stevilo skupnih sosedov tock x in y neodvisno od izbire tocke y. To
implicira, da je parameter A dobro definiran.

Naj bo z tocka, ki ni sosedna tocki v I in naj bo I’ komplement grafa I'.
O¢itno je x sosedna z z v grafu I'. Ker je T lo¢no tranzitiven, je dtevilo tock,
ki niso sosedne z = in niso sosedne z z, neodvisno od izbire tocke z. Zato je
Stevilo skupnih sosedov tocke x in poljubne nesosedne tocke v I' konstantno.
Sledi, da je tudi parameter p dobro definiran. [ |
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Iz trditev 8.2.2, 8.2.3 in 8.2.4 sledi, da so Paleyjevi grafi krepko regu-
larni.

Pokazimo $e, da so krepko regularni s parametri (q, %, %, %). Na-
slednja trditev pokaze krepko regularnost brez uporabe lo¢ne tranzitivnosti
in sebikomplementarnosti.

Dokaz. Za zacetek povejmo, da so kvadrati grupe F, ravno elementi q’,
kjer je i sodo &tevilo. Ker velja g'¢g’ = ¢'t7, dejstvo, da je —1 kvadrat,
implicira, da je x kvadrat natanko tedaj, ko je tudi —x kvadrat. Torej
mnozica S vsebuje tudi vse inverze, zato je ta Cayleyjev graf dejansko graf.
Ce ne Stejemo 0, imamo v grupi [, ravno polovico kvadratov in polovico
nekvadratov. Zato je |S| = q%l. In graf je regularen s k = %.

Preidimo na dokazovanje, da gre za krepko regularen graf. Naj bosta x
in y poljubni tocki. Ker is¢emo $tevilo skupnih sosedov, nas zanima, koliko
je elementov z, tako da sta hkrati x — z in y — 2 kvadrata. Namesto tega
bomo izra¢unali, koliko elementov z je takih, da je (z — 2)(y — 2) kvadrat.
Ker poznamo valenci tock x in y, bomo lahko dolo¢ili stevilo skupnih sosedov
teh dveh toc¢k. Da vidimo to, definirajmo X kot mnozico sosedov tocke x,
Y kot mnozico sosedov tocke y in Z kot mnozico tock (X NY)U (X NY).
Tako dobimo

1Z| =|(XNY)U(XNY)|
IZ| = |(XNY)|+|XNY]
Z] =[(XNY)|[+q—[XUY]
Z| =X NY)|+q—[X]-[Y]+[XNY]
| Z]| =2(XNY)|+q—2k

2(¢ - 1)

2] =2(X 0Y)|+q- 2L

|1Z] =2|XNY|+ 1
Torej je

7] = 2\ +1, ¢e sta z in y povezani
| 2u+1, ¢ex in y nista povezani

Zdaj bomo dokazali, da je

7] = k —1, c¢e sta x in y povezani
| k+1, ¢&e xin y nista povezani
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Kar je enako kot

7] = k—1, cejex —y kvadrat
| k+1, ¢ex —y nikvadrat

Da to dokazemo, definirajmo funkcijo

0, cex =20
fx)=< 1, ¢eje z kvadrat modulo ¢ .
—1, sicer

Pogledali si bomo dve moznosti.

1. Prvo poglejmo primer, ko sta x in y povezani tocki. V tem primeru z
in y nista v Z. Zato velja:

2= Y S0+ S (@2 2)

#¢ {0}
1Z] = Z 1+ (> flle=2)y—2))
2ien 7 sdew

2] = Zf (z = 2)(y = 2)))-

Za z # y lahko f(y — z) zapiSemo tudi kot f(
kvadrat, je tudi E kvadrat. Tako lahko izra¢unamo Se iskano vsoto:

> He-y-2)= Y fmjj

= Z), saj ¢e jey — z

“¢{z.u) +¢ (.0}
> flla—2)y - )
“¢ (v} +¢ ()

Uvedemo novo spremenljivko w in naredimo slede¢o zamenjavo

r—y
w—1"

z=1y—

Ker z tece po vseh elementih razli¢nih od x in y, sledi,
tece po vseh elementih razli¢nih od 0 in 1. Zato i§¢emo naslednjo vsoto

> flw)

w¢{0,1}

49



Vemo, da nam funkcija f vrne 0, ko je w = 0, 1, ko imamo kvadrat in

v vsoti ne zajamemo &tevila 1, zato imamo % —-1= % kvadratov.
Nekvadratov pa je ¢ — 2 — 112;3 = %1 Opazimo, da je nekvadratov
ravno za 1 vec¢ kot kvadratov, zato sledi:

> fw)=-

w¢{0,1}

Zdaj smo dobili e zadnjo vsoto, zato lahko zapiSemo

q—2 1 ¢—-3 (2k+1)-3
2| = —+— > flw) =575 = = k1.
w¢{01} 2 2 2
Zaklju¢imo
|Z] =2 2+1
2] -1
\ =
2
-3
N it
2
q—>5
A= —
4

2. Poglejmo 8e primer, ko = in y nista povezana. Ker je € Y in o¢itno
x € X, sledi, da je x € X NY. Podobno pa velja tudi za y. Zato velja,
da sta tako z kot y elementa mnozice Z (glej sliko 8.3).

Z=(XOY)u(XNY)

Slika 8.3: Mnozica Z je obarvana z rumeno barvo.
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V tem primeru je

1Z| =2+ Z 1+f (z—2)(y—2))=2+(k—-1)=k+1.

Z¢{x,y}
Tako dobimo
|Z] =2p+1
_1Zl-1
2
_(k+1) -1
H="
Kk
p=g
Zakljuc¢imo
q—1
2
=7
_gq-1
H="

Tako smo torej prisli do sklepa, da je Paleyjev graf P(q) res krepko

regularen s parametri (g, < 1, q45, q41).

Trditev 8.2.6 Lastne vrednosti Paleyjevih grafov so a1, veckratnostjo 1

2
—1+ . g
2‘/6, obe z veckratnostjo ‘12—1.

m

Dokaz. Ker so Paleyjevi grafi krepko regularni, lahko njihove lastne vredno-
sti in njihove veckratnosti izraGunamo po vzorcu lastnih vrednostih krepko
regularnega grafa iz trditev 7.2.9 in 7.2.10.

Prva lastna vrednost krepko regularnega grafa s parametri (n,k, A\, 1) je k z
veckratnostjo 1. Sledi, da je prva lastna vrednost za Paleyjev graf s parametri

q—1 g—5 g—1 q—1 . - «
(¢, 5=, 42, 45~) enaka %= in ima veckratnost 1.

Druga lastna vrednost je sledeca:

-5 -1 -5 —1,2 —1 -1
() A -
2

T =

—1+44/(-1)* + 441
T =

2
1+l +qg—1
N 2
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_C14va

Tretjo lastno vrednost izra¢unamo na enak nacin:

_5 1 -5 —1,2 -1 —1
R I G

S =

Sedaj lahko izrac¢unamo 8e veckratnosti lastnih vrednosti 7 in s.
Veckratnost f lastne vrednosti r je enaka:

—1— _
(g - D=5 + 5

f= —1-y/q _ —1+q
2 2
~4+1-4\/4+/a+q—1
f= 2
—Va
f= —VatVve 1
2 —Va
qg—1
f= 2

Veckratnost g lastne vrednosti s je enaka:

—14 _
()= et
Y= ""irya —i—va
) P

—q+14+49v/q—/q+q—1
9= y
V4
g WA= VD 1
2 VA

_q-1
9—2-
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Za konec navedimo e nekaj dejstev, ki veljajo za Paleyjeve grafe [12].
i) Paleyjevi grafi so konferenc¢ni grafi.

ii) Paleyjevi grafi premorejo Hamiltonski cikel, to je cikel, ki poteka skozi
vse tocke v grafu.

iii) Ce je ¢ = p", je mo¢ grupe avtomorfizmou Paleyjevega grafa enaka
rq(g—1)
5

Se kaj o konstrukciji Paleyjevih grafov pa si lahko preberete v ¢lanku
[15].
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Poglavje 9

Zakljucek

V zakljuéni projektni nalogi smo raziskovali rank 3 grupe in krepko re-
gularne grafe. Dokazali smo, da vsaka rank 3 grupa porodi krepko regu-
laren graf. Spoznali smo, da obstaja zveza med parametri takega grafa in si
ogledali Se druge njegove lastnosti. Seznanili smo se z nekaj druzinami teh
grafov in podrobneje spoznali Paleyjeve grafe. Dokazali smo tudi, da so le-ti
krepko regularni.

Prisli smo do zakljucka, da je krepko regularnost tako zanimiva lastnost,
da je raziskovana na razlicnih podro¢jih. In krepko regularni grafi so Se
vedno plod zanimanja, saj je o njih Se marsikaj neznanega. Morda Se enkrat
omenimo to, da so krepko regularni grafi na meji med to¢no dolocenimi in
povsem naklju¢nimi grafi. Razlog ti¢i v parametrih takega grafa. Ocitno je,
da ni vsak nabor parametrov primeren za konstrukcijo krepko regularnega
grafa. Prav zato se raziskuje tudi v tej smeri — iskanje potrebnih pogojev
za obstoj takih grafov. Znano je celo, da obstaja natanko en krepko regu-
laren graf s parametri (36, 10,4, 2). Toda McKayjevi in Spencejevi izrac¢uni
kazejo, da pa je krepko regularnih grafov s parametri (36,15,6,6) ravno
32548 [1]. In vzorec se Se nadaljuje. Vsak krepko regularen graf s parametri
(m?,2(m—1),m—2,2) je enoli¢no dolo¢en. Na drugi strani pa imamo ve kot
eksponentno mnogo krepko regularnih grafov s parametri (m?, 3(m—1),m, 6)
[16]. Zato ostajajo krepko regularni grafi zanimiva izto¢nica za nadaljnje
Studije.
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