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1 UVOD

Osrednja tema mojega magistrskega dela so normalni Cayleyjevi digrafi. Cayleyjevi
digrafi so najpogosteje preucevan in najpogosteje srecan razred vozlis¢no tranzitivnih
digrafov. Na zacetku predstavimo osnovne rezultate iz teorije kon¢nih grup, permu-
tacijskih grup in teorije grafov. Nato definiramo Cayleyjeve digrafe ter predstavimo

osnovne lastnosti Cayleyjevih digrafov.

Naj bo G grupa in S C G, Cayleyjev digraf definiramo kot Cayleyjev digraf G
in ga oznac¢imo s Cay(G,S), z mnozico vozlis¢ V(Cay(G, S)) = G in mnozico lokov
A(Cay(G,S)) ={(g,95) : g € G,s € S}. S je generatorska mnozica Cay(G, S).

Med osnovnimi lastnostmi Cayleyjevih digrafov, ki smo jih predstavili, so naslednji

rezultati.
e Digraf Cay(G, S) je graf ¢e in samo ¢e je S = S~! (zapisano additivno S = —S).

e Naj bo G grupa in S C G. Cayleyev digraf Cay(G, S) je krepko povezan ¢e in
samo Ce je (S) = G.

e Digraf I" je izomorfen Cayleyjevemu digrafu grupe G ¢e in samo ¢e Aut(I") vsebuje

regularno podgrupo, izomorfno G.

Glavni del magistrske naloge je obravnava normalnih Cayleyjevih digrafov, in si-
cer Cayleyjev digraf Cay(G,S) je normalen Cayleyjev digraf grupe G, ¢e je G <
Aut(Cay(G, S)).

Dokazali smo naslednjo karakterizacijo normalnih Cayleyjevih digrafov. Naj bo G
grupa. Cayleyjev digraf I' = Cay(G,S) od G je normalen Cayleyjev digraf G, ¢e in
samo Ce je Stabawr(le) < Aut(G). Ekvivalentno Stabawm(la) = Aut(G,S).

V tem delu so podani zadostni pogoji za normalnost Cayleyjevih digrafov na abe-
lovih grupah ter so s pomocjo tega rezultata doloceni vsi nenormalni Cayleyjevi grafi
na abelovih grupah valence najve¢ 4. Predstavljeni so tudi primeri grafov, ki so hkrati

normalni Cayleyjevi digrafi za eno grupo ter nenormalni Cayleyjevi digrafi za drugo

grupo.
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2 OSNOVNE DEFINICIJE

V tem poglavju so navedene osnovne definicije in izreki, ki jih potebujemo za razume-

vanje magistrske naloge, in ki so povzeti iz naslednjih virov: [22], [6] [8]

2.1 TEORIJA KONCNIH GRUP

Ker v nadaljevanju govorili o grupah, ki delujejo na grafe, za¢nemo z nekaterimi osnov-
nimi definicijami in rezultati teorije permutacijskih grup in teorije grafov. Poudarjamo,
da je nase mnoZenje permutacij na levi. To pomeni, da je fg(x) = f(g(x)). Zavedati

se moramo, da vcasih v literaturi mnozenje permutacij je zapisano na desni.

2.1.1 MnotzZice in preslikave

V tem kratkem poglavju predstavljamo (ali v mnogih primerih spomnili) nekaj osnovnih
konceptov, ki se uporabljajo v besedilu. Primerno jih bo navesti na zacetku, da so vsi
na istem mestu.

MnoZica je zbirka predmetov, imenovanih elementi X. Ce je X mnozica, bo zapis
x € X pomenil, da je x element X. Mnozice so pogosto definirane v smislu lastnosti.
Na primer, ¢e R oznac¢uje mnozico vseh realnih Stevil, potem je mnozica vseh pozitivnih
realnih Stevil oznacena z izrazom {r € R | r > 0}. Mnozico lahko definiramo tudi tako,
da nastejemo njene elemente. Primer je mnozica, sestavljena iz celih Stevil 1,2 in 3, ki

jih lahko oznac¢imo bodisi
{]‘7 27 3}7

bodisi bolj nerodno,
{r € R | r je celo stevilo in 1 <r < 3}.
Unija dveh mnozic X in Y je mnozica
XUY ={alaeXaliacY}

katerih elementi so elementi X skupaj z elementi YV .
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Presek X in Y je mnozica
XNnY={alae XinacY}.
Razlika X in Y je mnozica
X\Y={zeX|z¢Y}

Upostevajmo, da ni treba, da je Y podmnozica X, da lahko govorimo o razliki X \ Y.
Upostevajmo, da sta unija in razlika mnozice analogni seStevanju in odstevanju. Presek

je nekoliko podobno mnozenju. Na primer, za poljubne tri mnozice X,Y, Z velja
XNYuzZ)=(XnY)u(Xn2),

kar je analogno distribucijskemu zakonu a(b + ¢) = ab + ac za realna Stevila a, b, c.

Produkt X in Y je mnozica
XxY={(z,y)|lre XinyeY}

(z,y) imenujemo urejen par. To pomeni, da ko je X =Y, potem (z,y) # (y, ), razen
¢e je x = y. Produkt X x X lahko ozna¢imo z X2. Na primer, R x R je kartezi¢na
ravnina, obi¢ajno oznacena z R2.

Preslikava iz X v Y je pravilo f, ki vsakemu elementu x € X dodeli edinstven
element f(x) € Y . Zapis f : X — Y bo uporabljen za oznacevanje preslikave iz X v

Y; X imenujemo domena f,Y pa njegova kodomena. Slika f je
f(X)={y €Y |y= f(x) za nekatere x € X}.

Na primer, ¢e je f : R — R preslikava f(r) = r? potem je f(R) mnoZica vseh
nenegativnih realnih vrednosti. Kompozitum dveh preslikav f : X - Y in G: W —
X je preslikava foG : W — Y, definirana z G — f(w) = f(G(w)). Kompozitum foG

je definirana vedno, ko je domena f vsebovana v sliki G.

2.1.2 Binarne operacije

Definicija 2.1. Binarna operacija na mnozici X je funkcija

FiXxX X

Primer 2.2. Naj Z oznac¢uje mnozico celih stevil. Na Z obstajata dve binarni operaciji,
imenovani seStevanje in mnozenje. Definirana stas f(m,n) = m+nin f(m,n) = mn.

Upostevajmo, da deljenje ni binarna operacija na Z.



Jakupi G. Normalni Cayleyjevi digrafi.
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2022 4

Potrebujemo tudi pojem podmnozice, ki je zaprta.

Definicija 2.3. Naj bo f binarna operacija na mnozici A. Podmnozica B mnozice A,

taka da je f(x,y) € B, kadar koli je x,y € B, je zaprta.

Na primer, naj bo A = 7Z in naj bo B mnoZica vseh nenegativnih celih Stevil.
Potem je B zaprta tako glede seStevanja kot mnozenja. Liha cela Stevila so zaprta pri
mnozenju, niso pa zaprta pri seStevanju, saj je na primer 1+ 1 = 2.

Ce je f preslikava iz X v Y iny € Y | potem je praslika od y

[ y)={zeX| f(z)=y}

Seveda f~!(y) lahko nima nobenih elementov; to je lahko prazna mnoZica. Na
primer, ¢e je f : R — R preslikava f(r) = 2, potem je f~(—1) prazen. Upostevajmo,
da ¢e je y # ¢/, potem je f~1(y) N f~1(y') prazna mnozica.

Pojem praslike elementa je uporaben pri definiranju nekaterih nadaljnjih lastnosti
preslikav. Na primer, preslikava f : X — Y je ena proti ena ali injektivna, ce
in samo ¢e je f~'(y) prazna ali ima en sam element X za vsak y € Y . Z drugimi
besedami, f je injektivna, ¢e in samo ¢e f(x) = f(z’) implicira + = 2’. Podobno
je f surjektiven, e f~'(y) ni prazen za vse y € Y . Druga moZnost je, da je f
surjektivna, ¢e in samo ¢e je f(X) =Y . Preslikava f : X — Y, ki je hkrati injektivna
in surjektivna, imenujemo bijektivna. Preslikavo, ki je injektivna, surjektivna ali
bijektivna, imenujemo injekcija, surjekcija ali bijekcija. Bijektivna preslikava f : X —
Y ima inverzno preslikavo f~! ki je definirana tako, da je f~!(y) = z, ¢e in samo
¢e je f(x) = y. Neposredno iz definicije sledi f~'o f(z) =z in fo f~l(y) = y za vsak
reXinyeY.

Naslednja trditev podaja merila za injektivnost in surjektivnost.

Trditev 2.4. Predpostavimo, da je f : X — Y preslikava in predpostavimo, da obstaja
preslikava g : Y — X, taka da je go f(x) = x za vsak x € X. Potem je f injektivna
in g surjektivna. Poleg tega je f bijektivna, ce in samo ce sta go f in f o g identitetn:

preslikavi na X oziroma Y .

2.1.3 Grupe

Pojem grupe vkljuc¢uje mnozico z binarno operacijo, ki zado$¢a trem naravnim la-
stnostim. Preden navedemo definicijo, omenimo nekaj osnovnih, vendar zelo razli¢nih
primerov, ki jih je treba upostevati. Prva so cela Stevila pod operacijo seStevanja.
Druga pa je mnozica vseh bijekcij mnozice glede na operacijo kompozituma. Sedaj

navedemo definicijo.
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Definicija 2.5. Grupa je mnozica G z binarno operacijo, zapisano (x,y) — zy, tako
da

(i) (zy)z = z(yz) za vsak z,y,z € G}

(ii) G vsebuje nevtralni element (identiteto) 1, tako da je 1z = x1 = x za vsak x € G,

n

(iii) za vsak z € G, potem obstaja y € G, tako da je xy = 1. V tem primeru pravimo,

da ima vsak element G desni inverz.

Lastnost (i) imenujemo asociativni zakon. Z drugimi besedami, delovanje grupe je
asociativno. V teoriji grup je obi¢ajna uporaba c¢rke e za oznacevanje identitete. Upo-
Stevajmo, da lastnost (iii) vkljuCuje zmoznost reSevanja enacbe, ki je poseben primer
enaCbe axr = b. Obstaja ve¢ dodatnih lastnosti, ki jih lahko vsilimo za definiranje po-
sebnih razredov grup. Na primer, lahko zahtevamo, da je operacija grupe neodvisna od
vrstnega reda, v katerem vzamemo elemente grupe. Natan¢neje podajamo naslednjo

definicijo.

Definicija 2.6. Za grupo G pravimo, da je komutativna ali abelova, ¢e in samo ce

za vsak x,y € G velja xy = yx. Za grupo, ki ni abelova, pravimo, da ni komutativna.

Primer 2.7. (Cela stevila) Cela $tevila Z tvorijo grupo pri seStevanju. Dejstvo, da
je seStevanje asociativno, je dobro znano. Nicla je aditivna identiteta. Pravzaprav je to
edina dodatna identiteta. Aditivni inverz m € Z je njegov negativni —m : m+(—m) =

0. Poleg tega je Z abelova: m +n =n 4+ m za vsak m,n € Z.
Grupa G = {1, —1} pri mnozenju je Se enostavnejsi primer abelove grupe.

Definicija 2.8. Grupa G je konéna, ¢e je stevilo |G| elementov v mnozici G konéna.

Oznacili bomo z |G| red grupe G.

Red G = {1, —1} je dva, medtem ko je Z neskonéna grupa.

Preden preidemo na vec¢ primerov grup, bomo dokazali trditev, ki daje nekaj osnov-
nih posledic definicije grup. Dokazali bomo, da obstaja samo en identitetni element 1,
prav tako pa bomo dokazali, da ima vsak element x v grupi natanko dolo¢en oboje-
stranski inverz 7. Preden navedemo trditev, se spomnimo, da smo ta dejstva opazili
ze pri Z: obstaja samo ena aditivna identiteta, 0, in prav tako samo en desni inverz,
—m, za vsak m. Poleg tega je —m tudi levi inverz od m. Te lastnosti so obi¢ajno na-
vedene kot del definicije grupe, vendar smo se odlo¢ili za uporabo minimalnega nabora

aksiomov grupe.
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Trditev 2.9. V vsaki grupi je natanko en identitetni element, 1. Nadalje, ce je y desni
verz od x, potem je xy = yxr = 1. Zato je desni inverz tudi levi inverz. Zato ima vsak
x € G obojestranski inverz y, za katerega je znacilna lastnost, da je xy =1 ali yr = 1.

Poleg tega je vsak obojestranski inverz natanko dolocen.

Dokaz. Da bi dokazali edinstvenost 1, predpostavimo, da sta 1 in 1’ oba elementa
identitete. Potem je 1 = 11’ = 1’. Tako je identiteta edinstvena.

Naj ima zdaj x desni inverz y in naj bo w desni inverz od y. Potem
w=lw = (zy)w = z(yw) = z1 = x.

Ker je w = x, sledi, da ¢e je xy = 1, potem je yxr = 1. Tako je vsak desni inverz

obojestranski inverz. O

Odslej bomo natanko doloceni levi ali desni inverz od x imenovali inverz od z.

Zapis za inverz od x je 2!, Naslednji rezultat je formula za inverz produkta.
Trditev 2.10. Za vsak z,y € G velja (zy)~' =y tat

Dokaz. Naj bo w =y~ tx~!. Potem zadoic¢a pokazati, da je w(zy) = 1. Toda

-1

w(zy) = (wz)y = ((y 'z Do)y =y @)y =@y " Ny=y'y=1

]

Ce so x1,Ta,...,T, poljubni elementi grupe G, potem bo izraz xixy---x, stal za
x1(xe -+ x,), kjerjexy - - -z, = xo(x3- - - x,) in tako naprej. To daje indukcijo produkta
poljubnega kon¢nega $tevila elementov G. Poleg tega lahko zaradi asociativnosti pare
(---) oklepajev vstavimo ali odstranimo v izrazu z1xs - - - z,,, ne da bi pri tem spremenili
izraz elementov grupe, ¢e je novi izraz smiseln (na primer, ne moremo imeti praznega
para oklepajev in Stevilo levih oklepajev mora biti enako Stevilu desnih oklepajev).

Tako lahko izracun v dokazu trditve 2.10 poenostavimo na
(y e )(ay) =y @)y = yly T = 1

Simetri¢ne grupe S,

Zdaj smo prisli do simetri¢nih grup, znanih tudi kot permutacijske grupe. Tvorijo
najpomembnejsi razred koncénih grup. Vse simetri¢ne grupe reda, ve¢jega od dva, niso
abelove. Simetri¢na grupa je nedvomno najpogostejsa kon¢éna grupa v matematiki.
Naj X oznacuje mnozico. Bijektivno preslikavo o : X — X bomo imenovali per-
mutacija X. Mnozica vseh permutacij X je oznacena s Sym(X) in se imenuje si-
metri¢na grupa X. Ko je X = {1,2,...,n}, Sym(X) ozna¢imo s S,, in imenujemo

simetri¢na grupa na n ¢rkah.
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Ce ni navedeno drugace, bomo n ¢rk, ki jih S,, permutira, Steli za elemente mnozice

L, celih stevil po modulu n.

Trditev 2.11. MnoZica Sym(X) permutacij X je grupa pod kompozicijo, katere iden-
titetni element je identitetna preslikava idy : X — X. Ce |X| = n, potem |Sym(X)| =

nl.

Definicija 2.12. Permutacija p € S, je soda, ¢e jo lahko zapiSsemo kot produkt
sodega Stevila transpozicij, in liha, ¢e jo lahko zapiSemo kot produkt lihega Stevila
transpozicij. Mnozica vseh sodih permutacij v .S, je podgrupa, ki se imenuje alterni-

rajoCa grupa na n ¢rkah in jo oznac¢imo z A,,.

Spomnimo se, da lahko vsako permutacijo v .S, zapiSemo kot produkt transpo-

zicij in to Stevilo je vedno sodo ali vedno liho.

V naslednjem primeru obravnavamo shemo za zapis elementov S3, ki se zlahka

posplosi na S,, za vsak n > 0. Videli bomo tudi, da S5 ni abelova.

Primer 2.13. Za zapis Sestih elementov o od S3 potrebujemo nacin za kodiranje o1, oo

in 3. Da bi to naredili, predstavimo ¢ s poljem

1 2 3
0'10'20'3.

Na primer, ¢e je 01 = 2,09 = 3 in 03 = 1, potem

1 2 3
o= .
2 31

Dopolnitev seznama elementov S3 bomo prepustili bralcu. Ce je n > 2, potem S,

ni abelov: vrstni red, v katerem sta uporabljeni dve permutaciji, je pomemben. Na

1 2 3
7_: )
3 21
1 2 3
1 3 2)
1 2 3
2 1 3/

primer, ¢e je n = 3 in

potem

oT

medtem

TO

Zato je oT # TO.
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Cikli¢ne grupe

Definicija 2.14. Naj bo G grupa in x € G, tako da
() ={a" :n €L}

je ciklicna podgrupa od G, ki jo generira element z, in je najmanjsa podgrupa grupe
G, ki vsebuje element x.
G je cikli¢na grupa, ¢e obstaja x € G, tako da je (z) = G. x je generator grupe G.

Cikliéno grupo reda n pa oznacimo z Z,.

Se posebej je Z primer neskoncne cikli¢ne grupe, v kateri se 2™ interpretira kot mz.
Tudi multiplikativna grupa G' = {1, —1} je cikli¢na. Aditivne grupe Z,,, sestavljene iz
celih stevil po modulu pozitivnega celega stevila m, tvorijo pomemben razred cikli¢nih
grup. Z,, je grupa ostankov pri deljenju z m. So gradniki kon¢nih (pravzaprav konéno
generiranih) abelovih grup. UposStevajmo, da so vse cikli¢ne grupe abelove. Vendar
pa cikli¢ne grupe niso tako pogoste. Na primer, S(3) ni cikli¢na, prav tako niti Q,

aditivna grupa racionalnih stevil.

Definicija 2.15. Naj bo o € S,. Ce obstaja niz 1, 7o, ..., z, € {1,2,...,n}, tak da
je

o(x;)) =zt =1,2,...,7r=1)
o(z,)=x1(i=1,2,...,7— 1)
o(x) =x(x ¢ {x1,29,...,2,.})

tedaj permutacijo ¢ ozna¢imo z (x1xs...x,_1x,) in jo imenujemo cikel dolzine r.
Cikel dolzine dva (2-cikel) se imenuje transpozicija.

Dva cikla (ajas...a,) in (b1be...bs) sta disjunktna, ¢e in samo ¢e sta mnozici
{a1,as,...,a.} in {by, by, ..., bs} disjunktni.

Spomnimo se, da je permutacija o € S,, soda, ¢e se lahko napise kot produkt sodo

mnogih transpozicij. Permutacija o € 5, je liha, ¢e ni soda.

Definicija 2.16. Naj bon € N,
on)=#{meZ|0<m<nin ged(m,n) =1}).

Z drugimi besedami, ¢(n) Steje Stevilo nenegativnih celih Stevil, manjsih od n, ki so

relativno prastevila do n. To se imenuje Eulerjeva ¢ funkcija.

Primer 2.17. Naj bo n € N. Mnozica celih stevil po modulu n je cikli¢na grupa,

imenovana grupa pod operacijo seStevanja po modulu n.
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Naj bo G = (g), kjer je |G| = n. Na splosno pisemo

G:{l,g,...,gn_l}

Opazimo, da je G abelova in vsaka podgrupa G je tudi cikli¢na. Ce je d delitelj n,
potem je Stevilo elementov v G, ki imajo red d ¢(d) (¢ se imenuje Eulerjeva ¢ funkcija)
in GG vsebuje enoli¢no dolo¢eno podgrupo reda d. Naj bo x € G in je torej x = ¢" za
nek 0 <r <n-—1. Red z je m. Znano je tudi, da je grupa prastevilskega reda
cikli¢na.

Izrek 2.18. Vsaka ciklicna grupa reda n je izomorfna grupi Z,.

Kadar je G kon¢na cikli¢na grupa in je x € G generator GG, pogosto pisemo G = (x).
Izkaze pa se, da lahko ima konéna ciklicna grupa ve¢ generatorjev, zato izraz G = (x)
ni nujno natanko dolocen. Ce zelimo videti primer tega, razmislimo o $tiriindvajseturni
uri kot kon¢ni cikli¢ni grupi. To je predogled grupe Z,, celih stevil po modulu m, kjer

je m = 24.

Primer 2.19. Vzemimo uro s 24 urami, oStevil¢enimi od 0 do 23. Operacija grupe na
tej uri je casovni premik za neko celo stevilo n ur. Casovni premik naprej se pojavi, ko
je n pozitiven, ¢asovni premik nazaj pa, ko je n negativen. Ko je n = 0, ne pride do
premika, zato bo ura 0 identiteta. Enourni ¢asovni premik pri 23 urah poslje ¢as na 0
ur, medtem ko dvourni ¢asovni premik poslje 23 ur na 1 uro in tako naprej. Z drugimi
besedami, operacija grupe je seStevanje po modulu 24. Inverz pa je, recimo, deveta
ura je petnajsta ura. Dve uri sta inverz druga drugi, ¢e premik eno za drugo postavi
¢as na 0 ur. Zaradi tega je 24-urna ura v grupi reda 24, ki je v resnici cikli¢na, saj nas
lahko veckratni premik ¢asa za eno uro, ki se za¢ne pri 0 urah, postavi na katero koli

uro. Vendar pa obstajajo tudi drugi generatorji, katere ne bomo iskali v tem delu.
Trditev 2.20. Naj bo G = (g) ciklicna grupa reda n. Potem
1. G=7Z,;

2. Zn = Lggo X Ly iy X+ -+ X L

Stevila n.

ok > KJET je 2'“°pr1 - -pfi enolicno dolocena faktorizacija

Trditev 2.21. Naj bo G = Z,» = (g), kjer je p prastevilo.
o Cejep=2ink=1, potem Aut(Z,) = {1}
e Cejep=2ink>2, potem je Aut(G) = Zy X Ly

o Ce je p liho, potem je Aut(G) = Zk=1(p—1)-
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Diedrske grupe

Diedrske grupe so permutacijske grupe pravilnih mnogokotnikov v ravnini.

Primer 2.22. (Diedrske grupe) Diedrske grupe so grupe, ki so definirane z dolo¢i-
tvijo dveh generatorjev a in b ter z dolocitvijo relacij, ki jih generatorji izpolnjujejo.
Ko definiramo grupo z generatorji in relacijami, uposStevamo vse besede v generatorjih,
v tem primeru a in b: to so vsi nizi ali produkti x1xs - - z,, kjer je vsak x; bodisi a
bodisi b, n pa poljubno pozitivno celo Stevilo. Na primer, abbaabbaabba je beseda z

n = 16. Dve besedi pomnozimo tako, da ju postavimo eno poleg druge, torej

(5511’2 - '$n>(yly2 e 'yp) =T1X2 - Tpl1Y2 * - Yp-

To ustvari asociativno binarno operacijo na nizu besed. Naslednji korak je vsiliti nekaj
odnosov, ki jih izpolnjujeta a in b. Recimo, da je m > 1. Diedrska grupa D(m)
je definirana kot mnozica vseh besed v a in b z zgornjim mnoZenjem, za katerega

predpostavljamo, da je predmet naslednjih odnosov:

a™ =b*=1,ab = ba™ . (2.1)

Razume se, da imata cikli¢ni grupi (a) in (b) red m oziroma dva. Po (2.72) je a™! =

a™tin b= b"1. Na primer, ¢e je m = 3, potem a® = b = 1, torej
aaabababbb = (aaa)(bab)(ab)(bb) = (a*)(ab) = a*b = b.

Primer 2.23. Preverimo zdaj, ali je D(2) grupa. Ker je mnozenje besed asociativno,
sledi iz zahteve a® = b> = 1 in ab = ba, da je mogoc¢e vsako besedo strniti v eno od
1,a,b,ab,ba. Toda ab = ba, torej D(2) = {1,a,b,ab}. Opazimo, da je D(2) zaprta
glede na mnoZenje in da je a(ab) = a®b = b,b(ab) = (ba)b = ab® = a, (ab)a = (ba)a =
ba®> = bin(ab)(ab) = (ba)(ab) = ba*b = v* = 1. Zato je D(2) zaprta glede mnoZenja,
zato sledi, da je D(2) grupa. Upostevajmo, da je red D(2) enak 4.

Definicija 2.24. Diedrska grupa D,, reda 2n je simetrija pravilnega n-kotnika in

ima predstavitev (p,7: p" =712 =1,7"pr = p~1).

2.1.4 Podgrupe

Sedaj izlo¢imo najpomembnejSe podmnozice grup: in sicer tiste, ki so tudi grupe.

Definicija 2.25. Neprazna podmnozica H grupe G se imenuje podgrupa G, ¢e kadar

koli je x,y € H, imamo xy~* € H.
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Ker je vsaka podgrupa neprazna, vsaka podgrupa H grupe G vsebuje identiteto
grupe G, torej tudi inverze vseh njenih elementov. Poleg tega je H po definiciji zaprt
glede na operacijo grupe G. Nazadnje, asociativnost operacije grupe na H izhaja iz
njene asociativnosti v GG. Posledi¢no je vsaka podgrupa G tudi grupa. Tako smo

dokazali naslednji rezultat.

Trditev 2.26. PodmnozZica H grupe G je podgrupa, ce in samo ce je H grupa pod
operacijamsi grupe G. To pomeni, da je H zaprta glede na operacijo grupe in vsebuje

identiteto G in inverz elementa H je njegov inverz v G.

Primer 2.27. Recimo, da G oznacuje cela stevila. Soda cela Stevila sestavljajo pod-
grupo G, saj je razlika dveh sodih celih $tevil soda. Po drugi strani pa liha cela $tevila

ne, saj je razlika dveh lihih celih stevil sodo Stevilo.

Trditev 2.28. Naj bo G grupa in predpostavimo, da je H neprazna koncéna podmnoZica
G, tako da za vsak a,b € H velja ab € H. Potem je H podgrupa grupe G.

Naj bo G koné¢na grupa in H podgrupa grupe G. Spomnimo se, da je 1 trivialna
podgrupa grupe G in ¢e je H < G in H # G, potem je H prava podgrupa grupe G.
Naj bo S = {s1,..., s} neprazna podmnozica G. (Pod)grupa H generirana z S je

definirana kot:

H={ah" aF | zavsel <i<ra €Sinrk €N},

ozna¢imo s H = (S). Pravimo, da je S generatorska mnozica H in elementi od S

so generatorji H.

Definicija 2.29. Red grupe G je kardinalnost grupe G, oznacena z |G|. Red ele-

menta grupe g je red podgrupe (g), oznacen z |g|.

Ce |G| je konéna, potem rec¢emo, da je G konéna grupa (ali preprosto kon¢na),
sicer pa re¢emo, da je G neskonéna grupa (ali preprosto neskonéna). V okviru te
naloge se predpostavlja, da so vse grupe koné¢ne.

Lagrangeov izrek pravi, da red vsake podgrupe H grupe G deli red G in tako red
vsakega elementa grupe g € G deli red G.

Naj bo H podgrupa grupe G in g € G. Mnozica gH = {gh | h € H} pravimo, da
je levi odsek od H, mnozica Hg = {hg | h € H} pravimo, da je desni odsek od
H. Na splosno gH # Hg. Vendar je stevilo levih odsekov H v G enako $tevilu desnih
odsekov H. Stevilo razli¢nih levih (desnih) odsekov H v G je indeks H v G, oznacen
z |G : H|. Natanc¢no, indeks H v G je enak kvocientu redov obeh grup, tj.

G|

|G : H| = +—.
|H|
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Definicija 2.30. Naj sta g in h dva elementa G. Za element h9 := g~ 'hg pravimo, da
je konjugiran h z g.
Recemo, da sta elementa g in ¢’ konjugirana v GG, ¢e obstaja element x € G, tak

da je ¢’ konjugiran z elementom od ¢ z x. MnoZica
9¢={g" |z € G}

se imenuje razred konjugiranosti g v G. Upostevajmo, da sta dva elementa g in ¢’ v
istem razredu konjugiranosti, ¢e in samo ¢e sta konjugirana v GG, zato je G disjunktna
unija njegovih razredov konjugiranosti.

Pravimo, da dva elementa g in h komutirata, ce je gh = hg. Ce g in h komutirajo
v GG, potem je konjugacija h z g enaka h, to je h9 = h. Center GG je podmnozica vseh

x € G, tako da x komutira z g za vsak g € GG, oznaceno z
Z(G)={x]g"=gzavse g € G}.

Ni tezko opaziti, da je nevtralni element 1 vsebovan v Z(G). Ce je G abelova, potem
je Z(G) = G.

Definicija 2.31. Naj je G grupa in H podgrupa grupe G. Centralizator grupe H v
G je podgrupa vseh g € G, tako da g komutira z vsakim elementom iz H, oznacen s
Ce(H), in pravimo, da Cg(H) centralizira H.

Opazamo, da G centralizira svoj center Z(G).

Podobno kot pri definiciji 2.30 lahko definiramo "konjugiranost’ za podgrupe grupe
G.

Naj bo H podgrupa grupe G. Za podgrupo HY := g~'Hg pravimo, da je konjugi-
rana podgrupa od H z g.

Definicija 2.32. Naj je G grupa in H podgrupa G. Normalizator podgrupe H v G
je podgrupa vseh g € G, tako da je HY = H, oznacen z Ng(H) in pravimo, da Ng(H)

normalizira H.

Definicija 2.33. Podgrupa H je podgrupa edinka grupe G, ¢e GG normalizira H.
Pravimo, da je H podgrupa edinka v G, oznac¢ena s H < G.

Jasno je, da grupa G vsebuje vsaj dve podgrupi edinki, in sicer trivialno podgrupo
in samo G. Center Z(G) je tudi podgrupa edinka G. Ce je G abelova, potem je vsaka
podgrupa G podgrupa edinka v G. Naj bo H podgrupa G in N podgrupa edinka G.
Potem je HN podgrupa od G in H N N je podgrupa edinka grupe H.

Naj bo N podgrupa edinka grupe G. Potem je gN = Ng za vse g € G. Mno-
zico G/N definiramo kot mnozico vseh levih odsekov podgrupe N od G in definiramo

binarno operacijo na G/N, kot je prikazano spodaj: za vse gN,hN € G/N,

(gN)(AN) = ghN.
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Preprosto je videti, da pri tak$ni binarni operaciji G/N tvori grupo in pravimo, da
je G/N kvocientna grupa G po N. Red G/N je enak indeksu N v G.
Ta del zaklju¢imo z uvedbo direktnega produkta grup.

Definicija 2.34. Naj bosta G in H dve grupi. Direktni produkt G in H je grupa z
mnozico {(g,h) | g € G, h € H} in binarna operacija:

(9,h) (', W) = (gg', hI).

Direktni produkt GG in H je oznacen z G x H.

2.1.5 Homomorfizmi grup
Naj bosta G in H grupi.

Definicija 2.35. Preslikava ¢ : G — H je homomorfizem iz G v H, e je za vsak
g,h € G,

o(gh) = ¢(g)o(h).

Definicija 2.36. Jedro homomorfizma ¢ : G — H je mnozica vseh elementov

g € G, takih, da je ¢(g) = 1, in ga oznacujemo s Ker(¢).

Definicija 2.37. Slika homomorfizma ¢ : G — H je mnozica vseh elementov h € H,
za katere obstaja g € G, tako da je ¢(g) = h, in je oznacen z Im(¢).

Naj bo ¢ : G — H homomorfizem. Potem je Ker(¢) podgrupa edinka grupe G in
Im(¢) je podgrupa grupe H.

Definicija 2.38. Homomorfizem ¢ : G — H je izomorfizem, ¢e je ¢ bijekcija. Ce
tak izomorfizem obstaja, potem pravimo, da sta G' in H izomorfni in zapisemo G = H.

[zomorfizem iz G na samega sebe je avtomorfizem G.

Mnozica Aut(G) vseh avtomorfizmov G, z mnozenjem kot spodaj: za vsak g € G
in o, 5 € Aut(G),
97 =(g)’

tvori grupo, ki se imenuje grupa avtomorfizmov od G.

Lema 2.39. [ [13], Izrek 1.6.2] Naj bo G = Gy X --- x Gy, kjer sta |G;|, |G;| tugi
Stevili za vsak 1 <1 # j <t. Potem

Aut(GQ) = Aut(Gy) x -+ - x Aut(Gy).
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Izrek 2.40. (Prvi izrek o izomorfizmu) Naj bo ¢ : G — H homomorfizem. Potem
je G/Ker(¢) = Im(G).

Izrek 2.41. (Drugi izrek o izomorfizmu) Naj bo G grupa, H podgrupa grupe G in
N podgrupa edinka grupe G. Potem je H/(HNN) = (HN)/N.

Primer 2.42. Naj bo G grupa in g € G. Naj bo ¢, : G — G definiran kot spodaj: za
vsak r € G
Gg 1 — Y.

Preprosto je preveriti, da je ¢, avtomorfizem G, imenovan notranji avtomorfizem, in-

duciran z g. Mnozico
{¢g]9€G}

notranjih avtomorfizmov GG imenujemo grupa notranjih avtomorfizmov G, ozna-
¢ena z Inn(G). 1z izreka 2.40 sledi, da

G/Z(G) = Inn(Q).
Poleg tega je Inn(G) 9 Aut(G) in grupa zunanjih avtomorfizmov G definirana kot
Out(G) = Aut(G)/Inn(G).

Podgrupa H grupe G je karakteristicna podgrupa grupe GG, oz. je karakteristi¢na za
grupo G, ¢e je za vsak m € Aut(QG)

o™ =H,

in piSemo H char G. Karakteristicna podgrupa je podgrupa edinka v G. Na pri-
mer, trivialna podgrupa in G sta karakteristiéni podgrupi G, center Z(G) pa je tudi

karakteristi¢en v G.

Definicija 2.43. Naj bosta G in H dve grupi, 7 : H — Aut(G) pa homomorfizem.
(Zunanji) poldirektni produkt G in H je grupa z mnozico {(g,h) | g € G,h € H}

in binarno operacijo
(9:h)(g, W) = (g(g) " )", n'),

in je oznacen z G' X, H (ali preprosto G x H).

Primer 2.44. Naj bo G grupa s podgrupama H in N, tako da je G = NH. Predpo-
stavimo, da je HNN =1in N << G. Naj bosta ¢,¢ € G, kjer je g = nh in ¢ = n'h.
Torej

gg = (nh)(W'h') = n(hn/h )hH = n(n/)%*lhh'.
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kjer je ¢p-1, kot je definirano v primeru 2.42. Ker je N <1 G, potem ¢,-1 inducira
avtomorfizem N. Tako obstaja homomorfizem 7 : H — Aut(N), tako da

g9’ = n(n)n=1hh' = n(n' )"V hA.

Tako je G = N x H in pravimo, da je G notranji poldirektni produkt N s H.
Upostevajmo, da ¢e je H tudi podgrupa edinka v G, potem velja, da je G = N x H.

Naj bo Q2 ={1,...,n} mnozica. Spomnimo se, da mnozica vseh permutacij 2 pod
funkcijsko kompozicijo tvori grupo, imenovano simetri¢na grupa €2, in jo oznac¢imo s

Sh.
Definicija 2.45. Permutacijska grupa €2 je podgrupa S,,.

Upostevajmo, da S,, deluje na €2 naravno, kjer je a” preslikava a € €2 pod permu-
tacijo 0. Mnozica vseh sodih permutacij o tvori permutacijsko grupo, ki jo imenujemo
alternirajoc¢a grupa in jo oznac¢imo z A,. Ko je n > 5, je A, enostavna grupa in je
enoli¢no doloc¢ena netrivialna podgrupa edinka grupe S,,.

Uvedli smo dve vrsti produktov grup: direktni produkt in poldirektni produkt.

Tukaj predstavljamo drugo vrsto produkta grupe, ki se uporablja v tej nalogi.

Definicija 2.46. Naj bo GG grupa in H < S,,. Venéni produkt G H je poldirektni
produkt G" x H = {(a1,...,a,)7 | a; € G,m € H} kjer je

!/

(ay,...,an)7(d),...,d)7" = (ar,...,a,)7(d), ... a,)7 "

/ / / /
' = (a1a],, . . ., Qply - )T

Opomba 2.47. Naj bo G < S,,, ki deluje na A, in H < S,,. Ven¢ni produkt G H ima

dve naravni delovanji.
e Neprimitivno delovanje: Naj bo ) = A; U---UA,, disjunktna unija n kopij
A, kjer je A; = {0i1,...,0im} za vsak 1 < ¢ < n. Potem za vsak ¢;; € Q in

(a1,...,a,)m € GV H velja, da

(8i5) ()™ = (5?;)7T = Ojmjoi -

e Primitivno delovanje: Naj bo 2 = A" = {(d1,...,0,) | &; € A}. Potem za
vsak (04,...,0,) € Qin (ay,...,a,)7m € G H velja, da

(8- G a)™ = (30 0e ) = (00178 ),
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2.1.6 Posebi razredi grup
Tukaj navajamo nekaj razredov grup, ki so klju¢nega pomena v tej nalogi.

Definicija 2.48. Naj bo G grupa. Recemo, da je G enostavna, ¢e G nima netrivialne

prave podgrupe edinke.

Cikli¢ne grupe prastevilskega reda so enostavne grupe, saj nimajo netrivialnih pra-
vilnih podgrup in so edine abelove enostavne grupe. Upostevajmo, da je center Z(G)
grupe G podgrupa edinka, ¢e je G neabelova enostavna, potem je Z(G) = 1 in je
Inn(G) =G.

Definicija 2.49. Naj je GG grupa reda n. Ce je n = p*, kjer je p prastevilo, potem
pravimo, da je G' p-grupa. Ce je n = pFm, kjer je p prastevilo in (p,m) = 1, potem je

p-podgrupa Sylowka grupe G podgrupa, ki ima red p*.
Naslednji rezultat je znan kot Izrek Sylowa.

Izrek 2.50. Naj bo G grupa z redom n, kjer je n = p*m, kjer je p prastevilo in
(p,m) =1. Potem

o G wsebuje podgrupo reda p*;
o katerikoli dve p-podgrupi Sylowki grupe G sta med seboj konjugirani;

e wvsaka podgrupa grupe G, katere red je potenca p, je podgrupa meke p-podgrupe
Sylowke grupe G.

Definicija 2.51. Elementarna abelova p-grupa ranga k je direktni produkt k ciklic-

nih grup reda p (k > 1) in jo oznacimo z ZF.

Upostevajmo, da ima vsak netrivialni element elementarne abelove p-grupe red p.

2.2 TEORIJA PERMUTACIJSKIH GRUP

2.2.1 Delovanje grup, sistem blokov in primitivnost

Grupo enot v Z, glede na mnozenje ozna¢imo z Z in opazimo, da je Aut(Z,) = {z —
ar:a € Z}}.

Naj bo GG grupa in X neprazna mnozica. Pravimo, da GG deluje na X, ¢e obstaja
funkcija f : G x X — G, pri ¢emer je f(g,x) zapisano gz, tako da je g(hx) = (gh)z in
lx =z zavsak g,h € Ginz € X (seveda je 1 identitetni element v G). Rekli bomo, da
G deluje na X na levi. V tem besedilu so vse grupe in mnozice koné¢ne, v tem primeru

je stopnja delovanja |X|, stevilo elementov v X. Pravimo, da je kardinalnost X
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stopnja G, ki deluje na X, in pravimo, da G deluje zvesto na X, ¢e samo 1 fiksira vse
tocke X. Na primer, grupa G deluje zvesto sama sebi s konjugacijo, ¢e in samo ce je
Z(G) ={1}.

S tem povezan pojem je permutacijska predstavitev grupe G, ki je homomorfizem
¢ : G — S, za nek n. Standardni rezultat teorije grup je, da vsako delovanje G na X
inducira homomorfizem ¢ : G — Sx. Torej vsako delovanje G na X povzro¢i ustrezno
permutacijsko predstavitev . Obé¢asno bomo zlorabili terminologijo in ¢(G) oznagili
kot permutacijsko predstavitev, ¢e je delovanje jasno. Delovanje G na X se imenuje

zvesto, ¢e je Ker(¢) = 1. Jedro delovanja ¢ od G na X ozna¢imo s Ker(¢).

Primer 2.52. Naj bo n pozitivno celo Stevilo in f : Z, x Z, — Z, definiramo z
flg,x) = g+x. Zag,h € Z,inz € Z, je g+(h+z) = (9+h)+z in 0+z = z, tako da je f
delovanje Z, na sebe. Stopnja tega delovanja je |Z,| = n in delovanje je zvesto, namre¢
¢eje f(g,r) = x zavsex € Zy,, potem je g = 0. Ustrezna permutacijska predstavitev Z,
je ¢ : Z, — S,, podana z ¢(g), je funkcija definirana z x — x + g (mod n). Opazimo,
da je ¢(Z,) podgrupa S,, ki jo generira n-cikel (0, 1,2, ...,n—1) in je obi¢ajno oznacena
z (Z,) 1, (glej definicijo 3.11). Podobno, ¢e je H < Z,, podgrupa reda m, potem podobni
argumenti kazejo, da je tudi k : Z,, x (Z,/H), podano s k(g,z + H) = g+ (x + H).
Ce je m > 1, to delovanje ni zvesto, saj je k(h,v + Zn/H) = © + Z,/H za vsakega
h € H. Stopnja tega delovanja je nato n/m, kjer |[H| = m. Ustrezna permutacijska
predstavitev Z, je & : Zn, — Spm, podana z 6(g), je funkcija, definirana z x — x4 g

(mod n/m), in je tudi izomorfna za (Zy,/m)r-

Definicija 2.53. Pravimo, da je G tranzitivna na X (ali G je tranzitivna), ¢e za
katera koli dva z,y € X, potem obstaja g € G, tako da je g(z) = y; drugace pravimo,

da G ni tranzitivna X.

Obic¢ajno pri razpravi o permutacijskih grupah za¢nemo s podgrupo S, ali pa dolo-
¢imo grupo in delovanje te grupe na mnozici X, ki nato inducira naravno podgrupo Sx.
Podobno se koncept o permutacijski grupi prevede v koncept o delovanjih in obratno
in ponavadi se vzdrzimo dolocanja analognih konceptov v vsakem kontekstu. Torej je
delovanje GG na X tranzitivno, ¢e za vsak x,y € X obstaja g € G taksen, da je gz = v,

in stopnja tranzitivne permutacijske grupe G < .5,, je n.

Definicija 2.54. Naj bo G < §,, tranzitivna in x € Z,. Stabilizator = v G, oznacen
s Stabg(x), je opredeljen s Stabg(z) = {g € G : g(x) = x}. To pomeni, da je Stabg(x)
mnozica vseh permutacij v GG, ki preslikajo x na x.

Stabilizator x v G je pogosto oznacen z G, in je podgrupa G.

Izrek 2.55. Naj bodo G < S,, * € Z, in h € G. Potem je hStabg(z)h™' =
Stabg(h(x)). Ce je G tranzitivna, je Stabg(x) konjugiran v G na Stabg(y) za vsak
Y € L.
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Dokaz. Opazimo, da

Staba(h(z)) = {g € G : g(h(z)) = h(z)}
(g G highx) = 1}
={g€ G:h'gh € Stabg(z)}
={g € G :g € hStabg(x)h™ '}
= hStabg(z)h ™.

Za drugo trditev, ker je G tranzitivna, obstaja h € GG, tako da je h(x) = y. Potem je
Stabg(y) = Stabg(h(x)) = hStabg(x)h™L. O

Definicija 2.56. Naj GG deluje na X in naj bo x € X. Orbita x pod G je mnozica

preslikav od z in je oznacena z

G(r) = {g(z) | g € G}.

Naj bo y € X tako, da je x # y. Upostevajmo, da je G(x) = G(y), ¢e in samo e
obstaja nek g € G, tako da je g(z) = y. Orbite dveh razli¢nih elementov iz X so bodisi

enake bodisi disjunktne, zato je X disjunktna unija orbit iz G.

Ce je G tranzitivna na X, potem ima G samo eno orbito, to je X. Naj bo H
podgrupa G in € X. Znano je, da je G = Stabg(x)H = HStabg(x), ¢e in samo Ce je

H tranzitivna.

Naslednji rezultat je zelo koristen in se vcéasih imenuje tudi Orbita-Stabilizator

izrek.

Izrek 2.57. Naj bodo G < S,, in x € Z,. MnoZica G(x), je orbita x v G. Potem
|G| = |G ()] - [Stabe(x)]
ali ekvivalntno
|G(z)| =[G : Stabg(x)].
Dokaz. Definirajmo ¢ : G — G(z) z ¢(g9) = g(z). Iz definicije od ¢ sledi, da je
[6(G)] = |G(z)]. Tudi
¢(9) = ¢(h) = < g(x)) = h(z)
=< hilglr)=x
= < h™'g € Stabg(z)}
= < h™'gStabg(x) = 1- Stab,(x)(kot levi odsek)

= <= hin g sta v istem levem odseku Stabg(x).
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To pomeni |¢(G)|, je stevilo levih odsekov Stabg(x) in tako |G(x)| = [G : StabG(x)).
Ker so tukaj vse grupe koncne, je [G : Stabg(z)] = |G|/|Stabg(x)| O

Naslednja uporaba izreka stabilizatorja orbite je prvotno posledica G. A. Millerja
[14].

Izrek 2.58. Naj bo G tranzitivna grupe reda n in p prastevilo. Najvisja stopnja p* od
p, ki deli n, deli tudi dolZino vsake orbite p-Sylowovke podgrupe G.

Dokaz. Naj je P p-sylowka podgrupe G in x tocka. Po izreku stabilizatorja orbite je
n =[G : Stabg(x)] in [P : Stabp(x)] = |P(z)|. Potem

n - [Stabg(x) : Stabp(z)] = |G : Stabg(x)] - [Stabg(z) : Stabp(x)]
: Stabp(x)]
: P]- [P : Stabp(x)]

. P|-|P(a)].

Q Q

= |
= |
=
=

@

Ker je ged([G : P],p) = 1 in p* deli n, vidimo p* deli |P(z)| O

Naslednja posledica je oblika prej$njega rezultata, ki se najpogosteje uporablja (za

nase namene) in je tudi posledica Mullerja [14].

Posledica 2.59. Naj bo p prastevilo in k > 1. P-sylowovka tranzitivne grupe stopnje

p¥ je tranzitivna.

Definicija 2.60. Permutacijska grupa G < S, je polregularna, ¢e je Stabg(x) = 1

za vsak x € Z,, G pa regularna, ¢e je GG hkarti polregularna in tranzitivna.

Naslednji rezultat sledi neposredno iz izreka stabilizatorja orbite, ¢e je G < S,
tranzitiven, potem ima G samo eno orbito.

Iz izreka 2.57 sledi, da je GG regularna na X, ¢e in samo ¢e je GG tranzitivna na X
in | X| = |G| in ta lastnost omogo¢a lazji na¢in za ugotavljanje, ali je grupa regularna.
Upostevajmo, da ¢e G ni tranzitivna na X in je Stabg(x) = 1 za vsak x € X, potem
pravimo, da je G polregularna na 2. Naj bo g € G. Pravimo, da je g polregularen

element (ali g je polregularen), ¢e je (g) polregularna na X.

Particija B = {By, ..., B:} od X je dekompozicija podmnozice X, tako da je X =
UleBlzBnglnBzﬂB]zwzavsak1§27Ej§t

Posledica 2.61. Tranzitivna grupa je reqularna, ce in samo, ce sta njen red in stopnja

enaki.
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Primer 2.62. Grupa S,, je regularna, ¢e in samo ¢e je n < 2, A,, pa regularna, ¢e in
samo Ce je n = 1 ali 3, vendar je polregularna za n = 2. Grupa (Z,),, je regularna za

vsa pozitivna cela Stevila n.

Regitev. Grupa S,, je po posledici 2.61 regularna, ¢e in samo e je n! = n katera velja,
¢e in samo ¢e n < 2.Tudi, A; = 1 je regularna , Ay = 1 ni regularna, pri n > 3 pa
je grupa A, tranzitivna in tako regularna, ¢e in samo e je n!/2 = n, kar velja, ¢e in

samo, ¢e je n = 3. Kon¢no je (Z,) tranzitivna reda n in tako regularna. U

Definicija 2.63. Naj bo GG grupa, ki deluje tranzitivno na X. Za neprazno podmnozico
B v X pravimo, da je blok za G, ¢e je za vsak g € G g(B) = B ali g(B)N B = ().

Ce je G tranzitivna na X, potem sta X in kateri koli {B} za B € X bloka za G, ki

jih imenujemo trivialni bloki. Ce je B blok za G, potem mnozica
B={y9(B)|geG}

tvori particijo X in vsaka mnozica g(B) je tudi blok za G. Pravimo, da je particija B

sistem blokov za G.

Definicija 2.64. Naj bo G grupa, ki deluje tranzitivno na X. Ce G nima netrivi-
alnih blokov na X, potem pravimo, da je G primitivna na X; sicer G imenujemo

neprimitivna.

2.3 TEORIJA GRAFOV

2.3.1 Osnovne definicije

Definicija 2.65. Graf I je trojica, ki jo sestavljajo mnozica vozlis¢ V (I'), mnozica
povezav E(I') in relacija, ki povezuje vsak rob z dvema vozlis¢ema, imenovanima

njegovi konéni tocki.

Red grafa je kardinalnost njegove mnozice vozlis¢, velikost grafa pa je kardinalnost
njegove mnozice povezav. Za graf pravimo, da je konc¢en graf, ¢e sta njegova mnozica
vozlis¢ in povezav konc¢na. Izolirano vozlisce je graf reda 1 s prazno mnozico povezav.
Graf nariSemo tako, da vsako vozlis¢e predstavimo s tocko, vsako povezavo pa s krivuljo,
ki povezuje njegove konc¢ne tocke. Na splosno ni nujno, da so kon¢ne tocke povezav v
grafu razlicne. Zanka je povezava, kjer sta kon¢ni tocki enaki, veCkratne povezave

pa so povezave z enakim parom koné¢nih tock.

Definicija 2.66. Enostaven graf je graf brez zank ali veckratnih povezav.
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Naj bo I' graf. Ce je I' enostaven, potem je F(I') mnoZzica neurejenih parov razlic-
nih vozlis¢ in lahko vsako povezavo poimenujemo z njegovimi konc¢nimi tockami, kar
pomeni, da lahko zapisemo {u,v} za povezavo s kon¢nima tockama u in v. Pravimo,
da sta u in v sosednja v I'. Pravimo, da je urejen par (u,v) lok od I'. O¢itno vsaka
povezava {u,v} od I' ustreza dvema lokoma, ki sta (u,v) in (v, u).

Predpostavlja se, da so grafi, omenjeni v tej nalogi, enostavni in koné¢ni.

Ce sta v in v kon¢ni tocki povezav v I', potem pravimo, da sta u in v sosednja in
je u sosed v. Naj bo Nr(u) = {v|[{u,v} € E(I')} in za Nr(u) pravimo, da je soseska

u v I'. Stopnja u je |[Np(u)| in je oznacena z dr(u).

Definicija 2.67. Graf ' je regularen, ¢e imajo vsa njegova vozli¢a enako stopnjo.

Stopnja vozlis¢ je valenca I', oznacena z val(T).

Definicija 2.68. Podgraf grafa I' je graf ¥ z V/(X) C V(') in E(X) C E(I') in
dodelitev kon¢nih tock v ¥ je enaka kot v I'.

Ce je ¥ podgraf I', potem pravimo, da je > vsebovan v I' in zapiSemo > C I'. Naj
bo U podmnozica V(I'). Inducirani podgraf 'y je podgraf, kjer je mnozica vozlis¢
U in mnozica povezav vsebuje vse povezave iz I, katerih obe koné¢ni tocki sta vsebovani
vU.

Pot P, je graf s seznamom vozlis¢ {uy, ..., uw1} In u;, u; sta sosednji, ée in samo
Cejej=1i+1, kjer je 1 < i <t (glej sliko 1(a)). Pravimo, da je P, pot dolzine t
ali preprosto t-pot. Ena sama povezava je na primer 1-pot. Cikel C} ima t vozlis¢
U,y ..., U N

E(Ct) = {{ui,uiﬂ} | 1 S 1 S t— 1} U {ul,ut}

(glej sliko 1(b)). Pravimo, da je C; cikel dolzine t ali preprosto t-cikel. Upostevajmo,
da t-cikel vsebuje ¢ razli¢nih (¢t —1)-poti. Cikel sode (lihe) dolzine imenujemo sodi (lihi)
cikel.

Ug Ug+1 U1 U2 U3

Slika 1: t-pot in t-cikel

Definicija 2.69. Graf I' je povezan, ¢e vsaki dve razli¢ni vozliscéi I' lezita na poti;

sicer je ' nepovezan.
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Za inducirani podgraf I';y od T' pravimo, da je komponenta od I', ¢e je povezan,
vendar ne obstaja U’ C V(') z U C U’ tako, da je I'yv povezan. Tako je enostavno
videti, da nepovezani graf vsebuje vsaj dve povezani komponenti. Ker grafi¢ne lastno-
sti nepovezanega grafa izhajajo iz njegovih povezanih komponent, je na splosno bolj

zanimivo obravnavati povezane grafe. V tem delu obravnavamo le povezane grafe.

Definicija 2.70. Graf I' je dvodelni graf, ¢e je V(I') = U UV disjuntkna unija dveh
podmnozic U in V', tako da vsaka povezava I' povezuje vozlisée v U z enim iz V', mnozici

vozlis¢ U in V' se imenujeta dva dela I'.

Iz definicije 2.70 sledi, da dvodelni graf ne vsebuje lihih ciklov, kar vodi do ekvivaln-
tne definicije, to je, da je graf dvodelen, ¢e in samo ¢e ne vsebuje lihih ciklov (glej [19]).

Dva inducirana podgrafa I';; in I'y, sta grafa s praznimi mnozicami povezav.

Definicija 2.71. Polni graf K, je graf reda n, kjer sta vsaki dve disjunktni vozlisci
sosednji. Polni dvodelni graf K, ,, je dvodelni graf, kjer imata oba dela red n in m,

dve vozlis¢i pa sta sosednji, ¢e in samo ¢e sta v razli¢nih delih.

Izolirano vozlisce je graf reda 1, ki ga oznac¢imo s K, enojna povezava pa je polni
graf in tudi polni dvodelni graf, oznac¢imo ga s K. Lahko opazimo, da je vsak inducirani
podgraf polnega grafa Se vedno poln, zato je vsak poln graf K, z n > 3 nebipartiten

graf.

Ky Cy =2 Koo

Slika 2: Polni graf in polni dvodelni graf

2.3.2 Izomorfizmi grafov

Grafa X, = (4, Ey) in Xy = (V3, Es) sta enaka, ¢e je V) = V5, in By = Fy. Ceprav je to
razumna definicija, se za ve¢ino primerov model odnosa ne spremeni, ¢e preimenujemo

vozlisca grafa. To seveda vodi do definicije izomorfnih grafov.

Definicija 2.72. Za grafa X in Y se funkcija ¢ : V/(X) — V(Y) imenuje izomorfizem
izXvY, ce
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1. ¢ je bijekcija;

2. Yu,v € V(X ){u,v} € E(X) <= {o(u),p(v)} € E(Y).
Grafa X in Y imenujemo izomorfna, ¢e obstaja izomorfizem iz X v Y, kar oznacimo z
X=2Y.

Lema 2.73. Naj bosta X in'Y konéna grafa in ¢ : V(X) — V(Y) bijektivna funkcija.

v

ce

Vu,v € V(X){u,v} € E(X) = {¢(u),p(v)} € E(Y)
potem je @ izomorfizem.
Za funkcijo ¢ : A — B in za podmnozico S C A definiramo ¢(S) = {p(s) : s € S}.
Lema 2.74. Naj bo ¢ izomorfizem iz X vY . Potem za vsakv € V(X)) velja p(X (v)) =
Y(p(v)).

Posledica 2.75. [zomorfizmi ohranjajo stopnjo vozlisé, to pomeni za izomorfizem ¢
iz X vY velja dx(v) = dy(p((v)),Yv e V.

Upostevajmo lahko tudi izomorfizem grafa I' na samega sebe. V tem primeru
namesto “izomorfizem” uporabljamo besedo "avtomorfizem”. Ponavljamo definicijo, da

poudarimo njeno pomembnost.

Definicija 2.76. Naj bo I" graf. Avtomorfizem I je bijektivna funkcija ¢ : V(X) —
V(X), tako da Vu,v € V(X) imamo {u,v} € E(I') < {¢(u),¢(v)} € E().

Mnozico vseh avtomorfizmov grafa I oznacimo z Aut(T).

Iz definicije sledi, da ¢e je ¢ avtomorfizem I', potem ohranja sosednost vozlis¢ I,
tako da imamo dr(u) = dr(¢(u)) za vsak u € V(T'). Naj bo f: V(I') — V(I") definiran
kot f:u — u za vsak u € V(I'), in tako je f avtomorfizem I, za katerega pravimo, da

je trivialni avtomorfizem I'. Jasno je, da ima vsak graf trivialni avtomorfizem.

Primer 2.77. Naj bo I' n-cikel z V(I') = {uy,...,u,}. Naj bosta p in 7 definirana
kot spodaj, za vsak 1 <1 <mn—1

p U Uiy,

T Ui — Up—q,
in

P Uy —> U,

T D Up > Uy,

Tako sta p in 7 avtomorfizma I' in pravimo, da je p rotacija I' in 7 zrcaljenje T.

Dobro je znano, da p in 7 generirata grupo avtomorfizmov I" in Aut(T') = D, .
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Izrek 2.78. Za graf " je mnoZica Aut(T") grupa glede na operacijo kompozituma funkcij,
to je za f,g € Aut(I'), fg = fog ali ekvivalentno (fg)(v) = f(g(v)) za vsak v € V().

Definicija 2.79. Komplement I' grafa I' je graf z V(I') = V(I') in za vsaki dve
razliéni tocki u, v € V(T) velja {u,v} € E(T') <= {u,v} # E().

Lema 2.80. Za vsak graf I velja Aut(T') = Aut(T).
Graf I' imenujemo asimetricen, ¢e je Aut(I') = {id}.

Primer 2.81. Za vsako pozitivno celo stevilo n > 6 obstaja asimetricen graf z n

vozliSdi.

Regitev. Ce je n = 6, potem upostevajmo graf na sliki 3. Zlahka je videti, da je ta
graf asimetri¢en, zato izpuscamo podrobnosti. Recimo, da je n > 7, in razmislimo o
grafu na sliki 4, ter naj bo ¢ njegov avtomorfizem. Upostevajmo, da je v; natanko
doloc¢eno vozlis¢e stopnje 3, zato mora biti doloceno s ¢. Jasno je tudi, da mora biti
ve fiksen, saj je natanko dolocen sosed v; stopnje 1. Recimo, da je ¢(v3) = vs. Potem

sledi p(v4) = vg. Vendar je to nemogoce, saj ima vy stopnjo 1 in vg stopnjo 2. Zato ¢

fiksira vz, v4 in vs. Zdaj lahko vidimo (z indukcijo), da ¢ fiksira tudi ogliséa vg, . . ., v,.
To dokazuje, da je graf asimetric¢en. [11] O
[ @ g

Slika 3: Asimetri¢ni graf reda 6

(%)

U1 Vs V6 Ce Un

v3

V4

Slika 4: Asimetri¢ni graf reda n > 7

Izrek 2.82. Skoraj vsi grafi so asimetricni.
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Cayleyjevi grafi

Naj bo I' graf z mnozico vozlis¢ V(I') in mnozico povezav E(I'). Naj bo A = Aut(I)
grupa avtomorfizmov I'. Jasno je, da vsak avtomorfizem I' naravno inducira permuta-
cijo mnozice vozlis¢ I'. Ker A ohranja sosednost vozlis¢ I', vsak avtomorfizem I inducira
tudi permutacijo mnozice povezav. Tako lahko grupo avtomorfizmov A obravnavamo
kot permutacijsko grupo V(I') in permutacijsko grupo E(I'). Recimo, da je red I" n in
velikost I' m. Tako imamo naslednje A < S, in A < S5,

Definicija 2.83. Pravimo, da

e [ je vozlis¢no tranzitiven graf (ali I' je vozlis¢éno tranzitiven), ¢e je A tranzi-

tiven na V(I') (uporablja se tudi termin toc¢kovno tranzitiven graf);

e [' je povezavno tranzitiven graf (ali I' je povezavno tranzitiven), ¢e je A tran-
zitiven na F(T');

e [ je lo¢no tranzitiven graf (ali I' je lo¢no tranzitiven), ¢e je A tranzitiven na

mnozici lokov od T'.

Naj bo na primer I' = C), cikel. Iz primera 2.77 je grupa avtomorfizmov I' tranzi-
tivna na V(I"), E(I") in mnozici lokov I'. Zato je cikel vozlis¢no tranzitiven, povezavno
tranzitiven in lo¢no tranzitiven. Lahko vidimo, da lo¢na tranzitivnost povezanega grafa
I' implicira vozlis¢éno tranzitivnost in povezavno tranzitivnost, vendar tranzitivnost po-
vezav ne implicira tranzitivnosti vozlis¢. Na primer, naj bo I' = K, ,,(n # m) poln
dvodelni graf z dvema deloma U in V . Ker je Aut(I') = S, x S,,, je I' povezavno
tranzitiven. Ker je n # m, ne obstaja avtomorfizem I', ki preslika vozlis¢a U v vozlisc¢a

V', zato I ni vozlis¢no tranzitiven.

Definicija 2.84. Naj bo G grupa in S neprazna podmnozica G, kjer je 1 ¢ S in
S—1 = S. Cayleyjev graf I' = Cay(G, S) za G je graf z V(') = G in

E() = {{z,y} |27y € S}.
Pravimo, da je G definirajoca grupa [' in S generatorska mnozica I'.

Naj bo I' Cayleyjev graf z definirajoc¢o grupo G in generatorsko mnozico S ter naj
bo g € G vozlisée I' . 1z definicije sledi Nr(g) = {gs | s € S} in torej dr(g) = |S|. Tako
je T' regularen graf z val(T") = |S|. Ker je 1 ¢ S, velja, da I" ne vsebuje zank, zato je I'

enostaven graf.

Primer 2.85. Naj bo G = Zs in S = {1,4}. Potem je Cay(G, S) 5-cikel.
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R ¢ 3

Slika 5: 5-cikel

Trditev 2.86. Cayleyjev graf Cay(G,S) je povezan, ée in samo ce je G = (S5).

Za vsak g € G lahko definiramo permutacijo gg : G — G z desnim mnozenjem z g
na G in lahko definiramo permutacijo g;, : G — G z levim mnoZenjem z ¢g~* na G kot

spodaj:
e desno mnozenje: gp : x +— xg, za r € G,

1

e levo mnozenje: g, :x+— g x,zax € G.

Opazimo lahko, da je g; avtomorfizem I' in grupa G, = {g | g € G} je podgrupa
Aut(T), izomorfna G. Tako je vsak Cayleyjev graf vozliséno tranzitiven graf. Vendar
ni vsak vozlis¢éno tranzitivni graf Cayleyjev graf za neko grupo, najmanjsi primer je
dobro znani Petersenov graf (glej | [4], stran 124]).

Pravzaprav je G polregularen tudi na V(I'), saj je (G), = 1 za vsak x € G.
Tako G deluje regularno na V(I'). Naslednji rezultat je merilo za dolocitev, ali je

dani graf Cayleyjev graf ali ne (glej | [4], lema 16.3] ali [17]).
Izrek 2.87. (Karakterizacija Cayleyjevega grafa) Graf T' je Cayleyjev graf za

grupo G, c¢e in samo ce Aut(I') vsebuje reqularno podgrupo, izomorfno G.

Upostevajte, da je lahko graf Cayleyjev graf za razli¢ne grupe. Na primer, polni graf

K, je Cayleyjev graf za katero koli kon¢no grupo G reda n, zlasti K,, = Cay(G, G\{1}).

Definicija 2.88. Cayleyjev graf je holomorfni Cayleyjev graf, ¢e je njegova ge-
neratorska mnozica sestavljena iz unije razredov konjugiranosti elementov definirajoce

grupe grafa.

Naj bo Gr = {gr | g € G}. Ni tezko videti, da je Gr podgrupa Aut(I"), ¢e in samo
Ce je S sestavljena iz unije konjugacijskih razredov elementov iz G, to je Gr < Aut(T),
¢e in samo ¢e je I holomorfni graf.

Naj bo Aut(G,S) = {p € Aut(G) | S? = S} in Aut(I'); = {o € Aut(I") | 17 = 1}.
Ocitno je Aut(G,S) < Aut(I');. Ker je I' vozliscno tranzitiven in je G regularen na
V(T), velja Aut(I") = GLAut(I);.
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Trditev 2.89. [ [15], posledica 4.2B] Nawr)(Gr) = Gr x Aut(G, S).

Definicija 2.90. Cayleyjev graf I' = Cay(G, S) je normalen za G, ¢e je G, podgrupa

edinka Aut(I'); drugace je I' nenormalen za G.

Iz trditve 2.89 in definicije 2.90 sledi, da je I' normalen Cayleyjev graf za G, ¢e in
samo Ce je Aut(I') = G, x Aut(G, S).

Primer 2.91. Naj bo I' polni graf K,, z n > 2. Spomnimo se, da je K, Cayleyjev graf
za katero koli kon¢no grupo G reda n, grupa avtomorfizmov K, pa je simetri¢na grupa
Sp. Za n > 5 vsebuje S, samo dve pravi podgrupi edinki, in sicer trivialno podgrupo
in A,. Tako iz izreka 2.87 velja, da I ni normalen za katero koli kon¢no grupo G reda

nzn>>o.

Primer 2.91 predlaga naravno vprasanje: katere konc¢ne grupe dopuscajo normalen
Cayleyjev graf? V [20] je Xu pokazal, da ima vsaka kon¢na grupa vsaj en normalen
Cayleyjev graf, razen za Z, X Zy in Qg X Z5" z m > 0. Nadalje je domneval, da so
"skoraj vsi” Cayleyjevi grafi normalni. Ta domneva Se vedno ostaja nereSena. Vendar
nam naslednji primer pove, da obstajajo Cayleyjevi grafi, ki so normalni in nenormalni

za razlicne regularne grupe.

Primer 2.92. Naj bo I' = K in torej A = Aut(I') = S,;. Razmislimo o dveh razli¢nih
Cayleyjevih predstavitvah I', podanih z (Z x Zy, (Zy x Z2)\{1}) in (Z4, Z4\{1}). Znano
je, da je regularna podgrupa A, izomorfna Z2, normalna v A, vendar nobena podgrupa
A, izomorfna Z4, ni normalna. Tako je I nenormalen Cayleyjev graf za Z4 in normalen

Cayleyjev graf za Z3.

Digraf T je urejeni par (V, A), kjer je V neprazna mnozica, mnozica vozlis¢ od
I'in A C {(u,v) : u,v € V} urejenega para V, mnozica lokov od I". Za lok (u,v)
digrafa se obi¢ajno misli, da je usmerjen od u do v, lok pa v¢asih imenujemo tudi
usmerjena povezava. Ce sta (u,v) € A(T) in (v,u) € A(T), lahko ta dva loka
prepoznamo in $tejemo kot povezavo. Graf I' je digraf, v katerem je (u,v) € A(T),
¢e in samo ¢e je (v,u) € A(T'), v tem primeru pa mislimo, da so robovi neurejeni par
tock, oznacCeni uv. Mnozico lokov grafa obicajno imenujemo mnozica povezav in
oznaCujemo z F namesto A. Po tej definiciji ve¢ povezav (razli¢ne povezave z enakimi
kon¢nimi to¢kami) ni dovoljenih. To se ne naredi zaradi kakrdne koli nenaklonjenosti
do ve¢ povezav, ampak bolj iz Zelje, da zacnemo z najpreprostejSo definicijo grafa, v
vedini primerov, ki zadevajo simetrijo v digrafih, veckratne povezave niso pomembne (so
irelevantne). Ta opredelitev sicer omogoca zanke, vendar v tem delu zanke ve¢ino Casa
niso pomembne. V tem besedilu so vsi grafi konéni (torej tudi kon¢ne mnozice vozlisc).
Osnovni izrazi digrafov in grafov ter operacije, kot so sprehodi, preseki digrafov itd.,

so definirani kot obi¢ajno. Glej na primer [5].
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Kot je v navadi, za graf I" z Nr(u) ozna¢imo mnozico sosedov v I' vozlisca u. Za
digraf T' zunanje sosedje u oznac¢imo z Ny (u), vhodne sosednje pa z Ny (u). To pomeni,
da je Nt (u) = {v : (u,v) € A(D)} in Ni (u) = {v: (v,u) € A(T)}. Ce je graf ali digraf

" jasen, lahko preprosto napisemo N (u) itd.

Definicija 2.93. Izomorfizem med dvema digrafoma I'y in I'y je bijekcija ¢ : V(I'y) —
V(I'9), tako da je ¢(u,v) € A(I'y), ¢e in samo e (u,v) € A(I'y).

Tako je izomorfizem ena na ena preslikava mnozice vozlis¢ na mnozico vozlis¢, ki
ohranja loke.

Vsak izomorfizem ¢ med dvema digrafoma I'; in I'y povzroca naravno bijekcijo med
A(T'1) in A(Ty), podano z (u,v) — (¢(u), ¢(v)). Pogosto bomo za preslikavo loka (u, v)
pod ¢ preprosto zapisali ¢(u,v) namesto (¢(u), d(v)).

Definicija 2.94. Vsaka bijekcija ¢ od V(I';) do mnozice X povzroci digraf na X,
izomorfen I'y. Dolo¢imo namrec I'y z V(I'y) = X in A(I'y) = {o(u,v)) : (u,v) € A(T'y)}.

Sprejeli bomo notacijsko konvencijo mnozice ¢(I'y) = I's.

Avtomorfizem digrafa je izomorfizem digrafa s samim seboj. Mnozica vseh av-
tomorfizmov digrafa I" je grupa pod funkcijo kompozituma in se imenuje grupa av-
tomorfizmov I', ozna¢ena z Aut(I'). Seveda Aut(I') deluje tudi na loke digrafa in

povezave grafa.

Definicija 2.95. Digraf, katerega grupa avtomorfizmov je tranzitivna na svoji mnozici
vozlis¢, se imenuje vozlis¢no tranzitiven digraf. (Di) graf, katerega avtomorfizem
je tranzitiven na svoji mnozici lokov, se imenuje lo¢no tranzitiven (di)graf. Graf I’

je povezavno tranzitiven, ¢e je Aut(I") tranzitiven na svoji mnozici povezav E(T').

Primer 2.96. Poln graf K, reda n > 1 je vozlis¢no tranzitiven, lo¢no tranzitiven in

Aut(I") = S,,.

Regitev. Ker ima K, vsak lok, ¢e je o € S, potem je o(u,v) € A(K,) za vsak par
razli¢nih vozlis¢ v in v. Tako je Aut(K,) = S, (saj je S, "najvecja”’ permutacijska grupa
na n vozlis¢ih). Grupa S, je zagotovo tranzitivna in tudi ¢e (u1,v1), (ug2,v2) € A(Sy),
potem obstaja o € S, z o(uy,v1) = (ug,v2). Tako je K,, vozliséno tranzitiven in lo¢no

tranzitiven. O

Primer 2.97. Za n > 1 definirajte graf Q, z V(Q,,) = Z% in dve vozlis¢i sta sosednji
¢e in samo, Ce se razlikujeta natan¢no v eni koordinati. Graf (),, je n-dimenzionalna

hiperkocka ali n-kocka in je vozlis¢no tranzitivna. 3-kocka je prikazana na sliki 6.
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(1,1,0) (1,1,1)
(17070) (17071)
(0,1,1)
(0,1,0)
(0,0,0) (0,0,1)

Slika 6: 3-kocka

Regitev. Dolo¢imo 7; : ZY — 75 z 1;(x) dodamo 1 modul 2 v i-to koordinato = in
je identiteta ostalih koordinat. Ce je e € E(Q,), potem 7;(e) € E(Q,), tako kot
v kateri koli koordinati, dodajanje konstante (bodisi 0 bodisi 1) ne spremeni, ali so
koordinate enake ali razlicne. Tako je 7; € Aut(Q,) za vsak 1 < i < n. Poleg tega
je lahko ugotoviti ali kateri koli element Z7 je lahko spremenjen s katerim koli drugim
elementom 7 s spreminjanjem (ali dodajanjem 1) koordinat prvega, ki se razlikuje od

drugega. Tako je (1; : 1 < i < n) tranzitiven, @,, pa vozlis¢no tranzitiven. O

(n+1) dimenzionalno kocko lahko sestavimo iz n-kocke tako, da vzamemo dve kopiji
n-kocke in ju zdruzimo s popolnim ujemanjem. Ena n-kocka ima dodatno koordinato,
dodano z 1 v dodatni koordinati, druga pa ima dodatno koordinato, dodano z 0 v
dodatni koordinati. Ujemajo¢i se robovi so nato med ustreznima tockama v dveh
kopijah. To pomeni, da se ujemajoci vozlisci razlikujejo le v dodatni koordinati. To je
razvidno iz slike 6, kjer sta dve kopiji 2-kocke zgornja in spodnja stran kocke, dodatna
koordinata pa prva koordinata. Ta konstrukeija za (n + 1)-kocko iz n kocke je pogosto

koristna za indukcijske argumente.
Primer 2.98. Petersenov graf, prikazan na sliki 7, je vozlis¢no tranzitiven.

Resitev. Preprosto je videti, da vrtenje 72° pusti Petersenov graf nespremenjen, zato
lahko katero koli tocko "zunanjega” 5-cikla 0, 1,2, 3,4 preslikamo v katero koli drugo
tocko "zunaj” 5-cikla in podobno je mogoce katero koli toc¢k "znotraj” 5-cikla 0/, 17, 2", 3/, 4/
preslikati v katero koli drugo tocko v "notranjem” 5-ciklu. Tako je le Se treba pokazati,
da obstaja avtomorrfizem Petersenovega grafa, ki preslika zunanji 5-cikel v notranji
5-cikel in obratno. Razmislimo o preslikavi ¢ — 4’ in i’ — —i. Neposredni izracuni (kar
bi morali storiti!) potrjujejo, da je ta preslikava avtorfizem Petersenovega grafa in je

zato Petersenov graf vozliséno tranzitiven. 0
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4 * 3

Slika 7: Petersonov graf

Opomba o naSem zapisu ciklov. Obi¢ajno je cikel oznacen z zaporedjem vozlis¢,
recimo vguy . ..v,_1vy. V prej$njem odstavku opazimo, da smo uporabili nekoliko ne-
standardni zapis vg, vq,...,v,_1,v9, Saj pri uporabi Stevil za oznake vozlis¢ pogosto
lahko pride do dvoumnosti, zlasti ¢e ima graf veliko vozlis¢. Na primer, graf z mnozico
vozlis¢ Zss je lahko cikel 01230 cikel dolzine 4 ali dva razli¢na cikla dolzine 3! Tako
lahko uporabljamo vejice med vozlis¢i pri oznacevanju ciklov ali ne, ¢e to ne povzroca
dvoumnosti. Podoben komentar velja za zapis ciklov permutacij.

Pred naslednjo razpravo potrebujemo nekaj dodatnih definicij.

Definicija 2.99. Naj bo I' regularen graf. Valenca I" je Stevilo povezav, katere so
incidentne s katero koli vozliséem. Pravimo, da je I' kubicen, Ce je regularen valence
3. Kon¢no je I' simetricen, ¢e je njegova grupa avtomorfizmov tranzitivna pri svojem

delovanju na mnozici vozli¢ in na mnozici lokov.
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3 CAYELYJEVI (DI)GRAFI

Na$ glavni cilj za naslednje razdelke je pridobiti knjiznico primerov in videti, kako
zgraditi vozlis¢no tranzitivne digrafe. Za¢nemo s Cayleyjevimi digrafi, saj so dale¢ naj-
pogosteje preucevan in najpogosteje srecan razred vozlis¢no tranzitivnih digrafov. Po
ogledu nekaterih njihovih osnovnih lastnosti bomo podali Sabidussijevo karakterizacijo

Cayleyjevih digrafov (3.21) in pokazali, da Petersenov graf ni Cayleyjev graf (3.25).

Definicija 3.1. Naj bo GG grupa in S C G. Definirajmo Cayleyjev digraf G, ozna-
¢en s Cay(G, 5), ki bo digraf z mnozico vozlis¢ V(Cay(G, S)) = G in mnozico lokov
A(Cay(G,S)) ={(g,95) : g € G,s € S}. S je generatorska mnozica Cay(G, S).

Upostevajte, da je (z,y) € A(Cay(G,S)), ¢e in samo ¢e je x~'y € S, kot potem
r = giny = gs, tako da je zy~! = s (slednji pogoj se pogosto uporablja namesto

prej$njega pogoja v definiciji Cayleyjevega digrafa).

Primer 3.2. Naj bo Cay(G, S) (di)graf z mnozico vozlis¢ V(Cay(G, S)) = G in mno-
zico lokov A(Cay(G,S)) = {(g,9s) : s € S}.

e Ceje G=1Zsin S ={1}. Potem Cay(Zg, {1}) na sliki 8 je digraf.
e Ceje G=1Zgsin S = {1,3}. Potem Cay(Zs, {1,3}) na sliki 9 je digraf.

o Ceje G=1Zsin S ={1,5}. Potem Cay(Zs, {1,5}) na sliki 10 je graf.

3

Slika 8: Cayleyjev digraf Cay(Zg,{1})
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Slika 9: Cayleyjev digraf Cay(Zs, {1, 3})

0
5 1
4 2
3

Slika 10: Cayleyjev graf Cay(Zg,{1,5})

~

Primer 3.3. Graf na sliki 11 je Cay(Z10,{1,3,7,9}). UpoStevajmo, da ker je binarna
operacija na Zjy seStevanje, obstaja povezava med dvemi vozlis¢i, ¢e in samo Ce je
razlika med oznakami na vozlis¢ih vsebovana v mnozici {1,3,7,9}. Upostevajmo, da

obracanje grafa v smeri urnega kazalca za 36°, ga ne spremeni.

Slika 11: Cayleyjev graf Cay(Z0,{1,3,7,9})
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Lema 3.4. Digraf Cay(G,S) je graf, ée in samo ce je S = S~ (ali, zapisano addi-
tivno, da je S = —S).

Dokaz. Recimo, da Cay(G,S) je graf. Potem (g, gs) € A(Cay(G,S)), ¢e in samo ce
(9s,9) € A(Cay(G, S)), ¢e in samo e (gs) ‘g = s! € S. Recimo, da je S = S~'. Ce
je (9,9s) € A(Cay(G, ), potem je (gs, gs(s™) = (g5, 5) € A(Cay(G,5)). O

V mnogih primerih, ima ali nima Cayleyjev digraf zanke, nima nobenega uc¢inka. V
teh primerih je ponavadi privzeto izkljuciti zanke, tako da vztrajamo tudi, da je 1 ¢ S
(ali 0 ¢ S, e je G abelova grupa in operacija je seStevanje). Stevilni obiGajni grafi so

izomorfni Cayleyjevim grafom.

Primer 3.5. 3-kocka, kot je narisana na sliki 6, je Cay(Z3,S), kjer je
S ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}). Upostevajmo, da za Z} je vsak element svoj inverz
in tako so Cayleyjevi digrafi od Z3 vedno grafi.

Primer 3.6. Naj bo n > 3 pozitivno celo $tevilo. Cikel dolzine n je izomorfen
Cay(Zy,,{1,n —1}).

Primer 3.7. Naj bo G grupa, n = |G| in S = G\{1lg}. Potem je Cay(G, S) izomorfen
K,.

Primer 3.8. Naj bo n > 1, S pa podmnozica Zs,, sestavljena iz vseh n lihih stevil.

Potem je Cay(Zy, S) izomorfen K, ,.

Cayleyjev digraf brez zank, ¢igar generatorska mnozica ima d elementov, je regula-
ren glede na izstopno in vhodno valenco d.
Morda najpogostejsi Cayleyjevi digrafi, s katerimi se srecujemo, so Cayleyjevi digrafi

cikliénih grup Z, reda n, kot v primeru 3.3.
Definicija 3.9. Cayleyjev (di) graf Z, se imenuje cirkulantski (di)graf reda n.

V naslednjem primeru preucujemo Cayleyjev graf diedrske grupe.

Spomnimo se, diedrska grupa Ds, reda 2n je simetrija pravilnega n-kotnika in ima

predstavitev (p,7: p" =72 = 1,7 1pr = p~1).
Primer 3.10. Cayleyjeva grafa Cay(ZyxZs, {(0,1),(0,4), (1,0)}) in Cay(D1o, {p, p*,7})

sta izomorina.

Resitev. Graf na levi na sliki 12 je Cay(Do, {p, p*, 7}), medtem ko je graf na desni na
sliki 12 Cay(Zs x Z5,{(0,1),(0,4),(1,0)}) in so na videz izomorfni. Tako je mozno,
da je graf izomorfen Cayleyjevim grafom razli¢nih grup, in ker je Cayleyjev graf G, ni
invarianten pri izomorfizmu. Lahko je videti, da obracanje za 72° ne spremeni nicesar
pri zgornjih grafih. Poleg tega ni tezko videti, da lahko preslikamo "notranji” 5-cikel

na "zunanji’ 5-cikel in obratno. ([l
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(0,0)

(0,4)
(0,1)

(0,3) '(0,2)

Shka 12: Cay(Dl()) {p7 p4a T}) n Cay(ZQ X ZSa {(Oa ]-)7 (07 4)7 (L O>})

Definicija 3.11. Naj bo G grupa in g € G. Definirajmo g, : G — G z gp(x) = gzx.
Preslikava g7, je levi premik . Leva regularna predstavitev G, oznacena z Gy,
je G = {91 : g € G}. To pomeni, da G, sestavljajo vsi levi premiki G. Preprosto je
preveriti, da je G, grupa, ki je izomorfna G.

Naj bo z,y € G in g = yz .

Potem je gr(r) = yz~ 'z = y, tako da je Gf
tranzitivna na GG. UpoStevajmo tudi, da gz (z) =  nam da gz = = ali ¢ = 1. Edini
element G, ki fiksira tocko, je identiteta. Zato je GG regularna.

Permutacije, omenjene na koncu primera 3.3, generira G = (Zyo)r, medtem ko
permutacije, omenjene na koncu primera 3.10, generirajo (Zio)r (ne pa (Dio)r). Ce
si zelimo ogledati generatorje (Do), iz primera 3.10, opazimo, da obstaja preslikava,
katera tudi pusti grafe nespremenjene (najbolj ociten je dobljen s preslikavo okoli nav-
picne ¢rte skozi sredino grafa - ostale preslikave lahko dobimo z obracanjem te crte
za 72°). Nato dobimo grupo (Djg)r z obra¢anjem za 72° in nato preslikava notranji
b-cikel na zunanji 5-cikel.

Na splosno so za abelovo grup G premiki G sestavljeni iz preslikave x — g+x = x+g,
g€ G. Ty, G, ={x— x4+ g:g € G}. Natan¢neje, za cikli¢no grupo Z, imamo Z,,
ki jo generira preslikava x — x + 1 (ali seveda bi namesto 1 lahko postavili kateri koli

generator Z,,).

Lema 3.12. Ce je G grupa in S C G, potem je Gy < Aut(Cay(G, S)). Se posebej
Cayleyjev digraf grupe G je vozliséno tranzitiven digraf.

Dokaz. Naj bo g € G in s € S, torej (g,9s) € A(Cay(G,S)). Naj bo h € G. Potem
je hr(g,98) = (hg,hgs) = (¢',¢'s) € A(Cay(G,S)) kjer je ¢ = hg. Potem je hy €
Aut(Cay(G, S)) torej G, < Aut(Cay(G, S)). Kot smo ze ugotovili, je G, tranzitiven,
Aut(Cay(G, S)) je tranzitven in torej je Cay(G, S) vozliséno tranzitiven digraf. O
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Nekateri avtorji bodo Cayleyjeve digrafe definirali na desni, tako da bo desna
regularna predstavitev G vsebovana v grupi avtomorfizmov.

Tako kot ve¢ina avtorjev tudi tu po¢nemo stvari "za nazaj”. Dolo¢ili smo namrec
Cayleyjev digraf G glede na vozlis¢a in povezave (kot je obicajno pri definiranju grafal),
Nato pa pokazali, da je grupa G vsebovana v njeni grupi avtomorfizmov. To pa ni
pravi nac¢in, kako bi morali razmigljati o tem, kako zgraditi Cayleyjev digraf. Namesto
tega pomislimo na S kot na zunanjega soseda identitete (kar v resnici tudi sta), nato
pa uporabimo grupo G, da "izpolnimo” preostale loke v digrafu z uporabo elementov
G na lokih med identiteto in njenimi sosedi. Upostevajmo, da je pri tej metodi
konstrukcije Cayleyjevega digrafa (G avtomatsko podgrupa grupe avtomorfizmov.

Nekateri avtorji bodo pri opredeljevanju Cayleyjevega digrafa vztrajali predvsem iz
zgodovinskih razlogov, da je (S) = G (Ceprav o€itno, to ni potreben pogoj, da bi lahko
definirali Cayleyjeve digrafe). Naslednji rezultat kaze, da je (S) = G enakovredno
vztrajanju, da so vsi Cayleyjevi digrafi povezani. Opazamo, da je nasa predstava
o povezanem digrafu I' ta, da obstaja usmerjena pot med katerima kolima dvema
vozliséema. To pomeni, da ¢e je u,v € V(I") obstaja pot wy ... w, vI z u = wy,v = w,
in (w;,w;11) € A(T'). Mnogi avtorji se na to sklicujejo, da je I' krepko povezan, pri
cemer je Sibkejsi pogoj, da obstaja pot med katerimi koli vozlis¢i v spodnjem preprostem

grafu I', kot Sibko povezan digraf.

Lema 3.13. Naj bo G grupa in S C G. Cayleyjev digraf Cay(G, S) je krepko povezan,

e in samo ce je (S) = G.

Dokaz. Predpostavimo, da je (S) = G. Naj bo x,y € G in g = z7'y. Potem ob-
stajajo si,...,s, € S tako, da s;s9---s, = ¢g. Zal <17 <r, naj bowv, = s1S---85;.
Upostevajmo, da je (v;,v;8;11) = (v3,vi11), tako da je v G lok od v; do v;4;. Po-
tem je W = 1lgv;---v, sprehod po Cay(G,S) od 15 do g. Upostevajmo, da je
rr(lg) = z in z1(9) = y, zato je xr (W) sprehod v G od = do y. Tako je G krepko
povezan. Predpostavimo, da je Cay(G,S) krepko povezan. Potem za vsak g € G
obstaja pot P, = vov;...v, v Cay(G, S) od 1¢ do g, kjer je vg = 1¢ in v, = g. Kot
(vi,vi401) € A(Cay(G, S)) je vir1 = v;s; za nekatere s; € S. Potem je g = sp...8, in
g € (S). Ker je g poljuben, (S) = G. ]

Zdaj se obrnemo na razmerje med Cayleyjevim digrafom grupe G in Aut(G), grupo

avtomorfizmov G.

Lema 3.14. Naj bosta G in H izomorfni grupi z izomorfizmom « : G — H. Naj
bo S C G. Potem je a(Cay(G,S)) = Cay(H,«a(S)). Se posebej, ce je H = G,
potem je a(Cay(G, S)) Cayleyjev digraf G z generatorsko mnoZico a(S) ali ekvivalentno
a(Cay(G,S)) = Cay(G,a(9)).
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Dokaz. Jasno o : G — H, tako da je V(a(Cay(G,S))) = H. Naj je a = (g,9s) €

A(Cay(G,S)), kjer sta g € G in s € S. Potem a(a) = a(g,gs) = (a(g),a(gs)) =
(a(g),a(g)a(s)) = (h,hs') kjer je h = a(g) in & = a(s) € a(S). Nato a preslika loke
od Cay(G, S) na loke Cay(H, a(S)) bijektivno kot |S| = |a(S)|. Torej a(Cay(G,S)) =
Cay(H,«(S)), kot je zahtevano. Rezultat sledi z nastavitvijo H = G. O

Na splosno je precej netrivialno preverjati, ali je permutacija v grupi avtomorfizmov

grafa ali ne. Za Cayleyjeve digrafe grupe G in avtomorfizme G je to enostavno preveriti!

Posledica 3.15. Naj bo G grupa, S C G in«a € Aut(G). Potem je a € Aut(Cay(G, S))

e in samo ce je a(S) = S.

Primer 3.16. Kateri avtomorfizmi Z;5 so vsebovani v grupi avtomorfizmov I' =
CCLy(Z15, {1, 3, 4, 12})7

Regitev. Avtomorfizmi Zi5 so sestavljeni iz mnozenja z enotami v Z,5. To pomeni, da
so avtomorfizmi Z5 preslikave x — az, kjer je a € Z75. Ker je 1 € S = {1, 3,4, 12},
moramo samo preveriti, katera cela Stevila 3,4,12 povzrocajo avtomorfizme I'. Ker je
4 edina enota med {3,4, 12}, moramo samo preveriti, ali je © — 4z avtomorfizem T,
saj je x — lx identiteta in je vedno v Aut(I'). Ker je 4-{1,3,4,12} = {4,12,1, 3},
vidimo, da je xz — 4x res avtomorfizem I', zato so avtomorfizmi Z5, ki jih vsebuje T,

x +— ax, kjer je a = 1 ali 4. 0

Posledica 3.17. Naj bo G abelova grupa, G # Z5 za nekaj k > 1 in S C G taksna,
da je S = —=S. Potem je Aut(Cay(G,S)) # G, Se posebej pa je preslikava v : G — G,
podana z 1(g) = —g, v Aut(Cay(G, S)) in ¢ # 1.

Dokaz. Za grupo G je preslikava x +— 27! avtomorfizem grupe, ¢e in samo e je G
abelova (v tem primeru je bolj primerno preslikavo zapisati © — —z in tudi ¢). Ce je
torej Cay(G, S) Cayleyjev graf, tako da je S = —S, potem je ¢ € Aut(Cay(G,S)) po
posledici 3.15. Opazamo edino abelovo grupo, tako da je vsak element lastni inverz (in
za katero je 1 = 1¢) grupe Zk, k > 1. Ce je G abelova, je G # Z%, k > 1 in Cay(G, S)
je Cayleyjev graf G, nato Aut(Cay(G,S5)) # G. O

Eden prvih vecjih problemov, ki smo ga obravnavali v zvezi s simetrijami v grafih,

je bilo vprasanje, ali obstaja Cayleyjev (di) graf GG, katerega grupa avtomorfizmov je

G.

Definicija 3.18. Naj bo I' = Cay(G, S) digraf in Aut(I') = G, potem I" je usmer-
jena regularna predstavitev, oziroma DRR, medtem ko naj bo I' = Cay(G, S)

graf in Aut(I") = G, potem je grafi¢na regularna predstavitev G, oziroma GRR.
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Prejsnji rezultat pokaze, da Cayleyjevi grafi abelovih grup, ki niso elementarno

abelove 2-grupe niso GRR.

Primer 3.19. Kateri avtomorfizmi Zsg so vklju¢eni v grupo avtomorfizmov

I' = Cay(Zs,{2,6})?

Resitev. Najprej opazimo, da je S = —S5, tako da je I' graf in je po posledici 3.17
preslikava z — —z vsebovana v Aut(I'). Avtomorfizmi Zg so sestavljeni iz mnoZenja
z enotami v Zg. Upostevajmo, da ¢e je z — ax v Aut(I'), potem je tudi x z — —ax
v Aut(T"). Torej moramo samo preveriti, katere enote v Zg med 1 in 4 inducirajo
avtomorfizme I', saj avtomorfizmi, ki jih inducirajo enote med 1 in 4, sestavljene z
x +— —z, dajejo avtomorfizme Zi4, inducirane z enotami med 5 in 7. Z racunanjem
3-{2,6} = {6,2} vidimo, da Aut(I') vsebuje x — ax za a =1,3,5,7. O

Primer 3.20. Kateri avtomorfizmi Z;s so vkljuéeni v grupo avtomorfizmov
I' = Cay(Z,{1,2,5,6,10,11,14,15})7

Resitev. Najprej opazimo, da je S = —S5, tako da je I' graf in je po posledici 3.17
preslikava 2 +— —x vsebovana v Aut(T"). Avtomorfizmi Z¢ so sestavljeni iz mnoZzenja
z enotami v Zj5. UpoStevajmo, da ¢e je z +— ax v Aut(I'), potem je tudi z x — —azx
v Aut(T"). Torej moramo samo preveriti, katere enote v Z;s med 1 in 8 inducirajo
avtomorfizme I'. Torej moramo samo preveriti, ali je x — bx avtomorfizem I". Upo-
Stevajmo, da je 5-{1,2,5,6,10,11,14,15} = {5,10,9,14,2,7,6,11} # S, torej edini

avtomorfizem Zg v Aut(I') je identiteta in x — —ux. O
Naslednji pomemben rezultat Sabidussija [17] karakterizira Cayleyjeve digrafe.

Izrek 3.21. DigrafT je izomorfen Cayleyjevemu digrafu grupe G, ¢e in samo e Aut(T")

vsebuje regularno podgrupo, izomorfno G.

Dokaz. Ce je T = Cay(G,S) z ¢ : I' = Cay(G, S) izomorfizem, potem po lemi 3.12,
Aut(Cay(G, S)) vsebuje regularno podgrupo G = G, in sicer ¢~'G ¢,

Za nasprotno domnevamo, da Aut(I") vsebuje regularno podgrupo H = G, z w :
H — G izomorfizem. Fiksirajmo v € V(I'). Ker je H regularen, za vsak u € V(I') po
[ [8] Vaja 1.1.2] obstaja enoli¢no dolo¢en h,, € H, takSen, da je h,(v) = u. Definirajmo
¢ : V(') - Gz ¢(u) = w(hy,). Preslikava ¢ je nas izomorfizem iz I' v Cayleyjev
digraf G. V bistvu izberemo vozlis¢e v, ki ga bomo identificirali (preko ¢) z identiteto
v G. Potem je vozlisée v € V(I') identificirano z w(h,). Preostale so nam tehni¢ne
podrobnosti, ki dokazujejo, da to deluje.

Najprej upostevajmo, da je vsak h, enoli¢no dolocen, ¢ je dobro definiran in je
tudi bijekcija, saj je w bijekcija. Naj je U = {u € V(I') : (v,u) € A(I")}. Trdimo,
da je ¢(I') = Cay(G, ¢(U)), kjer je ¢(I") digraf z V(o(I')) = {p(v) : v € V(I)}, in
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AG(D)) = {(6(u), 6(v)) : (u,0) € AT)}. Ker je o(V(T)) = G, imamo V(4(T)) = G.
Najje a € A(¢(I")). Pokazati moramo, da je a = (g, gs) za nekatere g € G in s € ¢(U).
Kot a € A(¢(T)) je o (a) = (u1,uz) € A(T) z | [8] Vaja 1.1.12]. Naj bo w € V(T') tak,
da je h(w) = u. Potem je h™!(u1,up) = (v,w) € A(T), tako da je w = hy,(v) € U. Tudi
Ry = Py By kKOt By By (V) = By (W) = ug. Nastavimo g = w(hy, ) in s = w(hw) € ¢(U).

Potem,

a = ¢(ur,u2) = (W(ha, ), wha,)) = (Wl ), W(ha he)) = (@(Ra, ), w (R, )w(he)) = (9, 95)
kot smo zahtevali. O

Ta odsek kon¢amo z navedbo primera vozlis¢no tranzitivnega grafa, ki ni izomor-
fen Cayleyjevemu grafu. Na$ primer je Petersenov graf (glej sliko 7), ki sta skupaj
s komplementom najmanjsa (glede na Stevilo vozlis¢) ne-Cayleyjevi vozliséno tranzi-
tivni grafi. Pred nadaljevanjem dokazemo teoreti¢ni rezultat grupe, ki bo poenostavil
dokazovanje (in tudi rezultat ali njegove posploSitve se uporabljajo za poenostavitev

stevilnih dokazov).

Lema 3.22. Naj bo G = (p,7 : p™ = 7" = 1,7 pr = p°,1 < a < m). Ce je
p1, 11 € (p,7) tako, da je pi" = 7" = 1,7 ' p1my = pi in (p1,71) = (p,T), potem obstaja
a € Aut(G), tako da je a(T) =1 in a(p) = p1.

Dokaz. Ker p1mp = 11p% lahko vsak element G zapiSemo enoli¢no kot 7{p¥ za 0 < x <
n—1in0 <y <m-—1. Dolo¢imo a : G — G z a(7%p¥) = 7¥p{. Ker je pr = 7p%, lahko
vsak element GG zapiSemo tudi enoli¢no kot 7%p¥, 0 <z <n—-1in0<y<m-—1. To

pomeni, da je « bijekcija kot (p1,71) = (p, 7). Potem

_ 2 _ u u
Ta:pyTup'u — TprayTu 1pv — TmTZpa Y u 2pv e T:ETupa ypv — T:r+upa y+v
u
n analogno temu 77 p YTV = 72 Y7 pY. Potem
T, Y u v\ __ z-l—ua“y-l—v_w—l—ua"y-l-v_zyuv_ x Yy u v
a(TpT p"%) = a(r™ P ITY) = T T = oot = a7 p")a(T"p")

in o € Aut(G). O

Podoben rezultat velja za katero koli grupo, ki jo ustvari kon¢ni seznam elementov

skupaj s kon¢nim seznamom definirajo¢ih razmerij. Glej | [7], str. 5].
Definicija 3.23. Ozina je najmanjsa dolzina cikla v grafu.

Trditev 3.24. Povezan Cayleyjev graf abelove grupe z valenco vsaj 3 ima oZino najvec
4.
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Dokaz. Naj bo Cay(G, S) povezan Cayleyjev graf na abelovi grupi z valenco vsaj 3.
Naj bo |S| > 3, S ={a,b,c,...}.
Opazimo, da

a~a-b
b~0b-a,

ker imamo abelovo grupo velja b-a =a - b.

Predpostavimo, da ab # 1:
o Ce ab ¢ S imamo cikel dolzine 4, in sicer 1, a, ab, b, 1.

e Ceje ab € S, potem imamo cikel dolzine 3, namret, 1, a, ab, 1.

Slika 13: Cikel dolzine 4 in cikel dolZine 3

Predpostavimo, da je ab = 1 = b = a~!. Lahko ponovimo zgornji argument za a in

¢, namesto a in b, ker je ac # 1. O
Izrek 3.25. Petersenov graf ni Cayleyjev graf.

Dokaz. Dokazali bomo s protislovjem in predpostavljamo, da je Petersenov graf P
Cayleyjev graf Cay (G, S), kjer |G| = 10 in |S| = 3. Ker je |G| = 10, G = Zyq ali Dy,
saj so to edine grupe reda 10. Ce je G = Zyy, je ozina P najve¢ 4. Vendar ima P oZzino
5. Tako je P = Cay(Dno, S).

Pred nadaljevanjem bo koristno pregledati nekatere lastnosti Dyg. Dig = (p,7)
nastavimo kot v definiciji Dy, in se spomnimo, da je (p) < Dyg. Poleg tega ima (p) v
Do dva leva odseka, in sicer (p) in 7{p) = {7, 7p, 7p?, 7p>, Tp*}. D1 ima kot simetrije
pravilnega petkotnika 5 rotacij, od katerih je vsaka vsebovana v (p), od katerih imajo
Stirje elementi red 5, ostali pa 1. Ker ima Djy 5 elementov reda 2,s0 ti elementi levega
odseka 7(p).

Zdaj razmislimo o dveh moznostih za S, in sicer, da je S sestavljen iz treh involucij
(elementi reda 2), ali pa je S involucija skupaj z elementom, ki ni sam svoj inverz
skupaj s svojim inverzom. V slednjem primeru je element, ki ni involucija, vsebovan

v (p). Ce je S sestavljen izkljuéno iz involucij, potem v (p) (to je podgrupa reda 5)
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ne more biti noben element S, zato je vsak element S vsebovan v levem odseku 7(p).
Nato ima vsaka povezava P eno kon¢éno tocko v (p), ostali pa v levem odseku 7(p).
Torej je P dvodelna, kar ni res, saj vsebuje lihe cikle. Potem mora biti .S sestavljen
iz dveh elementov reda 5, ki sta medsebojno inverzna, recimo p; in p;', in involucije,
recimo 71, ker je P graf. Potem p; = p® za nek 1 < b < 4 in 7, = 7p°, za nek c¢. Zato

jepi=71¢=11in
o = (1) e = e rpt = p Tt = p70 = (o)

Po lemi 3.22 obstaja a € Aut(Dyg) tako, da je a(p;) = p in a(ry) = 7. Potem je
P = Cay(Dy, {p, p*,7}) po lemi 3.14. Vendar je v primeru 3.10 Cay(D1o, {p, p*,7})

izomorfen Cayleyjevemu grafu Z,g, kar je protislovje. O
Za dokazovanje izrekov v drugem poglavju najprej potrebujemo naslednje izreke.

Izrek 3.26. Tranzitivna grupa prastevilske stopnje p vsebuje regqularno ciklicno pod-
grupo. Posledicno je vsak vozliséno tranzitivni digraf prastevilskega reda p izomorfen

Cayleyjevemu digrafu Z,.

Dokaz. Naj je G tranzitivna grupa prastevilske stopnje p. Po izreku o stabilizatorju
orbite velikost orbite grupe deli vrstni red grupe. Ker je G tranzitiven, ima eno orbito
velikosti p, zato p deli |G|. Potem G vsebuje element reda p po Cauchyjevem izreku.
Ker je G < S, mora biti kateri koli element reda p p-cikel p. Potem je (p) regularna
ciklicna podgrupa, rezultat pa sledi po izreku 3.21 O

Definicija 3.27. Permutacijska grupa G < S, je 2-tranzitivna, ¢e kadar koli

(xbyl); (3524/2) S Zn X Zn

tako, da xy # y; in x9 # Yo, potem obstaja g € G, tako da g(z1,y1) = (z2,2). To
pomeni, da je grupa 2-tranzitivna pod pogojem, da za katera koli dva nediagonalno

urejena para obstaja element grupe, ki preslika enega v drugega.

Izrek 3.28. Naj bo G < S, p prastevilo, tranzitivna, tako da je preslikava v — x+1 v
G. Potem je bodisi G 2-tranzitivna bodisi G < AGL(1,p) = {x —ar +b:a € Z; b e
Zp} Ly - Ly

Center grupe G, oznaceno z Z((G), je mnozica vseh elementov G, ki komutirajo z
vsakim elementom G. To pomeni, da je Z(G) = {g € G : gv = zg za vse x € G}.
Preprosto je preveriti, da je Z(G) podgrupa edinka, dejansko karakteristi¢na podgrupa
G.

Lema 3.29. Center Z(Q) tranzitivne grupe G < S, je polregularen.
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Dokaz. Recimo, da je a € Z(G) in a(x) = z. Ker je G tranzitiven, za vsak y € Z,
obstaja g, € G, tako da je g,(x) = y. Potem je ag, = g,a in tako

y = gy(z) = gyo(x) = agy(z) = a(y)
in tako a(y) =y za vse y € Zj. ]

Lema 3.30. Naj bo G grupa, H < G in a € Aut(G). Naj bo K = a(H). Potem je
a:G/H - G/K za(gH) = a(g)K dobro definirana bijekcija.

Dokaz. Da pokazemo, da je & dobro definirana, predpostavimo, da g1, g2 € G in g1 H =
goH. Ker je a(H) = K in a € Aut(G), je a(g;H) = a(g;)K za i = 1,2 in & preslika
G/H v G/K. Potem je a(g1) K = a(g1H) = a(g2H) = a(g2) K in je & dobro definirana.
Da je a znotraj, sledi, ker je a znotraj. Koné¢no, ¢e je a(g1H) = a(g2H), potem je
a(g)K = alg)K, torej algy;'gi)K = K in a(gy'g1) € K. Ker je a(H) = K,
gy'g1 € Hin gt H = goH. Tako je & ena proti ena in je torej bijekcija od G/K. O

Definicija 3.31. Naj bo G grupa s podgrupo H < G in a € Aut(G), tako da je
a(H) = H. Definirajmo & : G/H — G/H z a(gH) = a(g)H.

Spomnimo se, da je @ dobro definirana permutacija G/H po lemi 3.30.

Lema 3.32. Naj bo G grupa in H < G brez jedra v G. Naj bo A = {a : a €
Aut(G) in o(H) = H}. Potem je Ng,,,(G,G/H) = A(G,G/H).

Dokaz. Ker je H brez jedra v G, je levo delovanje G na G/H zvesto. Naj bo 0 €
Nsg (G, G/H). Ker je (G,G/H) tranzitivna na mnozici levih odsekov H v G, obstaja
6, € (G,G/H) tako, da je (,6(H) = H. Ker je 6,6 € (G,G/H), obstaja { €
(G,G/H) z 6~*16 = I, zato je 6/(H) = H. Naj bo § = (. Ko se { in § normalizirata
(G,G/H), se normalizira tudi 8. Dolo¢ite o : G — G z a(g) = k, ¢e in samo Ce
B8 = k. Najbo h € H. Ker je B(H) = H,f*h3(H) = H, zato je B~ hf3
vsebovano v (G,G/H) in popravi H. Zato je B71hB = hy za nekatere hy € H. Potem
je a(H) = H. Ker je f71gh = B71g8 - B~*hB3, imamo a(gh) = a(g)a(h), zato
je a homomorfizem. Jasno je, da je «, inducirano s konjugacijo, injektivno, zato je
a € Aut(G). Upostevajmo, da je f71G8 = a(g) za vse g € G in da je za z,9 € G,
a‘ga(zH) = a Yga(z)H) = o Y(g)(zH), tako da je a 'ga = a~i(g). Tako je
B ta"tgap = 6‘104—1A(g)6 = ¢, tako da a3 komutira z § za vsak g € G. Tako se af8
centralizira (G, G/H), tako da po lemi 3.29 imamo af je polregularen. Konéno, ker je
B(H) = 5@(H) = H ina(H) = H, imamo af(H) = H. Ker je af polregularen, imamo
aB =1, zato je B = @ L. Od kod je § = B¢~ = a~14~1. Tako je Nsg,,(G,G/H) <
A(G,G/H). O
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Lema 3.33. Avtomorfizem & v A je v (G,G/H), ¢e in samo ce je & notranji avtomor-
fizem G, induciran s h € H.

Dokaz. Naj je g € G. Najprej, ¢e je a(gH) = hgh™'H za nekaj h € H, potem je
a(g) = hgH = hy(gH) in & = hy. Predpostavimo zdaj g, € A. Potem je . (H) =
gH = H, torej g € H.Tako AN (G,G/H) = {hy : h e H}. O

Ce je H =1, potem je G pravilen in imamo naslednji rezultat.
Posledica 3.34. Ns . (GL) = G x Aut(G).

Dokaz. Po lemi 3.32 G < Aut(G)Gr in G N Aut(G) = 1 po lemi 3.33. Rezultat
sledi. O

Definicija 3.35. Za grupo G je podstavek G, z oznako soc(G), podgrupa G, generi-

rana iz vseh minimalnih podgrup edink G.

Definicija 3.36. Grupa G je elementarna abelova, ¢e je G =2 Z’; za nekatera prastevila
pin k > 1.

Izrek 3.37. Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa prastevilske stopnje p. Potem
je bodist G 2-tranzitivna z nereqularnim neabelovim enostavnim podstavkom bodisi je v

G p-Sylowka podgrupa edinka.

Dokaz. Kot v izreku 3.26 ponovno permutiramo mnozico G tako, da je preslikava
x +— x + 1 vsebovana v G. Potem je po izreku 3.28 bodisi je G 2-tranzitivna bo-
disi G < AGL(1,p) . Ker je AGL(1,p) = Ng,((Zy)1) po posledici 3.34, imamo bodisi
G 2-tranzitivna bodisi je v G p-Sylowka podgrupa edinka. V slednjem primeru smo
dokazali. Ce je G 2-tranzitivna, potem Se en Burnsideov izrek | [15], teorem 4.1A]
navaja, da je podstavek 2-tranzitivne grupe bodisi regularna elementarna abelova p-
grupa P je bodisi neregularna neabelova preprosta grupa. V slednjem primeru sledi
rezultat. V prej§njem primeru sta G' < S, in |S,| = p!, kjer P je ciklien reda p. Nato

G normalizira v S, cikli¢no grupo reda p in rezultat tudi sledi. O

Definicija 3.38. Naj G < S, deluje na Z,, x Z, na kanoni¢en nacin, to je g(z,y) =
(9(z),g(y)). Orbite tega delovanja imenujemo orbitale. Ena orbitala je diagonala ali
{(z,z) : x € Z,} in se imenuje trivialna orbitala. Predpostavljamo, da so Oy, ..., O,
netrivialne orbitale. Definirajmo digrafe I'y,...,T'. z V(I';) = Z,, in A(T;) = O;. T'; so
orbitalni digrafi G.

Trditev 3.39. Naj bo G < S, tranzitiven. Vsak digraf T' reda n z G < Aut(T') je
posplosen orbitalni digraf od G.
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Definicija 3.40. Barvni digraf je digraf, v katerem je vsakemu loku dodeljena barva

- obicajno je barva samo celo stevilo.

Definicija 3.41. Naj bo X mnozica in G < Sx. 2-zaprtje grupe G, z oznako G| je
najvecja podgrupa grupe Sx, katere orbite na X x X so enake orbitam grupe G. Ce

je G® = @, pravimo, da je G 2-zaprta.
Trditev 3.42. Naj bo I' vozliséno tranzitiven digraf. Potem je Aut(I') 2-zaprt.

Dokaz. Naj bodo I'y, ..., T, orbitalni digrafi od Aut(T"). Cejer e Aut(T)? | potem je
v € Aut(Ty),1 <i < r, ker je Aut(I)® = n7_, Aut(T;). Po trditvi 3.39 je I' posplogen
orbitalni digraf od Aut(I"), z recimo, U;_,I"; = I" za nek 1 < s < r. Toda potem je
v € Aut(l'), ker je v € Aut(I';),1 <i <s. O

Ceprav je G? grupa avtomorfizmov barvnega digrafa, ni nujno, da je grupa avto-

morfizmov digrafa ali grafa.

(0.0) (1,0)

(0,1) (1,1)

Slika 14: Barvni Cayleyjev digraf Zs X Zo z grupo avtomorfizmov Zy X Zs

Primer 3.43. Grupa (Zy X Zs), je 2-zaprta, vendar ni grupa avtomorfizmov digrafa

ali grafa.

Resitev. Ker je vsak element Zy X Zo sam svoj inverz, je vsak Cayleyjev digraf Zs X Zs
graf. Ce preverimo, obstajajo Stirje pari neizomorfnih Cayleyjevih grafov Zy x Zo, in
sicer Ky, K4, je ujemanje in cikel dolzine 4. Prva dva grafa imata grupo avtomorfizmov
Sy, medtem ko imata ostala dva grafa grupo avtomorfizmov Zs Zs.

Ce zelimo videti, da je (Zy x Zso)r, 2-zaprt, upoStevajmo barvni digraf I', ki je
podan na sliki 14. Barvni digraf I' je unija treh orbitalnih digrafov (Zs x Zs)p, pri
Cemer je vsak orbitalni digraf ((Zs X Zs)y, obarvan z drugo barvo na sliki 14. Zato je
(Zy X Zso)1, < Aut(T"). Razmislimo o orbitalnem digrafu I'y od (Zy X Zs)y,, podanem v
zeleni barvi na sliki 14. Transpozicijay = ((1,0), (1,1)) € Aut(I';) s pregledom, vendar
v & Aut(I'y), kjer je I'y orbitalni digraf (Zy X Zs)r, podan z rde¢o barvo na sliki 14.
Ker je Aut(I')) = Zo 1 Zo = ((Za X Zs)1,7) je reda 8, vidimo da Aut(I'y) N Aut(Ty) =
(Zo X L)y Zato je Aut(I') = (Zg X Zs), 2-zaprt. O
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4 NORMALNI CAYELYJEVI
(DI)GRAFI

Spomnimo se, ¢e je I' = Cay(G, S) digraf in Aut(T") = G, potem je I' usmerjena
regularna predstavitev ali DRR od G, ¢e pa je I' graf in Aut(I') = G, potem je I'
grafi¢na regularna predstavitev G ali GRR.

Definicija 4.1. Cayleyjev digraf Cay(G, S) G je normalen Cayleyjev digraf G, ¢e
je Gp < Aut(Cay(G, 9)).

Jasno je, da je vsak GRR ali DRR za G normalen Cayleyjev graf ali digraf.

Definicija 4.2. Naj bo G grupa. Dva Cayleyjeva (di)grafa Cay(G,S) in Cay(G,T)
od G imenujemo Cayleyjeva izomorfna, ¢e je 0(S) =T za nek o € Aut(G). Lahko

vidimo, da so Cayleyjevi izomorfni Cayleyjevi (di)grafi izomorfni kot (di)grafi.

Vendar pa obratno ne drzi in obstajajo izomorfni Cayleyjevi (di)grafi, ki niso Cay-

leyjevi izomorfni.

Definicija 4.3. Cayleyjeva podmnozica S od G se imenuje CI-podmnoZica, ¢e za
katerikoli 7" C G,Cay(G,S) = Cay(G,T) pomeni, da so Cayleyjevi izomorfni, to je
T = 0(S) za nek 0 € Aut(G) in v tem primeru imenujemo Cay(G,S) Cl-graf, kjer
CI predstavlja Cayleyjev izomorfni.

Definicija 4.4. Pravimo, da je grupa G DCI-grupa ali CI-grupa, ce so vsi Cayleyjevi
digrafi ali grafi grupe G C'I-grafi.

Primer 4.5. Polni graf K, je normalen Cayleyjev graf grupe G ¢e in samo ¢e jen = 2,3
ali4in G = ZQ,Zg ali Z%

Resitev. Sevedaje, Aut(K,) = S,. Cejen > 5, potem je A, preprost | [9], Izrek 4.6.24],
zato je edina pravilna netrivialna normalna podgrupa S, A,. Ker A, ni pravilen, K,
ni normalen Cayleyjev graf katere koli grupe in ker Aut(K,) = Aut(K,) tudi ni njegov
komplement. Ce je n =4, je |AGL(2,2)| = 4(4 — 1)(4 — 2) = |S4| in AGL(2,2) = S,.
Potem je K, normalen Cayleyjev graf za Zs, ne pa tudi za Zy, saj je Aut(Z,) reda 2.
Koné¢no, ¢e je n = 3, potem ima Az normalno podgrupo reda 3 in K3 je normalen,
medtem ko je Aut(K3) = Zs regularen. Tako sta K3 in K3 normalna Cayleyjeva grafa

Zs oziroma Zs. ]
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Izrek 4.6. Vsak circulantski digraf reda prastevil p > 5 z izjemo K, in njegovega

komplementa je normalen Cayleyjev digraf Z,.
Primer 4.7. Heawoodov graf ni normalen Cayleyev digraf diedrske grupe reda 14.

Regitev. Po | [8] Vaja 4.5.2] je Heawoodov graf Cayleyjev graf Dy4, po | [8] Posledica
4.5.8] pa ima grupo avtorfizmov G = PGL(3,2) X Zy. Prav tako ima G blokovni
sistem B z bloki velikosti 7 s fizg(B) = PGL(3,2). Inducirano delovanje PGL(3,2)
na B € B je 2-tranzitivna neabelova skoraj enostavna grupa, zato po izreku 3.37 nima
normalne podgupe 7-Sylowke. Tako G nima normalne podgrupe Sylowke. Vendar je
znacilna podgrupa 7-Sylowke P iz Dy4, zato je P <(Dy4)r X Aut(D14) = Ng,,((D14)1)
po posledici 3.34. O

Naslednji rezultat je znacilen za normalne Cayleyjeve digrafe.

Izrek 4.8. Naj bo G grupa, S C G, in I' = Cay(G, S). Naslednje trditve so ekvivalen-

tne:
(i) T je normalen Cayleyjev digraf G,
(i) Stabaum)(le) < Aut(G),
(iii) Stabawry(la) = Aut(G,S) in
(iv) Aut(T') = G x Aut(G,S).

Dokaz. Upostevajmo, da je G < Aut(L'), ¢e in samo ¢e je Aut(I') < Ng,(GL) =
G x Aut(G) po posledici 3.34. Ker je G regularen, se to zgodi ¢e in samo Ce
je Stabawmy(le) < Aut(G). Zadnja trditev velja ¢e in samo ¢e Stabaum)(le) =
Aut(G, S), kar je res ¢e in samo ¢e Aut(I') = G x Aut(G, S). O

Torej, ¢e je Cay(G,S) normalni Cayleyjev digraf G, potem je Aut(Cay(G,S)) =
{gra: a € Aut(G, S), g € G}.

Izrek 4.9. [18[Naj bo G konéna grupa. Potem ima G normalen Cayleyjev graf, razen
ce je G = Zy X Zy ali G = Qg X Zy, v > 0. Poleg tega ima vsaka koncna grupa G

normalen Cayleyjev digraf.

4.1 NORMALNICAYELYJEVI DIGRAFI ABELOVIH GRUP

V tem poglavju je predstavljen rezultat, ki pove zadostne pogoje, da je povezan Cay-
leyjev digraf abelove grupe normalen, ter se nato ta rezultat uporabi za doloc¢itev vseh

povezanih grafov abelovih grup valence najve¢ 4 ki niso normalni.
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Lema 4.10. Naj bo I' = Cay(A, S) povezan Cayleyjev digraf abelove grupe A. Recimo,
da S izpolnjuje pogoj, da ce je x,y,z,u € S z 1 # xy = zu, potem {x,y} = {z,u}.
Potem je Cay(A, S) normalen Cayleyjev digraf A.

Dokaz. Najbo ¢ € Stabayyry(1a). Ko je I' povezan z lemo 3.13, je (S) = A. Zadostuje,
da pokazemo, da je ¢(s1---s,) = &(s1)P(s2) - d(s,) za kateri koli kon¢éni zmnozek
elementov si,...,s, v .5. To pokazemo z indukcijo na 7. Ce je r =1, je to trivialno,
torej predvidevamo, da rezultat drzi za r > 1, in naj bo s1,...,s.41 € S, tako da je
r+ 1> 2. Nastavimo w = $1 - - $,_1 in opazimo, da je ¢(S) = S.

Denimo, da sta s,$,.1 # 1 in s, # s,41. Potem je C' = w, ws,, ws, Sy 1, WSy11, W
4-cikel v T, saj je A abelov. Recimo, da je w,y, ws, S, 11, 2z, w 4-cikel v T'.
Potem wty,y lws,s,41 € S in wlyy tws,s,41 = 5,541 # 1, in tako po hipotezi
{w™ty, y~'ws, 5,41} = {sr,5,41}. Sklepamo, da v T obstaja enoli¢no dolo¢en 4-cikel,
ki vsebuje w in ws,s,41. Ce je w,ws,, r,ws,11, w 4-cikel v I', potem obstaja ty,t, € S

ly = s,t; = s,41ty. Opomba w1z # 1, sicer je

z T = ws;t; = ws,11te. Zato je w~
w = x in w,ws,, r, ws,,1,w ni 4-cikliéni. Torej po hipotezi {s,,t1} = {s,41,t2}. Kot
Sy 7 Spy1 je tp = Spqq In x = ws,.S,11. Zato I' vsebuje tudi enoli¢no dolocen 4-cikel, ki
vsebuje w, ws, in ws,11.

Sedaj nastavimo w = s1---s,_1 if r+1>3inw=1if r+1 = 2 in upostevajmo

¢<O) - ¢(w)7 ¢(w5r>7 ¢(wsrsr+1>7 ¢(w8r+1)7 ¢(w)

Z indukcijsko hipotezo in izbiro w imamo ¢(ws,) = ¢(w)@(s,) in p(ws,11) = G(w)P(Sy41)-

Potem

¢(C) = d(w), p(w)d(sy), p(wsrsri), P(w)P(sr41), P(w)
in tako ¢(s,), ¢(s,4+1) € S. Kot enoli¢no dolocen 4-cikel v I, ki vsebuje ¢(w), p(w)o(s,)
in G(w)d(sri1) Je,

¢(w>’ gb(w)gb(sr)v ¢<w)¢<8r)¢(37’+1>7 ¢(w>¢(ST+1)7 d)(w)

Vidimo ¢(ws:5,+1) = H(w)d(5,)0(5r41). Z indukeijo je ¢(w) = d(s1) - G(s,_1) in tako
G(s1° -+ Sp41) = (1) - d(8,41), kot je zahtevano.

Zdaj predpostavimo s,s,.y; # 1, vendar s, = s,.1. Ker s.s,,1 # 1 sprehod
w, ws,, ws? je pot P v . Recimo, da je P vsebovan v 4-ciklu C' v I'. Potem obstaja
r € A tako da C = P,z,w in torej obstaja t1,t, € S z ¥ = wt; = ws?ty. Ekvivalentno
je sty = sty If St_l = s,ty = 1, potem t; = s, in t, = s;”!. Ampak potem r = ws, in
C ni 4-cikel. Torej s, 't; = s,ty # 1. Po hipotezi {s,; !, t1} = {s,,t2} inker s, # s, ! (ker
SpSp41 # 1) sledi: ¢y = 57! in z = ws,. Ampak potem C ni 4-cikel, to je protislovje.

V kombinaciji z argumenti v prejsSnjem odstavku vidimo, da pot P dolzine 2 ni vse-

2

- za nekaj s, € S. Zdaj nastavimo

bovana v 4-ciklu, ¢e in samo ¢e, je P = w, ws,, ws
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(w)(s), p(ws7)
sp)P(s,) in tako

w = s;-+ 51, Potem je ¢(P) = d(w), p(ws,), p(ws?) = ¢(w),
pot dolzine 2, ki ni v 4-ciklu. Sklepamo, da je ¢(ws?) = ¢(w)¢
G(s1° 7+ Sp41) = (1) -~ d(8741), kot je zahtevano.

Kon¢éno, predpostavimo s,s,.; = 1. Potem 1, s,, s,1 je sprehod v I' dolzine 2 od

1 do 1in ¢(1),¢(s,), d(Sr+1) je tudi sprehod dolzine 2 od 1 do 1, ker ¢(1) = 1. Torej
¢<5T)¢(Sr+1> = 1. Zato je ¢(8r3r+1) - ¢(1) =1= ¢(ST)¢(8T+1)' Potem

/-\@\

G817+ Spp1) = P(s1+ -+ 8p21) = P(51) -+ d(5r-1) = P(51) - P(Sr-1) D5, )P(5r41)
in rezultat sledi z indukcijo. n
Primer 4.11. N-dimenzionalna hiperkocka ), je normalni Cayleyjev graf Z7.

Regitev. Q,, je izomorfna za Cay(Zy,S), kjer je S mnozica n vektorjev, ki so 0 v vseh
koordinatah, razen v eni. Naj bo x,y,z,u € Sz (0,...,0) # x +y = z + u. Potem
2+ y ni ni¢ v natan¢no dveh koordinatah, recimo i-ti in j-ti. Tudi x in y ter z in u sta
0 v vsaki koordinati, razen bodisi i-ti in j-ti bodisi j-ti in i-ti. Zato je {z,y} = {u, 2z}

in @), normalen Cayleyjev graf Z po lemi 4.10. U

Izrek 4.12. Naj bo ' povezan Cayleyjev graf abelove grupe A, ki ima valenco najvec

3. Potem je I" normalen Cayleyjev graf A razen, ce velja eno od naslednjega:
(i) I' = Ky ali K5 in A = Z4 oziroma Zs,
(ii) T'= Q3 in A =17y X Ly,

(1)) I' = Ky 3 in A = Zg,

Dokaz. Ceima I valenco 1 potem je I' = K5, ki je GRR. Ce I ima valenco 2, potem je I'
cikel, katerega grupa avtomorfizmov je diedrska grupa. Potem je I' normalni Cayleyjev
graf cikli¢ne grupe, diedrska grupa pa ne vsebuje drugih tranzitivnih abelovih podgrup.
Tako domnevamo, da ima I' valenco 3.

Predpostavimo najprej, da so vsi elementi S involucije G. Potem je A = Z2 za
nekaj n > 3. Ce je S minimalna generirana mnoZica Z?2, potem gledamo vsak element
S kot vektor v Z2, vidimo, da je S linearno neodvisen in osnova za Z2. Ker je I'
kubi¢na, je n = 3. Potem obstaja A € Aut(Z?) = GL(n,2), tako da je A(S) kanonitna

osnova za Z2, in tako je A(T') n-kocka. V primeru 4.11 je T’ normalen Cayleyjev graf

n’

Z3. Ce torej S vsebuje samo involucije, je S linearno odvisen in je tako n = 2 kot
|S| = 3. Torej I' = Ky, kar je v primeru 4.5 normalen Cayleyjev graf Z, in rezultat
sledi.

Edina druga moznost je, da je S = {a,a™', s}, kjer je s involucija, a pa ne. S

2

preucevanjem vseh moznih izbir dveh elementov S?\{1} = {a? as,a 2, a"'s}, je edini
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nacin, na katerega sta lahko dva elementa S?\{1} enaka, ¢e s = a + 3 ali a®> = a2

V nasprotnem primeru imamo po izreku 4.10 I' normalen Cayleyjev graf A. Ce je
s = a3, potem je s s involucija |a| = 6 in A = Zg. Potem I' = Cay(Zg, {1,3,5}) =
K33 = Ko ! K3. As Ng,((Zg)r) ima vrstni red 12 in Zy S3 ima vrstni red 72, vidimo,

2

da T ni normalen Cayleyjev graf Zg in (iii) sledi. Ce a®> = a~2, potem |a| = 4. Ce je

(a), potem A = Z, in I"' = K,. Ker ima Ng,((Z4)1) red 8, I' ni normalen Cayleyjev
graf Z, in (i) sledi. Ce je s # (a), potem je A = Zy x Z4, S = {(0,1),(0,3),(1,0)} in
' = Q3. Potem Sy x Sy < Aut(T") in Sy x Sy ne normalizira (Zy X Z4)r. Potem sledi

I ni normalen Cayleyjev graf Zs x Z, in smo dokazali (7). O

Dokaz za valenco 4 je podoben, vendar z ve¢ primeri. Vecina primerov se obravnava
z uporabo leme 4.10, le da obstaja ve¢ druzin Cayleyjevih grafov abelovih grup, ki jih
je treba neposredno prikazati kot normalne. Za ostale podrobnosti glej [2]. Podobno
so Baik, Feng in Sim [1] dolo¢ili vse nenormalne Cayleyjeve grafe abelovih grup valenc
5.

Izrek 4.13. [2/ Naj bo X = Cay(G,S) povezan neusmerjen Cayleyjev graf abelove
grupe G' na S z valenco X najve¢ 4. Potem je X normalen, razen v enem od naslednjih

PrImerov :

(i) G =273 = (u) x (v) x (w), S ={w,wu,wv,wuv} in X = K, 4.

(ii) G =Zy x Zy = {a) x (b), S ={a,a® a® b} in X = Q5 (komplement kocke).
(iti)) G = Zy x Zy = (a) x (b), S ={a,a™t,a*bh,b} in X = Ky,.

(iv) G = Zy x Z2 = {a) x (b) x {c), S = {a,a™',b,c} in X = Q4 (4-dimenzionalna
kocka).

(v) G=Zgx Zy={(a) x (b), S={a,a™t,a® b} in X = K33 x Ks.
(vi) G =2y x Zy={a) x (b), S={a,a',b,b7'} in X = Cy x Cy.
(vit) G = Zy, X Zy = (a) x (b) zm >3, S ={a,ab,a™',a b} in X = C,,[2K;].
(viti) G = Zy = (a) 2m >2, S = {a,a® " o=t a® b} in X = Cy,,[2K1].
(ir) G =Z5,S =G\ {1} in X = K.
() G = Zy={a), S={a,a®a",a°} in X = K55 — 5K>.

Takoj imamo naslednjo posledico.



Jakupi G. Normalni Cayleyjevi digrafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2022 49

Posledica 4.14.
(i) Vsi povezani Cayleyjevi grafi z valenco najvec 4, koncne abelove grupe lihega reda

so normalni razen za G = Zs in X = Kj.

(ii) Vsi povezani Cayleyjevi grafi z valenco najveé 4, konéne ciklicne grupe so nor-
malni razen za G = Zy in X = Ky ali G = Zg in X = K33 ali G = Z5 in X = K

Enoli¢en primer nenormalnega povezanega Caylejevega grafa z valenco 4 koné¢ne
abelove grupe lihega reda je primer, ko G = Z5 in X = Kj. Feng in Dong [24] sta
dokazala analogno za grupe reda p?® (p liho prastevilo). Vendar na splosno to ne drzi za
grupe lihega reda. V resnici sta Feng in Xu [23] podala nenormalen povezan Cayleyjev
graf reda 81 in valence 4.

V primeru 2.92 podajamo primer Cayleyjevega grafa I' grupe G, ki je normalen
Cayleyjev graf grupe G, za katerega obstaja regularna podgrupa avtomorfizmov H,
neizomorfna z G, in ki ni podgrupa edinka grupe avtomorfizmov od I'. Dejansko
obstajajo izomorfne regularne grupe G in H, za katere obstaja graf I', katerega grupa
avtomorfizmov vsebuje tako G kot H z G normalno v Aut(I'), H pa ni normalno v
Aut(T"). Povedano drugace, I' je izomorfno za Cayleyjeve grafe I'; in I'y od G in H in
I'; je normalen Cayleyjev graf G, medtem ko I'y; ni normalen Cayleyjev graf H. Prvi
primer tega pojava sta nasla Giudici in Smith leta [10] za grupo Z2, medtem ko je
Royle nagel drugega za grupo Z$ 7e leta 2008 [16]. Prvo neskonéno druZino sta nasla
Bamberg in Giudici [3|. Za dodatne konstrukcije glej [21].

Zdaj bomo predstavili en primer grafa, ki je istocasno normalen in nenormalen
Cayleyev graf za isto grupo ZS. Ta graf je skonstruiral Gordon Royle v [16]. Naj-
prej bomo definirali Hadamardov graf H(n). Za celo Stevilo n, naj bo Hadamardov
graf H(n), graf katerega vozlis¢a so vsi vektorji dolzine n, z vrednostimi 1 ali —1
(z drugimi besedami, mnozica vozlis¢ grafa H(n) je {—1,1}"), dva razli¢cna vektorja
r=(x1,...,2,) iny = (y1,...,ys) sta povezani natanko takrat, ko sta ortogonalni, oz

jex-y=ux1y1 + ...+ 2,9y, = 0. Nasliki 15 je prikazan Hadamardov graf H(2).

(L1) . (1-1)

('17‘1) ('171)

Slika 15: Hadamardov graf H(2).

Se bomo osredoto¢ili na Hadamardov graf H(8). Opazimo, da graf H(8) ima 256

vozlis¢ oblike (xq, ..., xs) kjer so z; € {—1,1}. Opazimo, da graf H(8) ima dve povezani
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komponenti, namre¢ vsi vektorji s sodim Stevilom znakov —1 pripadejo eni komponenti
ter vsi vektorji z lihim Stevilom znakov —1 pripadejo drugi komponenti povezanosti.
Opazimo tudi, da je z -y = 0 ekvivalentno z = - (—y) = (—z) -y = (—x) - (—y) = 0.
To pomeni, da vozlis¢e z = (x1, ..., xg) ima enako mnozico sosedov kot vozlis¢e —z =
(—x1,...,—xg). 1z tega sledi, da je vsaka povezana komponenta grafa H(8) izomorfna
leksikografskemu produktu X[2K;], kjer je X povezan graf na 64 vozlis¢. Royle je

dokazal naslednje lastnosti grafa X.

Izrek 4.15. Naj bo X graf definiran kot zgoraj. Potem je X (64,35,18,20)-krepko-
reqularen graf, Aut(X) = 75 x Sg ter premore dve reqularni podgrupi izomorfni ZS, ena
izmed teh je edinka, druga ni edinka v Aut(X). Posledicno je X normalen Cayleyjev

graf za grupo Z§ ter X istocasno ni normalen Cayleyjev graf za grupo Z.5.

Opazimo, da graf X lahko definiramo na naslednji nacin.
Naj bo G = (ey, e, €3, €4,65,66) = Z3, ter naj bo S = {ejejer, | 1 < i < j <k <
6} U {eiejere; | 1 <i<j<k<l<6}. Potem je X = Cay(G, S), ter je X normalen

Cayleyjev graf. Lahko pa definiramo isti graf s pomo¢jo mnoZice Sy C Z$§

Sy :=1{(0,0,0,1,0,0),(0,1,1,0,0,0),(1,0,1,0,1,0
1,0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1,1),(1,0,0,0,1,1
0,0,0,0,1,1),(0,0,0,0,0,1),(0,1,0,1,1,0

), ( ), ( ,(0,1,1,1,1,1),(0,1,1,0,1,1),
) ( ) (
) ( ) (
1,0,0,1,0,1),(1,1,0,0,1,0),(0,0,0,1,1, 1
) ( ) (
) ( ) (
1 0

( ) ( )
,(0,0,1,1,0,1),(1,0,1,1,0,0),
,(0,0,0,0,1,0),(1,0,0,0,0,0),
,(0,0,0,1,0,1),(0,1,0,0,1,0)
( ) ( )
( ) ( )
1 0

1,1,0,1,1,1),(1,1,1,0,1,0),(0,0,1,0,0, 1
0,0,0,1,1,0),(0,1,1,1,0,0),
(]" ]‘70707070>’( 7171707070)7<

,(0,0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0,1),
1,0,0,1,1,0),(1,1,0,1,0,1),(0,1,0,0,1, 1),
7]‘7071717]‘)7( ?171707071)7( 707]‘707171)}'

(
(
(
(
(
(

N~ N N N N

Potem je X = Cay(Z$, Ss), pri cemer Cay(Z$S, S5) ni normalen Cayleyjev graf.
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5 LOCNO TRANZITIVNI
CIRKUALNTI

Cirkulant je Cayleyjev digraf nad koncno cikli¢no grupo. V nadaljevanju je prikazana
klasifikacija lo¢no tranzitivnih cirkulantov. Ta rezultat dokaze, da so lo¢no tranzitivni
cirkulanti bodisi normalni ali pa pripradejo druzini grafov, ki jih dobimo z leksikograf-
skimi produkti [12].

Naj bo G kon¢na grupa z nevtralnim elementom 1. Za dano mnozico S C G\{1}

definirajmo usmerjen graf
V(I): =G, E(T) :={(g9,95) e GxG|geG,seS}.

V primeru, ko je S simetricen, tj. S = S™! = {g7' | g € S} z T, mislimo na neu-
smerjen graf. I' imenujemo Cayleyjev digraf nad G in ga bomo oznacili s Cay(G, S).
S naj bo mnozica povezav v I'. Iz definicije sledi, da leva regularna predstavitev G
inducira regularno podgrupo Aut(I'). To podgrupo ozna¢imo kot G. Cirkulant reda

n je Cayleyjev digraf nad cikli¢no grupo reda n.

Naj H oznacuje cikli¢no grupo reda n in I' = Cay(H, S). V tem delu obravnavamo
lo¢no tranzitivne cirkulante, tj. za katere Aut(I") deluje tranzitivno na mnozici svojih
lokov. Ce I ni povezan, je zlahka razvidno, da je vsaka komponenta povezanosti izo-
morfna istemu lo¢no tranzitivnemu cirkulantu reda m, kjer je m deljitelj od n. Zaradi

tega zadostuje, da med lo¢no tranzitivnimi cirkulanti upostevamo povezane.

V tem delu klasificiramo vse povezane locno tranzitivne cirkulante.

Preden navedemo nase glavne rezultate, je treba navesti nekaj pojmov.
Definicija 5.1. Za (di)grafe I' in ¥ oznacimo z I'[Y] leksikografski produkt z X,

tj. (di)graf z mnozico vozlis¢ V(I') x V(X); in za uy, us € V(') in vy, v € V(X) je par

((u1,ug), (v1,v2)) lok, ¢e in samo ¢e (uy,uz) € E(I') ali uy = ug in (v1,v2) € E(X).
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Slika 16: Leksikografski produkt Ps[Ks]

Ce je V(I') = V(X), potem oznacimo z I' — 3 (di)graf z mnozico vozlis¢ V(I') in
mnozico lokov E(I')\E(X). Poleg tega naj bo I' uporabljen za komplement I', mI" naj

oznadi (di)graf, sestavljen iz m nepovezanih kopij I'. K, naj bo poln graf z n vozliséi.

Definicija 5.2. Cirkulant, definiran nad cikliéno grupo H, se imenuje normalen, ¢e je

Hp podgrupa edinka v Aut(T").

Izrek 5.3. Naj bo I' povezan locno tranzitivni cirkulantni digraf reda n. Potem velja

ena od naslednjih:
o I'= Kn;‘
e [ je normalen cirkulantni digraf;

o I' = X[K,|, kjer je n = md in ¥ je povezan locno tranzitivni cirkulantni digraf

reda m;

o I' = N[K,] — dX, kjer je n = md, d > 3,ged(d,m) = 1 in ¥ je povezan locno

tranzitivni cirkulantni digraf reda m.

Iskanje normalnega cirkulanta, ki bi bil hkrati tudi nenormalen cirkulant, je odprto
vprasanje. Vendarle, v nekaterih primerih je znano, da se to ne more zgoditi. Tako

imamo naslednji izrek.

Izrek 5.4. Naj bo n celo Stevilo, ki ni deljivo z 8. Naj bo I' = Cay(Zy,, S) normalen

Cayleyjev graf. Potem Aut(T') ne premore ciklicno regularno podgrupo, ki ni edinka.
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6 ZAKLJUCEK

V magistrskem delu smo si natan¢neje pogledali normalne Cayleyjeve digrafe. Caylejev

digraf je vozlis¢no tranzitiven digraf.

V tretjem poglavju so predstavljeni Cayleyjevi (di)grafi, pogledali smo si razliko
med Cayleyjevimi grafi in Cayleyjevimi digrafi. Digraf Cay(G,.S) je graf, ¢e in samo

¢e je S = S71. Dokazali smo tudi izrek, da Petersenov graf ni Cayleyjev graf.

Osrednja tema magistrskega dela je cetrto poglavje, in sicer normalni Cayleyjevi
(di)grafi. Pokazali smo primere grafov, ki so normalni Cayleyjevi (di)grafi in tudi tiste,
ki niso normalni. Naslednje podpoglavje je normalni Cayleyjevi digrafi abelovih grup,
kjer smo podali potrebne in zadostne pogoje za normalnost Cayleyjevih digrafov na
abelovih grupah. S pomocjo tega rezultata smo dolo¢ili vse nenormalne Cayleyjeve
grafe na abelovih grupah valence najve¢ 4. Na koncu poglavja smo tudi predstavili

primer grafa, ki je hkrati normalen in nenormalen Cayleyjev graf za isto grupo ZS.

V zadnjem poglavju je prikazana klasifikacija lo¢no tranzitivnih cirkulantov. Ta
rezultat dokaze, da so lo¢no tranzitivni cirkulanti bodisi normalni bodisi pripadajo
druzini grafov, ki jih dobimo z leksikografskimi produkti. Iskanje normalnega cirku-
lanta, ki bi bil isto¢asno tudi nenormalen, je odprto vprasanje, vendar je znano, da se

to ne more zgoditi, ko Stevilo tock ni deljivo z 8.
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