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Izvlecek:

V zakljucni nalogi obravnavamo pragovne grafe. To so grafi, za katere obstaja taka
nenegativna utezna funkcija na mnozici tock, ki neodvisne mnozice tock enostavno loci
od preostalih mnozic, in sicer tako, da je mnozica tock neodvisna, ¢e in samo ce je
dovolj lahka.

V nalogi najprej povzamemo osnovne pojme iz teorije grafov in pragovnih grafov. Za-
tem podamo motivacijo za Studij pragovnih grafov, ki je povezana s posebnimi sistemi
linearnih neenach. Vsakemu takemu sistemu je namre¢ mogoce prirediti nek graf, pra-
govnost izpeljanega grafa pa ustreza pogoju, da je binarne resitve sistema mogoce
opisati z eno samo neenachbo. Nato se seznanimo s posebnimi poddruzinami razreda
pragovnih grafov in nekaterimi operacijami, ki ohranjajo pragovnost. V zakljucku na-
loge podamo strukturno karakterizacijo pragovnih grafov in ucinkovit algoritem za

prepoznavanje le-teh.
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Abstract:

In this project paper we consider threshold graphs. These are graphs for which there
exists a nonnegative weight function on the set of vertices that can be used to easily
separate independent sets from all other sets, in the sense that a set of vertices is
independent if and only if it is sufficiently light.

We first summarize the basic concepts from graph theory and threshold graphs. We
then give the motivation for the study of threshold graphs, which is related to special
systems of linear inequalities. Namely, to each such system we can associate a graph,
and the thresholdness of the derived graph corresponds to the condition that the binary
solutions of the system can be described by a single inequality. Then we present some
special subfamilies of the class of threshold graphs and certain operations that preserve

thresholdness. At the end of the paper we give a structural characterization of threshold

graphs and an efficient algorithm for recognizing them.
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1 Uvod

Pragovne grafe so neodvisno odkrili in predstavili raziskovalci z razliénih podrocij.
Leta 1973 sta V. Chvatal in P. L. Hammer te grafe poimenovala pragovni grafi in jih
uvedla kot razred grafov, za katere obstaja enostavna metoda razlikovanja neodvisnih
mnozic od odvisnih mnozic [5]. Priblizno ob istem casu sta pragovne grafe odkrila tudi
Henderson in Zalcstein in jih poimenovala “PV, grafi” [9]. Njuno odkritje je privedlo
do pomembnega napredka na podroc¢ju racunalnistva, ki se ukvarja s sinhronizacijo
procesov. Yannakakis je leta 1982 dokazal pomemben rezultat v teoriji kompleksnosti s
pomocjo veriznih grafov, ki so tesno povezani s pragovnimi grafi [14]. Zacetki pragovnih

grafov tako segajo na veliko podrocij.

Ena izmed motivacij za studij razreda pragovnih grafov je povezava z linearno al-
gebro. Bradley je leta 1971 ugotovil, da lahko pri danem sistemu linearnih enacb
mnozico binarnih resitev sistema opisemo z eno samo enacbo [1]. Naravno se zato
pojavi vprasanje, ali je to mogoce tudi, ko imamo opravka s sistemi linearnih neenacb.
Kdaj torej lahko mnozice binarnih reSitev sistema linearnih neenacb opisemo z eno
samo neenacbo in kdaj to ni mozno, je eden od problemov, ki jih bomo obravnavali v
zakljuéni nalogi. Pogledali si bomo, kako nam pri tem lahko pomagajo ravno pragovni

grafi.

Zakljucna naloga je strukturirana, kot sledi.

Najprej se bomo, v poglavju 2, seznanili z osnovnimi pojmi teorije grafov in pragovnih
grafov. Temu bo sledilo poglavje 3, kjer bomo obravnavali prevedbo sistemov linearnih
neenach na eno samo linearno neenacbo z ohranitvijo mnozic binarnih resitev siste-
mov. Binarne matrike sistemov, za katere je taka prevedba mogoca, imenujemo pra-
govne matrike. Pokazali bomo, da je pragovnost poljubne binarne matrike ekvivalen-
tna pragovnosti nekega (toéno dolocenega) iz matrike izpeljanega grafa. V 4. poglavju
bomo posebno pozornost posvetili minimalnim odvisnim in maksimalnim neodvisnim
mnozicam grafa ter obravnavali dve druzini pragovnih grafov in nekatere operacije,
ki ohranjajo pragovnost. Podali bomo tudi karakterizacijo aciklicnih pragovnih gra-
fov. Poglavje 5, skupaj z dokazom izreka 5.1, predstavlja jedro zakljuc¢ne naloge, kjer
karakteriziramo pragovne grafe. Zakljuéno nalogo kon¢amo z ucinkovitim algoritmom
za prepoznavanje pragovnih grafov ter s seznamom vseh pragovnih grafov na najvec 5
tockah.
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2 Osnovni pojmi

V tem poglavju so opisani osnovni pojmi teorije grafov, pomembni za razumevanje
zakljucne naloge. Za nedefinirane pojme s podrocja teorije grafov bralca napotujemo
na [10].

2.1 Grafi

Graf G je urejen par, G = (V, E), kjer je V(G) konéna mnozica in E(G) mnozica dvo-
elementnih podmnozic mnozice V. Elementi mnozice V' se imenujejo tocke, elementi
mnozice E pa povezave grafa G. Povezavo med tockama u in v ozna¢imo z e = {u, v},
Dve tocki u,v € V sta sosednji, ¢e velja {u,v} € E (tj. ¢e med u in v obstaja povezava),
sicer sta nesosednji. Sosesc¢ino tocke u v grafu G definiramo kot mnozico vseh sosedov
tocke u, N(u) = {v € V : v je sosednja tocka tocke u} in zaprto sosescino tocke u
kot N[u] = N(u) U {u}. Stopnja tocke u v grafu G je enaka moci soses¢ine tocke u,
|N(u)|]. Tocka je izolirana, ¢e je N(u) = 0, in univerzalna, ¢e je N[u] = V. Pot v grafu
G je poljubno tako zaporedje (vy,...,v,) razlicnih tock, da za vse 1 < i < n obstaja
povezava {v;, viy1}. Graf G je povezan, e obstaja pot med vsakim parom tock.
Neodvisna mnoZica v grafu je mnozica paroma nesosednjih tock. Mnozica tock, ki ni
neodvisna, je odvisna. Najvedja neodvisna mnozZica v grafu G je neodvisna mnozica
v grafu G z najve¢ elementi. Maksimalna neodvisna mnozica v grafu G je neodvisna
mnozica v grafu G, ki ni vsebovana v nobeni ve¢ji neodvisni mnozici. Minimalna odvisna
mnoZica v grafu G je odvisna mnozica v grafu G, ki ne vsebuje nobene manjse odvisne
mnozice. Klika je mnozica paroma sosednjih tock. Najvecja klika je klika z najvecjim
Stevilom tock med vsemi klikami.

Graf H = (U, F) je podgraf grafa G = (V, E), ¢e velja U C V in F C E, to ozna¢imo
z: H C G. V tem primeru pravimo, da graf G vsebuje graf H. Podgraf H grafa G je
H = (U, F) induciran podgraf grafa G, pravimo, da je H podgraf grafa G, induciran
z mnozico U, in to oznac¢imo kot H = G[U]. Naj bo F mnozica grafov. Graf G je
F-prost, ¢e noben njegov induciran podgraf ni izomorfen kaksnemu grafu iz mnozice

F.
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Komplement grafa G = (V, E) je graf G = (V, F), v katerem za vsak par (razlicnih)
tock u,v velja uv € F <= uv ¢ E. To pomeni, da sta dve razliéni tocki sosednji v G,
¢e in samo ¢e nista sosednji v G.

Grafa G in H sta izomorfna (drug drugemu), ¢e obstaja bijektivna preslikava
f:V(G) = V(H), ki ohranja povezave in nepovezave, tj. ¢e za vse pare razlicnih tock
u,v € V(G) velja: {u,v} € E(G) natanko tedaj, ko je {f(u), f(v)} € E(H). Dejstvo,
da sta grafa G in H izomorfna, oznacimo z G = H.

Zan > 1 je pot P, graf, katerega tocke lahko razvrstimo tako, da sta dve tocki sosednji,
e in samo Ce sta zaporedni na seznamu. Za n > 3 je cikel C,, graf oblike (V| E), kjer
je V.=Awv,...,u.} in E = {vjvg,0903,...,0, 10y, 0,01 }. Cikel C), se imenuje tudi
n-cikel. Za n > 1 je K,, poln graf, tj. graf na n tockah, v katerem vsak par tock tvori
povezavo. Graf K, , je poln dvodelen graf, tj. graf, v katerem lahko mnozico tock V'
razdelimo v dve taki neodvisni mnozici Vi, V3, da velja Vi NVo = 0,|Vi] = m, |Va| =n
in E(Kpn) = {vivg : vy € V1,0 € Vol

Naj bo G graf z mnozico tock V' = {vy,...,v,}. Z G x Ky oznac¢imo spoj grafa G z
grafom K. To je graf, ki ga iz grafa G dobimo tako, da mu dodamo univerzalno tocko.
Za tockovno disjunktna grafa G in H oznacimo z G+ H njuno disjunktno unijo, tj. graf,
katerega mnozica tock je V(G) U V(H), mnozica povezav pa E(G)U E(H). Za celo

Stevilo n > 1 in graf G oznac¢imo z nG disjunktno unijo n kopij grafa G.

2.2 Pragovni grafi

Seznanimo se sedaj s pragovnimi grafi.

Definicija 2.1 (Chvatal in Hammer [4]). Graf G = (V| E) je pragoven, ¢e je tockam
v € V mogoce dodeliti take nenegativne realne utezi w(v), da za vsako mnozico S C V
velja: S je neodvisna mnozica v grafu G' natanko tedaj, ko velja w(S) := > _qw(v) <
t, kjer je t € R, prag, ki ga teza nobene neodvisne mnozice ne sme preseci. Par (w,t)

imenujemo pragovna struktura grafa G.

Zdaj ko smo se spoznali z osnovno definicijo, definirajmo Se eno pomembno lastnost

pragovnih struktur pragovnih grafov.

Definicija 2.2. Pragovna struktura (w,t) grafa G je povsod pozitivna natanko tedaj,

ko za vse tocke v € V' velja w(v) > 0.
Pomen koncepta povsod pozitivne pragovne strukture je razviden iz naslednje trditve.

Trditev 2.3 (Chvatal in Hammer [4]). Vsak pragoven graf G premore neko povsod

pozitivno pragovno strukturo (w,t).
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Pragovne grafe lahko definiramo tudi nekoliko drugace, s karakteristicnimi vektorji.

Naj bo G graf z mnozico tock V' = {vy,...,v,} in mnozico povezav E. Za vsako
mnozico S C V definiramo karakteristicni vektor mnozice S kot vektor 25 = (xf I )

€ {0,1}" kiza vsei € {1,...,n} zadoSca pogoju

1, cejew; €8,
xs:{ )

0, sicer.

Graf G je pragoven, Ce in samo ¢e obstaja taka hiperravnina, ki n-dimenzionalno kocko
[0,1]" prereze na dva dela tako, da so oglis¢a kocke v enem delu prostora (ali na
hiperravnini) natanko karakteristicni vektorji neodvisnih mnozic grafa G, oglisca kocke
v drugem delu (vendar ne na hiperravnini), pa natanko karakteristicni vektorji odvisnih

mnozic grafa G.

Za zakljucek tega poglavja kot zanimivost omenimo, da je za vsak graf mogoce definirati
t.i. pragovno dimenzijo, ki predstavlja naravno posplositev pojma pragovnih grafov (vec
o tem v [4] in [6]).

Definicija 2.4. Pragovna dimenzija, 0(G), grafa G = (V, E) je najmanjse Stevilo k

takih linearnih neenach

a1171 + a1xTo + -+ -+ a1y < 1y,

171 + ApaTo + - + App Ty < Ui,

da je mnozica S C V neodvisna, ¢e in samo ¢e njen karakteristi¢ni vektor

2% = (z,...,77) zadosta tem linearnim neenacbam.

Graf G je pragoven natanko tedaj, ko je njegova pragovna dimenzija 0(G) < 1. Graf
ima pragovno dimenzijo 0 natanko tedaj, ko nima nobene povezave. Za graf brez po-
vezav namreC prazna mnozica neenacb zadostuje pogoju, obstoj vsaj ene povezave pa
implicira obstoj vsaj ene mnozice tock, ki ni neodvisna (in je torej potrebna vsaj ena

neenacba).
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3 Motivacija za studij pragovnih

grafov

Motivacija za Studij pragovnih grafov je povezana z naslednjim vprasanjem:
Ali lahko sistem linearnih enacb prevedemo na eno samo linearno enacbo, ki ohranja

mmnoZzico binarnih resitev sistema?

V zacetnem delu poglavja bomo zato obravnavali sisteme linearnih enacb (in kasneje
tudi linearnih neenacb) oblike Ax = b (0z. Ax <'b), pri cemer je A € Z""", b € Z7
in Z, predstavlja mnozico nenegativnih celih stevil. Zanimale nas bodo binarne resitve
sistema, tj. resitve oblike x € {0, 1}".

Da je odgovor na uvodoma omenjeno vprasanje vselej pritrdilen, nam pove naslednja
trditev, ki v dokazu podaja tudi konstrukcijo zeljene linearne enacbe. Dokaz je povzet
po [12].

Trditev 3.1 (Chvétal in Hammer [4]). Pri danem sistemu linearnih enacb Ax = b,

kjer sta A € Z"" in b € ZT, lahko opisemo mnoZico binarnih resitev sistema z eno

n
> o =B
j=1

pri cemer so koeficienti a; in B nenegativna cela Stevila.

samo linearno enacbo

Dokaz. Dokazimo trditev z indukcijo po m (tj. Stevilu enacb).
Primer m = 1 je trivialen, zato predpostavimo, da je m > 2. Zapisimo a; (tj. j-ti
stolpec matrike A) kot

a; = (&;,a) (3.1)

kjer je &; € Zy in af € Z7 ' zavse j € {1,...,n}. Podobno zapisimo b kot
b = (5,b"). (3.2)
Po indukcijski predpostavki sedaj obstajajo taka stevila o, 8" € Z, , da za vse vektorje
x € {0,1}" velja
A*x =b* ¢e in samo ce Z sy = [ (3.3)

J=1
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[ . -1 . .. . . . .
pri cemer je A* € Z&m Jxn matrika, ki je sestavljena iz vseh vrstic matrike A, razen

prve. Naj bo sedaj o/ = 2?21 ’; in naj bo N poljubno celo stevilo, za katerega velja
N > max{d/, '}
ter definirajmo vektor a € Z; in Stevilo 3 € Z, kot
a=Na+a in f=NB+4, (3.4)

pri Cemer sta & = (&q,...,4,) ina’ = (of,...,al).

Trdimo, da za vse vektorje x € {0,1}" velja

Ax =Db c¢ein samo ce Zozjxj =0. (3.5)
j=1
Obravnavajmo poljuben vektor x € {0,1}". Najprej predpostavimo, da velja enakost
Ax = b. Skupaj z enakostma, podanima v (3.1) in (3.2), dobimo 2?21 Gr; = B
in A*x = b*. Z uporabo enakosti (3.3) dalje dobimo ) 7, ajr; = 4. Enakost
> i ajry = f3 sedaj sledi iz (3.4).

Predpostavimo sedaj, da velja enakost Z?Zl a;x; = . Najprej opazimo, da v tem pri-
meru zadosca pokazati enakost Z?:l ax; = . Ce ta velja, potem enacba Z?:l ;T =
f skupaj z enakostma podanima v (3.4) implicira, da je Z?Zl or; = (3. Z uporabo
enakosti (3.3) nato dobimo A*x = b*, ki je skupaj z enacbo > ", d;x; = 8 ekvivalen-

tna izrazu Ax = b.

A

Enakost )7, djo; = 3 bomo pokazali v dveh korakih. Ce je Y Gz < B -1,

potem velja
Zajxj = NZdjxj —1—204;.%]- < NG — N—l—Za;xj < NB<NB+p8 =8
=1 =1 =1 =1

in pridemo v protislovje s predpostavko Z?:l a;x; = 3. Torej je 2?21 T > B

Ce je > Gy > B+ 1, potem velja

Zajxj:NZ&jxj—l—Zoz;xj >NB+N>NB+p =8
j=1 j=1 Jj=1

in ponovno pridemo v protislovje s predpostavko 2?21 a;x; = f3.

S tem smo pokazali, da je > 7| &z, = # in zakljuéili dokaz. O
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Primer 3.2. Ali lahko pri pogoju: x € {0,1}? resitve spodnjega sistema linearnih

enacb opiSemo z eno samo enacbo?

21’1 + 35[’2 + 7£C3 =9 (61)
31’1 + x3= 4 (62)

To + 2373 =2 (63)

Resimo nalogo s pomocjo postopka v omenjenem dokazu. Obravnavo zacnemo z eno
samo enacbo (v nasem primeru bo to (e3)) in v vsakem koraku (tj. iteraciji postopka)
sistemu dodamo eno enacbo. 7 vsako iteracijo dobimo eno enacbo, ki nam opisuje
vseh d do sedaj obravnavanih enacb iz danega sistema linearnih enacb. Uporabimo
oznake kot v omenjenem dokazu, za izra¢une pa rekurzivne zveze: N > max{a/, '} in
a=Na+a ter 3=NG+ 2.

1. korak: Obravnavamo eno samo enacbo, tj. enacbo (es). Skladno z oznakami v

rekurzivnih zvezah imamo:
a=a =(0,1,2) in

f=p=2

2. korak: Enacbi, dobljeni v prejsnjem koraku, dodamo eno enacbo iz zacetnega sis-

tema. V naSem primeru (e2). Imamo torej:

a=(3,0,1) in f=4 ter
a’' =(0,1,2) in g =2

Za izracun Stevila N uporabimo podano formulo. Ker je N > max{0+ 1+ 2,2} = 3,

izberemo N = 4 in dalje dobimo:

a=Na+a =4-(3,0,1)+(0,1,2) = (12,1,6)
B=NB+pf =4-44+2=18

Enacba, ki nam opisuje obe do sedaj obravnavani enacbi iz sistema linearnih enacb, je
torej 1221 4+ x9 + 63 = 18.

3. korak: Enachi, dobljeni v prejsnjem koraku, dodamo Se zadnjo enacbo iz zacetnega

sistema linearnih enacb, v nasem primeru (e;). Sedaj imamo:

a

(2,3,7) in B=9 ter
(12,1,6) in § =18

a/
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Najprej izra¢unamo novo vrednost N. Ker je N > max{12 + 1 + 6,18} = 19, naj bo
N = 20. Tokrat dobimo:

a=Na+a' =20-(2,3,7)+ (12,1,6) = (52,61, 146)

B=NB+p3 =20-9418 =198
Obravnavali smo vse enacbe zacetnega sistema linearnih enach, zato postopek za-

klju¢imo in lahko pritrdilno odgovorimo na zastavljeno vprasanje. ReSitev sistema lahko

namre¢ zapisemo z eno samo enacho, in sicer
5221 + 619 + 146723 = 198.

Iz tega ni tezko videti, da je x = (1,0, 1) edina resitev obravnavanega sistema linearnih

enach. A

Obravnavajmo sedaj sorodno vprasanje za sisteme linearnih neenacb.

Ali lahko pri danem sistemu linearnih neenacb
Ax < b,

mnozico binarnih resitev sistema opisemo z eno samo linearno neenacbo
n
L ?
E a;x; < B
Jj=1

Opazimo, da je problem bolj zahteven, kar nakazujeta tudi naslednja primera.

Primer 3.3. Ali lahko pri pogoju x € {0,1}® resitve spodnjega sistema linearnih

neenacb opisemo z eno samo neenacho?
2$1 +3$2 + 7$3 S 9

3y + x3<4

Ce postopamo podobno, kot smo pri resevanju primera 3.2, pridemo do neenacbe 52z;+
61xy + 146x3 < 198. Opazimo lahko, da je x = (1,0, 1) resitev tega sistema, ampak
ker imamo v tem primeru neenacbo, to ni edina resitev. Bralec se bo zlahka preprical,
da neenacba 52x; + 61xy + 14623 < 198 dejansko opiSe vse binarne resitve zacetnega

sistema linearnih neenacb. A
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Binarne resitve zgornjega sistema linearnih neenacb lahko opisemo tudi na preprostejsi
nacin, na primer z neenacho xs+x3 < 1, saj v nobeni resitvi danega sistema neenakosti
2o in x3 ne moreta biti hrati enaka 1. Bralec se lahko zlahka preprica, da je vsaka

binarna resitev, ki zados¢a podani neenakosti, tudi resitev sistema.
Poglejmo si Se en zgled.

Primer 3.4. Podobno kot v primeru 3.3, nas tudi tokrat zanima, ali lahko pri pogoju

x € {0,1}3 opisemo resitve tega sistema z eno samo neenacbo.

T+ 2I2 + 4LL’3 S 3 (61)
2I1 + 31’2 + 5ZL’3 S 2 (62)
31’1 + 4.T2 + 4ZL’3 S 3 (63)

Ce postopamo podobno, kot smo pri resevanju primera 3.3, dobimo neenaébo 159z +
304xs 459223 < 423. Opazimo, da ima neenacba, poleg trivialne resitve x = (0,0, 0) Se
natanko dve binarni resitvi (x = (1,0,0) in x = (0,1,0)), toda resitev (0,1,0) ustreza
zgolj neenacbi (e1), ne pa tudi neenacbama (es) in (e3). Izpeljana neenacba torej ne

ohranja mnozice vseh binarnih resitev nasega sistema. A

Primera 3.3 in 3.4 kazeta, da za opis mnozice binarnih reSitev sistema linearnih ne-
enach ne moremo uporabiti enakega postopka kot za linearne enachbe. To nas seveda
ne preseneca. Kot bomo videli v nadaljevanju, mnozice binarnih resitev sistema li-
nearnih neenacb namre¢ ni vselej mogoce opisati z eno samo neenacho. Ker je vsak
sistem linearnih neena¢b mogoce opisati z matriko, nam ravno te lahko pomagajo pri
doloc¢anju, ali lahko dan sistem opiSemo z eno samo neenacbo. Lastnost matrik sistema
z binarnimi koeficienti, za katere je tak opis mogoc, ce je desna stran sistema dolocena

z vektorjem samih enic, podaja naslednja definicija.

Definicija 3.5. Binarna matrika A € {0,1}™*"™ je pragovna, ¢e in samo e obstaja

ena sama linearna neenacha

n
Z a;T; S 1,
j=1

katere resitve so natanko binarne reSitve sistema
n
E Clijf]?jgl (22172,,771,)
j=1

Ta definicija je motivirana s sorodnim konceptom pragovnih Boolovih funkcij. Za vec

informacij o tem podrocju radovednega bralca napotimo na [2,4,7].
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Poglejmo si sedaj definicijo, ki jo bomo potrebovali za razumevanje izreka, podanega

v nadaljevanju.

Definicija 3.6. Naj bo k € Z, k > 2. Binarna matrika A velikosti m xn je k-sumabilna,
¢e obstaja k (ne nujno razlicnih) binarnih resitev sistema neena¢b Ax < 1, recimo jim
xt x2 ..., x¥ in k (ne nujno razlicnih) binarnih vektorjev y!,y2, ..., y¥, ki sistema

ne resijo, da velja Ele x = Zle y'. Ce A ni k-sumabilna, potem je k-asumabilna.

Naslednji izrek sledi iz rezultata o karakterizaciji pragovnih Boolovih funkcij, ki sta ga
podala Chow [3] in Elgot [8].

Izrek 3.7. Binarna matrika A sistema Ax < 1 je pragovna natanko tedaj, ko je

k-asumabilna za vse k > 2.

Ideja dokaza. Predpostavimo najprej, da je matrika A pragovna. Tedaj obstaja li-

nearna neenacha » 7, a;z; < b, katere binarne resitve so natanko binarne resitve
sistema Ax < 1. Predpostavimo, da za nek k£ > 2 matrika A ni k-asumabilna.

Tedaj je k-sumabilna. Obstaja torej k& (ne nujno razlicnih) binarnih resitev sistema

enacbe Ax < 1, recimo jim x!,...,x¥, in k (ne nujno razliénih) binarnih vektorjev
vy, ..., y¥X, ki sistema ne resijo, da velja Zle x! = Zle yl. Zavsei=1,.... k velja
Z?Zl ajx} < b. Sestejmo vse te neenacbe za i = 1,..., k. Dobimo neenakost
k n
> D i S kb
i=1 j=1

ki je ekvivalentna neenakosti
Zaj(xl +x2+ ... +x5); < kb
j=1

Po drugi strani pa za vse i = 1,...,k velja 37,

reSijo sistema Ax < 1 in torej tudi ne ustrezajo neenachi 2?21 a;x; < b. SeStejmo vse

a;y; > b, saj vektorji y',...,y* ne

zgornje neenacbe za ¢ = 1, ..., k. Dobimo neenakost
k n

S ah > b
i=1 j=1

ki je ekvivalentna neenakosti:
> a4yt +y 4.+ yS); > kb
j=1

Po predpostavki velja x! +x2 + ... +xK =y + y2 + ... + y¥, iz cesar sledi:

Kb <Y ai(y' +y 4 4y =) a(x x4 x5); <k,
j=1 j=1
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s ¢imer pridemo do protislovja.
Za drugo smer dokaza se uporabi izrek o separaciji konveksnih mnozic oz. Farkaseva

lema (glej npr. [11]). O

Pokazimo v nadaljevanju, da si lahko pri preverjanju pragovnosti binarnih matrik po-

magamo z grafi. Povezava temelji na naslednji lemi.

Lema 3.8. Naj bo A € {0,1}"™*" in naj bosta i,j € {1,...,n}. Tedaj imata stolpca i
in j matrike A pozitiven skalarni produkt natanko tedaj, ko obstaja tak k € {1,...,m},

da velja ay; = ap; = 1.

Dokaz. Najbo A € {0,1}"™ " in naj bostai,j € {1,...,n} stolpca matrike A. Loc¢imo
dva primera.
1. primer: Stolpca ¢ in j imata pozitiven skalarni produkt, tj. Y ,_, agag; > 0. Tore]
obstaja vsaj ena vrstica, recimo k, katere vrednost je v obeh stolpcih enaka 1, tj.
ap; = ap; = 1.
2. primer: Skalarni produkt stolpcev ¢ in j je enak 0. Taksna stolpca ne vsebujeta

nobene vrstice, v kateri bi imela oba vrednost 1. O

Iz leme 3.8 sledi, da so binarne resitve sistema Ax < 1 natanko dolocene Ze z mnozico
parov stolpcev matrike A, ki imajo pozitiven skalarni produkt. Tako mnozico lahko

opisemo s simetri¢no binarno relacijo, torej z grafom.

Definicija 3.9. Matriki A € {0, 1}™*™ priredimo preseéni graf G(A), definiran tako,
da so tocke grafa G v bijekciji s stolpci matrike A in sta dve razliéni tocki sosednji, ¢e

in samo Ce imata pripadajoca stolpca pozitiven skalarni produkt.
Motivacija za uvedbo presecnega grafa je razvidna iz naslednje leme.

Lema 3.10. Binarne resitve sistema Ax < 1 so natanko karakteristicni vektorji ne-

odvisnih mnozic presecnega grafa G(A).

Dokaz. Naj bo S neodvisna mnozica grafa G(A) in naj bo x karakteristi¢ni vektor
mnozice S. Ker je S neodvisna mnozica v grafu G(A), ne vsebuje nobene povezave. To
pomeni, da mnozica stolpcev, indeksiranih z elementi mnozice S, ne vsebuje nobenega
para stolpcev s pozitivnim skalarnim produktom. Od tod pa sledi, da je x resitev
sistema Ax < 1.

Naj bo sedaj x binarna resitev sistema Ax < 1. Naj bo S(x) mnozica koordinat j
vektorja x, za katere je x; = 1. Tedaj je x karakteristi¢ni vektor mnozice S(x), ki
je podmnozica mnozice tock presecnega grafa G(A). Po definiciji presetnega grafa
mnozica S(x) ne vsebuje nobenega para stolpcev s pozitivnim skalarnim produktom.
Od tod sledi, da je mnozica S(x) neodvisna v grafu G(A). O
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Z uporabo definicij 2.1 in 3.5 ter leme 3.10 izpeljemo naslednjo posledico.
Posledica 3.11. Matrika A je pragovna natanko tedaj, ko je graf G(A) pragoven.

Torej lahko binarne resitve sistema Ax < 1 za binarno matriko A opiSemo z eno samo

neenacbo natanko tedaj, ko je G(A) pragoven graf.

Graf G(A) lahko skonstruiramo po definiciji ali na slede¢ nac¢in: Kot v definiciji naj
bodo tocke grafa G v bijekciji s stolpci matrike A. Za vsako vrstico £ matrike A naj
bo C(k) mnozica stolpcev j matrike A, za katere je ay; = 1. Tedaj vsaka dva razlicna
stolpca 7 in 7 v mnozici C'(k) ustrezata sosednjima tockama grafa. Z drugimi besedami,
mnozica C(k) ustreza kliki v grafu G(A). Nadalje, vsaka povezava preseCnega grafa
pripada eni izmed teh klik. Ce torej zacnemo z grafom brez povezav in gremo skozi vse
vrstice matrike in za vsako vrstico k grafu dodamo vse povezave klike C'(k), dobimo

na koncu postopka ravno presecni graf G(A).

Uporabo posledice 3.11 ponazorimo na naslednjih dveh primerih.

Primer 3.12. S pomocjo presecnega grafa matrike sistema bomo ugotovili, ali obstaja

ena sama neenacba, ki opiSe binarno mnozico reSitev naslednjega sistema linearnih

neenachb.
21+ To + 23 <1 (e)
To+ T3+ x4 <1 (e)
1 +arst+as+as <1 (e3)

Zapisimo najprej matriko sistema, Aj.

1 11000
A;=101 1100
100111

Matrika A; vsebuje vso informacijo, potrebno za izracun presecnega grafa G(Ay).

Skladno s podano konstrukcijo presecnega grafa, zaénimo z grafom na 6 tockah brez
povezav in mu dodamo (iz prve vrstice matrike Ay) kliko {vy, vo, v3}. Nato (iz druge vr-
stice matrike Aq) kliko {vq, v3, v4} ter (iz tretje vrstice matrike A1) kliko {vy, vy, vs, vg}.

Dobljen graf, G(Ay), je presecni graf matrike A;.
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U1

Vg V2

U4
Slika 1: Presecni graf G(Ay).

Preverimo, ali je G(A;) pragoven graf. Ugotovimo, da graf G(A1) vsebuje induciran
podgraf 2K, (ki ga dobimo tako, da iz grafa odstanimo tocki v; in vy), kar glede
na trditev 4.11 (na str. 21) pomeni, da graf G(A;) ni pragoven. Ker presecni graf
ni pragoven, sledi, da tudi matrika A; ni pragovna, zato mnozice binarnih resitev

zgornjega sistema linearnih neenacb ni mogoce opisati z eno samo neenacho. A

Zaklju¢imo poglavje s primerom, kjer je zapis binarnih resitev sistema linearnih neenach

z eno samo neenacho mogoc.

Primer 3.13. S pomocjo presecnega grafa pois¢imo eno samo neenacbo, ki bo opisala

binarne resitve naslednjega sistema linearnih neenacb.

T + T2 + T3 S 1 (61)
T2 + T3 + Ty S 1 (62)
T —|— Ty —|— Ty S 1 (63)

Ponovno zapisimo matriko sistema, Ag, in narisimo presecni graf G(As).

11100
A,=10 1110
1 0011
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(%1 V2

(%

V4 V3

Slika 2: Presecni graf G(As).

Ugotovimo, da lahko tockam grafa G(As) dolo¢imo taksne nenegativne utezi, da ob-
staja tako stevilo (prag) ¢, da pogoj iz definicije 2.1 (mnozica S je neodvisna natanko
tedaj, ko je w(S) < t) velja. Te utezi so: w(vy) = w(vy) = 3,w(vy) = w(vy) =
2,w(vs) = 1, prag pa t = 3. To pomeni, da je graf G(Az) pragoven in posledicno
je tudi matrika A, pragovna. Torej obstaja samo ena neenacba, ki opiSe dani sis-
tem linearnih neenacb in to lahko pois¢emo s pomocjo utezi grafa G(Az). Dobimo
3w1 + 2xy + 223 + 3wy + x5 < 3 02. 11 + 2wy + 2wy + 1y + 55 < 1 A
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4 Osnove pragovnih grafov

Spomnimo se osnovne definicije pragovnih grafov, ki smo jo podali v razdelku 2.2.
Graf G = (V, E) je pragoven, ¢e je tockam v € V mogoce dodeliti take nenegativne
realne utezi w(v), da za vsako mnozico S C V velja: S je neodvisna mnozica v grafu
G natanko tedaj, ko je w(S) := > cqw(v) <t, kjer je t € R,

Opazimo, da za preverbo pragovnosti poljubnega grafa zadoSc¢a obravnava minimal-
nih odvisnih mnozic in maksimalnih neodvisnih mnozic. Podajmo najprej trditev, ki

karakterizira minimalne odvisne mnozice.

Trditev 4.1. Minimalne odvisne mnoZice poljubnega grafa G so natanko njegove po-

vezave.

Dokaz. Naj bo G = (V, E) graf in O mnozica vseh minimalnih odvisnih mnozic grafa
G. Pokazimo, da velja tako O C FE kot tudi £ C O.

Poglejmo najprej vsebovanost @ C E. Vzemimo poljubno mnozico S, za katero velja
S € O. Mnozica S vsebuje, kot podmnozico, vsaj eno povezavo, npr. {z,y} € E, pri
cemer je {z,y} C S. Ce velja {x,y} C S, potem S ni minimalna odvisna mnozica, s
¢imer pridemo do protislovja. Velja torej S = {z,y} in posleditno je S € E. S tem
smo pokazali, da je O C E.

Pokazimo sedaj, da je tudi £ C O. Naj bo {z,y} € E poljubna povezava. Ocitno
je {z,y} odvisna mnozica v grafu G. Ce mnozici {z,y} odstranimo eno tocko, nam
ostane samo ena tocka in nimamo ve¢ povezave, kot tudi ne odvisne mnozice. Torej je
vsaka povezava minimalna odvisna mnozica v grafu G. S tem smo pokazali, da velja
tudi £ C O, kar pomeni, da so minimalne odvisne mnozice poljubnega grafa G natanko

njegove povezave. ]

Trditev 4.2. Graf G = (V, E) je pragoven natanko tedaj, ko je tockam v € V mogoce
dodeliti take nenegativne realne utezi w(v), da za vsako maksimalno neodvisno mnoZico
S C V welja w(S) < t, za vsako povezavo {x,y} € E pa velja w({z,y}) > t, kjer je t

neko nenegativno realno stevilo.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da je G pragoven graf. Torej po definiciji 2.1 premore
pragovno strukturo (w,t), ki zadoséa pogoju pragovnosti, tj. za vse S C V velja, da

je S neodvisna mnozica natanko tedaj, ko je w(S) < t. Po definiciji pragovnosti torej
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za vsako neodvisno mnozico S C V velja w(S) < t, torej pogoj velja tudi za vsako
maksimalno neodvisno mnozico. Poglejmo Se odvisne mnozice. Po definiciji pragovnosti
za vse odvisne mnozice S C V velja w(S) > t. Po trditvi 4.1 so minimalne odvisne
mnozice poljubnega grafa G natanko njegove povezave. Torej je za vsako povezavo
{z,y} € F mnozica S = {z,y} odvisna mnozica in po definiciji pragovnosti je njena
teza w(S) > t.

Naj bo sedaj GG graf, v katerem lahko tockam v € V' dodelimo take nenegativne realne
utezi w(v), da za vsako maksimalno neodvisno mnozico S C V velja w(S) < t, za vsako
povezavo {x,y} € E pa velja w({z,y}) > t, kjer je t neko nenegativno realno stevilo.
Pokazati moramo, da je G pragoven. Razmislimo najprej o neodvisnih mnozicah. Iz
predpostavke vemo, da za vsako maksimalno neodvisno mnozico S C V velja w(S) < t,
torej ob upostevanju dejstva, da so utezi nenegativne, pogoj velja tudi za vse neodvisne
mnozice. Poglejmo sedaj se odvisne mnozice. Iz predpostavke vemo, da za vsako
povezavo {z,y} € E velja w({x,y}) > t. Po trditvi 4.1 so minimalne odvisne mnozice
poljubnega grafa G natanko njegove povezave, kar pomeni, da mnozice, ki vsebujejo
povezavo, vsebujejo minimalno odvisno mnozico, za katero velja w({z,y}) > t, iz Cesar
lahko sklepamo, ponovno ob upostevanju dejstva, da so utezi nenegativne, da je tudi

teza poljubne odvisne mnozice vecja od t. Zaklju¢imo, da je GG pragoven graf. O]

Sedaj, ko smo definirali minimalne odvisne in maksimalne neodvisne mnozice ter nji-
hovo vlogo pri preverjanju pragovnosti, si poglejmo nekatere operacije, ki pragovnost

ohranjajo.

Za poljuben graf G naj S(G) oznacuje mnozico vseh maksimalnih neodvisnih mnozic

grafa G.
Trditev 4.3. Ce je graf G pragoven, potem je tudi graf G + K, pragoven.

Dokaz. Predpostavimo, da je graf G pragoven s pragovno strukturo (w,t), V(G) =
{v1,...,v,} in V(K;) = {vn1}. Naj bo S(G) mnozica vseh maksimalnih neodvisnih
mnozic grafa G. Tedaj ocitno velja: S(G + K1) = {SU{v,11}; S € S(G)}. Preverimo
sedaj definicijo pragovnosti za G + K. Definirajmo v’ : V(G + K;) — R, s predpisom
w'(v;) = w(v;) zavse i € {1,...,n} in w'(v,41) = 0 ter naj bo t' = t. Pokazimo, da je
tako definiran par (w’,t’) pragovna struktura grafa G + K;. Naj bo " C V(G + K3).
Ce je S’ maksimalna neodvisna mnozica, potem je S’ = S U {v,,1} za neko mnozico
S € S(G) in velja w'(S') = w'(S) + w'(vpp1) = w(S) +0 < t =t'. Ce pa je S" odvisna
mnozica, potem je mnozica S = S"\ {v,41} odvisna v grafu G in velja w'(S’) = w(S) >
t = t'. Pokazali smo, da za vsako podmnozico S’ tock grafa G + K; velja, da je S’
neodvisna mnozica natanko tedaj, ko je w'(S’) < t’. Par (w',t’) je torej res pragovna

struktura grafa G + K; in G + K je pragoven graf. O]
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Trditev 4.4. Ce je graf G pragoven, potem je tudi graf G * K, pragoven.

Dokaz. Predpostavimo, da je graf G' pragoven s povsod pozitivno pragovno strukturo
(w,t) (ta obstaja po trditvi 2.3) in naj bo V(G) = {v1,...,v,} ter V(K;y) = {vn41}.
Tedaj velja: S(G* K1) = S(G)U{{vn41}}. Preverimo definicijo pragovnosti za G * K.
Definirajmo w' : V(G x K;) — R s predpisom w'(v;) = w(v;), za vse i € {1,...,n},
w'(vpp1) = t in naj bo ' = t. Pokazimo, da je tako definiran par (w’,t’) pragovna
struktura grafa G * K. Naj bo 8" C V(G % K7).

Ce je S’ maksimalna neodvisna mnozica grafa G = K, potem lo¢imo dva primera.

1. primer: Ce je S' € S(G), potem sledi w'(S) = w(S) <t =t

2. primer: Ce je S’ = {vn41}, potem sledi w/(S") =t =t

Ce pa je S’ odvisna mnozica, potem S’ vsebuje vsaj eno povezavo {u;, v;} € 5" in tudi
tukaj lo¢imo dva primera.

1. primer: n+ 1 € {i,5}. Brez skode za splosnost naj bo n + 1 = i. Vemo, da
{vns1,v;} € 5. Od tod sledi w'(S") > w'(vp41) +w'(vj) >t +w(v;) >t =1

2. primer: n+1 ¢ {4,j}. V tem primeru je w'(S") > w'(v;) + w'(v;) = w(v;) + w(v;) >
t="t.

Pokazali smo, da za vsako podmnozico tock grafa G x K; velja, da je S’ neodvisna
natanko tedaj, ko je w'(S’) < t/. Par (w',t') je torej res pragovna struktura grafa

G x K; in G x K je pragoven graf. m

Trditev 4.5. Ce je G pragoven graf in je H induciran podgraf grafa G, potem je tudi
H pragoven graf.

Dokaz. Predpostavimo, da je G = (V, E) pragoven graf, U C V(G) in H = G[U]. Naj
bo (w,t) pragovna struktura grafa G. Preverimo definicijo pragovnosti za H. Defini-
rajmo w' : V(H) — R, in ¢’ € R, s predpisom w'(v) = w(v) za vse v € V(H) in
t' = t. Pokazimo, da je tako definiran par (w’,t') pragovna struktura grafa H. Naj bo
S C V(H). Obravnavamo dva primera.

1. primer: S je neodvisna mnozica v grafu H. Ker je H induciran podgraf grafa G,
velja, da je S tudi neodvisna mnozica v grafu G. Ker je S neodvisna mnozica v grafu
G, zanjo velja w(S) < t. Iz definicije (w',t') tako sledi, da je w'(S) <t

2. primer: S je odvisna mnozica v grafu H. Ker je H podgraf grafa G, velja, da je S
odvisna mnozica v grafu G. Ker je S odvisna mnozica v grafu G, zanjo velja w(S) > t.
Posledi¢no velja tudi w'(S) > ¢'.

Pokazali smo, da je (w',t') pragovna struktura grafa H. Od tod sledi, da je H pragoven
graf. O]

V nadaljevanju bomo pozornost posvetili posebnim druzinam pragovnih grafov ter

dokaze ponazorili na zgledih.
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Najprej si poglejmo polne grafe. Pragovnost polnih grafov je mogoce izpeljati iz pra-

govnosti grafa na eni tocki in uporabo trditve 4.6, podali pa bomo direkten dokaz.
Trditev 4.6. Za vse n € N je graf K,, pragoven.

Dokaz. Naj bon € Nin V(K,) = {vy,...,v,}. Preverimo definicijo pragovnosti za
K,,. Definirajmo w : V(K,) — R, s predpisom w(v;) = 1 za vse ¢ € {1,...,n} in naj
bo t = 1. Pokazimo, da je tako definiran par (w,t) pragovna struktura grafa K. Naj
bo S C V(K,). Ce je S neodvisna mnozica, potem je |S| < 1 in velja w(S) < 1 = t¢.
Ce pa je S odvisna, potem S vsebuje vsaj eno povezavo, tj. obstajata taka razlicna
indeksa ¢,j € {1,...,n}, davelja {v;,v;} C S. Sledi w(S) > w(v;)+w(v;) =2>1=t.
Pokazali smo, da za vsako podmnozico S velja, da je S neodvisna mnozica natanko
tedaj, ko je w(S) < t. Par (w,t) je torej res pragovna struktura grafa K, in K, je
pragoven graf. O]

Primer 4.7. Naj bo G = (V, E') poln graf na 4 tockah, V' = {vy, vs,v3,v4} in naj velja:
(v4)

w(vy) = w(vy) = w(vs) = =1tert=1.

Podmnozice tock grafa GG lahko razdelimo v dve skupini: odvisne mnozice in neodvisne

mnozice. Za nas so po trditvi 4.1 pomembne zgolj:
e minimalne odvisne mnozice: {{vy,va}, {vy,v3}, {v1,v4}, {va, v3}, {va, v}, {v3, v4}}

e maksimalne neodvisne mnozice: {{v;}, {va}, {vs}, {va}}

U1 V2

V4 U3

Slika 3: Graf K.

Bralec se bo z uporabo simetrije grafa (ali dokaza trditve 4.6) zlahka preprical, da
teza nobene maksimalne neodvisne mnozice grafa ne presega vrednosti praga t, teza

poljubne minimalne odvisne mnozice pa to vrednost presega. A

Naslednjo trditev lahko izpeljemo iz trditev 4.3 in 4.4 ali pa neposredno s pomocjo

utezi.

Trditev 4.8. Za vse n € N je graf K, , pragoven.
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Dokaz. Naj bon € Nin V(Ky,,) = {v1,...,0n, Unt1}, Kjer je v,41 univerzalna tocka.

Preverimo definicijo pragovnosti za K ,. Definirajmo w : V(K ,) — Ry s predpisom

{ 1, cejer <m;

w(v;) = L

n, cejei>n;

zavsei € {1,...,n,n+ 1} in naj bo t = n. Pokazimo, da je tako definiran par (w,t)

pragovna struktura grafa K;,. Naj bo S C V(Kj,). Ce je S neodvisna mnozica,
lo¢imo dva primera. Obravnavajmo najprej primer, ko mnozica S vsebuje tocko v, 1.
Potem je |S| = 1 in je w(S) = n = t. Ko pa S ne vsebuje tocke v,41, potem je
|S| < n =t. Ce pa je S odvisna mnozica, potem S vsebuje vsaj eno povezavo tj.
{Vns1,v} € S zanek i € {1,...,n}. Sledi w(S) > w(vyg1) + w(v;)) =n+1 >t
Pokazali smo, da za vsako podmnozico tock grafa K , velja, da je S neodvisna natanko
tedaj, ko je w(S) < t. Par (w,t) je torej res pragovna struktura grafa K, in K, je

pragoven. O

Sedaj ko smo se seznanili s posebno druzino pragovnih grafov K ,, si poglejmo kon-

kreten zgled grafa, dobljenega z operacijo disjunktne unije.

Primer 4.9. Poglejmo si primer za graf K 3 + K; (glej sliko 4).

V2

1 Vs ® Uj

V4

Shka 4: Graf K1,3 + Kl-

Tockam dolo¢imo utezi in prag tako, da najprej obravnavamo graf K3 in Sele nato
graf K; 3+ K. Z uporabo dokaza trditve 4.8 dolo¢imo utezi za graf K3 : w(vy) =
3, w(ve) = w(vs) = w(vy) = 1 in prag t = 3.

Podmnozice tock grafa K; 3 nato po trditvi 4.1 razdelimo v dve skupini:

e minimalne odvisne mnozice: {{vy,vs},{v1,v3}, {v1,v4}}

e maksimalne neodvisne mnozice: {{v;}, {va, v3,v4}}
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Poglejmo zdaj Se graf K; 3 + K. Z uporabo trditve 4.3 dobimo: w'(vy) = 3, w'(vs) =
w'(v3) = w'(vg) = 1,w'(vs) =0 in prag t' = ¢ = 3.

Ker za neodvisne mnozice grafa K 3 + K; velja, da so te enake S U {vs}, pri ¢emer je

S neodvisna mnozica v grafu K 3, tokrat dobimo:

e minimalne odvisne mnozice: {{vy,v2}, {v1,vs3}, {vi,v4}}

e maksimalne neodvisne mnozice: {{vy,vs}, {vs, v3,v4,v5}}

Preverimo sedaj ekvivalenco S neodvisna <= w'(S) < t'.

1. S neodvisna = w'(S) <t

Tukaj sta maksimalni neodvisni mnozici teze w'({ve, v3,v4,v5}) = W' ({vy,v5}) =3 < 3.

2. S odvisna = w'(S) >t/
Za minimalne odvisne mnozice po trditvi 4.1 vemo, da so natanko povezave grafa, in
sicer v nasem primeru: w'({vy,v2}) = w'({v1,v3}) = w'({v1,v4}) =4 > 3.

Pokazali smo, da je K3 + K, pragoven graf. A

Pri dolocanju pragovnosti danega grafa imajo pomembno vlogo grafi 2K, Py in (Y,
ki jih definiramo, kot sledi: V(2K3) = V(P,) = V(Cy) = {v1,v9,v3,v4} in E(2K3) =

{v1v9, v304}, E(Py) = {0109, U3, v3, 04} ter E(Cy) = {v1v9, vous3, 304, v1v4} (glej sliko 5).
Trditev 4.10. Ce je G € {2K,, P;, C,}, potem G ni pragoven graf.

Dokaz. Predpostavimo, da je (w,t) pragovna struktura poljubnega grafa in naj bo

w(v;) =w; zavse i € {1,...,4}.

(%1 ® Uy (%K ] ® Uy U1 V4

V9 ® U3 V2 ® U3 %) V3

Slika 5: Grafi 2K5, P, in C}.

Vsem trem grafom je skupno, da imajo med neodvisnimi mnozicami tock mnozici
{v1,v3}, {v2,v4} in med odvisnimi mnozicami tock mnozici {vy,ve}, {vs, v4}. Za te Stiri

mnozice mora torej veljati:
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w({vy,v3}) = wy +wsz <t w({vy,ve}) = w1 + wy >t

w({vg, v4}) = we +wy <t w({vs,v4}) = wg +wy >t

Ce sedaj sestejemo levi neenacbi, dobimo wy 4+ wy + w3 + w4 < 2t, in ¢e seStejemo desni

neenachi, dobimo w; + we + w3 + wy > 2t, kar nas privede do protislovija. O

Z uporabo trditev 4.5 in 4.10 imamo sedaj enostaven nacin, da pokazemo, da nekateri
grafi niso pragovni, in sicer tako, da izpostavimo induciran podgraf, ki je izomorfen

enemu izmed grafov 2K, Py ali Cy.
Posledica 4.11. Vsak pragoven graf je {2K,, Py, Cy}-prost.
Zaklju¢imo poglavje s karakterizacijo aciklicnih pragovnih grafov.

Trditev 4.12. Naj bo G aciklicen graf. Potem je G pragoven graf natanko tedaj, ko

je izomorfen grafu K, + nKy za poljubni stevili {,n > 0.

Dokaz. Naj bo G graf oblike K, + nk; za £,n > 0. Obravnavamo dva primera.

1. primer: G je povezan. Potem je n = 0 in je G izomorfen grafu K, za nek ¢ > 0.
Glede na trditev 4.8 je graf taksne oblike pragoven.

2. primer: G ni povezan. Potem je n > 0 in je G izomorfen grafu K, + nk; za nek
¢ > 0. Graf taksne oblike je pragoven po trditvah 4.3 in 4.8.

Torej je vsak graf G oblike K+ nK; za ¢,n > 0 pragoven.

Naj bo sedaj G aciklicen pragoven graf. Pokazimo, da je takSen graf izomorfen grafu
Ky +nK; za ¢,n > 0. Obravnavamo dva primera.

1. primer: G je aciklicen pragoven graf brez povezav. Potem je G izomorfen grafu nK;
za poljuben n > 0.

2. primer: G je aciklicen pragoven graf, ki vsebuje ¢ povezav za nek ¢ > 1. Ce ¢ = 1,
potem je graf G izomorfen grafu K;; + nkj. Ce ¢ > 2, potem morajo imeti vse
povezave skupno krajis¢e. V nasprotnem primeru namre¢ graf G vsebuje induciran
podgraf, izomorfen grafu 2K, ali Py, kar pa po posledici 4.11 ni mogoce. Torej je graf
G izomorfen grafu K, + nK; za nek n > 0.

Zaklju¢imo, da je aciklicen graf G pragoven natanko tedaj, ko je izomorfen K, 4+ nk;

za poljubni stevili £,n > 0. O



Hofbauer A. Pragovni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2022 22

5 Karakterizacije in prepoznavanje

pragovnih grafov

V prejsnjem poglavju smo se spoznali z osnovami pragovnih grafov. V tem poglavju
bomo najprej podali stevilne karakterizacije pragovnih grafov in nato Se ucinkovit al-

goritem za prepoznavanje le-teh.

Izrek 5.1 (Chvatal in Hammer [4]). Za vsak graf G so naslednje trditve ekvivalentne:

1. G je pragoven.

2. G je {2Ks, Py, Cy}-prost.

3. Tocke grafa G lahko razdelimo v disjunktni mnozici I in K, kjer je I neodvisna
mnozica in K klika, pri ¢cemer lahko tocke v mnoZici I razvrstimo kot vy, va, ..., Vg,
tako da velja N(v1) € N(vg) C ... C N(vg).

4. Graf G lahko dobimo iz grafa brez tock tako, da mu zaporedoma dodajamo po

eno izolirano ali univerzalno tocko.

Dokaz. 1. = 2. To je natanko posledica 4.11.

2. = 3. Naj bo G {2Kj, Py, Cy}-prost graf in naj bo I = V(G) \ K, kjer je K
taksna najvecja klika grafa GG, da ima graf G[I] najmanj povezav. Pokazimo najprej,
da je I neodvisna mnozica. Da bi prisli do protislovja, predpostavimo, da graf G[/]
vsebuje poljubno povezavo xy. Glede na maksimalnost K nobena tocka iz I ne more
biti sosednja vsem elementom mnozice K. Ce bi bili tocki # in y sosednji z vsemi
tockami v K, razen z eno, recimo ji z, bi bila klika (K \ {z}) U {z,y} vecja od K,
kar je v nasprotju z maksimalnostjo klike K. Zato morata obstajati taki razlicni tocki
u,v € K, da velja zu ¢ E(G) in yv ¢ E(G). Ker je graf G {2K5, Py, Cy}-prost, sledi,
da je vsaj ena od povezav zv ali yu v E(G), sicer dobimo induciran podgraf, izomorfen
grafu 2K,. Ce je natanko ena od povezav zv ali yu € E(G), potem dobimo induciran
podgraf, izomorfen grafu Py, in ¢e velja {zv,yu} € E(G), potem dobimo induciran
podgraf, izomorfen grafu Cy. Iz tega protislovja izpeljemo, da je I neodvisna mnozica.
Poglejmo sedaj se drugi del dokaza o vsebovanosti soseS¢in. Pokazati moramo, da
so soseScine tock iz mnozice I v grafu G paroma primerljive glede na relacijo inklu-
zije. Predpostavimo nasprotno in sicer, da obstajata soSescini, ki nista primerljivi. V

{2K3, Py, C4}-prostem grafu G obravnavajmo razliéni tocki =,y € I. Glede na zgornji



Hofbauer A. Pragovni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2022 23

del dokaza vemo, da xy ¢ E(G). Predpostavimo, da Ng(z) € Ne(y) in Ne(y) € Ne(z).
Naj bo u tocka, ki je sosednja s tocko z, ne pa tudi s tocko y, in naj bo v tocka, ki
je sosednja s tocko y, ne pa tudi s tocko x. Tedaj sta tocki u in v elementa klike K
in posledi¢no tocke x,y,u, v inducirajo podgraf, izomorfen grafu P;. S tem pridemo
do protislovja. Dokazali smo, da morajo biti soses¢ine tock v mnozici I paroma pri-
merljive. Od tod pa sledi, da tocke mnozice I lahko razvrstimo kot vy, ..., v, tako da
velja N(v1) € N(vg) C ... C N(vg).

3. = 4. Naj bo G graf, v katerem lahko tocke razdelimo v disjunktni mnozici
in K, kjer je K klika in je I = {v1,v,...,v;} neodvisna mnozica, v kateri so tocke
razvrscene tako, da velja N(v;) C --- C N(vg). Pokazali bomo, da obstaja taksno
zaporedje odstranjevanja tock iz grafa GG, ki bo v vsakem koraku odstranilo izolirano
ali univerzalno tocko.

Ce v grafu G obstaja izolirana tocka z, jo odstranimo. Predpostavimo sedaj, da graf G
ne vsebuje nobene izolirane tocke. Potem mnozica K ni prazna in lahko v njej izberemo
tocko z najvecje stopnje. Trdimo, da je tocka x univerzalna v grafu G. Ce ne bi bila,
bi obstajala tocka v; v mnozici I, ki ni sosednja z x. Ker tocka v; ni izolirana, ima v
mnozici K nekega soseda, recimo mu y. Ker pa je tocka v; sosednja s tocko y, ne pa
tudi s tocko x, zaradi maksimalnosti stopnje tocke x v mnozici I obstaja neka tocka
vj, ki je sosednja s tocko x, ne pa tudi s tocko y. To pa je protislovje s pogojem,
da sta sosescini tock v; in v; primerljivi. Sledi, da je x res univerzalna tocka v grafu
G. Opazimo, da (v obeh primerih) graf G' = G — x Se vedno ustreza opisu iz tocke 3
izreka. Postopek lahko zato ponovimo na grafu G’ in ga nadaljujemo na vseh naslednjih
(manjsih) grafih, dokler ne izbrisemo vseh tock grafa G. Ce zaporedje, po katerem smo
odstranjevali tocke, obravnavamo v obratnem vrstnem redu, dobimo ravno zaporedje,

ki ustreza tocki 4 izreka.

4. = 1. Pokazimo implikacijo z indukcijo po stevilu n tock grafa G.
Za n =1 je graf K; pragoven po trditvi 4.6. Predpostavimo, da za neko celo stevilo
n > 1 trditev velja za grafe z |V(G)| < n in pokazimo, da velja tudi za grafe na n + 1
tockah. Naj bo G graf na n + 1 tockah, V(G) = {vy,...,vn41}, ki smo ga dobili z
nekim zaporedjem dodajanja izoliranih ali univerzalnih tock. Naj bo v, izolirana ali
univerzalna tocka v grafu G in naj bo G’ = G — v,,,1. Po indukcijski predpostavki je
graf G’ pragoven. Ce je v,,1 univerzalna tocka, potem je G =2 G’ x K, pragoven graf
po trditvi 4.4, ¢e pa je v,1 izolirana tocka, potem je G = G’ + K, pragoven graf po
trditvi 4.3. O

Poglejmo si sedaj zgled, kako lahko pragovnost grafa na sliki 2 (str. 14) preverimo
z uporabo strukturne karakterizacije pragovnih grafov, podane s pravkar dokazanim

izrekom.
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Primer 5.2. Spomnimo se presecnega grafa G(Agz) na sliki 2, s pomocjo katerega
smo poiskali eno samo neenacbo, ki je opisala binarne resitve nasega sistema linearnih
neenacb. Kot smo ugotovili, je graf G(As) pragoven, zato bomo sedaj ta graf narisali
na podlagi tocke 4 izreka 5.1.

Postopek je slede¢: Zacnemo z grafom brez tock in mu zaporedoma dodajamo po eno
izolirano ali univerzalno tocko. V nasem primeru zacnemo z izolirano tocko wvo, ki ji
dodamo univerzalno tocko vs, tej sledita izolirana tocka vs ter univerzalna tocka vy in
kot zadnja, univerzalna tocka vs. Kar dobimo, je presecni graf G(As).

Poglejmo si sedaj sliko grafa G(Asz) skladno s tocko 3 izreka 5.1, kjer ustrezno razvrsti-
tev tock iz I dobimo tako, da tocke obravnavamo po vrsti (od tiste, ki je bila dodana

najprej, do zadnje dodane), tj. N(vs) C N(vq).

K | I
U3
V4
\= Vs
U1
Slika 6: Presecni graf G(Az), skladno s tocko 3 izreka 5.1. A

Lastnost pragovnosti lahko preverimo tudi na komplementu grafa.
Posledica 5.3. Graf G je pragoven natanko tedaj, ko je njegov komplement pragoven.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da je G pragoven graf. Torej po tocki 4 izreka 5.1
lahko taksen graf dobimo iz grafa brez tock tako, da mu zaporedoma dodajamo po eno
izolirano ali univerzalno tocko. Komplement taksnega grafa je posledi¢no tudi sestavljen
iz izoliranih in univerzalnih tock ter po trditvah 4.9 in 4.4 pragoven.

Naj bo sedaj G pragoven graf. Ker je graf G komplement svojega komplementa, po ze

dokazanem sledi, da je G' pragoven graf. O

Izrek 5.1 implicira, da so pragovni grafi bolj izjema kot pravilo. To lahko sklepamo iz
ekvivalence med tockama 1 in 3 izreka 5.1, saj pridemo do zakljucka, da stevilo razlicnih

pragovnih grafov s tockami vy, v, . . ., v, ne presega n!2" . Po drugi strani pa je stevilo
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vseh razliénih grafov z enako mnozico tock natanko 27("—1/2,

Torej nakljuc¢no izbran
graf skoraj gotovo ne bo pragoven.

Sledi algoritem, ki za vsak graf G najde enega od treh prepovedanih induciranih pod-
grafov ali particijo in razvrstitev kot v tocki 3 izreka 5.1. Pravilnost algoritma je

utemeljena v [4].

Algoritem tocke grafa G uredi kot vy, ..., v, glede na njihove nepadajoce stopnje tock

in obravnava urejeno particijo (P, .S, Q)) mnozice tock z naslednjimi lastnostmi:
e zavse v; € Pv; € S,u, € Q veljai < j <k,

e vsaka tocka v; € P je sosedna vsem tockam v;, za katere velja ¢ < j, in je @
mnozica, v kateri vsaka tocka v; € ) ni sosedna nobeni od tock v; za katere je

1> 7,

e vsaka tocka w € S je sosedna vsem tockam iz mnozice P in nobeni tocki iz

mnozice Q).

Na zacetku izvajanja algoritma je S = {vy,...,v,}, mnozici P in @) pa sta prazni.
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Algoritem 1: Algoritem za prepoznavanje pragovnih grafov

[uny

N

w

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

Vhod: Graf G

Izhod: Prepovedan induciran podgraf ali particija mnozice V(G), opisana v

tocki 3 izreka 5.1

Tocke grafa G uredimo nepadajoce glede na njihove stopnje:
V(G) =A{v1,...,u.}, Kjer je dg(v1) > ... > dg(vy).
Naj bo S = {vy,...,v,} in P=Q = 0.

¢cen =1 potem

n

n

ima zaporedje S samo en ¢len, poimenujemo to tocko vy;

¢e je dg(vy) € {0,1}, zamenjamo @ s Q U {v;}, sicer zamenjamo P s

PU {Ul};

se ustavimo: mnozica P predstavlja kliko in mnozica () neodvisno

mnozico dobljenega pragovnega grafa G

sicer

naj bo vy prvi ¢len zaporedja S in v, zadnji, torej je n > 1 in za vsak
ve Svelja |Pl+n—1>dg(v) > dg(v) > da(v,) > | P|
ce dg(v1) = |P|+n — 1 potem

U = vy,

izbrisemo w iz S;

v P dodamo tocko {v;};
n zamenjamo z n — 1;

vrnemo se na vrstico 3

icer ¢e dg(v,) = |P| potem

U = Up;

izbrisemo w iz S

v () dodamo tocko {v,};
n zamenjamo 7z n — 1;

vrnemo se na vrstico 3

icer ¢e |P| < dg(v,) < dg(vy) < |P|+n—1 potem

Uy = V13

poiscemo tocko uz € S, ki ni sosednja tocki u;

poiscemo tocko us € S, ki je sosednja tocki us;

poiscemo tocko uy € S, ki je sosednja tocki uy, ampak ne us;

se ustavimo: tocke uq, us, usz, uy inducirajo 2K,, Py ali Cy.
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Poglejmo si delovanje algoritma 1 na zgledu.

Primer 5.4. Naj bo G = K; 3+ K;. Potem je S = {vy,v2,v3,v4,v5} in zaporedje

stopenj tock v mnozici S je enako (3,1,1,1,0), n =5in P =Q = (.

Ker n # 1, gremo na vrstico 7. Za vsak v € S velja 04+5—1 > dg(v;) = 3 >
dg(v) > dg(vs) = |P| = 0.
Ker je dg(v1) < |P|+n —1in dg(v,) = 0 = | P|, nadaljujemo v vrstici 15:

Definiramo u kot u = v, izbrisemo u iz S, torej je S = {v1, v, v3,v4} in zaporedje
stopenj tock v mnozici S je enako (3,1,1,1), v @ dodamo u, torej je Q = {vs}

in zmanjsamo n za 1, torej n = 4 (P = () ostane nespremenjen).

Ker n # 1, gremo na vrstico 7. Za vsak v € S velja 0 +4 — 1 > dg(vy) =3 >
dg<U) > dg(?)4) =1 > ‘P‘ = 0.
Ker je dg(v1) = 3 = |P| + n — 1, nadaljujemo v vrstici 9:

Redefiniramo u kot u = vy, izbrisemo w iz S, torej je S = {vg, v3, v4} in zaporedje
stopenj tock v mnozici S je enako (1,1,1), v P dodamo u, torej je P = {v;} in

zmanjsamo n za 1, torej n = 3 (Q = {vs} ostane v tem koraku nespremenjen).

Ker n # 1, gremo na vrstico 7. Za vsak v € S velja 0+ 3 —1 > dg(vy) =1 >
dg<v) Z dg(vg) =1= ’P|
Ker je dg(v1) < |P|+n —1in dg(v,) = 0 = | P|, nadaljujemo v vrstici 15:

Redefiniramo u kot u = v, izbrisemo u iz S, torej je S = {vg,v3} in zaporedje
stopenj tock v mnozici S je enako (1, 1), v @ dodamo u, torej je @ = {vyg,v5} in

zmanjsamo n za 1, torej n = 2 (P = {v;} ostane v tem koraku nespremenjen).

Ponovno zactnemo v vrstici 7. Za vsak v € S velja 0 +2 —1 > dg(vy) =1 >
dG(UQ) =1= |P|
Ker je dg(v1) < |P|+n —1in dg(v,) = 0 = | P|, nadaljujemo v vrstici 15:

Redefiniramo u kot u = v, izbrisemo u iz S, torej je S = {vy} in zaporedje
stopenj tock v mnozici S je enako (1), v @) dodamo u, torej je Q = {vs, v4,v5} in

zmanjsamo n za 1, torej n = 1 (P = {v;} ostane tudi tokrat nespremenjen).

Ker je n = 1 nadaljujemo v vrstici 3:

Zaporedje S ima samo en ¢len, vy. Poimenujmo to tocko v;. Ker je dg(vy) = 1,
tocko v dodamo v @, torej je @ = {vq, v3,v4,v5} in se ustavimo.
Mnozica P = {v;} predstavlja kliko in mnozica Q) = {vq,v3,vy,v5} neodvisno

mnozico zacetnega pragovnega grafa G. A
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Poglejmo si sedaj primer poteka algoritma na nepragovnem grafu.

Primer 5.5. Naj bo G = C5. Potem je S = {vy,v2,v3,v4,05} in zaporedje stopenj
tock v mnozici S je enako (2,2,2,2,2), n =5 in |P| = |Q| = 0.

e Ker n # 1, gremo na vrstico 7. Za vsak v € S velja 0+ 5 —1 > dg(vy) =2 >
dG(’U) Z d(;(U5) =2 2 |P|

e Ker je 0 = |P| < dg(v,) =2 < dg(v1) =2 < |P|+n—1 = 4, nadaljujemo v
vrstici 21:

Definiramo u; kot u; = vy ter poiScemo tocke us, us in uy, recimo ug = vs, Uy = Vs

in uy = vs ter se ustavimo: tocke uy, us, us, uy v tem primeru inducirajo Py. A
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6 Seznam pragovnih grafov na

najvec 5 tockah

V nadaljevanju podajamo, do izomorfizma natancno, vse grafe na na najvec 5 tockah,
za katere velja |E(G)| < |E(G)|, loceno glede na to, ali so pragovni ali ne. Pogoj
|E(G)| < |E(G)] je utemeljen s posledico 5.3.

Najprej pois¢imo seznam vseh grafov G na najvec¢ 5 tockah (glej npr. [13]), ki imajo
najvec¢ toliko povezav, kot njihovi komplementi. Ugotovimo, da je taksnih grafov 28

in izkaze se, da je med njimi 16 pragovnih in 12 nepragovnih grafov. Obravnavajmo

najprej grafe, G, ..., Gig, ki so pragovni in so prikazani na sliki 7.
° o
(%
° ° ° °u;
(% V1 (%) [ J [ J
(%1 (%] V2
G1 G2 G;z G,1
® VU
—eo—o U2
® Uy e o o—o vr vz U3 |y V3
Up V2 Uz U4 °
° ° Uy V4
U3 V4
G5 G(j G7 GS
[ J ()
V1 *——o—o [ ] ( L
e o i vz U3 vy V2 U3 |y V3 @
Us V2 v
° ° [ J [} o——o 5
vy v v
vy U3 4 Vs vy Vs 4
Gy Gio G G2
U1 V9 U1 U1 ()
U3
A. v 2.
v v2 Uy Vs
v
10 @Us Us V3 vy U3 Uy Us
Gis Gu Gis G

Slika 7: Pragovni grafi Gy, ..., G-
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Z uporabo trditev v poglavju 4 lahko enostavno preverimo pragovnost teh grafov, kot

je prikazano v tabeli 1:

Graf Trditev Razlog
G 4.6 G =2 K,
Go 4.3 ali Gy = G+ K,y
4.6 in 5.3 Gy 2 K,
G 4.3 ali G322 Gy + K,y
4.6 in 5.3 G3 = Ky
Gy 4.3 in 4.6 ali G2 K, + K,
4.8 in 5.3 Gy 2 Ko
Gs 4.3 ali G5 = Gy + K,
4.6in 5.3 Gs > K,
Ge 4.3 Ge =Gy + K,
G 4.81in 4.3 Gr 2 Ko+ K,
Gy 4.8 ali Gs = K3
4.4 Gs = Gs x K,
Gy 4.3 ali Gy = G5 + K,
4.61in 5.3 Gy =2 K5
Gho 4.3 Gio = Gr + K4
G 4.3 G = Ge+ Ky
G2 4.3 G2 & Gs + K,
Gi13 4.31in 5.3 G132 Gs+ K,
G4 4.8 ali Gu=Ky,
4.4 e=Yemry ¢
Gis 4.31in 5.3 Gis =2 Gy + Ky
Gie 4.4 Gig = Gg x K,

Tabela 1: Tabela za utemeljitev pragovnosti grafov Gy, . ..

Poglejmo zdaj Se nepragovne grafe na najve¢ 5 tockah, ki imajo najvec toliko povezav

kot njihovi komplementi. Vsak izmed teh grafov vsebuje nek induciran podgraf, ki je

izomorfen enemu izmed grafov 2K,, Py ali Cy, kot je prikazano na sliki 8 (odebeljeno),

kar glede na posledico 4.11 zadosca za utemeljitev nepragovnosti.
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(%1 (% U1 V4 7 Uy
[ ]
Us
() V3 V2 U3 V9 U3
Gz G G
P [ S N N— 1 V4
U1 Vo V3 V1 Vg9 V3 V4
[
5
V4 Vs V5
V2 U3
Gy G Gy
U1 U1
V2 Uy
U4
V2 U3 U9
Us
U1 U3 Us
V4 Us V3
G G Goas
v
(4 () U1 Us !
(%) Vs
V4 V3
(%) ()
Vs V3 U3 Vs
G Gy Gas

Slika 8: Nepragovni grafi Gz, . ..

) G28-



Hofbauer A. Pragovni grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2022 32

7 Zakljucek

V zakljuéni nalogi smo se seznanili s pragovnimi grafi in zanje podali stevilne karak-
terizacije. Spoznali smo osnove pragovnih grafov, tj. grafov oblike G = (V, E), katerih
tockam v € V je mogoce dodeliti take nenegativne realne utezi w(v), da za vsako
mnozico S C V velja: S je neodvisna mnozica v grafu GG natanko tedaj, ko velja
w(S) =) ,cqw(v) < t, kjer jet € Ry prag, ki ga teza nobene neodvisne mnozice ne
sme preseci.

V poglavju o motivaciji smo nato obravnavali sisteme linearnih neenacb in prisli do
spoznanja, da lahko mnozice binarnih resitev sistema linearnih neenac¢b za binarno
matriko A, kjer je desna stran sistema dolocena z vektorjem samih enic, opiSemo z eno
samo neenacbo natanko tedaj, ko je presecni graf matrike, G(A) pragoven.

Sledilo je najobseznejse poglavje, kjer smo se posvetili minimalnim odvisnim mnozicam
poljubnega grafa in ugotovili, da so to natanko njegove povezave. Obravnavali smo
tudi posebne druzine grafov, ki so pragovni, kot sta druzini polnih grafov in zvezd ter
nekatere operacije (kot sta disjunktna unija z grafom na eni tocki in spoj z grafom na
eni tocki), ki ohranjajo pragovnost. Poglavje smo zakljucili s karakterizacijo acikli¢nih
pragovnih grafov. Z dokazom te trditve smo tudi presli na osrednje poglavje zakljucne
naloge.

Osrednje poglavije sestavljata karakterizaciji pragovnih grafov s pomocjo prepovedanih
induciranih podgrafov ter kompozicijskega strukturnega izreka. Strukturna karakteri-
zacija pragovnih grafov prav tako implicira, da nakljuc¢no izbran graf skoraj gotovo ne
bo pragoven.

V zadnjem poglavju smo podali uc¢inkovit algoritem za prepoznanje pragovnih grafov
ter pregled pragovnih in nepragovnih grafov na najvec 5 tockah, katerih stevilo povezav

ne presega Stevila povezav njihovega komplementa.

V zakljuéni nalogi smo ze omenili nekatere posplositve pragovnih grafov: pragovno di-
menzijo grafa in pragovne Boolove funkcije. Dodatne posplositve in koncepte, povezane

s pragovnimi grafi, lahko radoveden bralec najde v knjigi Mahadeva in Peleda [10].
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