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Predgovor

Pred vami je zbirka reSenih nalog za predmet Algebra IV - algebrske strukture,
namenjena je Studentkam in studentom Studijskega programa Matematika na UP
FAMNIT. Upava, da vam bo zbirka koristila, vsekakor pa ni misliena kot nadomestilo
za vaje, kjer so stvari razlozene bolje, bolj izErpno in razumljivo.

Vsebina in naloge so v skaldu z u¢nim nacrtom. Obravnavamo naslednje teme:

o Kolobarii. Ideali. Homomorfizem kolobarjev. Faktorski kolobarii. Celi kolobariji.
Evklidski kolobarji. Glavni kolobarji. Gaussovi kolobarji. Gaussova stevila. Kitajski
izrek o ostanku.

e Polja. Podpolja. Razsiritve. Koncne razsiritve.

e Stopnja razsiritve. Stolpni izrek. Enostavne algebraicne razsiritve. Razcepna
polja.

Vecina predstavljenin nalog je reSenih. Resitve so podane natancno in precizno,
s ciliem, da bralec razume in osvoji doloCen postopek reSevanja in pri fem dobi
intuicijo, kako pristopiti k reSevanju podobnih nalog. Zbirka vsebuje tudi nekaj
dodatnin nalog. ki so prepuscene bralcu za samostojno reSevanje. Na koncu
je podan tudi seznam teoreticnih vprasanj temeljnih pojmov s podrocCja teorije
kolobarjev in polj.

Gradivo lahko vsebuje tudi napake. Vesela bova, ¢e naju boste nanje opozorili.
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| Poglc:vje] |

KOLOBARJI

1.1. Uvod v kolobarje

Aditivne grupe 7Z,Q,R in C so osnovni zgledi Abelovih grup. Na teh mnozicah lahko
definiramo tudi mnozZenje, vendar zanj mnoZice niso grupe, pac pa le polgrupe.
Ker sta sestevanje in mnozenje povezana preko zakona distributivnosti, tako Z,Q, R
in C ustrezajo pogojem naslednje definicije, in so torej primeri kolobarjev.

Naj bo K # 0. Urejena trojica (K, +,-) je kolobar, Ce veljajo naslednje lastnosti:
(K1) (K,+) je komutativha grupa.
(K2) (K,-) je polgrupa.

(K3) Zavse a,b,c € K velja

(a+b)-c=a-c+b-cin c-(a+b)=c-a+c-a.

Nevtralni element za se§tevanje oznacimo z 0 ali 0 (Ce ni razvidno iz konteksta).
Ce kolobar K premore nevtralni element za mnoZenje, ta element imenujemo
identiteta in ga oznaCimo z 1 ali 1. Kolobar K pa imenujemo kolobar z identiteto.
Ce je operacija mnoZenja v K komutativna, je K komutativen kolobar. Aditivni
inverz elementa a € K 0znacimo z —a. na definiramo kot

ata+...+a, n>0
na=« Ok, n=00xekK,0cZ)
(—a)+(—a)+...4+(—a), n<O0

Multiplikativni inverz elementa a v kolobarju K z identiteto 1 # 0 je takSen element
a~! € K za katerega velja aa' =a'a=1. V tem primeru pravimo, da je element a
obrnljiv.

Ce so v kolobarju K z identiteto 1 + 0 vsi neni¢elni elementi obrnljivi, je K obseg.
Komutativen obseg imenujemo polje.

Najenostavnejsi primer kolobarja je kolobar z enim samim elementom. Ozno-
Cevali ga bomo z {0} in imenovali ni€elni ali trivialni kolobar. V tem kolobarju
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elementa 0 in 1 sovpadata. Kolobar je nenicelen, Ce vsebuje vec kot en element.
Ekvivalentno, v tem kolobarju je 1 =0. Namrec,iz1=0sledi,daje x=1x=0x=02za
vsak x € K.

Naqj bo K kolobar in 0 aditivni neviralni element. Za vsak a,b € K velja:
(i) 0a = a0 =0.
(i) a(—b) = (—a)b= —(ab).
(i) (—a)(—b) =ab

Dokaz:
() 1z 0a = (0+0)a = 0a + 0a sledi 0a = 0. Podobno izpeljemo a0 = 0.

(i) 1z0=a0 =a(b+ (—b)) = ab+ a(—b) razberemo, da je a(—b) = —(ab). Podobno
dokazemo, da je (—a)b = —(ab).

i) 1z (ii) sledi, da je (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab.
o

Iz teorije grup vemo, da podrgupa doloCene grupe nujno vsebuje nevtralni
elemnt grupe (0). Ko govorimo o podkolobarju kolobarja vemo, da podkolobar
vsebuje 0, ampak ni nujno da vsebuje identiteto kolobarja (Ce ta obstaja). Lahko
se zgodi, da podkolobar premore identiteto, ki je razlicna od identite kolobarja.

Zgled 1.1.1. (Z,+,-) je komutativen kolobar z identiteto za obicajno sestevanje in
mnozenje celih stevil. Kolobar (27Z,+,-) je podkolobar kolobarja (Z,+,-), vendar
(2Z,+,-) nima enote za mnozenje.

Podmnozica L C K kolobarja K je podkolobar v K natanko tedaqj, ko velja:
1. (a—b)€L,Va,belL,

2. abeL,Va,be L.

Dokaz: Vsak podkolobar seveda vsebuje razlike in produkte svojin elementov.
Dokazimo obratno implikacijo. Ker je ab € L za vse a,b € L, je mnozZenje zaprta
operaciiana L. Ngjboa—beLzavsea,be L. ZOac Limamo,dajea—a=0€Lin
dodatno 0—a=—a e L. Ce vzamemo a,b e L, potem —b e Linveljaa—(—b) =a+beL.
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To pomeni, da je sestevanje zaprta operacija. Ker so asociativnhost, komutativnost
in zakona distributivhosti dedne lastnosti, je (L, +,-) kolobar.

Zgled 1.1.2. Kolobar celih stevil Z je podkolobar kolobarja racionalnih Stevil Q.

Zgled 1.1.3. Center kolobarja K definiramo enako kot center grupe, torej kot
MNOZIiCOo
Z(K)={ceK:cx=xc, Vx€K}.

Zlahka se prepricamo, da je Z(K) podkolobar kolobarja K.

Homomorfizem lahko opiSemo kot preslikavo, ki ohranja operacije, znacilne za
obravnavano algebrsko strukturo.

Definicija 1.2
Naj bosta (K,+k, k) in (R,+g,g) kolobarja. Preslikavo ¢ : K — R imenujemo
homomorfizem, Ce za vsak a,b € K velja:

1. ¢(a+xb)=¢(a) +tr9(D).
2. ¢(a-gb)=0(a)rO(D).

Zalogi vrednosti homomorfizma ¢ pravimo slika homomorfizma in jo oznacimo
zim¢ ali ¢(K). Torej je
im¢ ={¢(x):x€K}.

Jedro homomorfizma ¢ je mnozica

kerp ={x € K: ¢(x) =0g}.

Bijektivnemu homomorfizmu pravimo izomorfizem, surjektivnemu homomorfizmu
epimorfizem, injektivnemu homomorfizmu monomorfizem. Homomorfizmu iz K v K
pravimo endomorfizem, bijektivnemu endomorfizmnu pa avtomotrfizem.

lzrek 1.3

Naj bo ¢ : K — K’ homomorfizem kolobarjev. Ce je 0 aditivna identiteta v K, po-
tem je ¢(0) = 0’ aditivha identiteta v K’, in Ce je a € K, potem je ¢(—a) = —¢(a).
Ce je S podkolobar kolobarja K, potem je ¢[S] = {¢(s) : s € S} podkolobar
kolobarja k’. Ce K premore identiteto 1, potem je ¢(1) identiteta v ¢[K].
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¢ (1) ni nujno identiteta za K'.

Zgled 1.1.4. (Projektivni homomorfizem) Naj bodo K, K;, ..., K, kolobarji. Za poljuben
i €{l1,...,n} definirgjmo preslikavo «; : K; x Ky X ... x K, — K; S mi(ky, ko, ..., k,) = ki Ki
imenujemo projektivni homomorfizem. OCitno veljata obe lastnosti homomorfizma.

Zgled 1.1.5. Kot komutativni grupi, sta (Z,+) in (2Z,+) izomorfni pod preslikavo
¢ : Z — 27 definirano z ¢ (x) = 2x za x € Z. Vendar, ¢ ni izomorfizem kolobarjev, sqgj je

¢ (xy) = 2xy # dxy = 2x2y = ¢ (x)9(y).

Naloge

1.

. 'V kolobarju K = R?*? je dana podmnozica M vseh matrik oblike [a b] .

Naj bo X neprazna mnozica in K = 2X potencna mnozZica mnozice X. Ali je
(K,U,N) kolobar?

. Naj bo X neprazna mnozica. Pokazi, da je potencna mnozica K = 2%, skupaqj z

operacijama simetricne razlike A+B =AAB = (ANB)U (BNA) in preseka AB =
ANB kolobar. Ali je K komutativen? Ali premore identiteto?

Naj bo (G,+) abelska grupa. V G definirgjmo mnozenje s predpisom ab = 0 za
vse a,b € G. Preveri, daje G kolobar.

a

(a) Dokazi, da je M podkolobar kolobarja K.

(b) Alije kolobar M komutativen? Ali ima identiteto?

Ce je mozno najdi primer homomorfizmna ¢ : K — K', kjer sta K in K’ kolobarja z
identitetama 1£0in 17 £ 0 invelja ¢(1) A0 in ¢(1) # 1.

PoisCi vse homomorfizmne kolobarjev iz Z v Z.
PoisCi vse homomorfize kolobarjev iz Z x Z v Z.

Naj bo (K,+,-) algebrska struktura ki zadosca vsem aksiomnom kolobarjev
razen komutativnosti sestevanja. Dokazi: e K premore identiteto, potem je K
kolobar.

Pokazi, da kolobar K ne premore neni¢elnega nilpotenta! natanko tedaj ko
je 0 edina resitev enacbe x> =0 v K.

'Element « kolobarja K imenujemo nilpotent, Ce obstaja takden n € Z*, da je a" = 0.

4
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10. Pokazi, da je vsak Boolov kolobar? tudi von Neumannovo regularen kolobar?.
Ali je komutativen?

11. Ngj bo K kolobar brez nilopotentega elementa. Poazi, da tedagj za vsak
idempotent e in vsak x € K velja xe = ex.

Resitve

1. Ni, ker (K,U) ni grupa. Natancneje, za poljubno mnozico A # 0 ne obstaja
taks$na obrnljiva mnoZica A, da velja AUA = 0.

2. Ngj bodo A,B,C € K poljubne mnozice. Prva stvar, ki jo je vedno potrebno
preveriti je zaprtost operacij sestevanja in mnozenja. OCitno staA+BinA-B
vedno v mnofzici K.

() i. Asociativnost seStevanja.

=(ANB+C)U(AN(B+C))
=(AN(BNC)U(BNC))U(AN((BNC)U(BNC)))
=(AN(BUC)N(BUC)U(ANBNC)U(ANBNC)
=(ANBNB)UANBNC)U(ANCNB) U
UANCNC)UANBNC)U(ANBNC)
=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

A+ (B+C)

Podobno se pokaze da velja
(A+B)+C=(ANBNC)U(ANBNC)UANBNC)U(ANBNC).

Torej je operacija asociativna.
ii. Obstoj nevtralnega elementa. NQj b0 A poljubna mnozica v K. Ker
velja
A+0=0+A=A,

je 0 € K nevtralni element za seStevanje.

2Kolobar K z identiteo imenujemo Boolov, &e za vse a € K velja a? = a. Torej, vsak element je
idempotent.

3Kolobar z identiteto K v katerem za vsak element x € K obstaja element y € K, takien, da je
xyx = x, imenujemo von Neumanneyv regularen kolobar.

5
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jii. Obstoj obrnljivega elementa. ZA pPOljubno MnNozico A € K obstaja
mnozZica A = A tak$na, da velja

iV. Komutativnost. Zaradi komutativnosti operacij U in N velja
A+B=(ANB)U(ANB) = (BNA)U(BNA) =B+A.

Torej, (K,+) je komutativha grupa.
(b) Ocitno je
A-(B-C)=AN(BNC)=(ANB)NC=(A-B)-C
zaradi asociativnosti operacije N. Torej je (K,-) polgrupa.

(C) Zakona distributivnosti.

A-(B+C)=AN(B+C)=AN((BNC)U(BNC))
=(AN(BNC))U(AN(BNC))

=(ANBNC)U(ANBNC)
(ANB)+(ANC)=((ANB)N(ANC))U((ANB)N(ANCQC))
=((ANB)N(AUC)U((AUB)N(ANC))
=(ANBNA)UANBNC)U(ANANC)U(BNANC)
=(ANBNC)U(ANBNC)

A-B+A-C=

Torej A- (B+C)=A-B+B-C. Podobno se pokaze, da velja (A+B)-C =
A-C+B-C.

Od tod lahko zakljuCimo, da je (K, +,-) kolobar. Ker je N komutativha operacija
je oCitno A-B = B-A. Kolobar K premore identiteto 1 = X, ker za poljubno
mnozicoD #AA € K veljaA-X =X-A=A, je K komutativen kolobar z identiteto X.

. Preveriti moramo, Ce je (G,-) polgrupa in Ce veljata distributivhosti. Naj bodo
a,b,c € G poljubni elementi. Ker je a-b =0 € G, je mnozenje zaprta operacija.
Velja tudi naslednje:

a-(b-c)=a-0=0,
(a-b)-c=0-c=0.

Torej je (G,-) polgrupa. Preverite lahko tudi distributivnost.
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4, (a) Uporabilibomo lzrek 1. Neviralni element za sestevanje matrik v kolobarju

0
K:R“%eopzo

0 .. . . .
0] in oCitno je Ox € M. NQj bosta A,B € M poljubna.

T a—b b—d

a b c d M~
_[d ]: eR R | EM

¢ b—d a—b

ac+bd ad+ bc
ad+bc ac-+bd

a b —c d
AB = . =
[b a] d c]

Ker so zadovoljeni vsi pogoji lzreka 1 lahko zaklju€imo, da je M podkolobar
kolobarja K s standardnima operacijoma + in - v R?*2,

(b) Zaradi komutativnosti operacij + in - v R se lahko preveri, da velja A-B =
1
B-A. Kolobar M premore identiteto I, = [0 (1)] Torej, je M komutativen

kolobar z identiteto 1.

5. Poglejmo preslikavo ¢ : Z — Z x 7 definirano s ¢(n) = (n,0). Ni fezko pokazati,
da je ¢ homomorfizem kolobarjev. Identitetav Zje 1,vZxZje I'=(1,1)in
velja 1 #£ 1. Zdruge strani, ¢(1) = (1,0) # (1,1) =1".

6. Homomorfizem kolobarjev ohrani idempotente. Ker v Z velja 12 = 1 imamo
0(1)2=¢(1). Od tod sledi, daje ¢(1) =1 ali ¢(1) = 0. Z druge strani,

¢(n)=¢(n-1)=¢(1+1+...+1)=0(1)+...+¢(1) = n¢(1)

in ker je ¢(—n) = —¢(n) velja, da je za vsak n € Z, ¢(n) =0 ali ¢(n) = n. To sta
edina homomorfizma. Pravimo jima frivialni in identicni homomorfizem.

7. Ker (0,1) in (1,0) generirata aditivno grupo Z x Z, njune slike doloCata iskani
homomorfizem:

¢(m,n) = @(m(1,0) +n(0,1)) = ¢(m(1,0)) + ¢(n(0,1))
=¢((1L,0)+...+(1,0))+¢((0,1)+...4(0,1))

/ N
"~ —~

m n

=o(1,0)+...+9(1,0)+9(0,1)+...+ ¢(0,1)

m

= m@(1,0) +n¢(0,1).

Ker sta elementa (0,1) in (1,0) idempotenta v Z x Z, se morata preslikati v 0 ali
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1. Torej:
¢@1(m,n) =0,
@2 (m,n) =m,
@3(m,n) =n,
Qs(m,n) =m+n

Ni fezko preveriti, da so ¢, @, in @3 res homomorfizmi kolobarjev. Ker

@s(m,n) = @a((1,1)(m,n)) = @a(1,1)@4(m,n) = (1+1)(m+n) = 2(m+n) =2¢4(m,n) —

. Nqj bosta a,b € K poljubna. Ker R premore identiteto 1, velja:
0=b-0=b-(1+(=1))=b-1+b-(—=1)=b(—1) = —b.

Z druge strani,

0=(-b)+(—a)+a+b=b(—-1)+a(-1)+a+b=(b+a)(—1)+a+b
=a+b=—(b+a)(—-1)in

0=(0b+a)-0=(b+a)-((-1)+1)=(b+a)(—1)+b+a
=b+a=—(b+a)(—1).

Torej,a+b=b+a.

: Ce K nima nenicelnih nilpotentnih elementov, je x = 0 ocitno res edina
resitev enacbe x* =0,

Naj bo x = 0 edina resitev enacbe x* = 0 in Naj bo a # 0 nilpotent. Z n
o0znadimo najmanjso naravno §tevilo za katero je a" = 0. Ce je n sod, potem je

n n 2 n . v ~ ~
az  #0=4d"= (ai) =0 = a2 nenicelna reditev enacbe x> =0 — «

ni nilpotent

Ceje nlih, potem je

n+1
2

ntl a1 2 . . .
a? £0= <aT> —d"' =d"a=0a=0=a 7 nenicelna reditev enacbe x> =0 — +

Torej K ne premore nenicelnega nilpotenta.
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10. Naj bo K Boolov kolobar in x € K poljuben. Ce vzamemo y =x je

XyX:X3 :XZX:X)C:)CZZ)C.

Torej je K von Neumannev regularen. Naj bosta a,b € K poljubna.

a+b=(a+b)=a*+ab+ba+b*=a+ab+ba+b
=a+b=a+b+ab+ba ((K,+) komutativha grupa)
= 0=ab+ba (zakoni krajsanja)

= ab = —ba

/A b =aiMAMO aa = —aa = a = —a. Torej je vsak element v K sam sebi inverz,
Natancneje, ker ba € K sledi ba = —ba. Torej ab = —ba = ba.

11. Poglejmo si elelmenta (xe — exe)? in (ex — exe)?.

(xe — exe)? = (xe — exe) (xe — exe)
_ 2 2
= xexe — xe“xe — exexe + exe“xe
= xexe — xexe — exexe + exexe

=0

= xe —exe =0 (ker ni nilpotent)

(ex — exe)? = (ex — exe)(ex — exe)

— exex —exexe — €X€2X + €X€2X€

= exex — exexe — exex + exexe
=0

= ex—exe =0 (ker ni nilpotent)
Torej,

Xe —exe = ex — exe = xe = éx.

Dodatne naloge
1. Preveri, ali so naslednje mnozice kolobarji pri danih operacijah:
(@) R={a+bv2:a,becQ}, + in - sta obiCajno sestevanje in mnozenje v Q.
() R={(a,b):a,b e Z}, + in - sta definirana z
(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac+bd,ad+ bc).

9
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10.

() MnoZica vseh vektorjev v 3-dim Euklidskem prostoru s sestevanjem in
mMmnozenjem vektorjev.

Naj bo K kolobar brez enote. Pokazi, da mnozica Z x K postane kolobar (z
enotol), Ce jo opremimo z binarnima operacijoma sestevanja in mnozenja
takole:

(m,x) + (n,y) :== (m+n,x+y),
(m,x) - (n,y) := (mn,nx +my + xy)
(tu je mn produkt celih §tevil m in n, xy produkt elementov x iny v K ipd.)

Pokazi, da bi lahko kolobar ekvivalentno definirali brez zahteve o komutativno-
sti seStevanja (da torej enakost x+y = y + x sledi iz ostalinh aksiomov).

Dokazi: Mnozica End(G) vseh endomorfizmnov abelove grupe G je kolobar za

operaciji seStevanja in mnozenja, ki sta definirana z

(f+e&)(a) = fla)+g(a), (f-8)(a)=s(g(a)),

za f,g € End(G).

Dokazi, da je kolobar vseh n x n matrik nad poljem F, von Neumannovo
regualaren.

Ce ima kolobar R enoli¢ni levi neviralni element 1,, potem je 1, enota (1, je
tudi desni nevtralni element). Ali trditev velja, Ce izpustimo besedo “enolicni”?

. * Nagj bo R koncni kolobar velikosti n > 1, kjer je n produkt razlicnih prastevil.

Dokazi da je R komutativen.

Dokazi, da za vsako prastevilo p obstaja nekomutativen kolobar velikosti p?.
Namig: Najbo R = {(x,y) : x,y=0,1,...,p—1}. SeStevanje je definirano z (x;,x;) +
(1,y2) = (x1 +p y1,%2 +p¥2), MNOZenje PaA z (xi,x2) - (y1,¥2) = (X1 p (V1 +p¥2),%2 p
(y1 +p2)). Pokazi, daje (R, +,-) nekomutativen kolobar velikosti p?.

Naj bo Z, kolobar celih §tevil po modulu n (mnoZica ekvivalencnih razredov
celih §tevil po modulu n), elemente iz mnozice oznacujemo z 0,1,...,n—1.
Dokazi naslednjo trditev: Ce sta m,n > 1 tuji si Stevili, potem ima kolobar Z,,,
vsaj $e dva idempotentna elementa razlicna od 0 in 1.

“ Naj bo R kolobar v katerem je x* = x za vse x € R. Pokazi da je R komutativen.,

Namig: (Moj) dokaz je “precej grd”. Namig je, da gre za poseben primer
izreka N. Jacobsona ©.

10
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1.2. Delitelji nica. Celi kolobarii

Zgled 1.2.1. Naj M,(R) oznacCuje mnozico vseh realnih matrik velikosti 2 x 2. Zlahka
se prepricamo, da je (M,(R),+,) kolobar z obiCajnim sestevanjem in mnozenjem

matrik. Se ve&, M, (R) premore identiteto I = [(1) (1)] . Za mafriki

1 o|. 0 1
N B =
0 1] lo 0]

velja AB = B in BA = 0,. Torej kolobar M,(R) ni komutativen.

A=

Iz prejSnjega primera lahko vidimo $e nekaj: produkt nenicelnin elementov v
kolobarju je lahko enak ni€. Racunanje je v kolobarjin torej vendarle nekoliko
drugacno od racunanja s stevili.

Definicija 1.3

Ce sta a,b € K taka neniéelna elementa kolobarja K, da velja
ab =0,

potem reCemo elementu a levi delitelj nica, elementu b pa desni delitelj nica.
Posebej velja poudariti, da 0 € K ni delitelj nica.

Pomembno je tudi izpostaviti, da delitelji nica nimajo inverznega elementa. Velja
namreC naslednje.

Levi delitelj nica je brez levega inverznega elementa, desni delitelj nica pa
brez desnega inverznega elementa.

Dokaz: Naj bo produkt ab = 0 in ngj ima faktor a levi inverzni element o/, torej
je da=1. Ce pomnozimo obe strani ena&be 0= ab z d' z leve strani, dobimo po
asociativnem zakonu 0 = d'(ab) = (d'a)b = 1b = b. To je protislovje, sqj je b delitelj niCa
in je nenicelen.

)

Zgled 1.2.2. Poglejmo si kolobar Z,. Lahko se prepricamo, da so 2,3,4,6,8,9 in 10
delitelji nica v Z; 2126 =0, 8123 =0, itn). Vidimo, da so delitelji nica v Z, tisti
elementi, ki niso tuji 12, 1j. fisti elementi a € Z,, za katere velja nsd(a, 12) # 1.

11
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Naoj bo m € Z,. Ce je m+#0in sta min n tuja potem je m enotav Z,, Ce je m #0
in m in n nista tuja, potem je m delitelj nica v Z,.

Dokaz: Predpostavimo, da je m # 0 in nsd(m,n) =d # 1. Iz m% = %n velja, da je
% vecCkratnik n. To pomeni, da v Z, velja m% = 0 € Z,. Ker sta m in 4 neniCelna to
pomeni, da je m delitelj nica.

Predpostavimo sedqj, daje nsd(m,n) = 1. Potem obstajata taksni celi Stevilia,b € Z,
da velja an+bm = 1. Po Evklidovem algoritmu obstajata taksni celi Stevili ¢, r, da velja
0<r<ninb=nqg+r. Torej

rm= (b—nq)m=bm—ngm=1—an—ngm=1—n(a+ qm).

To pomeni, da je rm =mr =1V Z,, tj. m je enota.

Ce je p prastevilo, potem je vsak neni&elen element v Z, enota. Z drugimi
bbesedami, Z,, je polje in nima deliteljev nica.

Se en pokazatelj pomembnosti koncepta delitelja nica je prikazan v naslednjem
izreku. Naj bo K kolobarin a,b,c € K. V K veljata (multiplikativha) zakona krajsanja,
Ce ab=acza+# 0implicira b =c,in Ce ba = ca z a # 0 implicira b = c. Seveda aditivha
zakona krajsanja veljata v K, sgj je (K,+) grupa.

/Zakona krajsanja veljata v kolobarju K natanko tedaqj, ko je K brez deliteljev
nica.

Dokaz: Nqj bo K kolobar v katerem zakona krajsanja drzita. Predpostavimo, da
velja ab = 0za a,b € K. Predpostavimo, da je a # 0. Ker veljata zakona krajsanja, iz
ab = a0 sledi b = 0. Torej velja, dajea=0alib=0.

Sedaqj predpostavimo, da K ne vsebuje deliteljev nica in naj bo ab = ac z a # 0.
Torej

ab—ac=a(b—c)=0.

Ker je a # 0 in K nima deliteljev nica sledi, daje b—c =0 0z b = c. Podobno se pokaze,
da ba = ca, Kjer je a # 0, implicira b = c.

12
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Definicija 1.4

Komutativen kolobar z identiteto 1 £ 0 in brez deliteljev nica, je cel kolobar.

Vsako polje je kolobar brez deliteljev nica.

Dokaz: Nagj za elementa x in y kolobarja K velja xy = 0. Denimo, da je x obrnljiv.
Enakost xy = 0 z leve pomnozimo z x~! in dobimo y = 0. Podobno vidimo, da iz
obrnljivosti y sledi x = 0.

)

Zgled 1.2.3. Obrat prejsnje trditve ne drzi. Namrec, kolobar Z nima deliteljev nica,
vendar ni obseg.

Vsak koncen cel kolobar je polje.

Dokaz: Nagj bo K koncen cel kolobar in 0 # a € K poljuben. Definirajmo preslikavo
f:K—Kzf(x)=ax. PokaZimo, da je f injektivna. Naj bo f(x;) = f(x2), 1j. ax; = ax,.
Ker je a # 0 in drzita zakona krajsanja, velja x; = x,. Ker je K konCen, mora biti
f surjektivna preslikava. Torej je f bijekcija. Z drugimi besedami, obstaja taksen
enoliCen b € K, da je f(b) =ab = 1. Ker je K komutativen, velja ba = 1. To pomeni, da
je a enota.

)

Cel kolobar

Komutativen kolobar Kolobar z identiteto

Slika 1.1: Kolekcija kolobarjev.
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Naloge

1.

2.

Ali je lahko delitelj niCa v kolobarju z identiteto tudi obrnljiv?

Poisci delitelje nica v kolobarjin Z4,Zg, Z2*%. Ali poznas kakden kolobar brez
deliteljev nica?

Dokazi, da imamo v obsegu to¢no dva idempotentna elementa.

Dokazi naslednje; Ce je K koncen kolobar z identiteto 1 # 0 in brez deliteljev
nica, potem je K obseg.

Naj bo K # 0 koncen kolobar. Dokazi, da K premore desno identiteto natanko
tedqj, ko premore (nenicelni) element, ki ni desni delitelj nica.

Pokazi, da kolobarja 27 in 3Z nista izomorfna. Ali sta R in C izomorfna?

Naj bo K kolobar, ki vsebuje p elementov, kjer je p prastevilo. Pokazi da je
K =(Z,,+,-). Ce K vsebuje vsaj en neniCeln produkt.

Naj bo K kolobar v katerem je xy = +yx za vse x,y € K. Dokazi, da je bodisi K
komutativen kolobar, bodisi xy = —yx, za vse x,y € K.

Naj bo K koncen kolobar z vsaj enim elementom, ki ni delitelj nica. Dokazi:

(a) K je kolobar z identiteto.

(b) Ce b € K ni obrnljiv, potem je b delitelj ni¢a.

Resitve

1.

2.

Naqj bo K kolobar z enoto 1 # 0. Predpostavimo, da taksen element obstaja.
To pomeni,ab=0z00+#a,b K. Ce je a obrnljiv, lahko najdemo a~! € K in velja
aa ' =a'a=1. Sledi,

ala=1= (ala)b=b=a(ab)=b=>0=b—+

V Z4=1{0,1,2,3} veljasamo za 2, daje 2-:2=2-2 mod 4 =0. Torej je 2 levi in desni
delitelj nica. V Zg = {0,1,...,5} velja2-3=2-3 mod6=0in3-4=3-4 mod 6= 0.
V Z2*2 imamo neskoncno mnogo deliteliev nica. Za a,b #0 je

a 0| [0 0] |00
0 ol [ 0 |0 o]
Kolobarji Z, R, C nimajo deliteljev nica.
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Komentar: Obstajajo neskoncni kolobarji z delitelji nica. Na primer, ngj bo X # 0.
Kolobar B = (2¥, A,n) je Boolov kolobar, torej, A2 = A za vse mnozice A € 2X. Ce
je A#X,0 potem sta Ain X\ A delitelianiCav B. NOGjPOK=BxBx...xBx...
karteziCni produkt stevno mnogo kopij B. Potem je K neskoncen kolobar z
delitelji nica.

. Oc¢itna idempotenta sta 0 in 1. Predpostavimo, da je a # 0,1 idempotent,
torej, a> = a. Ker smo v obsegu, obstaja a~! in ko z njim pomnozimo obe strani
prejsnje enakosti, dobimo a = 1. —«

. Pokazati moramo, da je vsak element a # 0 kolobarja K obrnljiv. To pomeni, da
obstaja taksen a~!, daje aa~! =a~'a = 1. Ker je K koncen, lahko brez izgube
za splosnost pisemo

K ={0,1,ay,...,a,}.

Naj bo a # 1 poljuben element v K. Ngj bo § = aK. Imamo torej
S={0,a,aay,...,aa,}.

Trdimo, da so vsi elementi v § paroma razlicni. Ker nimamo deliteljev nica,
zakoni krajsanja veljgjo. Torej, Ce bi bilo aa; = aa;, biimeli a; = a;, vendar to ni
mozno. Od tod sledi, da je

S={0,a,aay,...,aa,} ={0,1,a;,...,a,} =K.

Z drugimi besedami, obstaja taksen a; € K, da je aa; = 1. Podobno, Ce vza-
memo § = Ka, dobimo da obstaja takien a;, da je aja = 1. Ce ima element
levi in desni inverz, potem je obrnljiv. Torej, ker je bil a poljuben, je K obseg.

: Naj bo e € K desna identiteta v K, torej, ae =aza vse ac K. Ker je K #0
sledi e £ 0. Ce je xe =0, sledi x = 0. Torej e ni desni delitelj nica.

Predpostavimo, da K premore element d # 0, ki ni delitelj nica. Torej,
ad # 0, Ya € K\ {0}.

Definirajmo preslikavo f: K — K s predpisom f(x) = xd.

Trdimo, da je f injekcia.

f(x)=f(y) =xd =yd
=xd—yd =0
= (x—y)d=0
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=x—y=0 (d nidelitelj nica)

=Xx=y

Ker je K koncCen in f injekcia, je f surjekcia. Torej obstaja x € K taksen, da
f(x) =d. Pokazimo, da je x desna identiteta v K.

fx)=d=xd=d
= y(xd) =yd, Vy e K
= (yx)d—yd =0, VyeK
= (yx—y)d=0, VyeK
=yw—y=0,Vyek
=y=y VyeK

6. Ceje f 27 — 3Z izomorfizem, iz teorije grup za (2Z,+) in (3Z,+) vemo, da je
bodisi f(2) =3, bodisi f(2) = —3. Torej sta mozna homomorfizma f(2rn) = 3n ali
f(2n) = =3n.

e f(2n)=3n. Zan=2IiMmamo f(4) =6, ampak f(2)f(2) =9.
* f(2n)=—-3n. Zoan=2Iimamo f(4) = —6, ampak f(2)f(2) =9.

Torej (2Z,+,-) % (3Z,+,-).

Predpostavimo, da je f: C — R izomorfizem. Ker hommomorfizem kolobarjev
ohrani idempotente velja f(1) = 1. Homomorfizem kolobarjev ohrani fudi
obrnljivost, torej f(—1) = —1. Ngj bo a = f(i). Imamo

ampak vemo, da ne obstaja takien a € R, da je r? = —1. Torej ne more obstajati
izomofrizem med C in R,

7. Naj bo K kolobar s p elementi, kjer je p prastevilo. Ker je vsaka grupa praste-
vilénega reda ciklicna, je ciklicna tudi (K, +). Ce je a eden izmed generatorjev
grupe, potem imamo

K ={a,2a,3a,...,(p—1)a, pa=0}.

Najbo a? =ka, 1 <k < p. Ce je k = p, potem so vsi produkti v K enaki 0, kar je v
protislovju s predpostavko, da obstaja vsaj en nenicelen produkt. Torej k # p. Z
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drugimi besedami: nsd(k, p) = 1. |z teorije Stevil vemo:
(F,meZ)lk+mp=1.
Trdimo, da je preslikava f: Z, — K s predpisom f(i) = ila izomorfizem kolobarjev.

() Injektivnost. Naj bosta i, j € Z, poljubna.

f()=f(j) = ila= jla
=ila— jla=0

= (i—j)la=0
®i_j=0
—i=
=i=j

(x):a #0, ker je a generator. Ce bil =0, biimeli mp = 1, kar pa ni mozno,
kerje p>1.
(i) Surjektivnhost. Ker je K koncenin f injekcia, je f surjekcia.

(i) Homomorfizem. Naj bosta i, j € Z,, poljubna.

fli+)) = f(i+])) = (i+ jla=ila+ jla= f(i)+ f(j)

J
fO)fG) = (ila)(jla) = (a+a+...4a) (a+a+...+a) = ijl*a* = ijl*ka = ijllka

-~

il jl
= ijl(1—mp)a = ijla—ijm(pa) = ijla= f(if)
=0

|z (i), (ii), (iii) sledi, da je f izomorfizem med K in Z,,.

8. NQj bo a € K poljuben fiksen element. Definirajmo mnozici

C, = {x € K|xa = ax}
D, ={x € K|xa = —ax}.

Imamo K =C,uUD,, C,ND, =0 za vse a € K. Ce je K#C,in K # D,, potem
obstajata elementa c € C,\ D, ind € D, \ C,. Ker je (K,+) komutativha grupa,
velja c+d e K. Torej, za a € K velja (c+d)a = a(c+d) ali (c+d) = —a(c+d). Ce
je (c+d)a=a(c+d), potem ca+da = ac+ad = da = ad, kar pomenida je d € C,,
kar je proftislovlje. Podobno dobimo, da je ¢ € D,, kar je proftislovlje. Torej,
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K=C,YK =D, OznaCimo z

U={acK:C,=K}
V={a€K:D,=K}

Opazimo, daje K =UUV. Ceje K # U in K #V, lahko najdemo elementa
ueU\VinveV\U.

ueU\V=C,=K ANC,# D, = xu=ux \xu# —ux
veV\U=D,=K AD,#C, = xv=—vx Axv#vx

Kerjeu+ve K, imamou+veUdliu+veV, Ce jeu+veU, potemC,, =K.
To pomeni, daza vse x € K, x(u+v) = (u+v)x = xu+xv =ux+vx. Kerje ux = xu,
sledixv = vx, Vx € K. Torej C, = K, od tod bi sledilo da v € U, kar je protislovje. Na
podoben nacin pokazemo D, = K, od koder sledi, da je u € V, kar je protislovje.
Torej, K=U YK =V. Zdrugimi besedami, K je komutativen ali pa velja xy = —yx,
zavse x,y € K.

9. (a) Ngj bo a € K element, ki ni delitelj nica. Ker je K konCen vemo, da
obstajata taksni pozitivni celi Stevili m in n, da velja a™ = a". Predpostavimo,
da je m <n. Imamo a™ ! (a—a"""*!) = 0 in ker a ni delitelj ni¢a, velja

an—m—i—l

=da.
Naj bo b € K poljuben. Imamo ba = ba"~"*+!, ali ekvivalentno (b—ba"")a = 0.
Od tod sledi b = ba"™ (ker a ni delitelj nica). Podobno dobimo b = a*™b.,

Torej je o™ enota v kolobarju K.

(b) Iz (a) sledi, da za vsak element a, ki ni delitelj nica obstaja inverz ! =
a"™ !, Z uporabo protislovja dobimo: ¢e b € K ne premore inverza, potem
je b delitelj nica.

1.3. Karakteristika kolobarja. lzreka Fermata in Eulerja.

Definicija 1.5

Ce za kolobar K obstaja takino pozitivno celo stevilo n, da velja n-a = 0 za vse
a € K, potem najmanjSemu takSnemu stevilu n pravimo karakteristika kolobarja
K in piSemo char(K) = n. Ce taksno $tevilo ne obstaja, potem pravimo, da je K
karakteristike 0.
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Zgled 1.3.1. Karakteristika kolobarja Z, je enaka n. Kolobarji Z,Q,R in C imajo
karakteristiko 0.

Na prvi pogled se zdi, da dolocanje karakteristike ni enostavno razen, Ce je
kolobar karakteristike 0. Ali res moramo preveriti, Ce vsak element a kolobarja K
zadosca zgoraj napisani definiciji? Nasledniji izrek pravi, da e kolobar premore
identiteto 1, potem je dovolj preveriti definicijo za a = 1.

Naj bo K kolobar z identiteto. Ce je n-1 +0za vse n € Z*, potem ima K
karakteristiko 0. V nasprotnem je najmanjse stevilo n, za katero je n-1 =0,
karakteristika kolobarja K.

Dokaz: Predpostavimo, daje n-1#0za vse n € Z*, potem zagotovo ne moremo
imetin-a=0zanekae K innekn e N. To pomeni, da je K karakteristike nic. Z druge
strani, e je n-1 = 0. Potem, za poljuben a € K, velja

n-a=a+a+---+a=a(l+14---+a)=a(n-1)=a0=0.

)

Vemo, da sta, kot aditivni grupi, Z, in Z/nZ izomorfni, pri Cemer odsek a + nZ
ustreza elementu a za vsak a € Z,. Poleg tega lahko sesStevanje odsekov v Z/nZ
izvedemo tako, da izberemo poljubne predstavnike, jih dodamo v Z in pois¢emo
odsek v nZ, ki vsebuje njihovo vsoto. Ni tezko opaziti, da je mogocCe Z/nZ razsiriti v
kolobar tako, da mnozenje odsekov definiramo na podoben nadcin, tj. z mnozenjem
poljubnih izbraninh predstavnikov odsekov. Ceprov bomo to kasneje pokazali v bolj
splosni situaciji, bomo sedaj naredili poseben primer. Pokazati moramo le, da je
takSno mnozenje predstavnikov dobro definirano, saj bodo asociativnost mnozenja
in distribucijski zakoni sledili iz izbrane lastnosti predstavnikov v Z. Izberimo sedaqj
predstavnika a+ rn in b+ sn (hAMesto a in b) iz odsekoV a+nZ in b+ nZ. Potem je

(a+rn)(b+sn) =ab+ (as+rb+rsn)n,

ki je tudi element ab+nZ. S tem smo pokazali, da je mnozenje dobro definirano in
nasi odseki tvorijo kolobar izomorfen kolobarju Z,. Nasledniji izrek bo v veliko pomoc
pri reSevanju sledecih nalog.
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Izrek 1.10: Fermatov mali izrek

Za vsako celo stevilo a in prastevilo p, ki je a tuje, velja:

a’~'=1 (mod p).

Dokaz: Kolobar Z, je polje, kar pomeni, da so vsi nenicelni elementi v Z, enote.
Torej, (Z,,-) je grupa s p— 1 elementi. Red poljubnega elementa b € Z), je delitelj
1Z5] = p—1. To pomeni, da je b*~! =1 € Z,. Kolobarja Z, in Z/pZ sta izomorfna,
pri Cemer element b € Z, ustreza odseku b+ pZ. Za poljuben a € Z, ki ni delitel]
veckratnika p, velja a+ pZ = b+ pZ zanek 0 < b < p—1. Torej,

(a+pZ)P~ ' = (b+pZ)P ' =1+ pZ € Z/pZ.

Z drugimi besedami,
a’~!' = 1(mod p).

Za poljubo celo stevilo a in prastevilo p velja:
a’ =a (Mod p).

Poznamo tudi Eulerjevo posplositev Fermatovega izreka, ki sledi iz nasega nasle-
dnjega izreka, ki ga dokazemo s Stetjem.

MnoZica G, nenicelnih elementov kolobarja Z,, ki niso delitelji nica, tvori
mulfiplikativno grupo.

Dokaz: Najprej moramo dokazati, da je G, zaprt pod mnozenjem modulo n.
Naj bosta a,b € G, poljubna. Ce ab ¢ G,. potem obstaja taksen ¢ #0 v Z,, da velja
(ab)c =0. To pomeni, da je a(bc) = 0. Kerje b € G, in ¢ # 0 je bc # 0. Ampak od tod
bi sledilo, da a ¢ G,,, kar nas privede do profislovja. Pokazimo sedaj, da elementi
Vv G, tvorijo multiplikativho grupo. Ni se tezko prepricati, da je mnozenje modulo
n asociativno ter 1 € G,. Pokazati moramo $e, da so elementi v G, enote. Ngj bo
a € G, poljuben in nqj so

l,al,...,ar

elementiv G,. Elementi al,aay,...,aa, SO paroma razlicni. Z drugimi besedami, Ce je
aa; = aaj, potem je a(a; —aj) = 0. Ker je a € G, in ni delitelj niCa velja, daje a;—a; =0
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0z a; = aj. To pomeni, da je bodlisi al = 1 bodisi aa; = 1, za nek a; € G,. Torej je a enota
VvV G,.

)

Definicija 1.6: Eulerjeva funkcija

Eulerjeva funkcija ¢ : N — N je multiplikativna aritimeticna funkcija poljubnega
pozitivhnega celega Stevila n in vine skupno Stevilo pozitivnih celih Stevi, ki so
mManjSa od n in SO n tuja. Z drugimi besedami:

o(n)=[|{deN:nsd(d,n)=1, 1 <d <n}|.

Zgled 1.3.2. ¢(12) =4, kerso 1,5,7in 11 tuji 12.

Sedaqj lahko pokazemo Eulerjevo generalizacijo malega Fermatovega izreka.

Za poljubno celo stevilo a, ki je tuje n, velja

a®™ =1 (mod n).

Dokaz: Ce je a tuje n, potem odsek a +nZ od nZ vsebuje celo §tevilo b < n, ki je
tuje n. Ker je mnozenje predstavnikov odsekov dobro definirano velja

a®" = p?™ (mod n).

Z druge strani, ker je b tuje n potem b ni delitelj nica v Z,,. To pomeni, daje b € G, in
je reda ¢(n). Od tod sledi, da je

p?" = 1(mod n).

Trditev sledi iz osnovnih lastnosti kongruenc.

)

S pomocjo lzreka 1.11 lahko najdemo vse resitve linearne kongruence ax =
b(mod m). Zaradi lazjega racunanja ponavadi raje delamo z enacbo v Z, in
rezultate interpretiramo za kongruence.

Naj bo m e Nin a € Z,, tuje m. Za vsak b € 7Z,, ima enacba ax = b toCno eno
resitev v Z,,.
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Dokaz: Po lzreku 1.11 je a enota v Z,, in s = a'b je resitev dane enacbe. Ce
pomnozimo obe strani dane enacbe za~! z leve, vidimo, da je to edina resitev.

Ko interpretiramo ta izrek za kongruence, dobimo naslednjo posledico.

Posledica 1.3

Ce staain b tuja, potem ima za vsako celo §tevilo b kongruenca ax = b(mod m)
za resitev vsa cela stevila, ki so v natanko enem razredu ostankov modulo m.

Naj bo m € Nin a,b € Z,, pri Cemer je d = nsd(a,m). Enacba ax=5b ima v Z,
reSitev natanko tedaj, ko d deli b. Se ve&, enacba ima v tem primeru to&no d
resitev v Z,,.

Dokaz: Najprej pokazimo, da v Z, ni reditve dane enacbe, razen Ce d deli b.
Recimo, daje s € Z,, reSitev. Potem je as —b = gm Vv Z, torej b = as — gm. Ker d deli oba
a in m vidimo, da d deli desno stran enacbe b = as — gm in zato deli b. Tako lahko
resitev s obstaja le, Ce d deli b. Recimo sedqj, da d deli b. Ngj bo

a=ayd, b=bid, m=md.

Nato lahko enacbo as — b = gm v Z prepisemo kot d(a;s — by) = dgm;. Vidimo, da
je as — b vecCkratnik m natanko tedqj, ko je ais — by veckratnik m;. Taksne resitve s
enacbe ax = b v Z, SO ravno elementi, ki po modulu m; resijo enacbo ajx = by V Zy, .
Sedaj ngj s € Z,,, zadosCa pogojem lzreka 1.13, tforej je enolicna resitev enacbe
X ="by V Lp,. Stevila v Z,,, ki se reducirgjo na s po modulu my, SO ravno tista, ki jin
lahko izraCunamo v Z,, kot

s, s+my, s+2my, s+3my,..., s+ (d—1)m;.

Torej dobimo, da obstaja tocno d reditev enacbe v Z,,.

Posledica 1.4

Naj bo d = nsd(a,m). Kongruenca ax = b(mod m) ima resitev natanko tedaqj,
ko d deli b. Se ved, resitve so cela §tevila, ki so v to&no d razli¢nih razredih
ostankov po modulu m.
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Vel o uporabi Fermatovega in Eulerjevega izreka, ter metodi reSevanja linear-
nih enacb predstavimo v naslednjem podrazdelku.

Naloge
1. Poisci ostanek pri deljenu stevila 374 s stevilom 7.
2. PoisCi vse resitve danih kongruenc:

(@) 2x=6 (mod 4)
(b) 155x =75 (mod 65)
(©) 39x =52 (mod 130)

3. Pois¢i ostanek pri deljenu §tevila 22" 4 1 s §tevilom 24.

4. Pokazi, da za poljuben n € N velja n*? = n (mod 15).

5. PoisCi ¢(p"). kjer je p prastevilo in n € N.

6. PoiSCi o(p1p2-..pr). pri Cemer so py,..., p, paroma razlicna prastevila.

7. PoisCi ¢(n) za poljubno celo Stevilo n. S pomocjo pridobliene formule in Eulerje-
vega izreka poisci zadnji dve Stevki od 194322,

8. Dokazi, da je karakteristika celega kolobarja D enaka 0 dli p, pri Cemer je p
prastevilo.

9. Nqj bo K komutativen kolobar z identiteto in char(K) = 3. lzraCunagj in poeno-
stavi (a+b)°, a,b € K.

10. Pokazi: 1in p—1 sta edina elementa v Z,, ki sta sama sebi mulfiplikativha
inverza.

11. Naj bo D cel kolobar, ki premore 0 #a € Dinne N, da je na=0. Pokazi, da je
karakteristika celega kolobarja D pozitivno celo Stevilo d, ki deli n.

12. Nqgj bo K kolobar in n taksno pozitivno celo stevilo, da velja x* = x, za vse x € R.
Pokazi: Ce je n liho, potem je char(K) enak produktu razlicnih Stevil, in Ce je n
sodo, potem je char(K) = 2.

13. Nagj bo (K,+,-) kolobar v katerem je vsak element idempotent. Pokazi, da ima
kolobar K karakteristiko 2 in da je komutativen.
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Resitve

1. Ker je nsd(37,7) = 1, po Fermatovem malem izreku velja 37° = 1 (mod 7). Za
izracun 374° bomo uporabili standardne matemati¢ne operacije, natanéneje
potenciranje in mnozenje. (Podobno, kot Ce bi delali z obicajnimi enacbami).

37 =1 (mod 7) )8
37% = | (mod 7) ’ 37
374 =37 (mod 7)
374 =2 (mod 7)

2. Ce staa,neNinbeZ, imakongruenca ax = b (mod n) reditev natanko tedaj,
ko d|b, pri Cemer je d = nsd(a,n).ée je ta poggoj izpolnjen, ima kongruenca
natanko d nekongruentnih resitev modulo n, ki so oblike

n
xo—i—zt, t=0,1,...,d—1,

kKier je xy enolicna resitev kongruence

b
X=- (mod %)

Ul

Ce d b, potem kongruenca nima resitev.

(a) Kerjensd(2,4) =2in 2|6, ima kongruenca natanko dve resitvi. Poglejmo si
kongruenco x =3 (mod 2). Ugotovimo lahko, da je xy = 3, kar pomeni, da
sta resitvi oblike x =3 (mod 4) in x=5 (mod 4) =1 (mod 4).

(b) nsd(155,65) izraCunamo z uporabo Euklidevega algoritma..

155=2-65+25
65=2-25+15
25=1-15+10
15=1-10+45
10=2-5

Ker je nsd(155,65) =5 in 5|75, ima kongruenca natanko 5 resitev. Poglejmo
sikongruenco 31x= 15 (mod 13). V prejSnjem primeru je bilo zelo enostavno
videti, kqj je xy, saQj stno imeli samo x na levi strani kongruence. Sedaqj se
bomo resitve lotili nekoliko drugace. Z uporabo zgornjega Evklidskega
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algoritma bomo ugotovili, kgj je xo (ta metoda vedno deluje in je zelo
enostavna, le pri izracunih moramo biti previdni). Kar moramo narediti
je, da se sprehodimo ez Evklidski algoritem v obratnem vrstnem redu in
ugotovimo za katera cela Stevila x,y € Z velja 5 = 155x + 65y.

5=15-10
= 15— (25— 15)
=2.15-25
=2.(65-2-25)—25
—2.65-5-25
—=65—5-(155—2-65)
= 1265+ (—5)-155

Torej imamo, 155-(—5)+65-12 = 5. Ce pomnozimo dano enakost s 15
dobimo 155 (—75) +65-180 =75, 0z. 155-(—75) =75 (mod 65). Kar pomeni,
da je xp = —75 (mod 65) = —10 (mod 65) =55 (mod 65). Ena resitev je x =
55 (mod 65). Zat =1,...,4 ugotovimo, da so preostale nekongruentne
reSitve po modulu 65 dane z x = 3,16,29,42 (mod 65).

(c) Ker je nsd(39,130) = 13 in 13|52, ima dana kongrenca natanko 13 resitev.
Poglejmo si kongruenco 3x =4 (mod 10). Uganemo lahko, da je xy = 8.
Torej so resitve dane kongruence dane z x = 8+ 10¢ (mod 130), where
r=0,1,...,12.

3. Kerje nsd(2,19) = 1, po Fermatovem malem izreku sledi, da je 2'¥ =1 (mod 19).
Poglejmo si koliko je 2!7 (mod 18).

217 =2%.2%.2%. 2% 2= (-2)-(=2)-(=2)-(—2)-2 (mod 18) =32 (mod 18) = 14 (mod 18)
Z drugimi besedami; obstaja taksen ¢ € Z, da velja 217 = 184 + 14. Torej,
22" _ 518¢+14 _ (218)q'214 —19.914 (mod 19).
Z druge strani:
21 = (2%)3.22 = (=3)*-4 (mod 19) = —108 (mod 19) = —13 (mod 19) = 6 (mod 19).

To pomeni,
22" =6 (mod 19) = 22" +1=7 (mod 19).

4. Ker je 15 =3-5, zadostuje, da pokazemo n* =n (mod 3) in n3? =n (mod 5).
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Ce 3|n, potem 3|n(n*2 — 1) = 3|(n*> —n). Z drugimi besedami, n*3 = n (mod 3).
Ce 3 tn po Fermatovem malem izreku sledl

16
n*=1(mod3)| =n*
= n®

1 (mod 3)
=n (mod 3)

Torej za vse n € N velja, da je n** =n (mod 3). Podobno se pokaZe, da je
n*¥ =n (Mod 5),zavse ne N.

5. Nqj bosta m in n dve tuji celi stevili. Poglejmo si kolobarja Z,,, in Z,, x Z,. V
nasem primeru vemo, da je Z,,, = Z,, x Z,. Ker sta oba kolobarja konéna, je
Stevilo enot v Z,, x Z,, enako Stevilu enot v Z,, pomnozenemu s Stevilom enot v
Z.,.. Stevilo enot v Z, je enako ¢(n). Tako je zaradi izomorfizna Stevilo enot v
Zoun @(mn) in je enako ¢(m)@(n). Z uporabo dejstva, da so py, ..., p, VSQ paroma
tuja Stevila in ¢(p;) = pi— 1 dobimo, da je

o(pip2--.pr)=(P1—1)(p2—1)...(pr—1).

6. Vsa pozitivha cela stevila, manjsa od p”, ki niso deljiva s p, so p tuja. Tako iz p" —1
celih §tevil izbrisemo cela stevila manjsa od p* deljiva s p: p,2p,...,(p" 1 —1)p.
Torej,

o(p")=p" —1-(p" ' =) =pp" =p"(p-1).
7. Najbo n=phtph .. pk faktorizacija §tevila n. Za vsak 1 <i,j <r, i # j, velja, da

je gcd(pf."',p];") = 1. Po ugotovitvah iz prejsnjih dveh problemov dobimo:

o(n)=@(p}' p52... 05 = e(p)e(p5) ... (pf7)
k1

=\ pr = )P (pa— 1) P (p, 1)

Ce vzamemo faktor pi od (p;—1), dobimo

(p(n)zn-lj(l—é).

Z uporabo zgornje formule in destva, da je nsd(19,100) = 1 sledi, da je ¢(100) =
40. Sedaj uporabimo Eulerjev izrek in dobimo, da je 19*° = 1 (mod 100). Ce sedqj
obe strani kongruence potenciramo s 108, dobimo 19*329 = 1 (mod 100). Ker je
192 =361 = 61 (mod 100), sledi, da je 19%??2 = 61 (mod 100). Z drugimi besedami,
zadnji dve §tevki 19422 sta 6in 1.

8. Naj bo D cel kolobar z enoto 1. Upostevali bomo dva primera na podlagi
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aditivnega reda enote 1:

(@) ord(1) je neskonCen. V tem primeru ne more obstajati taksno pozitivho
celo Stevilon e N, daje n-1=0. Tako je char(D) = 0.

(b) ord(1) =n. Recimo, da je n =kl za nek 1 < k,l < n. Ker D nima deliteljev
nicain ker je
O=n-1=(kl)-1=(k-1)(I-1),
moramo imeti bodisi k-1 =0 bodisi -1 =0, kar je protislovje s tem, da je

n najmanjse celo Stevilo, za katerega n- 1 = 0. Tako mora biti n prastevilo.
Poleg tega velja, Cejeac Djena= (n-1)-a=0a=0, 0z.char(D) = n.

9. Ker je R komutativen, velja binomski izrek. To pomeni, da za poljubna stevila
a,b € Rinn e N velja

wrore g (Dot

k=0
/an=9 je torej

8
9
a+b)P’ =d+ ( )ag_kbk+b9.
(a+b) kZl X
Ker je char(R) =3 in 3| (2) za 1 <k < 8, je srednja vsota zgoraj enaka nic. Torej je
(a+b)° =d°+1°,

10. Cejeac,samsebiinverz, potem veliaa-a=a*=1. Torejje a®> — 1= (a—1)(a+1).
Ker Z, nima deliteliev nica, je bodisia—1 =0 (mod p) bodisi a+1 =0 (mod p).
Toreja=1adlia=—1 (mod p).

11. Na@j bo char(D) =d., pri Cemer je d < n. Velja:

O=na=(n-1)- a =n-1=0, Vn.
20

Ce vzamemo poljuben x € D, potem nx =n-1-x = 0. Predpostavimo, da din.
To pomeni, da obstajata takdna k,l € Z, daje n=kd +1, | < d. Ce pomnozimo
dano enakost z x dobimo

0=nx= kdx +Ix=Ix=0,
=0

kar je v protislovju z I < d.
12. Ngjbo ke Nin x € R, potem kx € R. Torej,
(kx)" = kx
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S = kx
k' = kx
SE' —k)x=0

Dokazimo najprej naslednjo trditev.
Trditev: Ce je char(R) = ¢ > 0in dx = 0 za vse x € R, potem c|d.

Dokaz. Predpostavimo, da ctd. Po osnovnem izreku o deljenju, obstajata
taksna I,k € Z*, daje d = ke+1in I < ¢. Ce pomnozimo enakost z x € R, dobimo

0=dx=k(cx)+Ix=0+1Ix=Ix,

kar je profislovje, ker je char(R) = ¢ > 1. Torej mora veljati, da c|d. O

Iz frditve sledi, da je char(R)|(k" — k) za vsak k € N. Brez izgube za sploSnost
predpostavimo, da je char(R) = p?, kjer je p > 2 prastevilo. Sedaj imamo

P*(K'k), Yk € N= p?|(p"p) = p*|p(p" ' = 1) = p|p" ' -1,

vendar to ni res, saj smo dobili, da je p enak zmnozku razliénih prastevil. Ce je
x € R potem —x € R. Ngj bo n =2k, potem je

—x= () = (0 = (P = (A = =

Od tod mora slediti, da je x = —x, oziroma 2x = 0, kar pomeni, da je char(R) = 2.

13. Nagj bo x € R poljuben. Ker je vsak element idempotenten, to pomeni, da je
tudi x +x idempotent, torej je

(x+x)P =xtxo X+ 4+ =x+x=>x+x+x+x=x+x=2x=0.

Ker je bil x poljuben, sledi, da je char(R) = 2. Naj bodo x,y € R poljubni in razlicni.
Imamo:

x4y =x+y=2+xy+mx+yY =x+y=>x+xy+yx+y=x+y=xy+yx=0

Ker je xy € R, sledi, da je 2xy = 0 Torej xy + yx = 2xy = yx = xy.

1.4. Polje ulomkov

Kot smno ze omenili na predavanjin, je vsako polje tudi cel kolobar. Obratno pa
Ni nujno res: obstaja veliko celih kolobarjev, ki niso polja. Vprasanje, ki se seveda
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pojavi, pa je naslednje: kako lahko cel kolobar na naraven nacin “dopolnimo” do
polja? Kot zgled in motivacijo si najprej poglejmo konstrukcijo racionalnih stevil Q iz
(celega kolobarja) celih stevil: racionalna stevila je mogoce predstaviti kot formalne
kolicnike dveh celih Stevil. Element p/q € Q. Kjer je g # 0, je kvocient dveh celih Stevil
p in g. Vendar pa lahko razlicni pari celih stevil predstavljajo isto racionalno Stevilo.
Na primer, 1/2=2/4=3/6. Vemo, da je

gzg(:)ad:bc (b#0,d #0).
Bolj formalen nacin obravnavanja tega problema je definicija racionalnih stevil v
smislu ekvivalencnih relacij. Elemente v Q si lahko predstavljomo kot urejene pare
Vv Z x Z. Vsak ulomek p/q lahko zapisemo kot urejeni par (p,q). kKjier je ¢ # 0. Pri
tem smatramo urejena para (a,b) in (c,d), kjer je b # 0,d # 0, za ekvivalentna, Ce je
ad = bc. Preko te konstrukcije (ki jo bomo v nadaljevanju bolj natancno predstavili za
poljuben cel kolobar D) dobimo polje racionalnih stevil Q, ki vsebuje (cel) kolobar
celih stevil. Pravzaprav je mogoce pokazati, da je Q najmanjse polje, ki vsebuje
cela Stevila: vsako polje, ki vsebuje celi stevili m in n (kjer je n # 0), vsebuje tudi
inverz 1/n ter produkt m- (1/n) = m/n. Torej vsako polje, ki vsebuje kolobar celih stevil,
vsebuje tudi polje racionalnih stevil. Posledicno je polje racionalnih stevil najmanjse
polje, ki vsebuje kolobar celih tevil.

Naqj bo sedqj D cel kolobar. Glavna naloga tega poglavje je odgovoriti na na-
slednje vprasanje: kako zgraditi najmanjse polje F, ki vsebuje podkolobar D/, ki je
izomorfen kolobarju D? Pritem si bomo izrazito pomagali z zgoraj opisano konstruk-
cijo racionalnih steuvil.

Naj bo D poljuben cel kolobar in nqgj bo
S={(a,b):a,b€D,b+#0} CDxD.
Na mnozici § definirajmo relacijo ~ z naslednjim predpisom:
(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc.

Pokazimo najprej, da je relacija ~ ekvivalencna relacija.

Relacija ~, definirana na mnofZici S, je ekvivalencna relacija.

Dokaz: Spomnimo se, da je D cel kolobar, kar med drugim pomeni, da je
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mnozenje v kolobarju D komutativno. Za poljubna elementa a,b € D, b # 0, zato
velja ab = ba, kar pa po definiciji relacije ~ pomeni, da je (a,b) ~ (a,b). Torej je
relacija~ refleksivna na mnozici S. Predpostavimo sedaj, da je za urejena para
(a,b),(c,d) € S velja (a,b) ~ (c,d). To pomeni, da je ad = be. Zaradi komutativnosti
seveda velja tudi cb = da. Po definiciji relacije ~ torej dobimo (¢,d) ~ (a,b), kar pa
pomeni, da je relacija ~ simetricna. Pokazimo e, da je relacija ~ tranzitivna. Naj za
(a,b),(c,d), (e, f) € Svelja,daje (a,b) ~ (¢,d) in (c,d) ~ (e, f). Torej je ad = bc in cf = de.
Ce pomnoZimo obe strani enakosti ad = be z f ter obe strani enakosti ¢f = de z b
(spomnimo se, daje b #A0in f #0) dobimo

afd =adf = bcf = bde = bed.

Ker je D cel kolobar, veljata zakona krajsanja, in zato velja, daje af = be 0z. (a,b) ~
(e, f). Torej je relacija ~ tudi tranzitivna na S.

)

Ker je ralacija ~ ekvivalencna relacija na mnozici §, nam na mnozici § porodi
tako-imenovane ekvivalencne razrede. Nagj bo (a,b) € S. Ekvivalencni razred [(a,b)]
elementa (a,b) (glede na relacijo ~) je mnozica

[(a,b)] ={(c,d) € S: (a,b) ~ (c,d)}.

Spomnimo se, da imamo naslednjo lepo zvezo med presekoma dveh ekvivalencnih
razredov: za (a,b),(c,d) € S velja:

[(a’b)] = [(Cvd)] <~ (Cl,b) ~ (Cvd)
[(a,b)]N[(c,d)] =0« (a,b) # (c,d)
Mnozico vseh ekvivalencnih razredov na S bomo oznacili z Fp:
Fp ={[(a,b)]: (a,b) € S}.

NasSa naslednja naloga je definirati seStevanje in mnozenje na mnozici Fp. Za
poljubna ekvivalencna razreda [(a,b)],[(c,d)] € Fp definirajmo operaciji sestevanja in
mnozenja takole

[(a,b)]+[(c,d)] = [(ad + bc,bd)] and [(a,b)]-[(c,d)] = [(ac,bd)]. (1.4.1)

Pri tem so produkti ad, be, bd,ac in vsota ad + be seveda izraCunani v kolobarju D.
Naslednja lema nam pove, da sta ti dve operaciji neodvisni od izbire predstavni-
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kov iz vsakega ekvivalencnega razreda (oziroma z drugimi besedami, da sta ti dve
operaciji dobro definirani).

Zgorqj definirani operaciji seStevanja in mnozenja na Fp sta dobro definirani:
Ce so [(a1,b1)],[(az,b2)]. [(c1,d1)],[(c2,d2)] € Fp za katere velja [(a;1,b1)] = [(a2,b2)].
[(C],d] )] = [(Cz,dz)], potem je tudi

[(a1,b1)] + [(c1,d1)] = [(a2,D2)] + [(c2,d2)]

[(a1,b1)][(c1,d1)] = [(a2,b2)][(c2,d2)].

Dokaz: Dokazali bomo, da je operacija sesStevanja dobro definirana. Dokaz, da
je tudi mnozenje dobro definirano, ostane kot vaja. Ker je po definiciji [(a;,b1)] +
[(c1,d1)] = [(ardi +bicy,brdy)] N [(a2,b2)] + [(c2,d2)] = [(a2d> + bac2, badb )], OrAmMOo poka-
zati, da velja
[(a1dy +bic1,bidy)] = [(aadr + byca, bads)],

oziroma ekvivalentno, da je
(a1dy +bicr)(bada) = (b1d1)(a2dr + bacr).

Ker je [(a1,b1)] = [(a2,b2)] IN [(c1,d1)] = [(c2,d2)], sledli, da je ajby = bia in c1dy = dicy.
Torej,

(ardi +bycy)(badr) = aydi1bady +bc1brdy
= a1byd\dy + b1byc1d>
= biaxd\dy + b1badc2
= (b1dy)(axdr +bycy).

S tem je dokaz zakljucen.

MnoZica Fp vseh ekvivalencnih razredov mnozice S glede na ekvivalenéno
relacijo ~ je za operaciji sestevanja in mnozenja, ki sta definirani v (1.4.1),
polje.

Dokaz:
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1. (Fp,+) je komutativha grupa.

e asociativnost. Drzi zaradi asociativnosti operacije + v D. Podrobnosti
preverite sami za domaco nalogo.

e aditivni nevtraini element (nicla). NiCla v Fp je element [(0,1)], ker za vsak
[(a,)] € Fp velja

[(0,D)]+[(a,0)] =[(0-b+1-a,1-b)] =[(a,])]
[(aab)]+[(0a 1)] = [(a'1+b'oab' 1)] = [(avb)]

e aditivni inverz. Za vsak element [(a,b)] € Fp Obstaja enolicno dolocen
element [(—a,b)] € Fp. za katerega velja

[(a,b)] +[(—a,b)] = [(a-b+b-(—a),b-b)] = [(0,b°)]
[(—a.b)]+[(a,b)] =[(—a-b+b-a,b-b)] =[(0,b)]

Hitro lahko opazimo, da sveda velja (0,5%) ~ (0,1). Torej je [(0,4%)] = [(0,1)],
in je zato element [(—a,b)] € Fp aditivni inverz elementa [(a,b)].

e komutativnost. Za poljubna [(a,b)],[(c,d)] € Fp velja, da je

[(a,b)] +[(c,d)] = [(ad + be,bd)] = [(cb +da,db)] = [(c,d)] + [(a, b)],
pri Cemer smo zopet izkoristili dejstvo, da je D komutativen.

Torej je (Fp,+) res komutativha grupa.

2. asociativnost mnozenja. Velja zaradi asociativnosti mnozenja v D. Podrobnosti
preverite za domaco nalogo.

3. idenfiteta v Fp (nevtraini element za mnozenje). Element [(1,1)] € Fp je neviralni
element za mnozenje, saj za vsak [(a,b)] € Fp velja

[(a,b)]-[(1, D] = [(1,1)] - [(a, b)] = [(a,D)].
4. enote (multiplikativni inverzi). Vzemimo poljuben [(a,b)] € Fp\ {[(0,1)]}. Hitro se

lahko prepricamo, da je zaradi [(a,b)] # [(0,1)] element a neniCelen. Torej je
tudi [(b,a)] element mnozice Fp. Seveda velja

[(@,0)]-[(b,a)] = [(b,a)] - [(a,b)] = [(ab,ab)].
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Ker kolobar D nima deliteljev nica, velja ab # 0, in zato je [(ab,ab)] € Fp. UQo-
tovimo Se, daje [(1,1)] = {(c,c) : ¢ € D,c # 0}, in zato [(ab,ab)] = [(1,1)]. Torej je
element [(b,a)] res multiplikativni inverz elementa [(a,b)].

5. komutativnost mnozenja. DrZi zaradi komutativnosti mnozenja v D. Podrobnosti
preverite sami za domaco nalogo.

6. distributivnostna zakona.. Naj bodo [(a,b)],[(c,d)],[(e, f)] € Fp poljubni.

[(@,)] - ([(c,d)] + [(e, )])
[(@,0)]- [(c,d)] +[(a,b)] - [(e, f)]

(a,b)] - [(cf +de,df)| = [(alcf +de),bdf)]
ac,bd)| + [(ae,bf)]

acbf + bdae,bdbf))

ba(cf +de),b(bdf))]

[
[(
It
It

Ker oCitno velja, da je a(cf +de)b(bdf) = bdfba(cf + de), velja tudi [(ba(cf +
de),b(bdf)] = [(a(cf +de),bdf)]. Torej,

[(a,0)] - ([(e; )] + [(e, /)]) = [(a,B)] - [(¢,d)] + [(a,D)] - [(e, ).

Ker smo ze pokazali, da je mnozenje v Fp komutativho, nam drugega distribu-
tivnostnega zakona ni potrebbno posebej dokazovati.

To pomeni, daje (Fp,+,-) polje.

Definicija 1.7

Polje Fp se imenuje polje ulomkov celega kolobarja D.

Sedaj pa bomo dokazali, da polje Fp res vsebuje podkolobar D', ki je izomorfen
kolobarju D. Zacnimo z naslednjo lemo.

_lema14
Mnozica
D' ={[(a,1)]: a€ D}

je komuativen podkolobar polja Fp, ki vsebuje neviralni element za mnozenje
polja Fp.

Dokaz: Hitro lahko opazimo, da mnozica D’ vsebuje tako aditivni kot fudi multipli-
kativni neviralni element: [(0,1)],[(1,1)] € D'. Ker asociativhost seStevanja, komutativ-
nost sestevanja, asociativnost mnozenja, komutativnost mnozenja ter distributivnost
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veljajo za vse elemente polja Fp, veljgjo seveda tudi za elemente mnozice D’. Ker
za poljubna elementa [(a,1)],[(b,1)] € D’ velja

[(a, D]+ [(b,1)] = [(al +1b,1-1)] = [(a+b,1)] €D,

[(@, D][(b,1)] = [(ab,1-1)] = [(ab,1)] € D',

je mnozica D’ zaprta za operaciji seStevanja in mnozenja elementov iz polja Fp. Ker
kon€no za vsak element [(a,b)] € D’ velja tudi, daje [(—a, 1)] € D', mnoZica D' z vsakim
svojim elementom vsebuje tudi njegov aditivni inverz. Torej je D' res komuativen
podkolobar polja Fp, ki vsebuje nevtralni element za mnozenje polja Fp.

Sedaqj pa pokazimo, da sta kolobarja D in D’ izomorfna.

Funkcija i : D — D' definirana z i(a) = [(a, 1)], predstavlja izomorfizem med kolo-
barjema D in D',

Dokaz: Za poljubna a,b € D velja
i(a+b)=[(a+b,1)]

ter
i(a)+i(b)=[(a,1)]+[(b,1)] = [(al +1b,1)] = [(a+ D, 1)].

Torej je i(a)+i(b) = i(a+b). Podobno:
i(ab) = [(ab,1)]

ter
i(a)i(b) = [(a,1)][(b,1)] = [(ab,1-1)] = [(ab,1)].

Torej velja tudi i(ab) = i(a)i(b), kar pomeni, da je i homomorfizem kolobarjev D in D'.

Preslikava i je ocitno surjektivna, saj za poljuben element [(a,1)] € D’ velja a € D
in i(a) = [(a, 1)]. Preverimo $e, da je preslikava i injektivna. Ce za elementa a,b € D
velja, daje i(a) = i(b), potem je

[(a,1)] =[(b,1)] = (a,1) ~ (b,1) = al =1b=a=1D.

Torej je i izomorfizem med kolobarjem D in kolobarjem D',
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Opomba. Strogo formalno kolobar D NI VSEBOVAN v polju Fp. Namrec, elementi
polja Fp so ekvivalencni razredi mnozice § glede na relacijo ~, in zato mnozic D in
Fp ne moremo med seboj primerjati glede na inkluzijo. Bomo pa v smislu zgornje
leme kolobar D identificirali s kolobarjem D', ter posledicno rekli, da je D vsebovan
Vv Fp.

Za poljuben element [(a,b)] polja Fp oCitno velja naslednja enakost:

([a,0)) = [(a, D][(1,0)] = [(a, 1)] - [(b, )] ™! = i(a) -i(b) " = i(a) /i(b).

S tem smo pravzaprav dokazali nasledniji izrek.

Vsak cel kolobar D je mogoce razsiriti do polja Fp tako, da lahko vsak element
polja Fp izrazimo kot kolicnik dveh elementov iz D.

Polje Fp je tudi minimalno polje, ki vsebuje cel kolobar D. V naslednjem izreku to
lastnost bolj natanéno opisemo.

Naj bo D cel kolobar in ngj bo Fp njegovo polje ulomkov. Dalje, ngj bo L
katerokoli polje, ki vsebuje D. Potem obstaja podpolje L’ polja L in izomorfizem
v : Fp — L', za katerega velja, da je y(a) = a za vsak a € D.

Dokaz: Ker polje L vsebuje kolobar D, lahko poljubnima dvema elementoma
a,b €D, b # 0, priredimo element ab~! € L. Ta element bomo oznacevali tudi kot
a/b. Definiramo podmnoZico L' C L na naslednji nacin:

L'={ab'=a/ib: a,be D,b#0}.
Definirajmo sedqj preslikavo v : Fp — L' takole:
¥([(a,b)]) =a/Lb.

Pokazimo najprej, da je preslikava y dobro definirana. 1zberimo si [(a,b)],[(a1,b1)] €

Fp, za katera velja [(a,b)] = [(a1,b1)]. Torejje (a,b) ~ (ay,b1), OZiromMaA ab; = ba;. Ce to
enakost pomnozimo z b~! inz b;!, dobimo

v([(a.b)]) =a/tb=ab™" = aiby' = a1 /ibi = y([(a1,b1))).
Preslikava y je torej res dobro definirana.
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Pokazimo sedaj, da je y homomorfizem. Izberimo si poljubna [(a,b)],[(c,d)] € Fp.
Potem je

¥([(a,b)] + [(c,d)]) = w([(ad + be,bd)]) = (ad +bc) /1 (bd) = (ad +be) (bd) ™" =

(ad+bc)(b~'d™" ) =ab™ +ed' = a/ib+c/rd = y([(a,b)]) + y([(c,d)]).

Podobno dobimo

w([(a,0)][(c.d)]) = w([(ac,bd)]) = (ac)/L(bd) = (ac)(bd) ™" =

(ac)(b~'d™ ) =ab~'cd™" = a/rb c/rd = y([(a,b)))y([(c,d)]).
Preslikava v je torej res homomorfizem.

Preslikava v je tudi ocitno surjektivna: poljuben element x € L' je oblike x =a/1b
za neka a,b € D, b # 0, in zato velja y([(a,b)]) = a/Lb = x. Pokazimo, da je y tudi
injektivna. Naj za [(a,b)],[(c,d)] € Fp velja, da je y([(a,b)]) = y([(c,d)]). Torej velja
a/th =c/1d, in zato ab~! = cd~'. Ce pomnozimo to enakost z b in z d, dobimo, da
velja ad = bc, oziroma (a,b) ~ (¢,d). To pa pomeni, da je [(a,b)] = [(¢,d)]. Torej je
preslikava v res injektivna. Sledi, da je y izomorfizem (in je tudi zato L' res podpolje
Vv L).

Ostane nam Se za dokazati, da je y(a) = a za vsak a € D. Tu se bomo najprej
spomnili, da smo element a € D identificiraliz elementom [(a, 1)] € Fp. Z upostevanjem
te identifikacije torej dobimo:

v(a)=vy([(a,1)]) =a/Ll =al ' =al =a.
S fem je dokaz zakljucen.

)

Koncajmo poglavje z nekaj posledicami, katerih dokazi so vam prepusceni za
domaco nalogo.

Posledica 1.5

Katerikoli dve polji ulomkov celega kolobarja D sta izomorfni.

Posledica 1.6

Naj bo F polje karakteristike ni¢. Potem F vsebuje podpolje, ki je izomorfno Q.
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Naj bo F polje karakteristike p. Potem F vsebuje podpolje, ki je izomorfno Z,,.

1.5. Kolobar polinomov

Ali sta polinoma f(x) = 0 in g(x) = x2 —x enaka? Ce ju obravnavamo kot "abstrakina
zapisa", karkoli Ze to pomeni, nista enaka. Ce pa ju obravnavamo na primer kot
preslikavi f,g : Z, — Z,, velja £(0) =0 = g(0) in (1) =0 = g(1), torej sta £ in g enaki
preslikavi. Priznajmo torej, da ne vemo, kaj so polinomi, ali bolje: polinome moramo
natancno definirati, Ce jih zelimo primerjati in sploh poceti kaj z njimi.

Naj bo K kolobar. Vsakemu zaporedju f : Ny — K, za katerega obstaja tak n € Ny,
daje fr =0 za vse k > n, reCemo polinom (ene spremenljivke) nad K. Polinom f
lahko predstavimo tudi kot

f: (fO:fla"'afnafn-l-l?"') - (f()?fla"':fn,()?()a"')'

Elementom f; € K reCemo koeficienti polinoma f nad K. Iz definicije polinoma je
razvidno, da sta polinoma f,¢g nad K enaka, f = g, natanko tedaqj, ko je f; = g; za
vse i € Ny. MnoZico polinomov ene spremenljivke nad K oznacujemo s Pol(K). Ce
je f, zadnji koeficient, ki je razlicen od nic, torej £, £ 0in f, =0za k > n, je polinom
f stopnje n. Stopnjo polinoma f bomo oznacevali z df ali deg(f). Za polinom, v
katerem so vsi koeficienti enaki nic, stopnja ni dolocena.

Definiragjmo sestevanje in mnozenje polinomov.

1. Vsota zaporedij
f= o, f1,/2,-..) In g=1(go,81,--.)

je zaporedje vsot istoleznih Clanov zaporedij f in g, torej je

f+g=(fo+go fit+g,fr+g2,-..).

Zaporedje f + g ima ocitno skorgj vse Clene enake ni¢ natanko tedaj, ko velja
isto za zapored;i f in g. Torej je vsota polinomov polinom. Mnozica polinomov
Pol(K) je Abelova grupa pod operacijo sestevanja. Zakona komutativnosti in
asiciativnosti veljata, sqj veljata za sesStevanje elementov kolobarja K. Polinom
niC je zaporedje, v katerem so vsi Cleni enaki ni€. Razliko dveh polinomov pa
definiramo kot

f—g=(fo—gofi—g&1,.-.).
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2. Produkt polinomov fin g je polinom

fg: (C(),Cl,...)

s koeficienti ¢, ki jin izraCunamo po formuli

figk-i» k=0,1,...

k
Ci =

=0

2

Veljata tudi zakona asociativnosti in distributivnosti. Dokaz zahteva le nekaqj
preprostega racunanja, ki je prepusc¢eno bralcu.

Z upostevanjem zgoraj nastetih lastnosti ugtovimo, da je mnozica Pol(K) kolobar.
MnozZenje polinomov je ocitho komutativho, ¢e in samo Ce je K komutativen.
Polinom (a,0,0,...), a € K, je stopnje niC. Vsota in produkt polinomov stopnje niC sta
polinoma stopnje nic

(@,0,...)+(b,0,...) = (a+b,0,...),  (a,0,...)-(b,0,...) = (ab,0,...).

Od tod sledi, da polinomi stopnje ni€ sestavljajo kolobar. Upodobitev, po kateri
pripada elementu a € K polinom (a,0,...), je izomorfizem kolobarja K na kolobar
polinomov stopnje niC. Zaradi tega izomorfizma oznacimo polinom (a,0,...) kar z
a. Torej je identiteta 1 kolobarja K (Ce obstaja) tudi identiteta v kolobarju polino-
mov. Polinom f pomnozimo z elementom a € K tako, da pomnozimo vse njegove
koeficiente z a.

Oznacimo z x polinom, prikateremjea; =1ina,=0za k # 1.

x=(0,1,0,...).
Njegove zaporedne potence so
' =(0,0,1,0,...), x*=(0,0,0,1,0,...), itd.
Polinom f = (fo, f1,---,/1,0,0,...) sStopnje n razstavimo na vsoto
f=(£,0,...)4+(0,0, f1,0,...)+---+(0,0,...,0, f»,0,...).

Ker je
(0,£1,0,...) = fix, (0,0,/,...)=fox?, ... (0,...,0, f,0,...) = fux"
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lahko vsak polinom f zapiSemo v naslednji obliki

f=fot fix+ frx +.. .+ fux".

Zato pravimo, da je f polinom spremenljivke x. Ce Zelimo spremenjivko eksplicitno
navesti, zapisSemo polinom kot f(x). Pri mnozenju in seStevanju polinomov zapisanih
v tej obliki spremenijivko x upostevamo kot element osnovnega kolobarja K. Ce smo
spremenljivko, torej polinom (0, 1,0,...), oznacili z x, oznacimo kolobar polinomov s
Klx].

Pri izrazanju polinomov v obliki f(x) smo predpostavili, da je v kolobarju K element
1. Ker se da vsak kolobar vioziti v kolobar z identiteto, lahko pisemo polinome v
obliki f(x) tfudi v primeru, ko v prvotnem kolobarju K ni elementa 1.

Ce je K kolobar in sta x in y dve spremeniljivki, potem lahko konstruiramo kolobar
(K[x])[y] := K[x,y]. Elementi tega kolobarja so polinomi spremnljivke y, koeficienti pa
SO polinomi spremnljivke x. Torej

f6y) = folx) + filx)y+...+ fu(x)y".

Ceje fi(x) = app + ayx + . .. + amx™, lahko zapisemo f(x,y) v naslednji obliki

fey) =YY aix'y’,
i=0 j=0
pri Cemer so koeficienti g;; iz osnovnega kolobarja K. Vrstni red spremnljivk x in y
lahko zamenjamo. Ce uvedemo najprej y in nato x, dobimo kolobar Kly,x]. Njegovi
elementi so polinomi spremnljivke x, katerin koeficienti so polinomi spremenljivke y.
To implicira obstoj naravnega izomorfizmma med K|x, y] in K|y, x]. Podobno lahko defini-
ramo kolobar vec spremenljivk oz. kolobar polinomov n spremenljivk K[x;,x,...,x,].

Komentar 1.3

Ce je D cel kolobar, potem je tudi DIx| cel kolobar. Velja tudi, Ce je F polje,
potem je F[x] polie. Opazimo lahko, da Flx] ni polje, ker x ni enota. To
pomeni, da ne obstaja taksen polinom f € F[x|, daje xf(x) = 1. Ker je F|x] cel
kolobar, lahko konstruiramo polje ulomkov F(x). Velja namreC, da lahko vsak
element v F(x) predstravimo kot kvocient f(x)/g(x) dveh polinomov v Fx] z
g(x) # 0. Podobno lahko definiramo polje ulomkov F(xi,...,x,) od Flx,...,x,] in
ga imenujemo polje racionalnih funkcij n spremenljivk nad F .

Sedaqj lahko nadaljujemo in pokazemo, kako lahko homomorfizme uporabimo za
“reSevanje polinomskih enacb™. Nagj bosta E in F taksni polji, da je F < E. Nasledniji
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izrek potrjuje obstoj zelo pomembnega homomorfizma Flx] — E.

Izrek 1.17: Evaluacijski homomorfizem za teorijo polj

Naj bo F podpolje polja E in ngjbo a € E poljuben ter x spremeniljivka. Funkcija
0q : Flx] — E definirana z

Oq(ap+arx+...+ax") =ap+aoe+... +a,"

za ap+aix+ ... +a,x" € Flx] je homomorfizern med F[x] in E. Poleg tega je
0o (x) = o0 in @g(a) = a za vse a € F. Homomorfizem ¢, predstavija evaluacijo v
a.

Dokaz: Funkcija vy, je dobro definirana, to pomeni, da je neodvisna od repre-
zentacije polinoma f(x) € F[x] kot konCne vsote ay+ajx+ ...+ a,x", sqj lahko taksno
kon&no zamenimo z dodajanjem in brisanjem &lenov oblike 0x', kar ne vpliva na

vrednost ¢q (f(x)). Ce so f(x) = Y gaix', g(x) = X1 bix™ in h(x) = f(x) +g(x) = ¥iycix',
je

P (£ (1) + 8(x)) = 9 ((x)) = go -

Z druge strani dobimo

Pa(f(x)) + 0a(g Zaa+2ba
Po definiciji seStevanja polinomov velja ¢; = a; + b; in posledicno je

Pa(f(x) +8(x)) = 0a(f(x)) + 9 (g(x))-

Ker je
f)gx)=do+dix+...+dex’

dobmo
0o (f(x)g(x)) =do+dia+...+dsor’.

Z druge strani
0o (f(x)0o(g(x)) = (ap+ara+...+a,0")(bo+bia+...+bua™).
Po definiciji mnozenja polinomov velja d; = Z{ZOaibJ-_i in posledicno je

9o (f(x)8(x)) = 9o (f (x))Par(g(x))-
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Po definiciji, ¢ slika konstantni polinom a € F[x|, kjer je a € F, v a. To pomeni, da
dq, Slika F izomorfno z identicno preslikavo. Ponovno, po definiciji ¢, sledi ¢y (x) =
0o (lx) =la=a.

)

Naj Se enkrat izpostvimo, da ta izrek velja (z uporabo enakega dokaza), tfudi v
primeru, ko sta F in E zgolj komutativna kolobarja z identiteto in ne polji. Vendar bo
za nas izrek pomemben predvsem v primeru, ko sta F in E polji.

Tezko je preveC poudariti pomen tega preprostega izreka za nas, saj predstavija
temelj nasega nadaljnega dela v teoriji polj. Ker je tako preprost, ga lahko upravi-
ceno imenujemo kar opazka in ne izrek. Morda je bil njegov dokaz, zaradi zapisa
polnomov, nekoliko tezek, vendar naj poudarimo, da ni.

Zgled 1.5.1. Nqgj bosta F = Q in E = R. Poglejmo si evaluacijski izomorfizem ¢, : Q[x] —
R. Velja
d(ag+aix+...+apx") =ap+ai2+...+a,2".

Opazimo, daje
pr(F* +x—6)=22+2-6=0.

Torej, x> +x — 6 € ker(¢n). Poleg tega vemo, da je X2 +x—6 = (x —2)(x+3) ker je
$r(x—2)=2-2=0.

Zgled 1.5.2. Ngj bosta F =Q in E = C. Poglejmo si evaluacijski homomorfizem
¢; : Q[x] — C. Opazimo, da je

B +1)=i*+1=0

in posledicno x? + 1 € ker(¢;).

Zgled 1.5.3. Nqgj bosta F = Q in E =R. Polgejmo si evaluacijski homomorfizem
or : Qx] — R. Ni tezko pokazati, da je ap+ajw+...+a,n" = 0 natanko tedaqj, ko je
a;=02zavsak i =0,...,n. Torej ker(¢,) = {0} in poslediCno je ¢ monomorfizem. To
pomeni, da vsi formalni polinomi v z z racionalnimi koeficienti tvorijo kolobar, ki je
izomorfen Q[x] z zapisom ¢ (x) = .

Sedaqj zakljuCujemo s povezavo med nasimi novimi idejami in klasiCnim koncep-
tom reSevanja polinomskih enacb. Ko bomo Zelili resiti polinomsko enacbo, bomo
rekli kar, da Zelimo poiskati nicle polinoma.
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Definicija 1.8

Naj bo F podpolje polja E innajbo a € E. Z f(x) =ap+aix+...+ax” 0znacimo
polinom v F[x] in naj bo ¢, : Flx] — E evaluacijski homomorfizem. Ce je f(a) :=
0o (f(x)) =0, potem a imenujemo ni¢la polinoma f.

Z uporabo zgornje definicije lahko klasicni problem iskanja vseh realnih stevil r za
katere je r? +r—6 = 0 zapisemo kot iskanje tak3nih elementov a € R, da velja

Oo (x> +x—6) =0,
pri cemer je ¢4 : Q[x] — R evaluacijski homnomorfizem. OCitno je

{aeR:pg(*+x—6)=0={reR:r»+r—6=0} = {2,-3}.

Naloge
1. Izracunaj produkt polinomov f(x) = 2x? +3x+4 in g(x) = 3x* +2x+3 V Zg[x].
2. Koliko polinomov stopnje m premore Z,[x]?
3. Ceje F = E = 7, izradunaj vrednost evaluacijskin homomorfizmov:

(@) ¢3((x* +2x)(x* —3x2 4-3)),
(D) ¢a(3x'00 4 5x% 4-2x3).

4. S pomocjo malega Fermatovega izreka, poisci vse nicle polinoma 2x219 4 3x74 +
2007 +3x*% v Zs.

5. PoiCi Sest elementov v jedru evaluacijskega homomorfizma ¢s : Q[x] — R.
6. Naj bo D cel kolobar. Pokazi, da je tudi D[x] cel kolobar.

7. Naj bosta f, g € D[x], kjer je D cel kolobar. Pokazi, da je deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Ali trditev drzi, Ce D premore delitelje nica?

8. Kaj so enote v celemu kolobarju D[x]?
Resitve

1. Skozi celotno nalogo ne pozabite, da seStevamo in mnozimo po modulu 6. S
tem v mislih enostavno izra&unamo, da je f(x) - g(x) = x> + 5x.
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2. Najbo f(x) =ap+ax+...+au 1x" ' +a,x™ poljuben polinom stopnje m v Z,x].
Ker je vodilni koeficient a,, neniCelen vemo, da je a,, € {1,2,...,n—1} in da
lahko za ostale koeficiente a; izZberemo poljuben elemnt v Z,. Torej imamo
n™ - (n—1) polinomov stopnje m Vv Z,|x|.

3. (0) Opazimo, daje f(x) = (x*+2x)(x* = 3x? +3) = x7 +4x5 4 5x* + x* + 6x. Torej,
d3(f(x) =f(3)=3"4+4-3°+5.3*+3316.3.

S pomocjo malga Fermatovega izreka in njegove posledice sledi, da je 37
mod 7 =3in 3% mod 7= 1. Poleg tega ni tezko izracunati, da je 3* mod 7 =4
in 33 mod 7 = 6. Torej,

93(f(x)) =3+4+5-4+6+4=2.

(b) Po malem Fermatovem izreku sledi, da je 4 =1 (mod 7). Sedqj Zelimo
“razsiriti* 4° tako, da se ¢im bolj priblizimo 4%, V nasem primeru, (4%)!7 =
4192 = 1 (mod 7). Z druge strani, 4* =4 (mod 7). Ce pomnoZimo ti dve
kongruenci dobimo, da je 4% =4 (mod 7). Podobno se izracuna, da je
4% =1 (mod 7) in 43 =2 (mod 7). Torej je

04 (3x' 90 +5x° 42x3) =3.445.14+2.2=0.

4. Po malem Fermatovem izreku sldei, daje a* =1 (mod 5) za a € {1,2,3,4}. V izrazu
f(x), zapiSimo eksponente d od x v oblikid =4g+1, I <d. Dobimo, da je

f(x):2-(x4)54-x3-l—3-(x4)18-x2—|—2-(x4)14-x+3-(x4)“.

Sedaj enostavno izraCunamo vredonsti f(x) za x € Zs.

f(0)=0

F(1)=243+2+3=0
f2)=142+4+3=0
f3)=f(=2)=442+41+3=0
f(4) =f(-1)=3+3+3+3=2

Torej so niCle f(x) natanko 0,1,2 in 3.
5. OCitno je fi(x) =x—35 € ker(¢s). Vsi veCkratniki f; so tudi v ker(¢s).

6. Ker je D komutativen kolobar z enoto 1 # 0 vemo, da je D[x] komutativen
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kolobar z enoto 1 # 0. Preveriti moramo Se, Ce Dx| premore delitelje nica.

Naj bosta f, g € D[x] poljubna nenicelna polinoma. Brez izgube za splosnost,
lahko napisemo

Zax g(x be aj,bj €D, i=0,n,j=0,m.
i=0

Ker je D cel kolobar sledi, da je a,b,, # 0 in posledicno

anb ™" # 0= f(x)g(x) # 0.
Z drugimi besedami, D[x| nima deliteljev nica.

7. Naqj bosta

Zax g(x be ai,b; €D, i=0,n,j=0,m

17

poljubna nenicelna polinoma v D[x]. “Najvecji® monom, ki se lahko pojavi v
f(x)g(x) je x*t™ s koeficientom a,b,,. Ker je D cel kolobar vemo, da je a,b,, # 0.
Torej je

deg(fg) = n-+m=deg(f)+deg(g).

Poglejmo si kolobar Zg[x]. Ce vzamemo f(x) = 2x2 in g(x) = 3x° + 2, je f(x)g(x) =
4x2. Torej je
deg(fg) =2 # 5 = deg(f) +deg(g).

8. Predpostavimo, da je f(x) € D[x] enota. Tore;

(Jg(x) € D)) f(x)g(x) = 1.

Od tod sledi, da je deg(fg) =deg(1) = 0. Brez izgube za splosnost predpostavimo,
daje deg(f) =n, deg(g) =m, n,m > 0. Ker je D[x] cel kolobar je deg(fg) =n+m=
0, kar pomeni, da je n = m = 0. Z drugimi besedami, f in g sta konstantna
polinoma, tj. enote v D[x] so natanko tisti elementi, ki so enote v D.

Dodatne naloge
1. PoiSCi enote v Zx] in Z4[x].

2. Ngj bo F polje karakteristike 0 in Nnaj bo D : Flx] — F[x] polinom definiran z
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naslednjim predpisom

n . n .
D (Z a,-x’) = Ziaix’*l.
i=1

i=0

(a) Pokazi, daje D: F[x] — F[x] automorfizem grup (F[x],+). Ali je D homomor-
fizem kolobarjev?

(o) POISG ker(D).

() Pois&iim(D).

3. Nqj bo F podpolje polja E.

(a) Definirgj evaluacijski homomorfizem @q,...a, : Flx1,...,%:] = E, a; € E, NQ
podoben nacin, kot smo to storili na vajah s standardnim evaluacijskim
homomorfizmom.

(b) Ceje F=E=Q,izradunaj ¢_32(x3x3 +3xtx).

(c) Definirgj koncept niCle polinoma f(xi,...,x,) € F[xy,...,x,] Na podoben
nacin kot smo definirali niclo polinoma f(x).

. Ngj bo F polje in Ff mnoZica vseh funkcij F — F. Za poljubna elementa
o,y € FI' definiramo sestevanje ¢ + v z

(9 +¥)(a) =¢(a) +v(a)

in Mnozenje ¢ -y z

pricemerjeacF.
(a) Dokazi, daje (FF,+,-) kolobar.

Element ¢ € FF' je polinom, Ce obstaja taksen f(x) € F[x|, da je ¢(a) = f(a) za
vseacF.

(b) Dokazi, da je mnozica Pr vseh polinomov nad F podkolobar kolobarja
FF.

(c) Dokazi, da Pr ni nujno izomorfen Flx]. (Namig: Pokazi, da Ce je F konCen
potem F[x] in FF nista iste velikosti).

(d) Dokazi, da, &e je F = 72 potem je Pr = FF,

. Nagj bodo vsi nenicelni koeficienti polinoma f € K[x] delitelji nica v K. Ali je
potem polinom f delitelj niCa v K[x]?
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1.6. Faktorizacija polinomov nad poljem

Spomnimo se, da se ukvarjamo z iskanjem nicel polinomov. Naj bosta E in F tak3ni
polji, da je F < E. Predpostavimo, da je f(x) € F[x] razcepen v F[x] tako, da je
f(x) = g(x)h(x) za poljubna g(x),h(x) € Flx] in nQj bo a € E. Sedaqj za evalvacijski
homomorfizem ¢, velja, da je

f(@) = ¢a(f(x)) = 9a(8(x)(x)) = 9 (8(x)) 9o (h(x)) = g(0t) ().

Ce je torej a € E, potem je f(o) = 0 natanko tedaqj, ko je bodisi g(a) = 0 bodisi
h(a) = 0. Iskanje niCle za f(x) se reducira na problem iskanja nicle faktorja f(x). To
je en izmed razlogov, zakqj je preucevanje faktorizacije polinomov koristno.

Izrek 1.18: Osnovni izrek o deljenju v Fx]

Naj bosta f(x) =Y’ yax' in g(x) = Y7, bix' elementa v F[x], pri Eemer sta a,, by, €
F nenicelnain m > 0. Potem olbstajata tfaksna enolicna polinoma ¢(x) in r(x) v
F[x], daje f(x) = g(x)g(x) + r(x). pri Cemer je bodisi r(x) = 0 bodisi deg(r) < m.

Dokaz: Poglejmo si mnozico S = {f(x) — g(x)s(x) : s(x) € Flx]}. Ceje 0 €S, potem
obstaja taksen polinom s(x), da velja f(x) — g(x)s(x) = 0. Torej, f(x) = g(x)s(x). Trditev
ocCitno velja, ¢e vzamemo, da je ¢(x) = g(x) in r(x) = 0. Ngj bo sedqj r(x) element v §
Zz ngjmanjso stopnjo. To pomeni, daje

f(x) = q(x)g(x) = r(x) = f(x) = q(x)g(x) + r(x),
za nek g(x) € Flx]. Sedaj moramo dokazati, da je deg(r) < m. Predpostavimo, da je
r(x) =ex +x XV Fex+co, c;EF, ¢ #0.
Cejet > m, potem je
F(x) —q(x)g(x) = (c;/bm)xX"g(x) = r(x) — (c.x' + Cleni manjse stopnje),

kar je polinom stopnje manjse kot ¢t = deg(r). Opazimo, da je polinom f(x) —q(x)g(x) —
(ct/bm)X Mg (x) = f(x) — [q(x) — (c:/bm)X'~™)] € S. kar je protislovje s predpostavko, da
je r(x) najmanjse stopnje. Torej mora veljati, da je deg(r) < m. Za enolicnost, pred-
postavimo, daje f(x) = g(x)gi(x) +ri(x) in f(x) = g(x)g2(x) + r2(x). Ko odstejemo dani

enakosti, dobimo:

g(®)q1(x) = g2(x)] = r2(x) = 1 (x).
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Ker je bodisi r,(x) — r(x) = 0 bodisi deg(r, — r1) < deg(g). je

je q1(x) —q2(x) = 0. 1. q1(x) =
g2(x). To pomeni, da je tudi ry(x) —ri(x) =0, 1. ri(x) = ra(x).

)

Posledica 1.8: Faktorski izrek

Element a € F je niCla polinoma f(x) € F[x] natanko tedaj, ko je x — a faktor od
J(x) v F[x].

Dokaz: (=) Predpostavimo, daje f(a) =0, zanek a € F. Po lzreku 1.18 obstajata
taksna polinoma ¢(x),r(x) € Flx], da je

pri Cemer je bodisi r(x) = 0 bodisi deg(r) < 1. To pomeni, da je r(x) =czanek c € F in
posledicno
f(x) = (x—a)q(x) +c.

Z uporabo evaluacijskega homomorfizma dobimo, da je
0= f(a) = 0gla) +c,

kar pomeni, daje ¢ =0. Torej je f(x) = (x —a)q(x). Z drugimi besedami, x — a je faktor
od f(x).

(<) Naj bo x —a faktor od f(x) v F[x], pri €emer je a € F. Ce uporabimo evalu-
acijski homomorfizem ¢, na f(x) dobimo, da je f(a) = 0g(a) = 0. Torej je a niCla od

f(x).

Posledica 1.9: Stevilo ni¢el polinoma

Nenicelni polinom f(x) € F|x] sfopnje n premore najvecC n nicel v polju F.

Dokaz: Iz Posledice 1.8 sledi naslednje; Ce je a; € F niCla polinoma f(x) potem je

fx) = (x=a)qi (),

pri Semer je deg(q) =n—1. Ce je a» € F ni¢la polinoma ¢ (x), je

f(x) = (x—a1)(x— a2)ga(x).

47



POGLAVJE 1. KOLOBARJI

Ce ta postopek nadaljujemo dobimo, da je

fx) = (x=a1)--- (x—a,)q,(x),

pri Cemer g, nima nicel v F. Ker je stopnja f(x) najvec n, se lahko najvec n faktorjev
(x—a;) pojavi na desni strani zgornje enacbe. To pomeni, daje r <n. Nojbo b e F
poljuben element, razlicenod g;zai=1,...,r. Potemje f(b) = (b—ay)--- (b—a,)q,(b) #
0. saj F nima deliteljev nica in noben izmed faktorjev b —a; in g,(b) Ni enak 0 (po
konstrukciji). To pomeni, da so edine mozne niCle f(x) v F elementi ay,...,as (r < n).

)

Konc¢na posledica lzreka 1.18 se nanasa na strukturo multiplikativne grupe F*
nenicelnih elementov polja F.

Posledica 1.10

Ce je G kon&na podgrupa multiplikativne grupe (F*, -- -) polja F, potem je G
ciklicna. Se ve&, multiplikativha grupa vseh nenicelnih elementov kon&nega
polja je ciklicna.

Dokaz: Iz teorije grup vemo, da je vsaka koncna komutativna grupa G izomorfna
direktnemu produktu Z,, x --- x Z,,, pri Cemer so d; potence prastevil. Predstavijamo
si lahko, da je vsak Z,, ciklicna grupa reda d; v multiplikativni notaciji. Naj bo m
najmanisi skupni ve&kratnik stevil di,...,d.. Opazimo, da je m < did,...d,. Ce je
a; € Zg,, potem je af’i =1 in posledicno je a" = 1, sqj d;|m. Torej za vsak o € G velja, da
je o™ = 1. To pomeni, da je vsak element v G niCla polinoma x™ — 1. Gima d, ...d,
elementov. Z druge strani, po Posledici 1.9 sledi, da ima x” — 1 najveC m niCel v F.
To pomeni, daje m > d, ...d, in posledicno mora veljati, da je m =d, ...d,. Torej so
prastevila, ki se pojavijo v d,d,,...,d, paroma razlicna, grupa G pa je izomorfna
ciklicni grupi Z,,.

)

NaSa naslednja definicija predstavi posebn vrsto polinomov v F|x], ki bodo zelo
pomembni za Nas.

Definicija 1.9
Nekonstantni polinom f(x) € F[x] je nerazcepen nad F (pravimo mu tudi ne-
razcepen polinom v F|[x]), Ce polinoma f(x) ne moremo zapisati kot produkt
g(x)h(x) dveh polinomov g(x),h(x) € F|x], ki sta manjse stopnje kot f(x). Ce f(x)
ni nerazcepen nad F pravimo, da je f(x) razcepen nad F.
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Opazimo lahko, da je zelo pomembno zapisati “nerazcepen nad F* in ne samo
“nerazcepen”. Polinom f(x) je lahko nerazcepen nad F, vendar je morda razcepen
v vecjem polju E, ki vsebuje F.

Zgled 1.6.1. Polinom x? —2 je ocitno nerazcepen nad Q, saj ga ne moremo zapisati
v obliki (ax+b)(cx+d) za a,b,c,d € Q. Vendar, Ce polinom obravnavamo nad poliem
R, potem je x> —2 = (x—v/2)(x+ v/2), kar pomeni, da je polinom razcepen nad R.

Nerazcepni polinomi bodo imeli odslej zelo pomemibno viogo pri nasem delu.
Problem, kjer zelimo ugotoviti ali je dani polinom f(x) € F[x] nerazcepen nad F,
ni preprost. Sedaj bomo podali nekqj kriterijev za doloCanje nerazcepnost, ki so
uporabni v nekaterih primerih. Ena od tehnik za doloCanje razcepnosti kvadratnih
in kubicnih polinomov je dana z naslednjim izrekom.

Naj bo f(x) € F[x] polinom stopnje 2 ali 3. Potem je f(x) razcepen nad F
natanko tedaj, ko premore niclo v F.

Dokaz: Ce je f(x) razcepen nad F, torej f(x) = g(x)h(x), kier sta stopniji polinomov
g(x) in h(x) manjsi kot stopnja polinoma f(x), potem, ker je f(x) kvadratni ali kubicni
polinom, je bodisi g(x) bodisi i(x) stopnje 1. Predpostavimo sedaj, da je g(x) stopnje
1, potem je g oblike x —a (po Mmoznosti pomnozen Se s faktorjem iz F). Od tod sledi,
daje g(a) =0, kar pomeni, da je f(a) = 0. Torej ima f(x) niClo v F. Z druge strani, e
je f(a) =0zaac F potem je x —a faktor polinoma f(x) in je torej f(x) razcepen v Fx].

)

Dokaza naslednjega izreka in posledice sta prepuscena bralcu.

Ce je f(x) € Z[x], potem se f(x) lahko zapise kot produkt dveh polinomov
stopenj r,s < deg(f) v Q[x] Ce in samo Ce lahko f(x) napiSemo kot produkt dveh
polnomov Vv Z[x|, stopenj r in s.

Ce ima polinom f(x) =x"+a, 1xX* ' 4+---+ag vV Z[x], Z ayg # 0, niclo v Q, potem
ima tudi niClo m v Z, kjier m deli ay.

Za konec obravnave kriterijev za doloCanje nerazcepnosti predstavimo §e na-
slednji znameniti Eisteinov kriterij.
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Izrek 1.21: Eisensteinov kriterij

Naj bo p € Z prastevilo in naj bo f(x) = a,x"* + ...+ a; +ap Taksen polinom v Z[x],
daje a, #0 (mod p), ap # 0 (mod p?) in a; =0 (mod p) za i < n. Potem je f(x)
nerazcepen nad Q.

Dokaz: Po Izreku 1.20 je dovolj, Ce pokazemo, da f(x) he moremo razcepiti na
polinome manjsin stopenj v Z[x|. Predpostavimo sedaj nasprotno; naj bo

F) = (B 4+ bg) (e ++++ o)

razcep polinoma f(x) v Z[x], pri Cemer je b, #0,c; # 0 in 1,5 < n. Ker ag 0 (mod p?)
potem velja, da ne moreta biti oba by in ¢y kongruentna 0 modulo p. Recimo, da
je bp Z0 (mod p) in co =0 (mod p). Ker je a, Z0 (mod p) sta b,,c; 0 (mod p) (to sledi iz
dejstva, daje a, = b,cy). NQj bo sedaj m najmanjSe Stevilo za katero je ¢, Z 0 (mod p).
Potem je

bpco, cejer>m,

am:bocln+blcml+"'+{ .
b.cy—r, Ce€Jer<m.

Ker vemo, da by in ¢, nista kongruentna 0 modulo p in kerza ¢,,_1,...,co velja, da so
kongruentni 0 modulo p, potem je a,, # 0 (mod p), kar pomeni, da je m =n. Od tod
sledi, da je s = n, kar je v profislovju s predpostavko, da je s < n (netrivialen rezcep).

)

Zgled 1.6.2. Z uporabo Eisensteinovega kriterija, v primeru ko je p = 3, dobimo, da
je 25x° —9x* — 3x% — 12 nerazcepen nad Q.

O enolicnosti razcepa polinomov bomo govorili, v razdelku, kjer se bomo ucili o
idealih.

Naloge

1. Nagj bosta polinoma f(x) in g(x) v Z11[x] dana z naslednjima predpisoma f(x) =
X —2x* +3x—5in g(x) = 2x+ 1. Pois&i polinoma ¢(x) in r(x) v Z;; [x]. za katera je
F(x) = g(x)g(x) 4+ r(x). pri Cemer je deg(r) < deg(g).

2. Polinom f(x) = 2x* + 3x% — 7x — 5 lahko zapisemo kot produkt linearnih polinomov
V Z1, [x]. POiSCi ta razcep.

3. Ali je x> +2x+ 3 nerazcepen v Zs[x]? Ce je to utemelji, &e ni zapisi njegov
razcep kot produkt nerazcepnih polinomov v Zs|x|.

4. Koliko nerazcepnih polinomov stopnje 2 je v Z, [x]?
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5. Pokazi, da je x” +a razcepen v Z,[x] za vsak a € Z,, pri Cemer je p prastevilo.

6. Pokazi, daje f(x) = x> 4 8x —2 nerazcepen nad Q. Alije f(x) nerazcepen nad
R? Naod C?

7. Pokazi, da je x* + 3x? — 8 nerazcepen nad Q.

8. Dokazi naslednjo trditev. Ce je polinom p(x) nerazcepen nad poliem F, potem
je tudi polinom p(x+a). a € F, nerazcepen nad F.

9. Nqj bo F polje. Za polinom f(x) = ap+ajx+ ...+ ax" € Flx| definiramo njegov
odvod f'(x) s
fl(x)= Z iax~!.
i=0
(a) Pokazi, da je funkcija D : Flx] — F[x] definirana s D(f(x)) = f'(x) linearna
preslikav med dvema vektorskima prostoroma.
(b) PoisCi ker(D).

(c) Dokazi, daza D velja Leibnitzovo pravilo: D(f(x)g(x)) =D(f(x))g(x)+ f(x)D(g(x)).
za vse f(x),g(x) € F|x].

Resitve

1. g(x) = 6x* + 7x3 + 262 +10x+ 2, r(x) = 4

6x* + 723 +2x2 +10x+2

2x+ 1) ¥ =203+ 0%+ 3x—5
ot |
3x* 4003
37|
4x3 +0x?
43 +2:3F |
9%+ 3x
9x* +10x |

4dx+6
4x+2

4
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2. x =3 je niCla polinoma f(x). Torej je x — 3 linearni Clen v razcepu polinoma f(x
kar pomeni, da x—3 deli f(x). lzraCunajmo sedaqj kolicnik pri deljenju f(x)
x—3.

)
z

2x*> +9x+9

x=3) 280 +3x2 ~Tx =5
23 45x% |
Ox? 4 4x

o’ +6x |

9x+6

9x+6

0

Torejje f(x) = (x—3)(2x2 +9x+9). Ker je x = 4 nicla polinoma 2x? +9x+ 9, lahko
ta poliom delimo z x — 4.

2x+6

x=4) 22 +9x+9
2% +3x )

6x+9

6x19

0
Tore je f(x) = (x—3)(x—4)(2x+6).

3. Ne, sqgj je x =2 niCla polinoma f(x) in deg(f) = 3, sedqj z uporabo lzreka 1.19
sledi, da je f(x) razcepen.

52



POGLAVJE 1. KOLOBARJI

X2 4+2x+1

x—2)x3+0x2—|—2x—|—3
¥ +32 ]
2x% 4 2x

2%+ x|

x+3

_x+3

0

Opazimo, da je x> 4+ 2x+1 = (x+1)% in posledicno f(x) = (x—2)(x+ 1)

. Brez izgube za splosnost lahko kateri koli kvadratni polinom zapisemo v obliki
a(x*+ px+q). Kjer so a, p,q € Z, in a # 0. Ker nas zanimajo nicle se bomo osredo-
tocili na polinom x? + px+¢. Recimo, da je

X4 px+d=(x—c)(x—d).

Ce je ¢ # d, potem obstaja (%) izbir za cin d. Ce je ¢ = d, potem obstaja p izbir
za c. Torej obstaja p+ (5) = ”(”T“) razcepnih polinomov stopnje 2 v Z,,. Vemo,
da v v Z,[x] obstaja natanko p?(p — 1) kvadratnih polinomov (glej 2. nalogo iz
4. vaj). Zato je Stevilo nerazcepnih kvadratnin polinomov v Z,[x] enako

pp+1) _pPP=p=p’—p_p-p’—p_pp-1)°

2
—1)—

. Ceje p=2.,potem sta edina mozna polinoma x? =x-xinx2+1=x>+12 = (x+1)2,
ki sta oba razcepna. Predpostavimo, da je p # 2. Potem je p lih. Za poljuben
acZ,velja—-acZ, Iz

(—a)!+a=—-a’"+a=—-a+a=0,

sledi, da je —a niCla polinoma x” +a, 1j., x” +a je razcepen.

. Za p =2 velja p|8. p|2, p1 1 in p? 2. Torej, po Eisensteinovem kriteriju sledi, da je
f(x) nerazcepen nad Q. Ker je,

D=0b>—4ac=64+8=72>0

ima f(x) niCle v R[x] in je torej razcepen nad R. Ker je R C C, je f(x) razcepen
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tudi nad C.

7. Ce je x* +3x2 — 8 razcepen nad Q, vemo, da je razcepen tudi nad Z[x] (po
lzreku 1.20) in ima torej faktor x — a v Z[x]. To pomeni, da je a niCla polinoma
in deli —8 (slednje sledi iz Izreka o racionalnih niéel: Ce ima polinom f(x) =
a'+a, 1xX" '+ .- +ajx+ay celosteviine koeficiente, potem je vsaka racionalna
niCla polinoma f(x) oblike p/q kjer je p faktor od q in g faktor od a,. Ceje
vodilni koeficient enak 1, so mozne nicle kar faktorji konstantnega koeficienta.).
Torej so mozne niCle a = 1,42, +4,48. Ko izraCunamo vrednost polinoma za
vseh 8 moznosti opazimo, da vrednost ni nikoli enaka nic, kar pomeni, da je
polinom nerazcepen nad Q.

8. Predpostavimo, da je p(x+a) razcepen nad F, tj.

p(x+a) =q(x)s(x),

Kjier sta g(x) in s(x) polinoma pozitivnih stopen;. Cev zgornji enacbi zamenjamo
x Z x—a dobimo

p(x) =q(x—a)s(x—a),
Kier sta g(x —a) in s(x —a) Se vedno polinoma pozitivhe stopnje. Ampak to
pomeni, da je p(x) razcepen nad F, kar ni mozno. Torej je p(x+a) nerazcepen
nad F.

Q. (@) Nagjbo g(x) =by+bix+ ...+ b,x™. Brez izgube za sploSnost predpostavimo,
da je n > m. Torej lahko zapi§emo g(x) = Y, bix' pri Eemerso by 1 =... =
b, =0.

DU(9)-+800) = DY (ar+ b)) = Y ilar+ b
i=0
= ;)iaixi_l + ;)ibixi_l =D(f(x))+D(g(x))

Na pooben nacin pokazemo, daje D(a.f(x)) = aD(f(x)) zavse o € F. Torej
je D linearna preslikava.

(b) Predpostavimo, da je char(F) = p.

D(f(x)) =0« zn:iaix’;l =0

i=1
< ia;=0,Vi=0,...,n
<a;=0,Vi=0,...,n Kjer pti
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Torej je ker(D) = {ap+a,x? +axpx* + ...+ anpx" :a; € F,n € L0} Ceje char(F) =
0, potem je oCitno ker(D) = F.

(c) Zazacetek pokazimo, da frditev velja za f(x) = x". Brez izgube za sploSnost
predpostavimo, da je n > m.

m m m m
D(x"g(x)) =D("- Y bix') =Y (i+n)bix™ 1 = Y ibax™ 1+ ¥ b
i=0 i=0 i=0 i=0

m m
=x" Z ibix =1 ! Z bix' =x"D(g(x)) + D(x")g(x)
i=0 i=0

Preostali del naloge bomo dokazaliz matematicno indukcijo po deg(f(x)) =
d. Ceje d =0je f(x) € F in zaradi linearnosti velja D(f(x)g(x)) = f(x)D(g(x)).
To pomeni, da je

D(f(x))-g(x)+ f(x)-D(g(x)) = 0+ f(x)D(g(x)) = D(f(x)g(x)).

Predpostavimo sedaqj, da trditev drzi za d = n—1 > 0. Poglejmo primer, ko
je d=n. Oznacimo z f, 1(x) = X1} aix'.

D(f(x)g(x)) = D((anx" + fr-1(x))g(x)) = D(anx"g(x) + fo-1(x)8(x))
= a,D(x"g(x)) + D(fn—1(x)g(x))
= - ("~ g (x) +x"D(8(x))) +D(fu—1(x))8(x) + fu—1(x)D(g(x))
= (napx" '+ D(f-1(x)))g(x) + (" + fu-1(x))D(g(x))
= D(f(x))g(x) +f(x)D(g(x))

Dodatne naloge

1. Preverite razcepnost naslednjin polinomov nad Q.

Q) 2 +4x+2 d 2 —x*—4
) x*—10x2+1 @) 4x® —2x> +x+1
©) x> +3x2+6x+3 ) 9+ 14x—56

2. Dolocite razcep polinomov f(x) =x* —1in g(x) = 4x> +4x* — 13x3 — 11x* + 10x +6
nad Q, Rin C.

3. PoisCite kvocient in ostanek pri delienju polinoma f(x) z g(x) v Z,[x]. Ce je:

(@) f(x) =40 +3x2+2x+4, g(x) =2x*+5,n=17
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() f(x) =x"+70 +3x2+ 11x+5, g(x) =x* +3x> +8x+4, n=13.
4. PoisCite vsa taksna prastevila p, da je x+2 faktor od x* +x3 +x% —x+ 1 v Z,[x].

5. PoisCite vse nerazcepne polinome stopnje 3 v Z3|x].

1.7. Deljivost in razcepnost v celih kolobarjih. Gaussov
kolobar.

Definicija 1.10

Naj bo K komutativen kolobar in a,b € K njegova poljubna elementa. Pravimo,
da b deli a (b|a), Ce obstaja taksen element ¢ € K, da je a = be.

Definicija 1.11

Naqj bo K cel kolobar in a,b,c € K njegovi poljubni elementi.

1. (v)eje a=ub, Kjerje uenotav K, potem pravimo, da sta sia, b € K podobna
V K (a ~ b).

2. Nqgj bo a nenicelen element, ki ni enota. Element a je nerazcepen v K,
Ceiza=bczaneka b,c € K sledi, daje b ali c enota. Sicer je a razcepen.

3. Nagj bo p nenicelen element, ki ni enota. Element p je praelement v K,
Ce iz plab sledi pla ali p|b za vsaka a,b € K.

Definicija 1.12

Naqj bo K cel kolobar. Element d € K je skupni delitelj elementov ay,...,a, € K,
cedla;zai=1,...,n.

Definicija 1.13

Naj bo K cel kolobar in a,b € K njegova poljubna elementa. Pravimo, da je
d € K najvecji skupni delitelj elementov a in b (d = ged(a, b)), Ce je

e d skupni delitelj a in b ter,

e v primeru, ko obstaja nek p € K, ki je skupni delitej a in b, potem velja p|d.
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Definicija 1.14

Naj bo K cel kolobar in f(x),g(x) € K[x]. Pravimo da je d(x) € K[x] najvecji skupni
delitelj f(x) in g(x), Ce:

e je d(x) skupni delitelj f(x) in g(x) ter,

e v primeru, ko obstaja nek p(x) € K[x], ki je skupni delitelj f(x) in g(x), potem
velja p(x)|d(x);

e d(x) je polinom z vodilnim koeficientom 1 (monicen polinom).

Definicija 1.15

Naj bo K cel kolobar. Preslikavi N : K — Ny pravimo multiplikativha norma na
K, Ce velja:

1. Nla)=0<a=0.

2. N(ab) = N(a)N(b) za vsaka a,b € K.

Naj bo N mulitplikativna norma na K in K cel kolobar. Potem velja:
1. N(x) = 1 natanko tedqj, ko je x enota v K.

2. Ceje N(x) prastevilo, potem je x nerazcepen v K.

lzrek 1.23

V celem kolobarju je vsak praelement nerazcepen.

Dokaz: Naj bo p € K praelement. Potem p # 0 in p ni enota. Ce je p = ab za neka
a,b € K, potem plab. Ker je p praelement, velja pla ali p|b. Denimo, da pla. Torej je
a=pczanekceKinje p=pch. Ker veljata zakona krajsanja je cb = 1. To pomeni,
da je b enota. Posledicno je p nerazcepen v K.

Definicija 1.16

|-’

Cel kolobar K je kolobar z enolicno faktorizacijo ali Gaussov kolobar, ¢e velja:

e poljuben neniCelen element a € K, ki ni enota, lahko zapisemo kot kon-
cen produkt a = aja; . ..a, nerazcepnih elementov ay,...,a, € K in

57



POGLAVJE 1. KOLOBARJI

e takoncenrazcep je enolicen do asociiranostiin vrsthega reda natancno:
ceje a=by...b, S& en razcep elementa a (kjer so b; € K nerazcepni
elementi), potem je m = n in obstaja takdna permutacija o € §,,, da za
vse 1 <i<nveljaa; ~ ba i)

Naloge

1. Pokazi, da obstaja cel kolobar, ki vsebuje dva elementa, ki nimata ged.

2. PoisCid(x) = ged(f(x),g(x)) in ga zapisi kot d(x) = s(x) f(x) +t(x)g(x), Ce sta f(x) =
203 +2x% in g(x) = x* + 23 4+ x v Zs[x].

3. PokazZi, da je 5 razcepen v Z[i] vendar nerazcepen v Z[v/2].

4. Naj bo D # 0 cel kolobar v katerem sta si vsaka dva nenicelna elementa
podobna. Dokazi, da je D polje.

5. PoisCi ged(3,14iv/5) v Z[iV5).
6. Pokazi, da v Z[v/—5] ne obstaja ged 6 in 2(1++/—5).
7. Pokazi, da Z[v/—5] ni Gaussev kolobar.

8. lzraCunaqj ged(3 + 13i,4 + 3i) v Z[i].

Resitve

1. Naj bo F polje. Z § oznacimo podmnozico polinomov iz Flx], ki nimajo linear-
nega faktorja:

S= {Zaixi € Flx] :neN,a; =0}.
i=0
Trdimo, da je S cel podkolobar kolobarja F[x]. Dovolj je, da pokazemo, da je §
podkolobar. Naj bosta f(x),g(x) € S poljubna.

e 0cS
i f('x)_g(-x)ES(.X),kera]—b1 =0—-0=0
o f(x)g(x) € S(x), ker ajbg—aph; =0

Torej, po kriteriju za podkolobarje, sledi da je S < F[x], 1j. S je cel podkolobar.
Poglejmo si elementa x°,x° € S.
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Moni¢ni delitelji od x° so 1,x2 in x>. Moniéni delitelji od x° so 1,x%,x3 in x*. Delitelji
obeh so toregj 1,x% in x*. Vendar nimamo najvedjega skupnega delitelja, saj 2.
pogoj definicije ni zadoscen (x? 11, x* 1 x2, x> 1 x%).

x+2

2x+2

2x2+x+o) 233 4+ 252 4 0x+0

2x3+2x2—|—0x+0> 23 +02+ x+0
234+ 24+0x |

A P00 |

B+02+ x40 xz+0x+0
B4+ 240x+0 X"+ 2x+0
22+ x40 *x+0
q1(x) = 2" 42, ri(x) = 22" +x 8(x) = g1 (x) f(x) + ri(x)
@(x)=x+2, rn(x)=x f(x) =qga(x)r1(x) +r2(x)
g3(x) =2x+1, r3(x) =0 ri(x) = g3(x)ra(x)

Torej je

r2(x) = f(x) = q2(x)r1 (x) = f(x) — q2(x) (8(x) — q1(x) f(x))
= (1+q1(x)q2(x)) f(x) — q2(x)g(x)
x:(2x +2)f(x)+ (2x+1)g(x)

~

. Enote v ZJi] so {1,—1,i,—i}. Kerje 5=2+i)(2—i) instaNQ2+i)=N2—-i)=5
prastevili, se lahko 5 zapise kot produkt nerazcepnih elementov (po definiciji
nerazcepni elementi niso enote) v Z[i] in je poslediCno razcepen v Z[i]. Enote

V Z[/2] so
{a+bV2:N(a+bV2) =1} = {a+bvV2:d* —2ab* = +1}.
Ce bi bil 5 razcepen v Z[v/2], potem bi veljalo, da je
5=(a+bV2)(c+dV2)=25=N(a+bV2)N(c+dV2) = |(a® —2b%)(c* —24)|.

Ker je a> —2b?,c* —2d? € Z imamo naslednje moznosti:
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() a?—2b* = +5. Ce studiramo to enadbo v Zs dobimo a? — 2% = 0. Iz tabele:

a,b|a*b* (mod5)|2h*> (mod 5)
0 0 0
1 1 2
2 4 3
3 4 3
4 1 2

vidimo, da je a®> —2b? (mod 5) = 0 samo, ¢e je a = b = 0. To pomeni, da sta
a in b deljiva s 5 v Z. Torej:

25|a?,b* = 25|(a® — 2b%) = 25| £5 .

(i) a*—2b%=+1. Potem je a+bv/2 enota.
(i) a®—2b* = +25. Potem je ¢* —24*> = +1, kar pomeni, da je c¢+d+/2 enota.

Torej lahko 5 zapiSemo kot produkt dveh elementov le v primeru, ko je vsQj
eden enotaq, 1j. 5 je nerazcepen v Z[v/2).

. Ngj bo a # 0 element v D. Po predpostavki sta si a in ¢*> podobna v D. Tore;
a*> = au za neko enoto u € D. To pomeni, da je a(a—u) = 0. Ker je D cel kolbar in
a+#0jea—u=0.Zdrugimi besedami, vsak nenicelen element je enota v D, 1.
D je polje.

. Ceje d = ged(3,1+iV/5) v Z[iV/3], potem N(d) deli N(3) =9 in N(d) deli N(1+
iv/5) = 6. Torej, N(d) € {1,3}. Ce si pogledamo enacbo a2 +5b? = 3 v Zs, dobimo
daje a®> = 3. Ampak, 3 ni kvadrat v Zs. Torej mora veljati: N(d) = 1, 1j. d je enota
Vv Z[iv/5]. Enoti v Z[v/=5] sta 1 in —1, kar pomeni, da je 1 = ged(3,1+iv/5).

. Opazimo, da je N(6) =36 IN N(2(1++/=5)) =24. Ce je x+yv/—5=d = ged(6,2(1 +
Vv=5)), potem N(d)|36 in N(d)|24. Torej je N(d) € {1,2,3,4,6,12}. Z druge strani,
2 deli 2(14++v/=5) in 14+/=5 deli 6 (6 = (1+v/=5)(1 —v/=5)). Torej je N(2) =4
in N(1++/=5) =6 deli N(d). Od tod sledi, da je N(d) = 12. Ce si pogledamo
enacbo a?+5b* = 12 v Zs dobimo, da je a*> = 2. Ampak, 2 ni kvadrat v Zs. Torej,
ne obstajata taksna elementa a,b € Z, da je a* + 5b* = 12. Z drugimi besedami,
ged(6,2(1++/=5)) ne obstaja.

. Vsak element kolobarja Z[v/ 5] je oblike a+ bv/—5 za neki celi Stevili a,b. Na
Z]v/—3] je definirana norma N z

N(a+bvV—=5) = (a+bvV—=5)(a—bvV—=5) = a* + 5b*.
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Poglejmo si primer, ko je a =2,b = 1. Torej je
2+vV-5)(2-v-5)=9=3.3. (1.7.1D)

Trdimo, da so Stevila 3,2 ++1/—5 nerazcepni elementi v Z[v/—5]. Dovolj je poka-
zati, da je vsak element v Z[\/—5], ki imma normo 9, nerazcepen.

Naj bo a taksen element v Z[y/—5], da je N(«) =9. Predpostavimo, da je
o = Byzaneka B,y € Z[v-5]. Nas cilj je, da pokazemo, da je bodisi B bodisi y
enota. Imamo:

Ker je norma nenegativno celo stevilo je N(B) € {1,3,9}. Ceje N(B) =1, potem
je B enota. Ceje N(B) = 3, potem lahko zapisemo B = a+ bv/—5 za neki celi
Stevili a,b, in dobimo, da je

3=N(B)=a*+5b".

Hiter pregled pokaze, da ne obstajata taki celi Stevili a, b, ki bi izplonjevali dano
enakost. Torej primer, ko je N(B) =3 nimozen. Ce je N(B) =9, potem je N(y) =1,
kar pomeni, da je y enota. Torej je vsaj eden izmed B in y enota. Opazimo, da
imajo elementi 3,2+ +/—5 normo 9, in so kot taksni nerazcepni.

Ker sta enoti v Z[v/—5] enaki £1, oCitno 3 = 2++/-5. Z drugimi besedami,
faktorizacija ni enolicna, kar pomeni, da Z[v/—5] ni Gaussev kolobar.

. Za izracun gcd bomo uporabili Evklidov algoritem. Spomnimo se, ko smo
uporabljali Evklidov algoritem za cela stevila, je bil ostanek strogo manjsi
od prejsnjega (r; < ri—1), V primeru polinomov pa je bila stopnja vsakega
ostanka strogo manjsa od stopnje prejSnjega ostanka (deg(ri(x)) < deg(ri—1(x))).
Podobno imamo seddj pogoj, ki nam pove "€e smo na pravi poti'. Velja
namrec, da je norma vsakega ostanka manjsa od norme prejsnjega ostanka
(N(r;) < N(ri—1). Kjer je N : Z[i] — nN, definiran z

N(a+ib) = a® +b°.
lzraCunajmo norme danih elementov:

N(3+13i) =178, N(4+3i)=25.
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Ker je 178 > 25 delimo 3+ 13i z 4 + 3i.

3+13i  3+413i 4-3i 51443i 51 43l,
4+3i 443 4—-3i 25 25 25

Sedaj vzamimo najbliZji celi stevili steviloma 2 25 in 2; torej Stevilo 2 v obeh

primerih. Tako je nas kolicnik g; = 2 + 2i in ostanek
=(34+13i)—(4+3i)-q1=1—1.

Kerje N(r;) =2 <25 =N(4+3i), sSmo na pravi poti. Nato delimo 4+3iz1—iin
dobimo

4+3i _ 4+3i‘ 1+ _ 1+7i _ l+z,’-

1—i 1—i 1+ 2 2 2
Vzemimo ¢, = 3i in dobimo rn =4+3i—(1—i)-3 . Sedqj bi lahko naredili
naslednji korak, ampak ker je r, enota, bi za osTonek dobili ni¢. Tako je

gcd(3+13i,4+3i) = 1.

Komentar 1.4

Naj bosta a in b elementa celega kolobarja D in naj bo d ged(a,b). Potem
je mnozica ged-jev od a in b mnozica podobnih elementov od d (Dokaz
prepuscen bralcu za domaco nalogo). Na podlagi tega dejstva je
ged(3+13i,4+3i) enak 1 oz. celo £1, sgj sta —1 in 1 podobna v Z[i]. Zato
tbomo pri pisanju resitve zapisali, da je najvecji skupni delitelj 1 skupaqj z
vsemi njemu podobnimi elelemnti.

Dodatne naloge

1.

PoisCi gcd polinomov nad danim poljem:

@ fit)=x>—x>—x+1, g1(x) =x* - 3x*> -~ 2x+4 nad Q
(0) fo(x) =x* +3x24+4x, go(x) =2x> —2x—4 nad Q
(©) f3(x):x5+3x3+x2+2x+2, gs(x):x4+3x3+3x2+x—|—2 nad ZS

Za vsak par polinomov f;(x) in gi(x), zapisi ged v ObIiKi s;(x)fi(x) + t;(x)gi(x), i =
1,2,3.

PoiSCi vse podobne elemente a+ib € Z[i].
Kaj so nerazcepni elementi v Z7?

Katera cela stevila v {2,3,5,7,11,13,17,19} so nerazcepna v Z[v/5]?
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10.

1.

12.

13.

14.

Ali je 2 praelement Z[v/—5]7?

Dokazi, da v celem kolobarju D z multiplikativno normo N velja N(1) =1 in
N(u) =1 za vsako enoto u € D.

Dokazi, da N(a+by/—5) = a* + 5b* definira normo na Z[v/-5].
Pokazi, da Z[v/—6] ni KEF (Namig: Poglej si element 10).

Pokazi, da so v—2,1—+/—2,14++/=2,5in 7 nerazcepni v Z[/-2].
Pokazi, da je 5 praelement v kolobarju Z[v/2], vendar 7 ni.

Dokatzi, da obstaja neskonéno mnogo enot v Z[v/2]. (Namig: Poglej si element
(14+v2)", neN),

PoisCi ged(5,1+3i) v Z[i].
Pokazi, da naslednje trditve drzijo za kolobar R = Z[/—6]:

(A@) R ne premore elementov znormo 2 ali 5;

(b) elementi2,5,2 — /=6 so nerazcepni, vendar niso praelementi;
() ged(5,24+/—6) =1, pri Cemer je 1 identiteta v R;

(d) ged(10,442+/—6) ne obstaja.

lzraCunagj ged od 7 —3i in 54 3i v Z][i].
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IDEALI IN KVOCIENTNI KOLOBARJI

2.1. Homomorfizmi in kvocientni kolobarji. Ideali.

V sekciji 1.1 smo uvedli pojem in osnovne lastnosti homomorfiznov kolobarjev.
Podobno kot v teoriji grup definiramo kvocientne grupe, lahko v teoriji kolobarjev
govorimo o njihovih analognih, kolobarjin kvocientov. Preden jin definiramo, bomo
navedli naslednje uporabne izreke.

Naj bo ¢ : R — R' homomorfizem kolobarjev z jedrom H. Potem aditivni odseki
H tvorijo kolobar R/H Cigar binarni operaciji sta definirani z izbiro predstavnikov,
1j. vsota dveh odsekov je definirana z

(a+H)+(b+H)=(a+b)+H, 2.1.1)
produkt dveh odsekov pa z

(a+H)(b+H)=(ab)+H. (2.1.2)

Velja Se, da je funkcija u : R/H — ¢ [R] definirana kot u(a+H) = ¢(a) izomorfizem.

V naslednjem izreku opisujemo tocCno tiste H, za katere je (2.1.2) dobro definiran.

Naj bo H podkolobar kolobarja R. Produkt aditivnih odsekov
(a+H)(b+H)=(ab)+H

je dobro definiran v H natanko tedaqj, ko za vse a,b € Rin h € H, velja: ah € H in
hb e H.

V teoriji grup so grupe edinke ravno tista podstruktura grup, ki je potrebbna za
tvorbo kvocientne grupe z dobro definirano operacijo na odsekin.

Iz Izreka 2.2, vidimo, da mora v teoriji kolobarjev analogna podstruktura biti
tak podkolobar H kolobarja R, da je aH C H in Hb C H za vsaka a,b € R, Kjer je
aH ={ah:he H}in Hb={hb:hec H}. Od zdaj naprej bomo uporabljali N hamesto

64



POGLAVJE 2. IDEALI IN KVOCIENTNI KOLOBARJI

H, ko bomo govorili o kolobarju, ki je analogen grupam edinkam. V ta namen
definiramo naslednjo pomembno strukturo.

Definicija 2.1

Aditivha podgrupa N kolobarja R, ki zadovoljuje lastnosti
aNCN A NbCN,Va,beR

se imenuje (dvostranski) ideal.

Ce veljale RN C N (0z. NR C N), potem je N levi (oz. desni) ideal kolobarja R.

lzrek 2.3

N C R je desni (levi) ideal v R natanko tedaqj, ko velja:

() 0enN
(i) a—bEeN, Ya,be N

(i) na€ N (aneN),VneN, a€R

Ocitno je vsak ideal v kolobarju R (levi, desni ali dvostranski) podkolobar
kolobarja R.

Sedaqj lahko definiramo kvocientne kolobarje.

Posledica 2.1

Naj bo N ideal v kolobarju R. Aditivni odseki ideala N tvorijo kolobar R/N z
binarnima operacijoma (2.1.1) in (2.1.2), kjerje N = H.

Definicija 2.2

Kolobar R/N se imenuje faktorski kolobar (ali kvocientni kolobar) kolobarja R
po idealu N.

Za zakljucek si poglejmo naslednji pomemben in uporaben rezultat.
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Naj bo ¢ : R — R homomorfizem kolobarjev z jedrom N. Potem je ¢[R] kolobar
in 1 : R/N — ¢[R] izomorfizem, definiran kot pu(x+N) = ¢(x). Ce je y:R— R/N
homomorfizem kolobarjev, definiran kot y(x) = x+ N, potem za vsak x € R velja

¢ (x) = u(y(x)).

Naloge

1.

2.

PoisCi vse ideale kolobarja Z. Ali je Z ideal v Q7?

Naj bo K kolobar z enoto 1 in ngj bo J poljuben (enostranski ali dvostranski)
ideal v K. Dokazi:

(@) Ceje1eJ, potemjeJ=K.
(b) Ceje K polje, potem sta 0 in K edina ideala v K.

PoisCi vse ideale v Zg. Posplosi rezultat na Z,,.

Naj bosta R in R’ kolobarja in I’ ideal v R'. Naj bo f~1(I') = I praslika ideala I’
pod f. Pokazi, daje I ideal v R.

Naj bosta R in R’ komutativha kolobarja in f: R — R’ epimorfizem kolobarjev.
Nagjbo lidealv Rin I ideal v R

(a) Dokazi, daje f(VI) c /f(I).'
(b) Dokazi, daje /f~1(I') = f~Y(VT).
(c) Cejeker(f) c I, potemje f(VI)=/f(I).

Ali mnozica vseh nilpotentnih elementov v komutativhem kolobarju R tvori
ideal v R? Kqj pa, Ce izpustimo besedo “komutativen™.

Predpostavimo, da je f: R — R’ epimorfizem. Dokazi, da Ce je R noetherski
kolobar?, potem je tudi R'.

Naj bo R kolobar in I njegov ideal. Dokazi, da je R/I komutativen kolobar
natanko tedaj, ko je (rs —sr) € I za vsaka r,s € R.

Naj bo R kolobar z enoto in I levi ideal v R. Dokazi; e R premore levo enoto a,
potemje I =R.

Za ideal I v R definiramo njegov radikalni ideal /7 kot /I ={a € R:a" € I zanek n € N}.
2Kolobarju R pravimo, da je noetherski, ce za naraicajoco verigoidealovl; CL C...C L C ...
kolobarja R obstaja naravno stevilo N € N za katero velja Iy = Iy11 = ...
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10. Noj bo R = { [ } ‘uyv e @} kolobar. Pokazi, daje I = { {g g} be @} ideal v R.
Dokazi, da je kvocientni kolobar R/I izomorfen Q.

Resitve
1. Najbo I ideal v Z. Potem je I podkolobar v Z. Torej, (I,+) < (Z,+) = I = mZ za
nek m € Ny.
Trditev: I je ideal v Z natanko tedaqj, ko je I = mZ, m € N,
/e dokazano.

Naqj bo I =mZ za nek m € Ny. Potem je I podkolobar v Z za katerega oCitno
veljata tocCki (i) in (if) lzreka 2.3. Pokazati moramo le tocko (iii). Naj bosta x € Z
in y € mZ poljubna.

=y=my, yEZ

=xy = xmy = m(xy) € mZ
yx = myx = m(yx) € mZ

=1 jeideal v Z

Kerje (Z,+) < (Q,+) toCki (i) in (i) Ireka 2.3 oCitno drzita. Preverimo 3e (iii). Ce
vzamemo x=2 € Ziny = 1 € Q dobimo yx = % ¢ Z. Torej, Z niideal v Q.

2. (@) Vzemimo poljuben element k€ K. Kerjek=k-1in1eJsledi,dajekeJ
(ker je J ideal v K). Torej, K C J. OCitno, J C K kar pomeni, daje J =K.

(b) Naj bo J poljuben ideal v K. Ce je J = {0}, smo koncali. Predpostavimo,
da je J # {0}. To pomeni, da obstaja element 0 # x € J. Ker je F polje,
obstajax! € F. Torejx~!.x=1¢€J. Iz (a) sledi, daje J =K.

3. Vsak ideal v kolobarju je tudi podkolobar in je kot tak aditivha podgrupa v
aditivni grupi kolobarja. Ciklicna grupa Zg vsebuje naslednje podgrupe:

{0} = 18Z13, 9Z13, 6Z13, 3Z13, 2713, Z13-

Za bralca: Potrdite, da so vse zgornje mnozice res ideali v Zig.

Posplositev: Za vsak n € N velja, da so ideali v Z, oblike kZ,, kjer je k deli-
telj od n.

Dokaz. Naj bo I poljuben ideal v Z,. Vemo, da je (I,+) < (Z,,+). Ker je (adi-
tivna grupa) Z, ciklicna so tudi vse njene podgrupe ciklicne. Natancneje,
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vse podgrupe so oblike kZ,, kjer je k delitelj od n. Ngj bosta xe Z, in y € kZ,
poljubna. Imamo

y=kt, TE€ Ly =xy=yx=k-(xT) € kZZy,.

Torej je I = k7, za vsak tak k € N, za katerega velja k|n.
4. Dokazati moramo naslednji dve lastnosti: (1,+) < (R,+) in IR,RI C I.

e Nqgj bosta a,b € I poljubna. Od tod sledi, da sta f(a),f(b) eI'. Kerje I
ideal sledi, da je f(a) — f(b) € I'. Z druge strani, ker je f homomorfizem
kolobarjev, je f(a—b) €I'. To pomeni,dajea—bc f1(I') =1

e NgjbostaaelinreRpoljubna. Kersta f(a) el’,f(r) e R inje I ideal v R’
je f(r)f(a)el', f(a)f(r) el'. Ker je f homomorfizem, sta tudi f(ra), f(ar) € I'.
Torej ra,ar € f~1(I') = 1.

Od tod sledi, daje I ideal v R.

5. (a) Naj bo x € f(+/I) poljuben. To pomeni, da obstaja takien a € VI, da je
f(a) = x. Kerje a c /I, obstaja takno pozitivno celo stevilo n € N, da je
a" € 1. Torej, ker je f homomorfizem sledi, da je x" = f(a)" = f(a") € f(I). Z

drugimi besedami x € \/f(I), torej f(v/1) C \/f(I).
(b) [C]Nagjbo x € /f~1(I') poljuben. Sledi:

GneN)xe (= ") el
= f(x)" €I (f homomorfizem)
= fx) e VI

Naj bo x € f~!(v/T) poljuben. Sledi:

fx)eVvVl'= (EneN) f(x)"erl
= f(xX") er

=y e f I (I')=>xe /(I
Torej, =1 (VT') = \/f~1(I).
(©) [C]Slediiz (a).

Naj bo x € /f(I) C R poljuben. To pomeni, da obstaja taksen n € N,
daje x" € f(I), 1j., obstaja taksen element a € I, da velja x" = f(a). Ker je f
surjekcija, vemo da obstaja takSen element y € R za katerega je f(y) = x.
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Z drugimi besedami

fla)=x"=f()" =f0") = fla)=f(") =0= fla—y") =0=a—y" €ker(f) C .

Kerjeacl, jey €l torejyc /1. Od tod sledi, daje f(v) =x e f(\V1). 1.
V) C f(VT). Torej, f(VT) = /f(D).

6. OznaCimozN(R) ={x€R: (In € N) X" =0} mnozico vseh nilpotentnih elementov
v R. OCitno je 0 € N(R). Naj bosta x € N(R) in a € R poljubna. Torej, obstaja
taksno naravno Stevilo n € N, da je x" = 0. Ampak potem je tudi ¢"'x* = 0 &
(ax)" = (xa)" = 0 (R komutativen). Z drugimi besedami, ax,xa € N(R). Naj bosta
x,y € N(R) poljubna. Torejje x" =0in y" =0 za neka n,m € N. Ker je R komutativen
velja binomski izrek in dobimo:

(x—y)F = i (Z)xp_k(—l)ky" =0,

k=0

Ceje p—k>nink>m. Zdrugimi besedami, p > n+m. Torej, (x—y)"™™ =0, 1j.,
x—y € N(R). To pomeni, da je N(R) res ideal v R.

Ce R ni komutativen, potem N(R) ni nujno ideal v R. Proti primer: Nagj bo
R kolobar vseh matrik velikosti 2 x 2 nad poljem realnih stevil. Vzemimo

0 1 0 0
. B= ER.
0 0] [1 0]

Oc¢itno sta A2 =0in B> =0, 1j. A,B € N(R). Ampak, A + B ni nilpotent, sqj je

A=

A+B, n=2k+1
(A4By =] ATE T N
b, n=2k

7. Ngjbol, CL C...CI, C... narasCajocCa veriga idealov v R'. Iz naloge 4 sledi,
da so praslike f~!(1;) idealov I, pod homomorfizmmom f ideali v R. Torej imamo
narascajoco verigo idealov v R:

S SRS SR

Ker je R noetherski, obstaja taksno Stevilo N € N, da je

) = ) = -
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9.

10.

Ker je f epimorfizem je

SN = Iy
za vsak k € N. To pomeni, da je
IN = IN+] ...

Z drugimi besedami, R’ je noetherski.

R/I komutativen < (r+1)(s+1)=(s+1)(r+1), Vr,s €R
Srs+1=sr+1, Vs €R
& (rs+1)—(sr+1) =1, Vr,s €R (0g ) =1)
< (rs—sr)+1=1,Vr,seR

Srs—srel, Vrs €R

Naj bo I levi ideal v R in Naj bo a € I enota. Torej, obstaja a~! € R. Ker je I levi
ideal velja aa~! =1 € 1. Iz naloge 2a sledi, da je I =R.

0 a 0 b
az[o ol’ﬁzlo 0]61

poljubna. Ker sta 0, — B € I sledi, da je I aditivha grupa. Nagj bo

Naj bosta

y= u v cR
0 u
poljuben. Ker sta

_u % _0 a_ _0 ua_ ,
_0 i _0 0_ _O O_
_O a_ _u v_ _0 au_

oy = . = el
0 O [0 u 0 0

sledi, daje I ideal v R. Definirgjmo funkcijo ¢ : R — Qs

(: )

Za bralca: Dokazi, da je ¢ homomorfizem.
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lzraCunajmo ker(¢) in im(¢). Trditev: ker(¢) = 1.

Naj bo

oo 2] et

poljuben. Potem je ¢(p) =u = 0. Tore;j,

p= [g :)] el=ker(¢) CI.

0 v
el

poljuben. Ker je ¢(p) =0 sledi, da je p € ker(¢). To pomeni, I C ker(¢).

Naj bo

Torej, I =ker(¢). Ker je ¢ surjekcija, sledi da je im(¢) = Q. Po izreku 2.4 zakljuCimo,
daje
R/ker(¢)=im(¢) <= R/I=Q.

Dodatne naloge

1.

Naj bo R komutativen kolobar in a € R. Dokazi, da je I, = {x e R: ax =0} ideal v
R.

Dokazi, da je presek stevno mnogo idealov v R ideadl v R.
Naj bo § = { [ ] Labe R} . Dokaii, da je funkcija

0 b
a 0
f'[()b

—a

homomorfizem kolobarja S na R. PoisCi ker(f) in kvocienti kolobar S/ker(f).

Dokazi, da kvocientni kolobar R/N(R), kjer je N(R) ideal nilpotentnih elementov
V R, ne vsebuje nilpotentnin elementov.

Naj bo R kolobarin I ideal v R tera € R. Dokazi, dajeA={reR:ra—arcl}
podkolobar kolobarja R.

Naj bo R komutativen kolobar z enoto v katerem je vsak element bodisi
nilpotent bodisi enota. Dokazi, da je R/N(R) polje, kjer je N(R) ideal nilpotentnih
elementov v R.
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7. Dokazi, da kolobar F™*" matrik velikosti n x n, n > 2, nad poljem F vsebuje samo
frivialne ideale.

8. Naj bo R kolobar brez deliteljev nica v katerem je vsak podkolobar hkrati ideal.
Dokazi, da je R komutativen.

9. Nqgj bo I ideal v komutativhem kolobarju R.

(a) Dokazi, daje tudivI={rcR: (3ncN) /" €I} ideal v R.

(b) Doloéi ali naslednje enakosti drzijo: v/vI= VI, VINI =VINVIinVI+J =
VI+/J.

2.2. Maksimalni in glavni ideali. Praideali

Definicija 2.3

Naj bo R kolobar. Za ideal P # R pravimo, da je je praideal, Ce za vsaka a,b € R
velja:
abeP=acPV beP.

Zgled 2.2.1. NicCla ideal je praidel v poljubnem celem kolobarju, ker je ab = 0 natako
tedqj, ko je a=0alib=0. Ce je p prastevilo, je ideal pZ praideal, sqj iz ab € pZ sledi
plab, kar pomeni, da bodisi p|la bodisi p|b. tj.. a € pZ alib € pZ.

Definicija 2.4

Pravi ideal M C R kolobarja R # 0 je maksimalen, Ce za poljuben ideal I v R,
kierje M C 1 CR, velja, da je bodisi I = M bodisi I =R.

Zgled 2.2.2. |deal 3Z je maksimalen v Z, vendar ideal 47 ni maksimalen v 7Z, sqj je
47, C 27 C 7.

Naj bo R komutativen kolobar z enoto. Potem velja naslednje:
1. R/P je cel kolobar natanko tedaqj, ko je P praideal v R.
2. R/M je polje natanko tedqj, ko je M maksimalen ideal v R.

3. Vsak maksimalen ideal v R je hkrati praideal.
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Definicija 2.5

Ce je R komutativen kolobar z enoto in a € R, potem ideal {ra : r € R} vseh
veckratnikov od a imenujemo glavni ideal generiran z a inga oznacimo z (a).
Zaideadl N v R pravimo, da je glavni ideal, Ce je N = (a) za nek a € R.

Definicija 2.6

Cel kolobar v katerem je vsak ideal glavni imenujemo glavni kolobar (GK).

Naqj bo F polje. Potem velja naslednje:
1. Vsak ideal v F[x] je glavni.

2. Ideal (p(x)) # {0} v F[x] je maksimalen natanko tedaj, ko je p(x) nerazce-
pennad F.

| Noehterski izreki o izomorfizmu: |

lzrek 2.7

Ceje f: R — R homomorfizem kolobarja, potem je:
1. ker(f) ideal v R,
2. im(f) podkolobar v R,
3. R/ker(f) =im(f).

V primeru, ko je f surjekcija velja tudi: R/ ker(f) =R'.

Naqj bo R kolobar, § podkolobar od R in I ideal v R. Potem je:
1. vsota S+I={s+i:seS,icl} podkolobar VR,
2. SNnlidealv s,

3. (S+1)/I=S/(SNI).

Naj bo R kolobarin A,Bideala v R (BC A C R). Potem je:

1. mnozica A/B ideal v kvocientnem kolobarju R/B,
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2. (R/B)/(A/B) = R/A.

Naloge

1

PoisCi vse praideale in maksimalne ideale v Zg.

2. PoisCi vse praideale in maksimalne ideadle v Z;,.

3. PoisCi vse praideale in maksimalne ideadle v Z, x Z,.

4. PoisCe vse c € Z3 za katere je Z3[x]/ (x> +¢) polje.

5. PoisCi vse ¢ € Z3 za katere je Zs[x]/ (x> + x> +¢) polje.

6. Naj bo F polie in f(x),g(x) € F[x]. Dokazi, da f(x) deli g(x) natanko tedaj, ko je
g(x) € (f(x)).

7. Dokazi, da je v komutativhem kolobarju z enoto R pravi ideal M maksimalen
natanko tedaqj, ko za vsak r ¢ M obstaja tak element x, e R, daje 1 +rx, e M .

8. Naj bo R komutativen kolobar z enoto 1 # 0. Nagj za vsak element a € R ob-
staja tako pozitivno celo Stevilo n, da je a* = a. Dokazi, da je vsak praideal
nmaksimalen.

9. Dokazi, da je ideal P = (2,V/10) = {a+b\/10|a,b € Z,2|a} kolobarja Z[/10] prai-
deal.

10. Ngj bo R glavni kolobar in naj bo a € R poljuben, nenicelen element, ki ni
enota. Dokazi, da so naslednje trditve ekvivalentne:
(a) Ideal (a) je maksimalen.
(b) Ideal (a) je praideal.
(c) Element a je nerazcepen.
11. Dokazi, da je v glavnem kolobarju vsak nerazcepen element tudi praelement.
Resitve

1.

Vemo, da je vsak ideal v Z, oblike kZ,, pri Cemer k|n. Ker je konCen cel kolobar
polje, praideal in maksimalni ideal sovpadata.
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ldealiv Z¢ | Praideal | Maksimalni ideal
Zg DA NE
276 =40,2,4} DA NE
3Z¢ = {0,3} DA NE
6Z¢ = {0} DA NE

Od tod sledi naslednji uporaben izrek:

Z,/ (d) je cel kolobar natanko tedaqj, ko je d # n prastevilo.

2.

Idealiv Z;, | Praideal | Maksimalni ideal
Z1» NE NE
2717 DA DA
3712 DA DA
471 NE NE
YAD) NE NE

12745 = {0} NE NE

3. Cesta R in S kolobarja z enoto, je vsak ideal v R x S oblike I x J, kjer je I ideal v
RinJidealvs.

ldeaqi v Z, x Z, | Praideal | Maksimalen ideal
{0} x {0} NE NE
{0} x Zy DA DA
Zp x {0} DA DA
Ty X U NE NE

Naqj bosta R in § kolobarja, ter I in J njuna ideala. Potem velja:

(RxS)/(IxJ) = (R/I) x (S/J). 2.2.1)

Iz (22]) sledi, da je (Zz X Zz)/({O} X Zz) =7 in (Zz X Zz)/(Zz X {O}) = 7. Ker
je Z, polje, z uporabo izreka 2.5 sledi, da sta Z, x {0} in {0} x Z, maksimalna
ideala in hkrati praideala.
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4. |lzizreka 2.6 in izreka 2.5 velja: Ce je F polje in f(x) € Flx] je
F/(f(x)) jepolie < (f(x)) je maksimalen < f(x) je nerazcepen nad F.

Torej moramo poiskati vse elemente ¢ € Z3 za katere je f(x) = x> 4 ¢ nerazcepen
nad Zs. Ce preverimo za ¢ = 0,1 in 2, opazimo da noben polinom ni razcepen
nad Zs.

5. Podobno kot v prejsnjem problemu moramo doloditi vse ¢ in zZ;3, za katere je
polinom f(x) = x> +x* 4 ¢ nerazcepen nad zZ;. Pogoj je izpolnjen le za ¢ = 2.

F@)lg(x) = (Gg(x) € Fx])g(x) = f(x)g(x) < g(x) € (f(x)).

Komentar 2.4

Vsak nenicelen polinom g(x) € (f(x)) je stopnje najmanj deg(f).

7. Naj bo M maksimalen ideal. Potem za poljuben r ¢ M velja M + rR = R, sQj
je M+ rR ideal, ki popolnoma vsebuje M. Tako moramo za nek m € M in
x € Rimeti m+rx =1, z drugimi besedami, Ce oznacimo z x, = —x, dobimo
l+rx,=me M.

Recimo, da za vsak r ¢ M obstaja tak elementx, e M, daje 1+rx, =meM.
Ker ideal M + rR vsebuje 1, moramo drzati naslednje: M+ rR = R (glej
nalogo 20). Torej, Ceje M CI1in M # 1, potemza re I\ M velja rR C I (ker
jelidedl)inM+rR=RCI,1j. I =R. Torej je M maksimalen.

8. Nqj bo I praideal kolobarja R. Za dokaz, da je I maksimalni ideal, zadostuje,
da pokazemo, da je kvocientni kolobar R/I polje. Naj bo a = a+1 nenicelni
element od R/I, kjer je a € R. Iz predpostavke sledi, da obstaja celo stevilo
n > 1, tako daje ¢" = a. Potem imamo

Tako je

v R/I. Upostevajmo, da je R/I cel kolobar, sgj je I praideal. Ker je a # 0, zgornja
enakost daje, dajea ! —1=0instem

Iz tega sledi, da ima @ multiplikativni inverz @2, To dokazuje, da je vsak
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nenicelni element R/I enota, zato je R/I polje.

9. Recimo, da so a+ by/10,c+d+/10 € Z[+/10] in produkt (a+ by/10)(c +d+/10) € P.
Nato razsirimo produkt, imamo

ac+ 10bd + (ad +bc)V'10 € P.

Ker mora biti ac + 10bd sodo Stevilo, je bodisi a bodisi ¢ sodo. Zato je bodisi

a+bV10 € P bodisi ¢ +dv'10 € P,

in sklepamo, da je P praideal.

10.

Sledi iz Izreka 2.5.

Predpostavimo sedaqj, da je ideal (a) praideal. Nagj bo a = bc za neka
b,c € R. Potem je a = be v praideadlu (a) in od tod sledi, da je bodisi b bodisi
¢V (a). Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da je b € (a). Potem
je b=ad zanekd eR. Sledi, da je

a=bc=uadc
in ker je R cel kolobar, imamo
1 =dec.

Torej je ¢ enota. To pomeni, da je a nerazcepen.

Recimo, da je a nerazcepen element. Nqgj bo I taksen ideal kolobarja R,
za katerega je
(a) CICR.

Ker je R GK, obstaja tak b € R, da je I = (b). Sedqj, ker je (a) C (b), sledi, da
je a =bc za nek ¢ € R. Nerazcepnost elementa a pomeni, da je bodisi b
bodisi ¢ enota. Ce je b enota, potem je I =R. Ce je ¢ enota, potem je
(a) = 1. Torej je ideal (a) maksimalen.

11. Naj bo p nerazcepen element v R in R GK. Iz prejSnje naloge sledi, da je ideal
(p) praideal. Pokazali bomo, da je to enakovredno trditvi, da je p praelement.

Naj bo (p) paideal. Predpostavimo, da plab. Potem obstaja tak element
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r € R, daje pr=ab. TOo pomeni, da je ab € (p). Ker je (p) praideal, je bodisi
a € (p) bodisi b € (p), z drugimi besedami, pla ali p|b. Na podoben nacin lahko
pokazemo Se drugo implikacijo.

Vsak GK je tudi kolobar z enolicno faktorizacijo (KEF). Obrat trditve ne
drzi.

Dodatne naloge

1.

Naj bo R cel kolobar, v katerem vsaka mnozica idealov S vsebuje taksen ideal
I, ki ni vsebovan v nobenem drugem idealu J € S (v tem primeru pravimo
idealu I minimalen element mnozice S). Dokazi, da je R polje.

. Na@j bo R kolobar z enoto, ki vsebuje enolicen, maksimalen levi ideal M. Dokazi:

(a) M je mnozica vseh elementov v R, ki nimagjo levega multiplikativhega
inverza.

(b) Noben element v M nima desnega multiplikativnega inverza.
Naqj bo R kolobar z enoto, ki ima enolicen, maksimalen levi ideal M. Dokazi:

(a) M je dvostranski ideal, ki vsebuje vse prave leve in desne ideale kolobarja
R.

(b) R/M je obseg.
Naj bo M maksimalen ideal v komutativhem kolobarju R z enoto, v katerem je

multipklitavni inverz poljubnega elementa x € M element 1 +x. Dokazi, daje M
enolicen, maksimalen ideal v R. (Namig: uporabi prejsnjo nalogo.)

Naj bo R kolobar z enoto, ki vsebuje enolicen, maksimalen levi ideal M. Poka-
Zite, da sta elementa 0 in 1 edina idempotenta R.

2.3. Razsiritev polj. Algebraicni in tfranscendentni ele-

menti.

Iz Pitagorovega izreka sledi, da je dolzina diagonale kvadrata s stranico dolzine 1
enaka /2. To §tevilo pa ni racionalno. Od tod sledi, da za vsako racionalno §tevilo
g velia ¢> # 2. To je bilo znano Ze v anti¢ni Grciji. Spomnimo se dokaza.
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Dokaz iracionalnosti stevila 2. Privzemimo, da je pogoj ¢* = 2 izpolnjen za nek
g€ Q. Ngjbo g =15, pri Cemer je ged(m,n) = 1. Enakost g* =2 lahko zapisemo kot
m? = 2n?. Torej je m?> sodo §tevilo, kar pomeni, da je m sodo in je oblike m = 2k. Ker
sta m in n tuja, je n liho. Ampak, iz 2n? = m? sledi, da je n? = 2k2, torej je n? sodo. Toda
to je protislovje, sqj je kvadrat lihega Stevila n liho Stevilo.

Za opis najbolj osnovnih geometrijskin opazanj tako potrebujemo tudi Stevila, ki niso
racionalna. To spoznanje je scasoma vodilo do vpeljave realnih stevil. Zakaj bi Sirili
tudi polje realnih stevil? Tu je morda tezje podati kratek odgovor, ki se zdi Ze na prvi
pogled prepricljiiv. Najveckrat izhajomo iz dejstva, da enacba x> = —1 nima resitve
v mnozici realnih stevil. Kompleksna stevila vpeljemo tako, da to enacbo lahko
reSimo. Tako najprej definiramo imaginarno enoto i, ze po imenu torej nekaksno
namidlieno Stevilo, za katero velja i = —1. Zatem na znani nadin vpeljemo mnozico
vseh kompleksnih Stevil in jo na naraven nacin opremimo s sesStevanjem in mnoze-
njem. Kot vemo, s tem dobimo polje.

Vpeljave racionalnih, realnih in kompleksnih Stevil imajo skupno znacilnost. Pri
vseh je bil osnovni vzvod neresljivost polinomskin enacb, torej neobstoj nicel polino-
mov, v dotlej znanih mnoZicah Stevil. Racionalna stevila so nicle linearnih polinomov
kx + n, ki nimajo (nujno) nicel v Z. Polinomi kot na primer x? — 2 nimajo nicel v Q, kar
je vodilo do vpeljave realnin stevil. Podobno polinom x*+ 1 nima ni¢le v R, kar je
napeljalo h konstrukciji kompleksnih stevil. ReSevanje polinomskih enacb je torej
odigralo eno klju¢nih viog v zgodovini matematike. Torej je Studij razsiritev polj tesno
povezan s studijem polinomov, Se zlasti s Studijem njihovih nicel.

Definicija 2.7

Za polje E pravimo, da je razsiritev polja F, Ce je F <E.

Nasledniji izrek je velikega pomena, sgj pravi, da ima vsak nekonstanten polinom
niclo v nekem polju.

Izrek 2.11: Kronecker

Naj bo F polje in f(x) € F[x] nekonstanten polinom. Potem obstaja razsiritev E
polja F in takSen element o € E, da velja f(a) =0.

Zgled 2.3.1. Ngj bo F =R in f(x) = x* + 1. O¢itno kvadratni polinom f nima nicel
v R in je torej nerazcepen nad R. To pomeni, da je (x*+ 1) maksimalen ideal v R
oziroma, da je E =R/ (x*+1) polje. O¢itnoje F <E. Nadjbo a =x+ (x>*+1)€E. VE
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velja naslednje
fla)=o?+1=(x+ {2+ D)+ 1+ +1) =P+ 1)+ (P +1) =0,

Torej je a nicla polinoma x% + 1. Lahko se pokaze, daje E = C.

Ker bomo preucevali nicle polinomov, bo naslednja definicija za nas zelo po-
membna.

Definicija 2.8

Naj bo a element iz neke razsiritve E polja F. Pravimo, da je a algebraicen
nad F, Se obstaja tak nenicelen polinom f(x) € F[X], daje f(a)=0. Ce a ni
algebraicen nad F pravimo, da je a franscendenten nad F.

Zgled 2.3.2. C je razsiritev polia Q. Ker je v2 ni¢la polinoma x> —2 € Q[x], je V2
algebraicen nad Q. Znano je (ampak ni enostavno dokazati), da sta z in e tran-
scendentna nad Q.

Opazimo, da je zelo pomembno, da napisemo “nad poliem F*.

Zgled 2.3.3. « je transcendenten nad Q, vendar velja, da je n algebraicen nad R,
ker je resitev polinoma x — w € R[x].

Nenicelnih polinomov, katerih nicla je algebraicen element, je vec; en paima
prav posebno viogo.

Definicija 2.9
Polinomu p(x) € F[x] pravimo minimalni polinom algebraiChega elementa
a €E,Ceje p(a) =0, p(x) ima vodilni koeficient enak 1 in izmed vseh nenicelnih
polinomov iz F[x], katerih nicla je o, ima p(x) najnizjo stopnjo. Ce je deg(p(x)) =n,
reCemo, da je a algebraicen stopnje n (nad F).

Naslednji izrek nam da celovitejsi pogled na pojem minimalnega polinoma.

Naj bo element a € E algebraicen nad F in ngj bo p(x) € Flx] tak polinom z
vodilnim koeficientom 1, da je p(a) = 0. Naslednje trditve so ekvivalentne:

1. p(x) je minimalen polinom elementa .
2. p(x) je nerazcepen v F|x].

3. p(x) deli vsak polinom f(x) € F[x], za katerega je f(a) = 0.
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Komentar 2.6

Minimalni polinom elementa a nad poliem F bomo oznacevali z mgr. V
angleski literaturi je pogosto uporabliena oznaka irr(c, F).

NaQj bo E razsiritev polja F in naj bo a € E. OznaCimo z ¢, : F[x| — E evalvacijski
homomorfizem.

Ce je a algebrai€en nad F, potem je ¢4(F[x]) = F[x]/(mq.r) := F (o) polje, kjer je
0 (x) = ain F(a) vsebuje a. To je najmanjsa razsiritev polja F v E, ki vsebuje o (po
inkluziji).

Ce je a transcedenten nad F, potem je ker(¢,) = {0} in je slika od F[x] pod ¢,
cel kolobar izomorfen Fx]. Ta cel kolobar bomo oznacili z Fl«] in F(o) bo podpolje
polja E, ki je izomorfen polju ulomkov F|«a].

Definicija 2.10

Razsiritev E polja F je ensotavna razsiritev (polja F), Ce je E = F(a) za nek
o cE.

lzZrek 2.13

Naj bo E razsiritev polja F in naj bo «a € E algebraiCen nad F, kjer je deg(a, F) =
n > 1. Potem lahko vsak elelemt 8 € F(a) enolicno zapisemo v obliki

B=bo+bio+...+b,_jo"!

Kjer so elementi by, ...,b,_1 € F.

Dokaz: Naj bo p(x) = mq r takSen polinom, za katerega velja F(a) = Fx]/(p(x)).
Kerje ¢q(p(x)) =0in 0# B € F(o) poljuben, obstaja taksen f(x) € Fx], daje ¢q(f(x)) =
B. Kerje B #0 vemo, da f(x) ¢ (p(x)). Zato algoritem deljenja vrne enolicen
nenicelen polinom r(x) nizije stopnje od p(x). da je f(x) = h(x)p(x) + r(x) za nek
h(x) € Flx]. To pomeni, da je

B = 9a(f(x)) = 9a(h(x)p(x)) + 9a(r(x)) = 9u(r(x)).

Ce zapidemo r(x) = b,_1x" ' +---+ by, IMaAmMo B = o (r(x)) = by +- - - +b,_ "', Ce bi
obstajali takini elementi by,...,b., |, € F,daje f=by+...+b,_;a""', potem bi dobili

B—B=0=(bo—by)+...+ (bu1—bj_)0" ",

kar bi pomenilo, da je g(x) = (bg — b)) + ...+ (bu—1 — b, X" € ker(¢y). Ker je p(x)
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polinom najnizje stopnje Vv ker(¢y) velia, daje g(x) =0, 1. bi=b.zai=0,...,n—1.

Naloge

1. Pokazi, da je dano stevilo a € C algebraicno nad Q:

@ a=1+2
o) a=1+i
©) a=V1++2

2. Nqj bo E razsiritev polja F in o € E algebraicen nad F. DokazZi naslednje: Ce je
polinom f(x) € Flx] nerazcepeninje f(a) =0, potemije f=c-mgrzanekceF.

3. Pois¢i minimalen polinom elementa o nad poliem Q in mu doloCi stopnjo:
@ a=+v3-6
b) a=v2+V3

4. Pokazi, da sta n? in ©+2 tfranscedentna nad Q.

5. Dologi dli je a € C algebrai¢en ali transcedenten nad F. Ce je algebraicen
mu doloci stopnjo.
@ a=n, F=Q
®) a=+r, F=R
(©) a=nr% F=Q(x%
6. Naj bo Z,(«) razsiritev polja Z,, kjer je a ni¢la polinoma x? +x+1 € Z[x]. Do-

kazi, da je dan polinom nerazcepen nad Z,; in zapisi elemente polja Z,(a).
Faktoriziraj dani polinom v Z,(a)|x].

7. Nqj bo E razsiritev polja F in |[F| = ¢q. Ngj bo « € E, stopnje deg(a,F) = n, alge-
braiCen nad F. Dokazi: |[F(a)| = ¢".

8. Dokazi, daje f(x) = x* +9x+ 6 nerazcepen nad Q. Naj bo 6 ni¢la polinoma f v
neki razsiritvi E polja Q. Poisci (1+6)~! v Q(a).
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Resitve

1. Element a zelimo “spremeniti” v element, ki vsebuje potence o in koeficiente

Vv polju F (v nasem primeru Q).

(o)
a=1+v2
a—1=+2
(a—1)2=2
a’—2a—-1=0

Torej je a ni¢la polinoma x?> —2x — 1 € Q[x] in je algebraic¢en nad Q z
deg(o, Q) = 2.

(b) Podobno kot v prejsnji nalogi lahko enostavno pokazemo, da je a nicla
polinoma x* —2x+2 € Q[x] s stopnjo deg(a, Q) = 2.

(©) «je ni¢la polinoma x¢ —3x* +3x? — 1 € Q[x] in deg(ax, Q) = 6.

2. Ngj bo mq r minimalen polinom elementa o nad F. Potem je mg (o) = 0. Ker

je f(a) =0 velja, da je deg(f) > deg(cx,F). Iz minimalnosti sledi dejstvo, da f
vsebuje mq r kot faktor. Ker je f nerazcepen, je edina moznost f =c-mq r zQ
cel.

. Podobno kot v prvi nalogi poisemo polinom v Q[x], ki ima o za niClo. Potem
moramo pokazati, da je ta polinom res minimalen polinom za a nad Q.

(@) « je ni¢la polinoma x* 4 6x* +3 = f(x) € Qx]. Ker 3|3,6, 311 in 3?13, po
Eisensteinevem kriteriju je polinom nerazcepen. Ker je f monicen, je
f=mgr injedeg(a,F)=4.

(b) o je nicla polinoma x* —10x?> + 1 = f(x) € Q[x]. Bralcu prepus¢amo, da
dokaze da je polinom f res minimalen za elemnet a nad Q.

. Ce predpostavimo, da je x> algebraicen nad Q, potem obstaja taksen po-
linom p(x) z racionalnimi koeficienti, da je p(x?) = 0. Od tod sledi, da je
p(x?) = q(x) prav tako polinom z racionalnim koeficienti in velja p(n?) = g(x) = 0.
To pomeni, da je & algebraicen nad Q, kar ni res. Torej je x> franscedenten
nad Q. Bralcu prepus¢amo, da preveri franscedentnost elementa z+2 nad

Q.

5. (a) Predpostavimo, da je /7 algebraiCen nad Q. Potem obstaja taksen

p(x) € Qx], daje n(yv/m) =0. V produktu p(x)p(—x) se vsi Cleni z liho stonjo
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pokrajajo. Torej lahko obravnavamo produkt p(x)p(—x), kot polinom z
neznanko x2. Trej, velja:

2
p(X)p(=x) = q(x*) = q(7) = q(\/pi") = p(v/m)p(—V'7) =0,
kar pomeni da je n algebraicen nad Q, kar nas privede do protislovja.

Torej je /7 transcedenten nad Q.

(b) V7 € R je algebraiCen nad R. Toregj je niCla polinoma x — /7 € R[x] in
posledicno deg(y/7,R) = 1.

(c) Polinom x* — (73)? je v Q(*)[x]. z ni¢lo =2, Torej je n? algebraiCen nad Q(x?)
s stopnjo deg(a, F) = 3.

6. Polinom x% +x+1 je nerazcepen nad Z,, sqj je 2. stopnje in nima nicel v Z,.
Torejje x> +x+ 1 =my 7, N deg(o,Zy) = 2. Iz izreka 2.13 sledli

Zp(a) ={0+0c,1+0a,0+ 1,1 +1a} ={0,1,a,1+ o},

pri Cemer sta mnozenje in seStevanje v Z,(a) definirana v spodnjih tabelah.

+ 0 1 a l+a . 0 1 a I+o
0 0 1 o I+o 0 0 0 0 0
1 1 0 I+o0 « 1 0 1 a I+
Qa a I+ O 1 (04 0 o I+o 1
l+o |1+ « 1 0 I |0 14+a 1 a

Ker je o ni¢la polinoma x> +x+1, je ¥’ +x+ 1= (x—a) - f(x). Ko delimo dani
polinom z linearnim fakotrjem, s pomocjo zgornjih tabel, dobimo, da je g(x) =
x+1+a. Torejje

PHx+l=@x—a)x+a+1)=(x+a)x+a+1),

Kierje —o=a € Zr(a).

7. lzizreka 2.13 sledi, da lahko vsak element od F(a) enolicno zapisemo kot by +
bioa+...+b,_1a" !, pri Cemer so by, ...,b,_; € F. Kerima F natnko ¢ elementov,
imamo ¢ moznosti za by, ¢ Moznosti za by in tako naprej. Torej iIMamMo ¢"
moznosti za koeficiente by, ...,b,_1. Zaradi enolicnosti reprezentacije lahko
sklepamo, da ima F(a) natanko ¢" elementow.

8. Oc¢itno je Q(V2+v/3) € Q(v/2,V/3). Opazimo, da je

a1 V2-V3
N IR A

84



POGLAVJE 2. IDEALI IN KVOCIENTNI KOLOBARJI

kar pomeni, da je v/3 —v2 € Q(v2+V/3). Ker je sestevanje zaprta operacija, je
(V3—V2)+(V34+V2) =2V/3cQ(V2+V3).

Po drugi strani vemo, da je 1 € Q(v2 ++/3), kar pomeni, da je 1-2v3 =3¢
Q(v2++/3). Podobno pokazemo, da je v2 € Q(v/2,v/3). Torej je Q(v/2,v/3) C
Q(v2+V3). Od tod sledi Q(v2,v3) = Q(v2+V3).

9. Polinom f(x) je nerazcepen nad Q po Eisensteinevem kriteriju za p = 3. Ko
delimo polinom f(x) z 1 +x dobimo

o +6=(14+x)(x* —x+10)—4.
V primeru, ko je polie Q(0) = Q[x]/ (f(x)) (opazimo, da je f =mg g) dobimo:

0=(1+6)(6>—06+10)—4
4=(1+6)(6*-6+10)

1=—(14+6)(6>-06+10)

1
4
1
—(6%2—-0+10
4( +10)

(1+6)~' =

2.4. Vektorski prostori

Definicija 2.11

Naj bo F polje. Vektorski prostor nad F (F-vektorski prostor) je sestavljen iz
abelske grupe (V,+) skupaj s skalarnim mnozenjem elementov iz V z elementi
iz F, z leve strani, tako da za vsaka a,b € F in vsaka a, f € V drzi naslednje:

V1) aa eV

(V2) a(bat) = (ab)a

V3) (a+b)a = (aqt) + (bor)
(V4 a(a+p) = (ax) + (aP)
(V5) la=a

Elementi v V se imenujejo vektorji, elementi v F skalari.

Zgled 2.4.1. Nqj bo E razsiritev polja F. Potem lahko na E gledamo kot F-vektorski
prostor, pri Cemer je sestevanje vektorjev definirano kot obicajno sestevanje v E in

85



POGLAVJE 2. IDEALI IN KVOCIENTNI KOLOBARJI

skalarni produkt aar obiCajno mnozenje nad poljiem, elementa a € F z elementom
ack.

Definicija 2.12

F-vektorski prostor V je konCnodimenzionalen, Ce obstaja koncna podmno-
zZica vektorjev v V, ki raztezajo prostor V.

Zgled 2.4.2. Ceje F <E in a € E algebraiGen nad F, potem je F(a) ko&nodimenzio-
nalen vektorski prostor nad F.

Definicija 2.13

Mnozica vektorjev {¢; : i € I} je linearno neodvisna, Ce iz ¥, a;; = 0, sledi da
SO Vsi a; = 0,i € I. 'V nasprotnem primeru pravimo, da je mnozica linearno
odyvisna.

Zgled 2.4.3. Ce je E razsiritev polja F in o € E takien algebraicen element nad F, da
je deg(a, F) = n, potem lahko vsak element v F(a) enolicno zapisemo kot linearno
kombinacijo elementov v {1,q,...,a" '}, Torej je mnozica potenc elementa «
linearno neodvisna.

Definicija 2.14

Baza vektorskega prostora je linearno neodvisna mnozica, ki razteza ta vektor-
ski prostor. Ce je V konéno-dimenzionalen nad F, potem je dimenzija prostora
V nad F enaka Stevilu elementov v njegovi bazi.

lzrek 2.14

Naj bo F < E in a € E algebraicen nad F. Ce je deg(a, F) = n, potem je F(a)
vektorski prostor nad F dimenzije n z bazo {1,«,...,o" '}

Definicija 2.15

Za razsiritev E polja F pravimo, da je algebraicna razsiritev, Ce je vsak element
v E algebraicen nad F.

Definicija 2.16

Naj bo E razsiritev polja F. Ce je E kon&nodimenzionalen vektorski prostor nad
F z dimenzijo n, potem je E koncna razsiritev dimenzije n polia F. Z[E: F]=n
oznacimo stopnjo n polja E nad F.
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Komentar 2.7

To je le kon¢na razsiritev, ne trdimo, da so vpletena polja konéna. Poleg tega
moramo upostevati, daje [E : F] = 1 natanko tedaj, ko je E = F.

Vsaka koncna razsiritev je tudi algebraicna.

Ce je E kon&na razsiritev nad F in K kon&na razsiritev nad E, potem je K ko&na
razsititev nad F in velja
K:F|=[K:E|-[E:F].

Naloge
1. PoisCi bazo vektorskega prostora nad danim poljem:
(@) R(v2) nad R
(b) Cnad R
(©) Q(v2) nad Q

2. Ilzracunaqj [E : Q] in poiSCi bazo vektorskega prostora E nad Q, Ce je:

(@) E=Q(V2,V3)
(b) E=Q(V5,v-2)

3. Pokazi, da je x> — 3 nerazcepen nad Q(v/2).

4. Naj bo a algebraicen element lihe stopnje nad poliem F. Pokazi, da je
F(a)=F(a?).

5. Dokazi, da sta Q(i) in Q(v/2) izomorfna kot vektorska prostora, ampak ne kot
polja.

6. Ce je E kon&na razsiritev of F in [E : F| prastevilo, potem je E enostavna
razsiritev od F in E = F(a), zavsak a € E/F .

7. Nqj bo E koncna raziritev polja F in polinom p(x) nerazcepen nad F, stopnje
dt[E : F]. Dokazi, da p(x) nima nicel v E.
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Resitve
1. (o) Kerje v2<Rinje niCla polinoma x—+/2 € R[x] prve stopnje, je baza {1}.

(b) Opazimo, da je C=R(i). Velja, da je i niCla nerazcepnega polinoma
x* +1 € R[x] druge stopnje. Torej je deg(i,R) =2 in je {1,i} baza C nad R.

(©) V2 je koren nerazcepnega polinoma x* —2 nad Q in je Cetrte stopnje.

Torej je deg(v2,Q) =4 inje {1,v2,V/4,V/8} baza Q(v/2) nad Q.

2. (a) Opazimo, da je E = K(v/3), pri Cemer je K = Q(v/2). V2 je koren neraz-
cepnega polinoma x> —2 nad Q. Torej je B = {1,v/2} baza K nad Q. To
pomeni, da lahko vsak element u € K zapisemo kot u = a+ b/2, za neka
a,b € Q. Po drugi strani je v/3 ni¢la od irr(v/3,K) = x*> — 3. Torej je B' = {1,/3}
je baza E nad K. To pomeni, da lahko vsak element v € E zapiSemo kot
v =1 +uxv/3 zaneka uy,u; € K. Od tod sledi, da je

v=a1—|—b1\/§—|—(a2+b2\/§)\/§:a1—|—b1\/§—|—a2\/§—|—b2\/6
za neke ay,by,ax,br € Q. Torej je v linearna kombinacija vektorjev
U={1,V2,V/3,V6}.

lzv=0sledi,dajea; =a;=b; =b,=0. Torejje U baza Enad Qin [E : Q] =4.

(b) Potobno kot v prejsnjem primeru upostevamo enostavne razdiritve E nad
K in K nad Q, pri cemer je K = Q(v/5). OCitno je {1,v/5,+v/25} baza K nad
Qin {1,v/=2} baza E nad K. Torej je baza E nad Q produkt elementov
prednodnih dveh baz. Torej, {1,v/5,v/25,v/—2,V5v/=2,v/25V/ -2} in [E: Q] =
6.

3. Ce je x* — 3 razcepen nad Q(v/2), ga lahko zapisemo kot produkt linearnih
fakotrjev nad Q(v/2). To pomeni, da v/3 leZi v Q(+/2) in veljia Q(+v/3) < Q(v/2). Po
drugi strani vemo, da je

[Q(V2): Q] =[Q(V2): Q(vV3]-[Q(v3) : Q] = 2|3

kar ni mozno. Od tod sledi, da je x> — 3 nerazcepen nad Q(v/2).

4. Kerje a’? c F(a),je F < F(a?) < F(a). aje ni¢la polinoma p(x) = x*> — a* druge
stopnje nad F(a?). To pomeni, da je [F(a) : F(a?)] < 2. Od tod sledi
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in [F(«) : F] je liho. To pomeni, da je [F(«) : F(a?)] = 1, oziroma F(«) = F(a?).

5. Vemo, da je i ni¢la nerazcepnega polinoma x> + 1 nad Q. To pomeni, da je
[Q(i) : Q] = 2. Podobno je v2 ni¢la nerazcepnega polinoma x> —2 nad Q, kar
pomeni, da je [Q(v/2) : Q] = 2. Ker sta Q(i) in Q(+/2), kot vektorska prostora nad
Q, enake dimenzije, sta kot taksna izomorfna.

Predpostavimo, da obstaja izomorfizem f: Q(+v/2) — Q(i). To pomeni, da za
neka a,b € Q velja f(v2) = a+ib. Vsak homomorfizem med polji nad Q fiksira
elemente iz Q, forej f(q) = q. za vse ¢ € Q.

2= f(2) = f(V2-V2) = f(V2)* = &® — b* +2abi,

kar pomeni, da je
a>—b>=2, 2ab=0.

Edini resitvi sta (a,5?) = (0,2) in (a?,b) = (2,0), kar ni mogoce, ker 2 ni kvadrat v
Q. Torej lahko zaklju¢imo, da takSen izomorfizem ne more obstajati.

6. zZF<EinacEsledi,dajeF(a)<E.Topomeni,daje[E:F|=[E:F(a)| - [F(x):
Fl=p. Kera¢F,je[F(a):F|>1.Torejje [E:F(a)] =1, 0ziroma E = F(a).

7. Predpostavimo, da je a € E niCla polinoma p(x). Ker je p(x) nerzacepen
nad F, je [F(a): F] =deg(p(x))=d. IZ[E:F]|=[E:F(a)]-[F(a): F] sledi, da je
[F(o): F]=d|[E : F], kar je protislovje. Torej polinom p(x) nima nicel v E.

Dodatne naloge

e Naqj bo f(x) nerazcepen v K[x|. Dokazi: Ce je F taksna razsiritev polja K, da je
gcd(deg(f(x)),[F : K]) =1, potem je f(x) nerazcepen nad K.

e Dokazi, daje Q(v/3,v/3,v/3,...) algebrai¢na razsiritev od Q, ampak ne kon&na.
e DokaZi ali ovrZi: « je algebraiten nad Q(x?).

e Dokazi, da sta polji Q(v/3) in Q(v/3i) izomorfni, ampak nista enaki.
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KONCNA POLJA

Definicija 3.1

Polje F, ki ima kon&no §tevilo elementov, se imenuje konéno polje. Stevilu
elementov v kon€énemu polju pravimo red polja in ga oznacujemo z |F|.

Koncno polje F ima prastevilsko karakteristiko char(F) = p in p" elementov, n € N.
Po navadi ga oznacimo z GF(p") ali F .
Nekaj lastnosti koninih polj:

(H Grupa nenicelnih elementov F* konCnhega polja F z operacijo mnozenja je
cikli¢na.

(i) Ce je F kon&no polie, potem za poljuben n € N obstaja nerazcepen polinom v
F[x] stopnje n.

(ii) Poljubni koncni polji, ki imata enako Stevilo elementov, sta izomorfni.

(iv) Za vsako prastevilo p in poljuben n € N obstaja polje, ki ima p" elementov.

Naj bo E kon¢no polje s p* elementov v Z,, algebraicnem zaprtju polja Z,,.
Elementi polja E so nicle polinoma x”* —x € Z,[x] V Z,.

Definicija 3.2

Elementu a konchega polja pravimo primitivni n-ti koren identitete, Ce velja:

o"=1 N ad"#1(0<m<n).

Naj bo z primitivni n-ti koren identitete. ¢ je red elementa z*, k € N, natanko
tedaqj, kojer= %

ged(n.k)*

Dokaz: Predpostavimo, da je ¢ red elementa z£, za nek k € N. To pomeni, da je ¢
najmanjse taksno stevilo, da velja 1 = (zX)" = 7M. Z drugimi besedam:; k¢ je najmanjsi
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veckratnik od k, ki je tudi vecCkratnik od n, 1j.

kn

kt =1 k =
emk.n) = o)

).

Torejjer = —%

gcd(k,n) "

Naloge

1.

2.

PoisCi Stevilo primitivnih 8-in korenov identitete v GF(9).
PoisCi Stevilo primitivnih 10-ih korenov identitete v GF(23).

Naj bo Z, algebrai¢no zaprtje polja Z,, a € Z, ni¢la polinoma p(x) = x> + x> +1
in B € Z, ni¢la polinoma ¢(x) = x> +x+ 1. Dokazi, da je Z,(a) = Za(B).

Dokazi, da koncno polje s p" elementi premore natancno eno podpolje s p™
elementi za vsak m/|n.

Naj bo F konC¢no polje karakteristike p. Naj bo f: F — F funkcija podana s
predpisom f(a) = o. Dokazi, da je f automorfizem.

Naj bo F kon¢no polje. PokaZi, da je vsak element v F vsota dveh kvadratov
iz F.

Resitve

1.

Ker je z primitivni n-ti koren v GF (m) je z tudi generator grupe (GF(m)*,-). Vsi
elementi v GF (n)* so oblike z* za nek k € N. Predpostavimo, da je z* generator
grupe GF(m)*. To pomeni da je reda n. Po prejsnji lemi je potem n = W kar
pomeni, da je ged(k,n) = 1. Torej je Stevilo primitivnih n-fih korenov identitete
enako Stevilu elementov, ki so tuja z n, 1j. @(n). V nasem primeruje n=8inm=29.
Ker 8 deli |GF(9)*|, zklju¢imo, da taksen primitiven koren res obstaja. Stevilo

primitivnih 8-in korenov identitete je potem ¢(8) = p(23) =23 —22 =4,

Ker 10 ne deli |GF(23)*| = 22 sledi, da ne olbstaja element reda 10 v GF(23). Kar
pomeni, da GF(23) nima primitivnin 10-ih korenov identitete.

Polinoma p in ¢ sta nerazcepna nad Z, (sqj sta stopnje 3 in nimata nicel v Z,),
kar pomeni da sta Z, () in Z,(B) stopnje razsiritve 3 in kot taksna sta podpolja
V Z z 23 elementi. Po prejsnjem izreku sledi, da je Zx(a) = Zo(B) = {w € Z, :
o® — o =0}.
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4. Naj bo m € N poljuben delitelj §tevila n in naj bo §,,(F) = {w € F : o”" = w}. Ni
tezko pokazati, da je S,,(F) podpolje polja F (|F| = p™). Vemo, da je §,,(F)
sestavijen iz nicel polinoma x" — x € F[x]. To pomeni, daje |S,,(F)| < p™ oziroma
1S, (F)*| < p™ — 1. Opazimo, da je S,,(F)* sestavijen iz nicel polinoma x?"~!1 — 1 =
0.

Ker m delin je n =md za nek d € N. Torej
pn—l:pmd—l:(pm—1)(pd(m_1)+...—|—p2m+pm+l)

in posledicno velja, da mora p™ — 1 deliti p" — 1. Ker je F* ciklicna grupa reda
p" — 1 lahko sklepamo, da F* vsebuje ciklicno podgrupo reda p™ — 1. Bolj
natancno, F* vsebuje podgrupo, ki je sestavljena iz takdnih elementov a za
katere je a?"~! = 1. To pomeni, da ima S, (F)* natanko p” — 1 elementov,
oziroma da ima S,,(F) natanko p™ elementov in je torej podpolje reda p™.
Enolicnost sledi iz enolicnosti ciklicne podgrupe ali iz lastnosti (iii) iz uvodnega
dela poglavja.

5. Ceje char(F) = p, potem je (a+b)? = a? +bP za vsaka a,b € F. Velja tudi:

fH)=1
fla+b)=(a+b)’ =d” +b" = f(a)+ f(b)
[flab) = (ab)? = a"b” = f(a) f (D)

Torej je f homomorfizem. Iz ejstva, da je |F| < « sledi, da je f surjekcija. Ker je
ker(f) ideal v F in je F polje, je ker(f) = {0} in posledicno je f injekcija. Torej je
f automorfizem.

6. Ceje char(F)=2je ¢ : F — F s predpisom ¢ (o) = a?> automorfizem (5. naloga).
Torej za vsak « € F velja ¢ () = a? = a®> +0?. Naj bo char(F) = p > 2. Definirajmo
¢ :F* = F* s ¢(a)=0> Iz ¢(a)=0¢(B) sledi, da je a? = B2. Torejje o = dli
o= —B. Kerje B #0in char(F) > 2 sledi, da je B # —. To pomeni, da je ¢
preslikava 2-na-1 in posledicno obstaja |F*|/2 = (|F| —1)/2 kvadratov v F*, Ni
se tezko prepricati, da je tudi 0 kvadrat. Torej imamo (|F|—1)/2+1=(|F|+1)/2
kvadratov v F.

OznaCimo zA = {a*>:a € F} in B, = {x—b*>: b € F}, kjer je x poljuben, ampak
fiksen, element iz F. Ce je ANB=0, je |AUB| = |A|+|B| = |F|+1 > |F|, kar ni
mozno. Torej veljia ANB # 0. To pomeni, da obstajata taksna o, € F, da je
a? = x— B2, oziroma x = a? + B%. Ker je bil x poljuben element, trditev drzi za
celotno polje F.

92



POGLAVJE 3. KONCNA POLJA

Dodatne naloge

1. Dokazi, da vsak nerazcepen polinom v Z,[x] deli x*" —x za nek n € N,

93



| Poglqvje4 |

DODATEK - VPRASANJA 1Z TEORIJE

10.

1.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

. Podqj definicijo kolobarja.

. Ce je R kolobar, potem dokai, da za poljubna a,b € R velja 0a = a0 =0, a(—b) =

(—a)b = —(ab) in (—a)(—b) = ab.

Definiraj homomorfizem kolobarjev. Kaj sta jedro in slika homomorfizma ko-
lobarjev? Kaj lahko reCemo o povezavi med homomorfizmi kolobarjev in

grup?

Definiraj avtomorfizem, epimorfizemn, monomorfizem in izomorfizem.
Podaj definicijo olbbsega, celega kolobarja in polja.

Podaj definicijo podkolobarja. Zapisi Izrek o testiranju podkolobarjev.
Kaj so idempotentni in nilpotentni elementi v kolobarju?

Podaj definicijo deliteljev nica v kolobarju.

Kaj so delitelji nica v Z,? Dokazi.

Dokazi, da zakona krajsanja veljata v kolobarju R natanko tedqj, ko R nima
deliteljev nica.

Ali je vsako polje cel kolobar? Dokazi svojo trditev ali podaj protiprimer.
Ali je vsak cel kolobar polije? Dokazi svojo trditev ali podaj protiprimer.
Podaj definicijo karakteristike kolobarja.

Napisi Fermatov mali izrek.

Definiraj Eulerjevo funkcijo.

Napisi Eulerjev izrek.

Kako definiramo elemente v polju ulomkov celega kolobarja?

Kako definiramo sestevanje in mnozenje v R[x|?

Definiraj evaluacijski homomorfizem. Kako definiramo nicle polinoma?
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20.
21.
22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

42,

Napisi in dokazi Faktorski izrek.
Dokazi, da ima nenicelni polinom stopnje n nad poliem F najvecC n nicel v F.
Podaj definicijo nerazcepnega polinoma.

Napisi in dokazi izrek, ki govori o razcepnosti polinomov stopnje 2 ali 3 nad
poliem F.

Napisi Eisensteinov kriterij.

Podaj definicijo asociranih elementov, nerazcepnih elementov ter praelemen-
tov v celem kolobarju.

Kdaj reCemo, da je cel kolobar Gaussov?

V celem kolobarju je element nerazcepen natanko tedqj, ko je praelement.
Dokazi ali podaj protiprimer.

Definiraj pojem ideala.
Napisi (precizno) definicijo kvocentnega kolobarja R po idealu N.
Napisi osnovni izrek homomorfizmov.

Naj bo R kolobar z enoto in N ideal v R, ki vsebuje enoto. Dokazi, da je potem
N =R.

Podaqj definicijo maksimalnega ideala.
Podaj definicijo praideala.

Kaj so ideali v Z in Z,? Utemelji svoj odgovor.
Podaj definicijo glavnega ideala.

Podaj definicijo glavnega kolobarja.

Napisi prvi izrek izomorfizmov.

Napisi drugi izrek izomorfizmov.

Napisi treftji izrek izomorfizmov.

Podaj definicijo razsiritve polja.

Napisi Kronecker-jev izrek.

Podaj definicijo algebraiCnega in transcedentnega elementa nad poliem F.
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43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.
50.

o1,

Podaj definicijo minimalnega polinoma za nek algebraicni element a nad
poliem F.

Podqj definicijo enostavne razsiritve. Navedi izrek, ki poda natancen opis
elementov v enostavni razsiritvi.

Podaj definicijo algebraicne razsiritve.

Pokazi, da je vsaka koncna razsiritev algebraicna razdiritev. Navedi izreke,
uporabliene v dokazu.

Navedi izrek o stolpu za razsiritve poli.

Podaqj definicijo algebraiCnega zaprtja. Kdaj pravimo, da je polje algebraicno
zaprto?

Navedi osnovni izrek algebre.
Podaj definicijo primitivnega n-tega korena enote.

Utemelji, zakaj je koncna razsiritev E konCnega polja F enostavna razsiritev.
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