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Izvlecek

STRUKTURNE LASTNOSTI SIMETRICNIH GRAFOV

Disertacija obravnava tri med seboj povezane teme s podrocja teorije grafov. Prva
od treh tem so kubiéni simetriéni grafi. Graf je simetricen, ¢e njegova grupa avto-
morfizmov deluje tranzitivno na mnoZzici lokov grafa. Motivacijo za Studij teh grafov
najdemo pri najrazlicnejsih matematicnih problemih, med drugim tudi pri problemu
hamiltonskosti, ki ga disertacija obravnava v drugi temi. Podana je popolna klasi-
fikacija kubic¢nih simetri¢nih grafov oZine (z dolzZino nagkrajSega cikla) 6 ter lokalne
strukturne lastnosti kubi¢nih simetriénih grafov, katerih grupa avtomorfizmov pre-
more podgrupo G, ki deluje reqularno na mnoZici lokov grafa, v okolici izbranega
G-konsistentnega usmerjenega cikla (usmerjeni cikel je G-konsistenten, ce obstaja
avtomorfizem v G, ki na njem deluje kot rotacija za ena naprej).

Druga v disertaciji obravnavana tema je problem obstoja hamiltonskih ciklov
(ciklov, ki gredo skozi vse tocke grafa) v tockovno tranzitivnih grafih. Dokazano
je, da (2,s,3)-Cayleyjevi grafi, v primeru, ko je Stevilo s deljivo s 4, imajo hamil-
tonski cikel ((2,s,3)-Cayleyjev graf je kubicni Cayleyjev graf Cay(G,S) grupe G =
(a,z | a® = 2° = (ax)® = 1,...) glede na mnoZico generatorjev S = {a,z,x71}.)
Poleg tega je dokazan obstoj hamiltonskih ciklov v povezanih tockovno tranzitivnih
grafih reda 4p, kjer je p prastevilo, z izjemo Cozeterjevega grafa.

Zadnja tema, ki lezi na presec¢iséu med matematiko in kemijo, so fulereni. Mate-
matiéno je fuleren kubicéni 3-povezavno povezan ravninski graf (kemijsko, ogljikova
molekula sferiéne oblike s trivalentnim poliedrskim skeletom) s petkotnimi in Sest-
kotnimi lici. PodmnoZica T mmnoZice povezav grafa X moci k je ciklicni-k-prerez, ce
je X =T nepovezan graf in vsaj dve njegovi komponenti vsebujeta cikel. Ciklicni-k-
prerez T je trivialen, ¢e vsaj ena izmed komponent v X — T inducira cikel dolZine
k. Narejena je popolna klasifikacija fulerenov, ki premorejo netrivialen ciklicni-5-
prerez. Poleg tega je dokazano, da fulereni te posebne druzine fulerenov premorejo
hamiltonski cikel.

Math. Subj. Class (2000): 05C10, 05C25, 05C40, 05C45, 20B25, 20F05.

Kljucne besede: kubic¢ni graf, simetri¢ni graf, tockovno tranzitiven graf, Cayley-
jev graf, fuleren, ozina grafa, konsistentni cikel, hamiltonski cikel, cikli¢na-povezavna
povezanost, ciklicna stabilnost, 1-regularno delovanje, regularni krov grafa, Cayley-
jev zemljevid, grupa avtomorfizmov.
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Abstract

ON SYMMETRIC GRAPHS

In this PhD Thesis three related topics from graph theory are considered. The first
one considers cubic symmetric graphs. A graph is symmetric if its automorphism
group acts transitively on the set of its arcs. The motivation for this study may
be find in various mathematical problems; for example in the hamiltonicity problem
of vertex-transitive graphs, considered as the second topic of this PhD Thesis. A
complete classification of cubic symmetric graphs of girth (the length of shortest
cycle) equal to 6 and a detail information on local structures with respect to G-
consistent oriented cycles of cubic symmetric graphs whose automorphism groups
admit a subgroup G acting regularly on the set of arcs are given. (An oriented cycle
1s G-consistent if there exists an automorphism in G acting on the cycle as a 1-step
rotation.)

The second topic of this PhD Thesis is the problem of the existence of a Hamilto-
nian cycle, that is, cycle going through all vertices of the graph, in vertex-transitive
graphs. The existence of Hamiltonian cycles in (2, s, 3)-Cayley graphs is proved here
when apart from |G| also s is congruent to 0 modulo 4. ((2,s,3)-Cayley graph is a
cubic Cayley graph Cay(G,S) of the group G = (a,z | a®> = z° = (az)® = 1,...)
with respect to the generating set S = {a,z,x71}.) Beside this it is shown that with
the exception of the Coxeter graph every connected vertex-transitive of order 4p, p a
prime, has a Hamiltonian cycle.

The last topic, which lies between mathematics and chemistry, are fullerene
graphs (in short fullerenes). Fullerenes are sphere-shaped molecules with trivalent
polyhedral skeletons, having pentagonal faces and all other hexagonal faces. From
a mathematical point of view, fullerenes correspond to cubic and 3-edge-connected
planar graphs which have 12 pentagonal faces and the remaining faces are hexagonal.
Given a connected graph X a subset T C E(X) of edges of X of size k is said to
be cycle-k-separating if X — T is disconnected and at least two of its components
contain cycles. A cycle-k-separating subset T is said to be trivial if at least one of
the components of X —T induced a single cycle of length k. A complete classification
of fullerenes admitting a nontrivial cycle-5-separating subset is given. Moreover, it
s shown that these fullerenes have Hamiltonian cycles.

Math. Subj. Class (2000): 05C10, 05C25, 05C40, 05C45, 20B25, 20F05.

Key words: cubic graph, symmetric graph, vertex-transitive graph, Cayley graph,
fullerene, girth, consistent cycle, Hamiltonian cycle, cyclic-edge connectivity, cyclic
stability, 1-regular action, regular cover of a graph, Cayley map, automorphism
group.
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Poglavje 1

Uvod

Disertacija obravnava tri med seboj povezane teme s podroc¢ja teorije grafov in
permutacijskih grup. Obravnavali bomo naslednje druzine grafov: kubi¢ni simetri¢ni
grafi, kubi¢ni Cayleyjevi grafi, tockovno tranzitivni grafi reda 4p, kjer je p praSevilo,
ter fulereni. Ceprav izraz simetrija nastopa le v imenu prve druzine, tudi grafi v
drugi, tretji in cetrti druzini premorejo Stevilne simetrije. Zato v naslovu disertacije
obravnavane grafe s skupnim imenom poimenujemo simetri¢ni grafi. V disertaciji
pa bomo izraz simetrija vedno uporabljali le za prvo obravnavano druzino kubiénih
grafov, to je, za grafe, katerih grupa avtomorfizmov deluje tranzitivo na mmnozici
lokov grafa. V literaturi so ti grafi poznani tudi pod imenom loéno tranzitivni grafi.
Ce ne bo navedeno drugace, bo v disertaciji izraz graf pomenil povezan graf.

Obravnavali bomo strukturne lastnosti grafov omenjenih druzin. Motivacija za
obravnavo le-teh prihaja iz treh ze vrsto let odprtih problemov, ki so skupaj z
doslej znanimi rezultati podrobno predstavljeni na zacetku posameznega poglavja
(poglavja 3, 4 in 5).

Prva druzina, kubi¢ni simetri¢ni grafi, ki jih obravnavamo v poglavju 3, so seveda
le posebna druzina druzine vseh simetri¢nih grafov. Ze vrsto let stevilni matematiki
zelijo spoznati natanéno strukturo teh grafov. Ker so kubi¢ni grafi prva zanimiva
druzina simetri¢nih grafov (saj so simetriéni grafi valence 2 le cikli), je v literaturi
najvec raziskav moc¢ najti prav za to druzino. Prispevek disertacije k temu problemu
je popolna klasifikacija kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine (z dolzino najkrajsega cikla
v grafu) 6 (narejeno v razdelku 3.1). Dokazano je, da je z izjemo §tirih grafov (v
graf posplosene diedrske grupe. V razdelku 3.2 obravnavamo strukturne lastnosti
kubi¢nih simetriénih grafov, katerih grupa avtomorfizmov premore podgrupo, ki
deluje regularno na mnozici lokov grafa. Ta izredno posebna druzina simetri¢nih
grafov je za nas zanimiva zaradi druge obravnavane teme. Natan¢neje, s pomocjo
klasifikacije kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine 6 v razdelku 3.2 natan¢no dolo¢imo
vse mozne lokalne strukture okoli izbranega G-konsistentnega cikla, kjer je G grupa,
ki deluje regularno na lokih grafa, ter ciklicno povezanost teh grafov, lastnost, ki
igra eno kljuénih vlog pri drugi obravnavani temi v poglavju 4.

Pri drugi temi, v poglavju 4, obravnavamo problem obstoja hamiltonskih ciklov
v tockovno tranzitivnih grafih. Leta 1969 je Lovész [91] postavil vprasanje ali
ima vsak povezan tockovno tranzitiven graf hamiltonsko pot. Vsi znani povezani



tockovno tranzitivni grafi imajo hamiltonsko pot. Se ve¢, z izjemo &tirih grafov (to
so: Petersenov graf, Coxeterjev graf in grafa dobljena iz prvih dveh grafov, tako da
vsako totko nadomestimo s trikotnikom) imajo vsi tudi hamiltonski cikel. Zato je
prislo do domneve, da imajo vsi povezani tockovno tranzitivni grafi z izjemo Stirih
zgoraj omenjenih grafov hamiltonski cikel. Domnevo bomo dokazali za povezane
tockovno tranzitivne grafe reda 4p, kjer je p prastevilo, ter za druzino (2,s,3)-
Cayleyjevih grafov, ko je stevilo s deljivo s 4 (glej razdelek 4.1 in razdelek 4.2).
Dokaz obstoja hamiltonskih ciklov v povezanih toCkovno tranzitivnih grafih reda
4p z izjemo Coxeterjevega grafa sloni na analizi (ne)primitivnosti grup avtomorfiz-
mov teh grafov ter analizi vseh moznih struktur kvocientnih grafov glede na or-
bite (4, p)-semiregularnih avtomorfizmov. V dokazu obstoja hamiltonskih ciklov v
(2, s,3)-Cayleyjevih grafih za s = 0 (mod 4) pa klju¢no vlogo, poleg rezultatov iz
predhodnega poglavja (poglavja 3), igra Glover-Marusiceva metoda [55] za iskanje
hamiltonskih ciklov v tej posebni druzini Cayleyjevih grafov. Omenjena metoda sloni
na znamenitem Payan-Sakarovichevem rezultatu [118] o cikli¢no stabilnih podmnozi-
cah v cikli¢no-4-povezanih kubi¢nih grafih. Zato bo precejsnji del poglavja posvecen
dokazovanju cikli¢ne-4-poveznosti kubi¢nega grafa, ki ga priredimo danemu (2, s, 3)-
Cayleyjevemu grafu X, s pomocjo katerega nato konstruiramo hamiltonski cikel v
grafu X.

Cikli¢na povezanost pa je tudi strukturna lastnost, ki jo obravnavamo pri ¢etrti
obravnavani druzini grafov, fulerenih, v zadnjem poglavju 5. Obravnava cikli¢ne
povezanosti fulerenov je v preteklosti pomagala resiti Stevilne probleme o strukturi
fulerenov (glej [39, 40, 41, 42, 131]). V disertaciji bomo podali popolno klasifikacijo
fulerenov, ki premorejo netrivialen cikli¢ni-5-prerez. S pomocjo le-te bomo za to
posebno druzino fulerenov resili ze vrsto let odprt problem [112] o obstoju hamil-
tonskih ciklov v fulerenih.

V poglavju 2 navajamo osnovna znanja iz teorije grup in teorije grafov, ki jih
potrebujemo v nadaljnih poglavjih.

Naj omenimo Se, da so oziroma bodo rezultati disertacije objavlejni v naslednjih
znanstvenih c¢lankih:
e K. Kutnar, D.Marusi¢, Hamiltonicity of vertex-transitive graphs of order 4p,

European J. Combin., 29 (2008), 423-438.

e K. Kutnar, D.Marusi¢, A complete classification of cubic symmetric graphs of
girth 6, J. Combin. Theory Ser. B, poslano v objavo.

e H. H. Glover, K. Kutnar, D. Marusi¢, Hamiltonian cycles in cubic Cayley
graphs: the (2, 4k, 3) case, poslano v objavo.

e K. Kutnar, D. Marusi¢, On cyclic edge-connectivity of fullerenes, Discrete
Applied Math., doi:10.1016/j.dam.2007.08.046, v tisku.



Poglavje 2

Osnovna znanja

2.1 Grupe

Osnovne pojme teorije grup, ki jih tu ne bomo navedli, si lahko bralec prebere
v [117, 127, 135]. V disertaciji bomo simbol Z, uporabljali tako za ciklicno grupo
reda r kot tudi za kolobar celih stevil po modulu r. V slednjem primeru bomo z Z
oznacevali multiplikativno grupo enot v Z,..

2.1.1 Delovanje grup

Naj bo G grupa in §2 neprazna mnozica. Naj obstaja funkcija
1 OxG—Q
D (w,x) W

Ce za vsak w € Q velja, da je w! = w, kjer je 1 identiteta v grupi G, in je (w9)* = w9*
za poljubna elementa g, h € G, pravimo, da grupa G deluje z desne na mnozici 2.
Oznaka: (2, G). Podobno definiramo levo delovanje (delovanje z leve) (G, §2).

Desno delovanje grupe G na mnozici €2 porodi homomorfizem grup y: G —
Sym,(2) s predpisom:

9= Xg, Xg(w) = w,

kjer je Sym,(Q2) desna simetriéna grupa mnozice €2 (to je, mnozica vseh bijektivnih
preslikav ¢: Q — €, ki jim pravimo permutacije mnozice €2, opremljena z operacijo
obi¢ajnega kompozituma preslikav). Obratno: Ce je f: G — Symg(Q) homomor-
fizem grup, potem le-ta porodi desno delovanje grupe G na mnozici € in sicer, tako
da je x = f. Homomorfizmu x pravimo permutacijska reprezentacija desnega delo-
vanja (G,Q), sliki Gp = GX pa desna permutacijska reprezentacija (ali krajse desna
reprezentacija) grupe G. Mo¢ mnozice Q je stopnja desne reprezentacije Gp grupe
G. Jedro homomorfizma x so vsi tisti elementi grupe G, ki delujejo na trivialni
nacin: Kery ={ge€ G |xyg=1d} ={9€ G| xy(w) =w,Vwe Q} ={geG|wd =
w, Yw € Q}. Ce je jedro trivialno, pravimo, da je delovanje zvesto.
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Naj grupa G deluje na mnozici €2 z desne. Tedaj mnozici
Orbg(w) =w® = {w9 | g € G},

kjer je w € Q, pravimo G-orbita (ali samo orbita, ¢e ni nevarnosti za pomoto) tocke
w glede na delovanje grupe G. Ce ima grupa G eno samo orbito pri delovanju na
mnozici (), pravimo, da G deluje na mnozici € tranzitivno.

Mnozico

Gw:{gEG‘wg:w}v

kjer je w € €2, imenujemo stabilizator tocke w v grupi G. Bralec se bo preprical sam,
da je G, podgrupa v grupi G. Tudi stabilizator G, deluje na mnozici 2 in G-
orbite imenujemo podorbite grupe G (glede na element w). Podorbiti {w} pravimo
trivialna podorbita. Ce je |G| = 1 za vsako tocko w € Q, pravimo, da grupa G
deluje polregularno. Ce G na mnozici Q deluje tranzitivno in je |G| = 1 za vsako
tocko w € Q, pravimo, da grupa G deluje regularno (oz. grupa G je regularna).

Navedimo Se enacbo, ponavadi imenovano lastnost orbita - stabilizator, ki pove,
v kaksni zvezi sta mo¢ orbite in mo¢ stabilizatorja nekega elementa iz te orbite:

|Orbg(w)| = |G : G| za vsak w € Q.

Naj grupa G deluje tranzitivno na mnozici 2. Potem je particija 5 mnozice
Q G-invariantna, Ce elementi grupe G permutirajo elemente particije B. Elemente
particije B imenujemo bloki. Z drugimi besedami, neprazna podmnozica B C  je
blok za grupo G, ¢e za vsak g € G velja:

B9=DB ali BINB=.

Za poljubno grupo G, ki deluje tranzitivho na neki mnozici 2, so ©, 0 in {w}
(w € Q) bloki, imenujemo jih trivialni bloki. Ce so trivialni bloki edini bloki, pravimo,
da je grupa G primitivna (deluje primitivno). V nasprotnem primeru je grupa G
neprimitivna, netrivialno G-invariantno particijo B pa imenujemo neprimitivnostni
sistem blokov grupe G (glej tudi [18]).

Naj bo desno delovanje grupe H na mnozici € tranzitivno in naj bo G = Hp
desna permutacijska reprezentacija grupe H. Potem G na naraven nacin deluje tudi
na mnozici  x Q = Q2. G-orbite na Q x Q = Q? imenujemo orbitale. Orbitala
{(w,w) | w € Q} je trivialna orbitala. Ce je A = {(w,v) | w,v € Q} C Q2 orbitala,
potem je o¢itno tudi A* = {(r,w) | (w,v) € A} orbitala, imenujemo jo zrcalna
orbitala orbitale A. Ce je A = A*, orbitalo A imenujemo sebi zrcalna orbitala.
Obstaja naravna korespondenca med podorbitami in orbitalami. Naj bo G, stabi-
lizator elementa w, I' podorbita glede na element w in v € I'. Potem je pripadajoca
orbitala G-orbita na 92, ki vsebuje (w,v). Bralec se bo prepri¢al sam, da je tako
definirana orbitala dobro definirana. Se ve¢, ¢e je A poljubna orbitala, potem je
pripadajoca podorbita I' tista podorbita, ki vsebuje v, kjer je v poljuben element
mnozice (2, za katerega velja: (w,v) € A.
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2.1.2 Posplosene diedrske grupe

Naj bosta H in K poljubni grupi in 8: K — AutH homomorfizem, kjer je AutH
grupa avtomorfizmov grupe H. Pisemo 60 = 0(k). Na mnozici H x K definirajmo
notranjo dvomestno operacijo z naslednjim predpisom:

0
(h1, k1) (ho, k2) = (h1hy'™*, kiks).

Potem je mnozica H x K skupaj s to operacijo grupa. Imenujemo jo polpremi produkt
grup H in K glede na homomorfizem 0 in jo ozna¢ujemo H xg K.

Naj bo A abelska grupa. Potem je posplosena diedrska grupa Dih(A) polpremi
produkt A xg Zs, kjer je Zo = (x) cikliéna grupa reda 2 in a% = a~! za vsak a € A.
V posebnem primeru, ko je grupa A cikliéna, je Dih(Z,) diedrska grupa Ds, reda
2r. Vendar bomo za diedrske grupe uporabljali standardno notacijo.

2.2 Grafi

Naj bo V kon¢na neprazna mnozica in F poljubna druzina dvoelementarnih
podmnozic mnozice V. Paru X = (V, E) pravimo graf na mnozici tock V =V (X)
z mnozico povezav E = E(X). Red grafa X je kardinalnost njegove mnozice tock
[V(X)|. Ce je A neka podmnozica premega produkta V x V, paru (V, A) pravimo
usmerjeni graf (ali digraf). Usmerjenih grafov v disertaciji ne bomo obravnavali.

Ce je par {u, v} povezava grafa X = (V, E), pisemo u ~ v in pravimo, da sta tocki
povezave uv. Dve povezavi ali ve¢ povezav, ki povezujejo isti par tock, poimenujemo
vzporedne povezave. Povezava, ki povezuje neko tocko s seboj, je zanka. Graf brez
zank in veckratnih povezav poimenujemo enostavni graf.

Za totko u € V(X) N(u) oznac¢uje mnozico njej sosednjih tock. Stopnja tocke u
v grafu X je |N(u)|. Graf X je regularen valence d, ¢e so vse njegove tocke stopnje
d. Kubicni graf je regularen graf valence 3.

Sprehod dolzine k v grafu X je zaporedje k povezav grafa X oblike

UV, VW, WL,y « . ., YZ.

Tak sprehod imenujemo sprehod med tockama w in z. Ce so vse povezave spre-
hoda razli¢ne, potem sprehod poimenujemo enostavni sprehod. Ce so v enostavnem
sprehodu vse tocke razliéne, potem sprehod imenujemo pot. Obhod v grafu X je za-
poredje povezav grafa X oblike uv, vw, wz, ..., yz, zu. Ce so v obhodu vse povezave
in vse tocke razli¢cne, potem ga poimenujemo cikel. Hamiltonska pot je pot, ki gre
skozi vse tocke grafa. Hamiltonski cikel je cikel, ki gre skozi vse tocke grafa. Graf
je hamiltonski, ¢e premore hamiltonski cikel. Ozina g = g(X) grafa X je dolzina
najkrajSega cikla v grafu. Cikel dolzine n imenujemo n-cikel.

Razdalja d(u,v) med tocko u in tocko v v grafu je dolzina najkrajse poti v grafu z
zaCetno tocko u in konéno tocko v. Z N;(u) ozna¢ujemo mnozico vseh tock na razdalji
i > 1 od tocke u. Graf X je povezan, ¢e med poljubnima tockama grafa X obstaja
pot. V nasprotnem primeru je X nepovezan. Graf X je bipartiten (ali dvodelen), ¢e
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lahko mnozico tock V(X) zapisemo kot disjunktno unijo dveh podmnozic U in U’
(U,U' CV(X), UNnU'" =), tako da ima vsaka povezava v grafu X eno krajisce v
U in drugo v U".

Urejen par (u,v) povezanih tock u in v grafa X imenujemo lok (ali puscica). Lok
si lahko predstavljamo tudi takole. Povezavi v X dolo¢imo usmeritev v eno od dveh
moznih smeri (iz enega krajisca v drugega), dobljena usmerjena povezava je lok. Ce
je e = (u,v) lok v grafu, potem e* = (v, u) oznacuje lok na enaki povezavi, vendar z
nasprotno usmeritvijo. Lok e* imenujemo inverzni lok loka e. Urejeno k + 1-terico
(ug, u1,ug,...,ux) razlicnih tock grafa imenujemo k-lok, ¢e je tocka u; povezana s
tocko u;q1 za vsak i € {0,1,...,k — 1} (k-lok je torej pot, pri kateri je pomembna
usmeritev). Ce je S C V(X), potem S¢ = V(X) \ S oznacuje komplement mnozice
S in X[S] (na kratko [S]) inducirani podgraf grafa X na mnozici S, ki ima mnozico
S za svojo mnozico tock in mnozico {{u,v} | u,v € S} N E(X) za mnozico povezav.
Za podmnozici S,5" C V(X) z X' = X[S + 5’| oznacujemo graf z mnozico tock
V(X') = SUS in mnozico povezav E(X') = E(X[S]) U{uv |u e S,v e S'}.

Graf X je ravninski (ali planarni), ¢e ga lahko nariSemo v ravnini, tako da noben
par povezav nima skupne tocke, razen v tocki, ki je njuno skupno krajisce.

2.2.1 Delovanje grup na grafih

Avtomorfizem grafa je permutacija mnozice tock, ki ohranja sosednost tock in
povezav. Mnozica vseh avtomorfizmov grafa X z operacijo kompozituma preslikav
tvori grupo avtomorfizmov AutX grafa X. Poljubna podgrupa G grupe avtomor-
fizmov grafa X naravno delujejo na mnozici tock V(X), mnozici povezav E(X) in
na mnozici lokov A(X) (t.j. mnozici usmerjenih povezav) grafa X. Pravimo, da G
deluje tockovno tranzitivno, povezavno tranzitivno, loéno tranzitivno in s-tranzitivno
na grafu X, ¢e je delovanje grupe G na pripadajo¢i mnozici tock, povezav, lokov
oziroma s-lokov grafa X tranzitivno. V tem primeru je graf X G-tockovno tranzi-
tiven, G-povezavno tranzitiven, G-loc¢no tranzitiven ali G-simetricen (v disertaciji
bomo uporabljali slednji izraz) oziroma G-s-tranzitiven. Ce G deluje regularno
na mnozici s-lokov grafa X, pravimo, da je X G-s-reqularen. Ce grupa G sov-
pada z grupo avtomorfizmov AutX grafa X predpono G izpustimo in govorimo
o tockovni tranzitivnosti, povezavni tranzitivnosti, simetriénosti, s-tranzitivnosti in
s-reqularnosti.

Ce podgrupa G grupe avtomorfizmov AutX grafa X deluje (ne)primitivno na
njegovi mnozici tock V(X), pravimo, da je graf X G-(ne)primitiven. Ce je B nepri-
mitivnostni sistem blokov za G, poljubna dva bloka B, B’ € B inducirata izomorfna
tockovno tranzitivna podgrafa grafa X.

2.2.2 Orbitalni (di)grafi

Naj bo G tranzitivna permutacijska grupa na  in A C Q? netrivialna orbitala.
Potem je orbitalni digraf X usmerjeni graf, ki ima mnozico €2 za svojo mnozico tock
in mnoZzico A za mnozico povezav.
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Grupa G je podgrupa grupe avtomorfizmov grafa AutX in deluje tranzitivno
na tockah in usmerjenih povezavah. Ce pozabimo na usmeritev povezav, dobimo
orbitalni graf X z mnozico tock € in mnozico povezav {{w,v} | (w,v) € A}, ki je
tockovno in povezavno tranzitiven, ni pa nujno lo¢no tranzitiven. Simetri¢en (lo¢no
tranzitiven) je natanko tedaj, ko je orbitala A sebi zrcalna.

2.2.3 Cayleyjevi grafi in normalni Cayleyjevi grafi

Naj bo G grupa in S generatorska mnozica grupe G, za katero velja: § =
S~1in 1 ¢ S. Potem je Cayleyjev graf Cay(G,S) grupe G glede na mnozico S
graf z mnozico tock G in mnozico povezav {{g,g9s} | ¢ € G,s € S}. Poljubna
grupa G deluje na sebi z levim mnozenjem (natancéneje povedano, leva regularna
reprezentacija grupe G, ki jo bomo zaradi enostavnosti oznacevali kar z G). To
delovanje inducira delovanje grupe G na njenem Cayleyjevem grafu. Element h
grupe G preslika tocko g Cayleyjevega grafa Cay(G,S) v tocko hg, in povezavo
{g,9s} v povezavo {hg, hgs}. Ker grupa G na sebi deluje tranzitivno, sledi, da je
vsak Cayleyjev graf tockovno tranzitiven. Na tem mestu navedimo Se Sabidussijevo
karakterizacijo [126] Cayleyjevih grafov: Graf X je Cayleyjev graf grupe G natanko
tedaj, ko njegova grupa avtomorfizmov vsebuje regularno podgrupo, ki je izomorfna
grupi G.

Naj bo G = (a,z | a®> = 2° = (ax)! = 1,...) grupa generirana z involucijo
a in elementom z reda s, katerih produkt ax je reda t. Potem Cayleyjev graf
X = Cay(G, S) grupe G glede na mnozico generatorjev S = {a,x,z~'} imenujemo
(2, s,t)-Cayleyjev graf.

Naj bo Aut(G,S) = {a € AutG | S* = S} grupa vseh tistih avtomorfizmov
grupe G, ki S kot mnozico fiksirajo. Izkaze se, da je Aut(G,S) podgrupa grupe
AutX. V resnici je Aut(G, S) podgrupa stabilizatorja AutX; tocke 1 v X. Se vet, po
Godsilu [57, Lemma 2.1] je za povezan Cayleyjev graf X = Cay(G, S) normalizator
Nyt x (G) regularne podgrupe G polpremi produkt

Naytx(G) = G x Aut(G, S).

V skladu s Xujevo terminologijo [139] Cayleyjevemu grafu X = Cay(G, S) pravi-
mo normalen Cayleyjev graf, ¢e je grupa G edinka v AutX, to je, Npytx(G) =
Aut(X). Bralec se bo preprical sam, da Aut(G,S) fiksira tocko u = 1, identiteto
grupe G, in deluje zvesto na V(X). Torej, e je X = Cay(G,S) normalen Cay-
leyjev graf je |Aut(G,S)| delitelj stevila |S|!. Poleg tega, je Xu [139] dokazal, da
je normalen Cayleyjev graf X = Cay(G,S) simetri¢en (lo¢no tranzitiven) natanko
tedaj, ko je Aut(G, S) tranzitivna na S (glej tudi [121]). Odtod sledi, da v kubiénem
normalnem Cayleyjevem grafu X = Cay(G,S), ki je simetricen, mnozica S sestoji
iz treh involucij z, y in z, ter da obstaja o € Aut(G, S), ki ciklicno permutira z, y
inz: 2=y, y*=zin 2% = z.

2.2.4 Zemljevidi in Cayleyjevi zemljevidi
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V disertaciji bomo izraz ploskev P uporabljali za povezano kompaktno orientabil-
no 2-mnogoterost brez roba. Zemljevid M je 2-celi¢na vlozitev grafa X kot zaprta
podmnozica ploskve P s kon¢no valenco in konénimi kovalencami. Graf X je pri-
padajoci graf zemljevida M. Izraz 2-celica pomeni, da je vsaka komponenta kom-
plementa grafa na ploskvi homeomorfna notranjosti enotskega diska. Izraz zaprt
pa pomeni, da graf ne premore zbirke tock, ki tvorijo topoloski podprostor ploskve
P. Kowalenca je dolzina roba lica. Pripadajoci graf zemljevida mora biti povezan,
nepovezani grafi namre¢ ne premorejo 2-celicne vlozitve. Ekvivalentno si lahko M
predstavljamo kot celicno dekompozicijo ploskve P. Pri tem so 0-, 1- in 2-celice
tocke, povezave oziroma lica zemljevida, 1-skelet (to je, unija 0- in 1-celic) pa je pri-
padajoci graf zemljevida. Zemljevid je d-valenten, ¢e imajo vse tocke pripadajotega
grafa valenco d. Ce je A(X) mnozica lokov pripadajocega grafa X zemljevida M,
elemente mnozice A(X) imenujemo loki zemljevida M. Ce je ploskev P sfera, je
vlozljivost grafa X na ploskev P ekvivalentna vlozljivosti grafa X na ravnino.

Algebrai¢no zemljevid M opisemo z dvema permutacijama p in A mnozice lokov
A(X) [64]. Naj bo ploskev P orientirana v smeri urinega kazalca. Permutacija A
je involucija, ki vsak lok pripadajocega grafa X preslika v njegov inverzni lok (torej
je A neodvisna od vlozitve). Permutacija p pa je rotacija definirana s predpisom:
za vsak lok e € A(X) z zac¢etkom v tocki v je e” v smeri urinega kazalca naslednji
lok z zacetkov v tocki v. Par permutacij A\ in p mnozice lokov A(X) pove popolno
informacijo o vlozitvi grafa v naslednjem smislu. Tocke, povezave in lica (v smislu
robov lic) so v 1 —1 korespondenci z orbitami permutacij p, A oziroma pA. Incidenca
med temi elementi sovpada z nepraznim presekom pripadajocih orbit.

Neformalno je Cayleyjev zemljevid vlozitev Cayleyjevega grafa grupe G, ki pre-
more naravno tockovno tranzitivno delovanje grupe G. Za formalno definicijo Cay-
leyjevih zemljevidov potrebujemo nekoliko drugacéno (sicer ekvivalentno) definicijo
Cayleyjevih grafov od definicije navedene v predhodnem razdelku 2.2.3.

Naj bo G grupa z identiteto 1 € G in S kon¢no zaporedje s1, So, ..., Sq, Kjer je

si#lzavsakie[d={1,2,...,d} in s; #sjzai#j, (2.1)

elementov grupe G, ki skupaj generirajo G, za katero velja: s; € S < 8;1 €S (S
imenujemo zaporedje generatorjev grupe GG). Naj bo 7 involucija, ki deluje na mnozici
[d], tako da je s;- = s; ! za vsak i € [d] (T imenujemo razporeditev inverzov). Potem
je Cayleyjev graf Cay(G, S, ) graf z mnozico tock G in za vsak g € G in vsak i € [d]
obstaja lok (g, 1) z zacetkom v g. Kon¢na tocka loka (g, 1) je tocka gs; in pripadajoci
inverzni lok je (gs;,47). Torej za involucijo A, ki loke obrne, velja: (g,4)* = (gs;,i").
Ker je po (2.1) s; # 1 za vsak ¢ € [d], se bo bralec preprical sam, da vsak par lokov
(g,) in (g,7)* porodi neusmerjeno povezavo. Torej je Cayleyjev graf Cay(H, S, )
neusmerjeni graf, katerega loki so oznaceni z indeksi zaporedja generatorjev S. (V
najbolj splosni obliki je Cayleyjeve grafe mo¢ definirati, tako da se zahteve v (2.1)
izpusti, kar pomeni, da v Cayleyjevem grafu dovoljujemo polpovezave in zanke,
glej [123].) Bralec se bo preprical sam, da je ureditev elementov v S v zaporedje
nepomembna v naslednjem smislu. Naj bo 6 poljubna permutacija mnozice [d] in
naj S’ oznacuje zaporedje s/, 5 ..., s, kjer je s, = s;0 za vsak ¢ € [d]. Poleg tega
naj bo 7’ involucija na [d] definirana s predpisom 7/ = 870!, Potem sta Cayleyjeva
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grafa Cay(G, S, 7) in Cay(G, S’,7’) identi¢na. Odtod pa tudi sledi, da je navedena
definicija ekvivalentna definiciji podani v razdelku 2.2.3.

Sedaj imamo vse potrebno za formalno definicijo Cayleyjevega zemljevida. Naj
bo Cay(G, S, ) Cayleyjev graf grupe G z zaporedjem generatorjev S = s1, 82, ..., 8q
in razporeditvijo inverzov 7. Potem je Cayleyjev zemljevid CM (G, S, ) zemljevid
M = M(p, \), katerega pripadajoci graf je Cay(G, S, T) z involucijo A in rotacijo p,
tako da velja: za poljubno tocko g € G je (g,4)* = (gs;,i7) in (g,9)* = (g,i+1), kjer
v drugi koordinati sestevamo po modulu d. (Torej je v Cayleyjev zemljevid “cikli¢cna
ureditev generatorjev” v smeri urinega kazalca enaka pri vsaki tocki.)

Primer 2.2.1 Naj bo G = (a,z | a®> = 2° = (ax)? = 1,...) grupa generirana z
involucijo @ in elementom x reda s, katerih produkt az je reda 3, in naj bo S =
z,a,x~ ' zaporedje generatorjev. Bralec se bo preprical sam, da so lica Cayleyjevega
zemljevida CM (G, S, 7) s pripadajoc¢im grafom X = Cay(G, S, 7) velikosti 6 in s. Za
vsak g € G je namre¢ orbita permutacije pA, ki vsebuje lok (g, 3) dolzine s, orbita,
ki vsebuje lok (g, 1), in orbita, ki vsebuje lok (g, 2), pa sta dolzine 6.

Torej se v poljubni tocki stikajo tri lica, eno velikosti s in dve velikosti 6. Ker je
stevilo tock grafa X enako |G|, sledi, da ima Cayleyjev zemljevid |G|/s s-kotnih in
|G|/3 Sestkotnih lic. Odtod po dobro znani Eulerjevi formuli

VX = [EX)| + |[F| = x(P) = 2 = 2g,

kjer je F' mnozica lic zemljevida CM (G, S, T), x(P) Eulerjeva karakteristika ploskve
P in g rod ploskve P, dobimo, da je rod ploskve zemljevida CM (G, S, T) enak

(5= 6)/G|

=1
g + 12s

(Spomnimo, da je rod ploskve P §tevilo rock, ki jih moramo dodati sferi, da dobimo
ploskev P. Rod sfere je enak 0, rod torusa pa 1.)

2.2.5 Posploseni Petersenovi grafi

Naj bo n > 3 pozitivno §tevilo in naj bo r € {1,...,n — 1} \ {n/2}. Potem je
posploseni Petersenov graf GP(n,r) definiran, tako da je

V(GP(n,r)) ={u; |i € Z,} U{v; | i € Zy}

in
E(GP(n,r)) = {uuir1 | i € Zp} U{vjvigy | i € Zp} U{uv; | i € Zy}.

~

Ocitno je GP(n,r) kubi¢ni graf in ni se tezko prepricati, da velja: GP(n,r) =
GP(n,n —r). Leta 1971 so Frucht, Graver in Watkins [53] dokazali, da obstaja le
sedem simetriénih posplosenih Petersenovih grafov: GP(4,1), GP(5,2), GP(8,3),
GP(10,2), GP(10,3), GP(12,5) in GP(24,5). Graf GP(4,1) je 2-regularen, GP(5,2)
je 3-regularen, GP(8,3) je 2-regularen, GP(10,2) je 2-regularen, GP(10,3) je 3-
regularen, grafa GP(12,5) in GP(24,5) pa sta 2-regularna. Nadalje, med njimi so
samo GP(8,3), GP(10,3) in GP(12,5) ozine 6.
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2.2.6 Konsistentni cikli

Naj bo X graf in G podgrupa grupe avtomorfizmov AutX. Sprehod D =
(ugy...,uy) v grafu X je G-konsistenten (Ge je G = AutX, reéemo krajse kon-
sistenten), ¢e obstaja g € G, tako da je uf = w;y1 za vsak i € {0,1,...,r — 1}.
Avtomorfizem g imenujemo drsni avtomorfizem za D. Ce je D enostaven obhod, D
imenujemo G-konsistenten usmerjen cikel. Pripadajo¢i neusmerjen cikel D usmer-
jenega cikla D imenujemo G-konsistenten cikel.

Primer 2.2.2 V kocki GP(4,1) so konsistentni cikli dolzine 4 in 6. Naj bodo tocke
kocke oznacene kot na sliki 2.1. Potem se bo bralec preprical sam, da sta permutaciji

a=(1234)(5678)
in

B=(126784)(35)
avtomorfizma kocke GP(4,1). Avtomorfizem « je drsni avtomorfizem usmerjenega
4-cikla (1,2,3,4,1), 8 pa je drsni avtomorfizem usmerjenega 6-cikla (1,2,6,7,8,4,1).
Torej so konsistentni cikli v GP(4,1) dolzine 4 in 6. Bralec se bo preprical sam, da
konsistentnih ciklov drugih dolzin ni. To dejstvo sledi tudi po trditvi 2.2.3 spodaj.

Omenimo Se, da niso vsi 6-cikli v GP(4,1) konsistentni. Na primer, 6-cikel

oznacen na sliki 2.1 ni konsistenten, ker permutacija (126 785)(34) ni avtomorfizem
kocke GP(4,1).

Slika 2.1: Nekonsistenten 6-cikel v kocki GP(4, 1).

Tu navajamo znameniti Conwayev rezultat [28], ki pove, da ima lo¢no tranzitivna
podgrupa G grupe avtomorfizmov kubi¢nega grafa pri delovanju na mnozici vseh G-
konsistentnih usmerjenih ciklov natanko dve orbiti. Dokaz tega rezultata je zapisal
Biggs v [14] (glej tudi [109]).

Trditev 2.2.3 [14, 28] Naj bo G loéno tranzitivna podgrupa grupe avtomorfizmov
d-valentnega grafa X (d > 2). Naj bo Q mnoZica vseh G-konsistentnih usmerjenih
ciklov v X. Potem ima G pri delovanju na 2 natanko d — 1 orbit.
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2.2.7 Semiregularni avtomorfizmi in [} (t)-poti

Naj bo X graf in W particija njegove mnozice tock V(X). Potem je kvocientni
graf Xy grafa X glede na W, graf z mnozico toc¢k W in mnozico povezav inducirano
naravno z mnozico povezav E(X). Kadar particija W ustreza mnozici orbit pod-
grupe H v AutX, kvocientni graf Xy oznacujemo z Xg. Ce je H = (h) generirana
z enim samim elementom, uporabljamo oznako X; = Xpg. Kot smo ze omenili, pod-
graf grafa X, ki je induciran z W € W, oznacujemo z X[W]. Podobno, X[W, W’]
(na kratko [W, W']), W, W' € W, oznacuje dvodelni podgraf grafa X, ki je induciran
s povezavami z enim krajis¢em v W in drugim v W’. Z d(W) oznacujemo valenco
podgrafa X [W] in z d(W, W’) valenco podgrafa X [W, W'], kjer sta W, W' e W.

Naj bosta k > 1 in n > 2 naravni $tevili. Potem je avtomorfizem grafa (k,n)-
semiregularen, ¢e ima k orbit dolzine n in nobenih drugih orbit.

Naj bo X povezan graf, ki premore (k, n)-semiregularen avtomorfizem

p= (uguj - -ug ) (ufud - uf T (g w D), (2.2)

in naj bo W = {W; | i € Z;} mnozica orbit W; = {u | s € Z,} avtomorfizma p.
Potem lahko X predstavimo s Fruchtovo notacijo [51] na sledeé¢i na¢in. Vsako orbito
avtomorfizma p predstavimo s krozcem. Simbol n/T, kjer je T = T~ C Z, \ {0},
v notranjosti krozca, ki predstavlja orbito W;, pomeni, da je za vsak s € Z,, tocka
u; povezana s toCkami uf‘”, kjer je t € T. Kadar je |T| < 2, uporabljamo poenos-
tavljeno notacijo n/t, ko je T' = {t,—t}, n/(n/2), ko je T' = {n/2}, oziroma n, ko je
T = (). Puscica iz krozca, ki predstavlja orbito W;, v krozec, ki predstavlja orbito
W;, j # 1, oznacena z y € Z, pomeni, da je za vsak s € Z,, tocka u; € W; povezana
s tocko uj+y € W;. Kadar je oznaka puscice enaka 0, ponavadi namesto puscice
nariSemo le ¢rto. Primeri, ki ponazarjajo to notacijo so podani na slikah 2.2, 2.3
in 2.4, kjer so FnA, FnB, itd. Fosterjeve notacije kubi¢nih simetri¢nih grafov (n
pove Stevilo tock grafa; ker pa lahko obstaja ve¢ neizomorfnih grafov istega reda so
na koncu dodane ¢rke A, B, itd. (glej [16, 23])).

0,1
0 : 0
D (== 61
Slika 2.2: Dodekaeder GP(10,2) podan v Fruchtovi notaciji glede na (4, 5)-semiregularen avto-
morfizem.

0 0,2 0 02
101 (10 ——10) 10 10/5
Z/ Z N

Slika 2.3: Kubic¢ni simetriéni graf FO50A reda 50 podan v Fruchtovi notaciji glede na (5,10)-
semiregularen avtomorfizem.

Naj bo X povezan kubi¢ni graf, ki premore (k, n)-semiregularen avtomorfizem

p= (ugugug ™) (uui - uf ™) (R qug Uy,
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0,6 0,6

Slika 2.4: Kubi¢na simetri¢na grafa FOS0A in F240C podana v Fruchtovi notaciji glede na (4, 20)-
oziroma (4, 60)-semiregularen avtomorfizem.

kjer je k > 2. Naj bo W = {W; | i € Z;} mnozica orbit W; = {u} | s € Z}

avtomorfizma p. Potem pravimo, da je X I}}(t)-pot, ce za vsak s € Z,, velja: N(ug) =

{ugi17u§}7
N(us) = {ui_1uiiys ufif , ce jeq lih
' {ui_,ui—f ui,} e jeisod
za i € Zp \ {0,k —1} in
N ) = {uf 2wt} Kjer je t = n/2, e je k lih
k=1 {ug_o, uiftl} , kjer je 2t = 2(mod n), ¢e je k sod

Torej je v primeru, ko je k sod, t =1 ali pa je n sod in t = § + 1. Na primer, graf
FO50A na sliki 2.3 je I3°(5)-pot.

Ocitno je vsaka I}'(t)-pot ozine 6, cikel induciran na tockah v orbiti Wy pa je
(p)-konsistenten. V razdelku 3.1 bodo dokazali, da so kubi¢ni 2-regularni grafi ozine
6 ravno I7(t)-poti. Se veg, izkazalo se bo, da je v teh grafih n sodo tevilo, k = n/2
ali k = n/6,t =n/2, ¢e je k liho Stevilo, in ¢t = n/2 + 1, ¢e je k sodo stevilo (glej
izrek 3.1.13).

2.2.8 Cikli¢na stabilnost in ciklicna povezavna povezanost

V skadu z [118] pravimo, da je v grafu X (ali bolj splosno, v multigrafu brez zank)
podmnozica S mnozice tock V(X)) ciklicno stabilna, ¢e je X[S] gozd (ne vsebuje
nobenega cikla). Mo¢ |.S| maksimalne cikli¢no stabilne podmnozice S mnozice V(X))
imenujemo ciklicno stabilno stevilo grafa X.

Naj bo X povezan graf. Potem podmnozico T' C E(X) mnozice povezav grafa X
imenujemo cikli¢ni prerez, ¢e je X —T nepovezan graf, v katerem vsaj dve povezanos-
tni komponenti vsebujeta cikel. Graf X je ciklicno-k-povezavno povezan (na kratko,
cikli¢no-k-povezan), ¢e nobena podmnozica povezav moc¢i manjse od k ni cikliéni
prerez. Ce je podmnozica T C F (X) cikliéni prerez moci k, jo imenujemo cikli¢ni-
k-prerez. Ciklicni-k-prerez je trivialen ciklicni-k-prerez, ¢e vsaj ena od dobljenih
komponent inducira k-cikel Cy. Nadalje, ciklicna povezavna povezanost ((X) grafa
X je najvecje stevilo k, ki ne presega Bettijevega Stevila |E(X)| — [V (X)| + 1 grafa
X, za katero je X ciklicno-k-povezavno povezan. (To razlikovanje je potrebno, ker
na primer grafi ©2, K4 in K33 ne premorejo nobenega cikli¢nega prereza in so tako
cikli¢no-k-povezavno povezani za vsak k. Njihova cikli¢cna povezavna povezanost je
2, 3 oziroma 4.)

Zdaj poznamo vse potrebne pojme, da navedemo znameniti rezultat Payana in
Sakarovitcha iz leta 1975 (glej [118, Théoreme 5]), ki bo imel eno klju¢nih vlog pri
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dokazu obstoja hamiltonskih ciklov v posebni druzini (2, s, 3)-Cayleyjevih grafov v
razdelku 4.

Trditev 2.2.4 [118] Naj bo X ciklicno-4-povezavno povezan kubi¢ni graf reda n in
naj bo S maksimalna ciklicno stabilna podmnoZica mnozice V(X). Potem velja.

(i) Cejen =2 (mod 4), je |S| = (3n —2)/4 in X[S] drevo, katerega komplement
V(X)\ S je neodvisna mnozica tock.

(ii) Ce jen =0 (mod 4), je |S| = (3n —4)/4 in X[S] drevo, katerega komplement
V(X)\ S inducira graf z eno samo povezavo, ali pa ima X[S] dve povezanostni
komponenti in je V(X)\ S neodvisna mnozica tock.

Za konec tega razdelka navajamo rezultat, ki sta ga leta 1995 dokazala Nedela
in Skoviera v [113, Theorem 17].

Trditev 2.2.5 [113] Ciklicna povezavna povezanost ((X) povezanaega kubicnega
tockouno tranzitivnega grafa je enaka njegovi ozini g(X).

2.2.9 Krovi grafov

V tem razdelku bomo podali razli¢ne koncepte povezne s tehniko krovnih grafov.
Naj bo X graf, r pozitivno celo stevilo in ¢: A(X) — S, permutacijsko voltazno
prirejanje, to je, funkcija iz mnozice lokov grafa X v simetri¢no grupo S,, kjer
inverzni loki nosijo inverzno voltazo. Torej imamo oznacevanje lokov grafa X s per-
mutacijami iz S, tako da je za vsak par povezanih tock u,v € V(X) CuvCou = id,
kjer (. oznacuje permutacijsko oznacevanje loka (u,v). Voltazno prirejanje ¢ se
na naravni nacin razsiri na sprehode v grafu X. Natanc¢neje povedano, za poljuben
sprehod D = U . .. up v grafu X Cﬁ oznacuje voltazo Cu; usCuo,us - - - Gue_1,u; SPTE-
hoda D, to je, C-voltazo sprehoda D. Krovni graf X = Cov(X, () grafa X glede na
¢ ima mnozico tock V(X) X Z, in povezave oblike (u, s)(v,s’), kjer je uv € E(X),
s € Zy in s = 5(,,. Graf X imenujemo bazni graf grafa X, slednjega pa imenu-
jemo r-kratni krov grafa X. Mnozica tock (u,0), (u,1),..., (u,r —1) je vlakno tocke
u. Podgrupo K vseh tistih avtomorfizmov grafa X, ki vsako vlakno fiksirajo kot
mnozico, imenujemo grupa krovnih transformacij. Graf X imenujemo tudi K -krov
grafa X. Bralec se bo preprical sam, da grupa krovnih transformacij povezanega
krovnega grafa deluje polregularno na vsakem vlaknu. Ce je grupa krovnih transfor-
macij regularna na vlaknih grafa X, pravimo, da je X reqularni K -krov (na kratko,
reqularni krov). V tem primeru je voltazna grupa Im(() regularna grupa stopnje r
abstraktno izomorfna grupi krovnih transformacij K.

Naj bo T vpeto drevo grafa X. Potem je voltazno prirejanje ( T -reducirano,
¢e so voltaze lokov, ki pripadajo drevesu, enake identiteti. V [63] je dokazano, da
lahko vsak regularni krov X grafa X dobimo s T-reduciranim voltaznim prirejanjem
¢ glede na poljubno izbrano vpeto drevo grafa X. Ce je ¢ reducirano prirejanje, je
pripadajoci krovni graf Cov(X, () povezan natanko tedaj, ko voltaze na lokih, ki ne
lezijo na drevesu, generirajo voltazno grupo K.
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Krovne grafe lahko definiramo tudi na sledeci na¢in. Naj bo Y graf in K pod-
grupa njegove grupe avtomorfizmov AutY z mnozico orbit W. Ce kvocientna pro-
jekcija @: Y — Yy glede na orbite podgrupe K ohranja valenco grafa, je p reqularna
krovna projekcija z grupo krovnih transformacij K, X =Y je krovni grafin X = Yy
bazni graf. Pravimo, da se avtomorfizem o € AutX dvigne v avtomorfizem grafa
X, ¢e obstaja tak avtomorfizem & € AutX, ki ga imenujemo dvig avtomorfizma
«, da je ap = pa. Problem, ali se nek avtomorfizem « grafa X dvigne ali ne, v
jeziku voltaz pomeni naslednje. Naj bo a € AutX. Potem definiramo funkcijo &
iz mnozice voltaz fundamentalnih sklenjenih sprehodov pri izbrani tocki v € V(X)
v voltazno grupo K na slede¢i nacin: za vsak fundamentalni sklenjen sprehod C' v
tocki v je (& = (co, kjer sta (¢ in (oo voltazi cikla C oziroma C®. Ce je K abelska,
je & neodvisna od izbora bazne tocke in fundamentalne sklenjene sprehode v tocki
v lahko nadomestimo s fundamentalnimi cikli, ki so generirani z loki grafa X, ki ne
pripadajo drevesu.

Naslednji trditvi podati relacijo med avtomorfizmi krovnega grafa in avtomor-
fizmi baznega grafa. Prva trditev je bila dokazana v [92, Theorem 4.2, Corol-
lary 4.3], medtem ko lahko na veljavnost druge trditve sklepamo iz [94, Corollar-
ies 9.4, 9.7, 9.8].

Trditev 2.2.6 [92] Naj bo X = Cov(X, () regularni K -krov grafa X glede na voltazno
prirejanje (. Potem se avtomorfizem a grafa X dvigne natanko tedaj, ko lahko &
raz§irimo v avtomorfizem grupe K.

Trditev 2.2.7 [94] Naj bo X reqularni K-krov grafa X. Grupa G < AutX, ki
deluge polregularno na V(X), se dvigne kot direktni produkt G x K natanko tedaj,
ko obstaja tako voltazno prirejanje (: A(X) — K, da za vsak o € G in vsak sprehod
W v grafu X velja: Cw = Cyo.

Naj bosta 1 : X, — X in ©9: X5 — X krovni projekciji. Potem sta krovna
grafa X; in X» grafa X izomorfna, e obstaja izomorfizem grafov a: X; — X in
B € AutX, tako da je dps = p16. Ce je B = id pravimo, da sta krovna grafa
ekvivalentna. Naslednja trditev je v teoriji krovnih tehnik dobro poznana.

Trditev 2.2.8 [69] Dva regularna Z,-krova Cov(X, () in Cov(X, ('), kjer sta ¢ in
¢" T-reducirani, sta ekvivalentna natanko tedaj, ko obstaja tak avtomorfizem o €

Aut(Z,), da je ) = Céu vy 20 vsak lok (u,v) grafa X.

Razdelek zaklju¢ujemo s trditvama o regularnih krovih kubi¢nih simetri¢nih
grafov, ki ju bomo potrebovali v naslednjem poglavju. Prvo trditev je dokazal
Lorimer v [90, Theorem 9], drugo pa Jones in Surowski v [74].

Trditev 2.2.9 [90] Naj bo X povezan kubicni simetricéni graf in naj bo G s-regularna
podgrupa grupe AutX za neks > 1. Najbo N podgrupa edinka grupe G in VW mnoZica
njenih orbit. Ce je |W| > 2, je N jedro delovanja grupe G na mmnozici W in G/N
s-reqularna podgrupa grupe AutXyy. Se veé, X je reqularni krov grafa Xy z grupo
krovnih transformacij N.
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Trditev 2.2.10 [74] Naj bo X povezan simetricen Zy-krov dodekaedra GP(10,2).
Potem je r = 1,2,3,4,6 ali 12, graf X pa je izomorfen enemu izmed maslednjih
grafov: GP(10,2), FO40A, FO60A, FO80A, F120B ali F240C.
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Poglavje 3
Kubic¢ni simetricni grafi

Rezultati tega poglavja so objavljeni v [54, 81]. Kot smo omenili ze v poglavju 1,
so bili kubi¢ni simetri¢ni grafi v zadnjih letih predmet stevilnih raziskav, ki jih lahko
v grobem razdelimo na dve vrsti raziskav (glej [24, 25, 26, 27, 45, 47, 49, 71, 87,
120, 121, 132]). Prvo sestavljajo raziskave, ki obravnavajo grupe avtomorfizmov
kubi¢nih simetriénih grafov. V drugi vrsti raziskav pa se raziskovalci ukvarjajo s
konstrukcijami novih neskonénih druzin, predvsem z metodo krovnih tehnik (glej
razdelek 2.2.9).

Leta 1966 je Tutte [129, 7.53, str. 59] dokazal, da je vsak tockovno in povezavno
tranzitiven graf lihe valence simetricen. Torej so vsi kubi¢ni tockovno in poveza-
vno tranzitivni grafi simetriéni. Leta 1947 je prav tako Tutte [128] dokazal, da je
vsak konéni kubi¢ni simetri¢ni graf s-regularen za nek s < 5. Kasneje sta Djokovié
in Miller [36] dokazala, da je stabilizator tocke v s-regularni podgrupi grupe avto-
morfizmov kubi¢nega simetricnega grafa izomorfen cikli¢ni grupi Zs, ce je s = 1,
simetriéni grupi Ss, Ce je s = 2, grupi S3 X Zo, Ce je s = 3, grupi Sy, Ce je
s = 4, in grupi Sy X Za, Ce je s = 5. Poleg tega sta dokazala, da na konc¢nih
kubi¢nih grafih obstaja sedem tipov lo¢no tranzitivnih delovanj. Vendar ta karak-
terizacija o danem grafu ni podala popolne informacije. Zato sta nedavno Conder
in Nedela [27] naredila analizo vseh moznih kombinaciji tipov grupnih delovanj, ki
lahko nastopijo v danem kubi¢nem simetricnem grafu. Na ta nacin sta glede na
tip lo¢no tranzitivnega delovanja kubi¢ne simetricne grafe razdelila v 17 razredov:
{1}, {121}, {2'}, {22}, {1,2,2%,3}, {2',22,3}, {23}, {22,3}, {3}, {1,4'}, {4},
{42}, {1,4',42 5},{4% 42 5}, {4',5},{42,5} in {5}. Na primer, razred {22, 3} vse-
buje kubi¢ne 3-regularne grafe, katerih grupa avtomorfizmov premore 2-regularno
podgrupo, v kateri element, ki obrne povezavo grafa, ni involucija. Z uporabo te
karakterizacije in racunalniskega programa MAGMA [15] je nato Conder [22] dopolnil
Fosterjevo listo kubiénih simetri¢nih grafov [16, 23] v listo vseh kubi¢nih simetri¢nih
grafov do 2048 tock. Ta lista nam je bila v veliko pomo¢ pri raziskovanju kubi¢nih
simetri¢nih grafov ozine 6.

V razdelku 3.1 bomo naredili popolno klasifikacijo kubi¢nih simetri¢nih grafov
ozine 6. Med drugim bomo pokazali, da so z izjemo Desarguesovega grafa GP(10, 3)
vsi kubi¢éni simetri¢ni grafi ozine 6 Cayleyjevi grafi posploSenih diedrskih grup.

V razdelku 3.2 bomo raziskovali strukturne lastnosti kubi¢nih simetri¢nih grafov,
katerih grupa avtomorfizmov vsebuje 1-regularno podgrupo z (2, s, 3)-prezentacijo,
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ki jih bomo potrebovali pri iskanju hamiltonskih ciklov v kubi¢nih Cayleyjevih grafih
grup z (2, s, 3)-prezentacijo v razdelku 4.1. V analizi bomo potrebovali Lorimerjev
rezultat [89, 90], ki pravi naslednje. Naj bo X kubicni graf in naj bo G podgrupa
grupe avtomorfizmov Aut X, ki na grafu X deluje lo¢no tranzitivno. Potem je grupa
G generirana z G = (H,a), kjer je H = G, stabilizator tocke v € V(X) v grupi
G in a € G element, ki lok (u,v) preslika v lok (v,u), za neko tocko v € N(u).
V razdelku 3.2 bomo potrebovali tudi naslednji dobro znan rezultat o kubi¢nih
simetri¢nih grafih majhnih ozin (glej [55, Proposition 3.4]).

Trditev 3.0.11 Edini kubiéni grafi oZine manj kot 6, katerih grupa avtomorfizmov
premore 1-reqularno podgrupo so: theta graf ©s, polni graf Ky, polni dvodelni graf
K33, kocka GP(4,1) in dodekaeder GP(10,2).

3.1 Kilasifikacija kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine 6

Namen tega razdelka je predstaviti popolno klasifikacijo kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6 (glej izrek 3.1.13 in izrek 3.1.22), rezultat, ki je objavljen v [81].
Znano je (glej na primer [55]), da obstaja le pet povezanih kubi¢nih simetri¢nih
grafov, ki so ozine manjse od 6. To so: FO004A (polni graf K,), FOO6A (polni
dvodelni graf K33), FOO8A (kocka GP(4,1)), FO10A (Petersenov graf GP(5,2)) in
F020A (dodekaeder GP(10,2)). Obstaja pa neskonéno mnogo kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6. Grupe avtomorfizmov slednjih je leta 1971 Miller [111, Theorem 2.2]
karakteriziral kot grupe generirane z dvema elementoma, ki zadoSc¢ata dolo¢enim
relacijam. Natancneje, dokazal je, da je s konéno mnogo izjemami grupa avtomor-
fizmov danega kubi¢nega simetri¢nega grafa X ozine 6 generirana z

Aut(X) = (a,b | a®> = b* = (ba)® = (bab 'a)** = (bab~la)* (b~ aba)~* = 1),

kjer je 0 < 2t < k+1int?> 4+ ¢+ 1 = 0modk. Leta 1985 je Negami [115] pokazal,
da je kubi¢ni s-regularni graf, s > 2, ozine 6 dual triangulacije torusa ali Kleinove
steklenice. Leta 2006 sta Feng in Nedela [48] pokazala, da so z izjemo polnega grafa
K3 3, Moebius-Kantorjevega grafa GP(8,3), Desarguesovega grafa GP(10,3) in do-
bro znanega Coxeterjevega grafa F028A, vsi kubi¢ni simetri¢ni grafi ozine g < 7
1-skelet trivalentnih regularnih zemljevidov z lici dolzine g. Nedavno pa sta Con-
der in Nedela [26] dokazala, da je kubiéni simetri¢ni graf ozine g < 9 1-regularen,
2-regularen ali pa pripada posebni druzini petnajstih simetricnih grafov (glej [26,
Theorem 2.3]). Za grafe ozine 6 nam njun rezultat skupaj z [48, Corollary 6.3] pove,
da velja naslednja trditev.

Trditev 3.1.1 [26, 48] Naj bo X kubicni simetricni graf oZine 6. Potem je X dvode-
len in velja ena izmed nasledngjih trditev:
(i) X je izomorfen Heawoodovemu grafu FO14A, ki je 4-reqular;

(i) X je izomorfen Pappusovemu grafu FO18A ali Desarguesovemu grafu GP(10,3),
ki sta oba 3-reqular;

(iii) X je 2-regularen;
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(iv) X je 1-regularen.

Tako pri klasifikaciji 2-regularnih (razdelek 3.1.2) kot tudi pri klasifikaciji 1-
regularnih grafov ozine 6 (razdelek 3.1.3) bomo uporabili tehnike teorije grup in kom-
binatorike. Glavno vlogo v dokazih pa bo imel koncept konsistentnih ciklov in Con-
wayev rezultat [28] o stevilu orbit konsistentnih usmerjenih ciklov (glej trditev 2.2.3).
(Spomnimo, da je cikel v grafu konsistenten, ¢e obstaja avtomorfizem, ki na njem
deluje kot rotacija za ena naprej, glej razdelek 2.2.6.) Dokazali bomo, da so v
kubi¢nem 1-regularnem grafu ozine 6 vsi konsistentni cikli dolzine 6, in da so v
kubi¢nem 2-regularnem grafu, ki ni Moebius-Kantorjev graf GP(8,3), konsistentni
cikli dolzine 6 in 2m > 8 (glej trditev 3.1.9). Drsni avtomorfizem vsakega izmed
teh konsistentnih 2m-ciklov je semiregularen. (Znano je, da vsak kubi¢ni tockovno
tranzitiven graf premore semiregularen avtomorfizem [105]. Pred kratkim je bil
obstoj semiregularnega avtomorfizma dokazan tudi v to¢kovno tranzitivnih grafih
valence 4, problem obstoja semiregularnega avtomorfizma v tockovno tranzitivnih
grafih vecjih valenc pa je Se vedno odprt [95].)

V razdelku 3.1.1 bomo obravnavali izjeme, druzino Stirih kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6: Heawoodov graf FO14A, Moebius-Kantorjev graf GP(8,3), Pap-
pusov graf FO18A in Desarguesov graf GP(10,3). V razdelku 3.1.2 bomo klasi-
ficirali kubi¢ne 2-regularne in v razdelku 3.1.3 kubi¢ne 1-regularne grafe ozine 6.
Po trditvi 3.1.1 rezultati teh dveh razdelkov podajo popolno klasifikacijo kubi¢nih
simetricnih grafov ozine 6.

3.1.1 Izjeme

Po izreku [134, Theorem 3.1] je simetri¢ni graf ozine g lahko najve¢ (g + 2)/2-
lotno tranzitiven. Torej je lahko kubi¢ni simetriéni graf ozine 6 najve¢ 4-lo¢no
tranzitiven. Pred kratkim sta Conder in Nedela (glej trditev 3.1.1) pokazala, da
v resnici obstajajo le trije kubi¢ni simetri¢ni grafi, ki so ve¢ kot 2-regularni, to
so: Heawoodov graf FO14A, Pappusov graf FOI8A in Desarguesov graf GP(10, 3).
Te grafe skupaj z Moebius-Kantorjevim grafom GP(8,3) (poznan tudi kot FO16A)
imenujemo izjeme. Izjemni so v smislu, da so edini kubi¢ni simetri¢ni grafi ozine 6,
v katerih 2-lok lezi na vec kot enem 6-ciklu. Ta izjava drzi po naslednji trditvi, ki sta
jo prva dokazala Feng in Nedela v [48, Lemma 4.2]. Trditev sta dokazala v jeziku
vlozitve grafov na orientabilne ploskve. Tu navajamo dokaz bolj kombinatorié¢ne
narave.

Trditev 3.1.2 [48] Naj bo X povezan kubicni graf oZine 6 in naj bo c¢ Stevilo 6-
ciklov, ki vsebujejo izbrano povezavo grafa X. Potem je ¢ = 2,4,6 ali 8. Ce je
c > 2, je graf X izomorfen enemu izmed naslednjih stirih grafov: Heawoodov graf
FO014A, Moebius-Kantorjev graf GP(8,3), Pappusov graf FO18A in Desarguesov graf
GP(10,3).

DokAz. Naj bo u = (ug, u1,uz) 2-lok v grafu X. Ker je X valence 3, poljuben 2-lok
ne more lezati na ve¢ kot stirih 6-ciklih. Zaradi simetriénosti grafa X pa velja tudi,
da vsi 2-loki v grafu X lezijo na enako mnogo 6-ciklih. Glede na stevilo 6-ciklov, ki
vsebujejo 2-lok u, lo¢imo tri primere.
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MozZNOST 1. Naj 2-lok p lezi na §tirih 6-ciklih.

Potem poljubna povezava grafa X lezi na osmih 6-ciklih. Obstaja osem tock u; €
V(X), i€ {3,4,...,10}, tako da so

UOUT ULUULUZUQ, UU] UUEUTUSUY, UOUTU2UIUGUSUQ 1N UYUT U2UGUL0U5UO

stirje 6-cikli, ki vsebujejo p (glej sliko 3.1). Poiskati moramo tretjega soseda tocke uz.
Ker je X ozine 6, ta tocka ni nobena izmed tock u;, i € {0,1,...,10}. Torej obstaja
tocka u11, ki je sosednja tocki u7 in je razlicna od tock u;, i € {0,1,...,10}. Sedaj
si oglejmo 2-lok (u7,ug, us). Ker mora pripadati stirim razli¢nim 6-ciklom, imata wus
in uq1 skupno sosedo. Ta je lahko tocka uy ali tocka ug. Vendar, ker je v slednjem
primeru uguguzuiiug 4-cikel v grafu X, ugotovimo, da je ug € N(ug) N N(uq1).
Torej je ug ~ u1p in tocki wy in w11 imata skupno sosedo, ki je razlicna od tock u;,
i€40,1,...,11}. Oznac¢imo jo z uj2. Z iskanjem stirih 6-ciklov, ki vsebujejo 2-lok
(ug, ua, u11), ugotovimo, da N(ug) NN (u12) # 0 in u; & N(ug) N N(ui2), za vsak i €
{0,1,...,12}. Torej obstaja neka tocka uis, razlicna od tock u;, i € {0,1,...,12},
ki je sosednja tocki ug in tocki uis. Nadalje, ker (ug,ui,u12) lezi na stirih 6-ciklih,
se hitro prepricamo, da je uig skupna soseda tock us in ui3. Torej je X reda 14,
izomorfen je Heawoodovemu grafu FO14A (glej sliko 3.4).

Slika 3.1: 6-cikli, ki vsebujejo 2-lok p = (uo,u1,u2), ko vsak 2-lok v grafu X lezi na &tirih 6-ciklih.

MozZNOST 2. Naj u lezi na treh 6-ciklih.

Potem lahko predpostavimo, da obstaja devet tock u; € V(X), i € {3,4,...,10,11},
tako da so uguiuU3ULUSUY, UQUIULUGUTUSUY, UoULU2U3UUSU trije 6-cikli, ki vse-
bujejo p, in da je N(us) NN (ug) = 0, us ~ uig ter ug ~ uy (glej sliko 3.2). Nadalje,
ker je X ozine 6, je N(u1) N N(u7) = 0 ter tretja soseda tocke u; in tretja soseda
tocke w7 sta obe razliéni od tock u; € V(X), i € {0,1,...,10,11}. Torej obstaja
tocka u1o povezana z u; in tocka ui3 povezana z uz.

Denimo, da ug % wujz. Potem obstaja tocka w4, razlicna od tock u; € V(X),
i € {0,1,...,13}. Ker (ug,u2,us) lezi na treh 6-ciklih, N(us) N N(uz) = 0 in
N(us) N {un1} = 0, mora biti uj; ~ uig in N(ug) N N(ui1) # 0. Ko uporabimo
dejstvo, da je X ozine 6, ugotovimo, da obstaja tocka w15, razlicna od tock u; €
V(X), i € {0,1,...,14}, za katero velja: N(ug) N N(ui1) = {uis}. Nadalje, ker
(us,ug, ug) lezi na treh 6-ciklih in po predpostavki N(u4) N N(uz) = 0, ugotovimo,
da je N(u1p) = {us,u13,u15}. Vrh tega je N(uj1) N N(up) = 0 in 2-lok (u1, ug, ug)
lezi na treh 6-ciklih. Zato je N(u12) = {u1,u13,u14}. Torej je X reda 16 in izomorfen
Moebius-Kantorjevemu grafu GP(8,3) (glej sliko 3.5).
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O
u11

Slika 3.2: 6-cikli, ki vsebujejo 2-lok p = (uo, u1, uz), ko vsak 2-lok v grafu X lezi na treh 6-ciklih.

Denimo, da je ug ~ u13, in si oglejmo 2-lok (us, ug, us). Ta 2-lok lezi na 6-ciklu
uguoUsusu 3urug in 6-ciklu ugugusuguzugug. Ker mora lezati na treh 6-ciklih je
N(u7) N N(ui) # 0 ali N(u1g) N N(ug) # 0. Ce je N(uz) N N(uyw) # 0, mora
biti w19 ~ w13. Vendar potem pa je ujguisugqusuig 4-cikel, protislovje. Odtod
sledi, da obstaja tocka wi4, razliéna od tock u; € V(X), i € {0,1,...,13}, za
katero velja: N(u19) N N(ug) = {u14}. Sedaj si oglejmo 2-lok (uy,us2,us). Ker je
N(up) N N(ui1) = 0, je uiz ~ w1 in obstaja tocka uys, razliéna od tock u; € V(X),
i€{0,1,...,14}, za katero velja: N(u19) N N(ug) = {ui5}. Nadalje, ker tudi 2-lok
(us, w7, up) lezi na treh 6-ciklih, ugotovimo, da je N(ui1) N N(ug) = {u14}. Vendar
potem 2-lok (ug, u14,u11) lezi le na dveh 6-ciklih, protislovije.

MozNoST 3. Naj u lezi na dveh 6-ciklih.
Potem obstaja enajst tock u; € V(X), ¢ € {3,4,5,...,13}, tako da imata 6-cikla, ki
vsebujeta p, tri ali dve skupni povezavi (glej sliko 3.3).

Denimo, da imata 6-cikla, ki vsebujeta p, tri skupne povezave (glej levi graf na
sliki 3.3). Tedaj mora poljubni 2-lok v grafu X lezati na dveh 6-ciklih take oblike.
Torej, ¢e si ogledamo 2-loka (u1,ug,us) in (ug,us, uys), ugotovimo, da je uje ~ ug in
u13 ~ ug. Vendar potem 2-lok (us,u4,u1) lezi na treh 6-ciklih, protislovje.

U, o QU ° U,
u; Uy,
OUy,
Uy,
Us
O
Uso °© Uy

Slika 3.3: Dve moznosti za lokalno strukturo grafa X v primeru, ko 2-lok p = (uo,u1,u2) lezi na
dveh 6-ciklih.

Odtod sledi, da lokalna struktura dveh 6-ciklov, ki vsebujeta u, izgleda kot je
prikazano na desni strani slike 3.3. Ker je X ozine 6, je tretja soseda tocke ury
razlicna od tock u; € V(X), i €{0,1,...,13}, in zato N(uy) = {ug, us, ui4}. Ocitno
je tudi, da je N(U4) N {UQ, U109, W11, U192, ’U,13} =0.
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PopMOZNOST 3.1. Naj bo uy ~ ui4.

Ker 2-lok (us, ug, us) lezi na dveh 6-ciklih, je N(u19) NN (u12) # 0. Nadalje, ker je X
ozine 6, za vsak ¢ € {0,1,...,14} velja: u; & N(u10) N N(uj2). Torej obstaja tocka
uys, razlicna od tock u; € V(X), ¢ € {0,1,...,14}, za katero velja: ui5 € N(uig) N
N(ulg). Ker (U(), us, U7) ze lezi na dveh 6-ciklih UgUUTUU2ULUQY in UUUTUI4U4LUSUQ,
je tretja soseda tocke wui4 razliéna od tock u; € V(X), i € {0,1,...,15}, in zato
N(u14) = {u4,ur,u16}. Sedaj si oglejmo 2-lok (u1,uz,us). Ker lezi na dveh 6-ciklih,
mora biti N(u13) NN (ug) # 0. Ocitno u; & N(u13) N N(ug), i € {0,1,...,16}. Zato
obstaja tocka w7, razli¢na od tock u; € V(X), i € {0,1,...,16}. Ker (ug, ug, us) lezi
na dveh 6-ciklih, ugotovimo, da je N(u11)NN(ug) # 0. Vrh tega je N(u11)NN(ug) =
{u17} ali pa N(u11) N N(ug) = {uis}, kjer je uig # u; za vsak i € {0,1,...,17}. V
prvem primeru je 2-lok (ug, ug, u11) vsebovan na 6-ciklu uguguiiuirugususg in obstaja
tocka u; € N(ui1), za katero velja: N(ui) N N(uj) = {wiz}. Vendar potem je pa
urzuiruriujurg 4-cikel v grafu X, protislovje. Torej je N(ui1) NN (ug) = {uis}, kjer
uig # ug, za vsak ¢ € {0,1,...,17}. Ker 2-lok (us,uq,us) lezi na dveh 6-ciklih, sledi,
da je N(u10) N N(ug) = {wis} ali pa je N(uio) N N(ug) = {u7}.

Ce je N(ulo) N N(U9) = {ulg}, je N(’LL15) N N(u14) = {ulg} in 2-lok (ulo, us, U4)
lezi na 6-ciklu ujpusuquguguiguio. Nadalje, ker (uz,ug,u2) lezi na dveh 6-ciklih, je
N(u12) N N(uy3) # 0. O¢itno nobena tocka u;, i € {0,1,...,18} ne pripada preseku
N(u12) N N(u13) in zato obstaja tocka uig € N(ui2) NN (ui3), ki je razliéna od tock
w;, 1 €{0,1,...,18}. Ker tudi (uy7, ug, u3) lezi na dveh 6-ciklih, mora veljati, da je
uy7 ~ uie, in poslediéno, da je ui; ~ uig (saj je X 3-povezan). Vendar potem pa
(u10,u18, ug) lezi na enem samem 6-ciklu, protislovje.

Torej je N(uig) N N(ug) = {u17}. Poslediéno ugotovimo, da (ug,us,ug) lezi na
6-ciklu uqusuguizuigusug. Poleg tega, se lahko bralec hitro preprica, da je N(u14) N
N(uig) = {uis}. Dejstvo, da (uq,us,ug) lezi na dveh 6-ciklih implicira, da obstaja
tocka w19, ki je razlitna od tock u; € V(X), i € {0,1,...,18}. Ce pretehtamo
moznosti glede dveh 6-ciklov, ki vsebujeta (u1g, u15, u12), ugotovimo, da je ujg ~
u1g. Ker je X 3-povezavno povezan, sledi, da je uis ~ uig in zato je X izomorfen
Desarguesovemu grafu GP(10,3) (glej sliko 3.7).

PoDMOZNOST 3.2. Naj bo uy o u1g.

Potem obstaja tocka wuys, razliéna od tock u; € V(X), i € {0,1,...,13,14}, ki pri-
pada mnozici N(u4). Ker 2-loki (u7,ug,u2), (uo,us,usq), (ug,us, ur) in (ug, us,uy)
lezijo na dveh 6-ciklih, ugotovimo, da je N(ug) N N(ui4) # 0, N(usg) N N(us) # 0,
N(us) N N(uig) # 0 in N(ug) N N(uis) # 0, ter zato uig ~ ug, us ~ u12, Uig ~ Ui4
in uys ~ uir. Sedaj si oglejmo 2-loka (w1, ug,us) in (u1,ug,ug). Ker lezita na dveh
6-ciklih, obstajata taki toc¢ki uig in w7, obe razliéni od tock wu;, i € {0,1,...,15},
da je N(ug) N N(uiz) = {uie} in N(ui1) N N(ui2) = {ui7}. Poleg tega dejstvo, da
(u10,us, up) lezi na dveh 6-ciklih implicira, da je N(u1g) N N(ui3) # 0. Posledi¢no
je u1g ~ uig. Ker pa je X 3-povezavno povezan, ugotovimo, da je uiz ~ uig. Odtod
sledi, da je X izomorfen Pappusovemu grafu FO18A (glej sliko 3.6). S tem je dokaz
trditve 3.1.2 koncan. |

Lastnosti izjem, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju, podajamo v spodnjih
primerih 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 in 3.1.6.
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Primer 3.1.3 Heawoodov graf FO14A, graf na sliki 3.4, je edini kubi¢ni simetri¢ni

graf reda 14. FO14A je 4-regularen in ozine 6. Omenimo Se, da je FO14A Cayleyjev

graf Cay(D14, {x, vy, xy>}) diedrske grupe D1y = (z,y | 22 = y" = 1,9 =y~ 1).
Ker sta permutaciji s cikli¢no dekompozicijo

(Uo Ug Uy U1l U2 U13 10 U5)(U1 U9 Ug U4)(U2 U3)
in
(uo u1 ug u3 ug us)(ug Ui Ue ug Uil Uio) (U7 U13)

avtomorfizma grafa FO14A, sledi, da so konsistentni cikli v F014A dolzine 6 in 8.
Vec¢ informacij o grafu FO14A lahko bralec najde v [16, 23, 68].

Slika 3.4: Heawoodov graf FO14A. Slika 3.5: Moebius-Kantorjev graf GP(8, 3).

Primer 3.1.4 Moebius-Kantorjev graf GP(8,3), poznan tudi kot FO16A (graf na
sliki 3.5), je edini kubi¢ni simetriéni graf reda 16. GP(8,3) je 2-regularen, ozine
6 in Cayleyjev graf Cay(D1g, {z,zy, ry>}) diedrske grupe Dig = (z,y | 2% = 8 =
Ly* =y 1. (GP(8,3) je edini posploseni Petersenov graf z izjemo prizem GP(n, 1),
n > 3, ki je Cayleyjev graf diedrske grupe.) GP(8,3) je tudi Cayleyjev graf grupe
(Z4 X ZQ) Dl ZQ.

Moebius-Kantorjev graf GP(8,3) ima heksagonalno vlozitev na torus in oktogo-
nalno vlozitev na dvojni torus (glej [29]). Ker sta permutaciji s cikliéno dekompozi-
cijo

(uo ug w7 U U1t Y14 Ug Us) (U1 Uy U3 U UT5 U2 U UT0)
in

(o u1 u12 13 UT UG UTT Uts Uy U3 Us Us ) (Us U2 U14 U10)
avtomorfizma grafa GP(8,3), sledi, da so konsistentni cikli v GP(8,3) dolzine 8 in
12. Ve¢ informacij o tem grafu lahko bralec najde v [16, 23, 104].

Primer 3.1.5 Pappusov graf FO18A, graf na sliki 3.6, je edini kubiéni simetri¢ni
graf reda 18. FO18A je 3-regularen, ozine 6 in Cayleyjev graf Cay((Zs x Zs) X
Zo,{xz,yz, 2}) grupe H = (Zz x Z3) X\ Zy = {(z,y,z | 23 = 3> = 22 = 1,27 =
v~y = y Loy = yz). Njegova grupa avtomorfizmov, grupa izomorfna grupi
Zs x ((S3 x S3) % Zg), ima eno samo l-regularno podgrupo, izomorfna je grupi
H x Z3.
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Ker sta permutaciji s ciklicno dekompozicijo

(uo w1 u13 u1e U0 Us) (U U2 W17 UTT W14 Ug) (U7 U3 UT2 U Ug UTs)

n
(Un U15 U2 U7 U9 U4 U0 U5 UQ UL U2 Uﬁ)(um Ugq U U3 U3 u7)

avtomorfizma grafa FO18A, sledi, da so konsistentni cikli v FO18A dolzine 6 in
12. Omenimo $e, da je drsni avtomorfizem konsistentnega 6-cikla v grafu FO18A
(3, 6)-semiregularen. Ce si ogledamo pripadajoéi kvocientni graf, ugotovimo, da je
Pappusov graf I$(3)-pot (glej sliko 3.11). Ve¢ informacij o tem grafu si bralec lahko
ogleda v [16, 23, 46, 47, 75].

Uy, Uys u,

Slika 3.6: Pappusov graf FO18A. Slika 3.7: Desarguesov graf GP(10,3).

Primer 3.1.6 Desarguesov graf GP(10,3), poznan tudi kot graf z oznako F020B
(graf na sliki 3.7), je eden izmed dveh kubi¢nih simetri¢nih grafov reda 20. GP(10, 3)
je 3-regularen, ima ozino 6 in po [114, Theorem 1] ni Cayleyjev graf. Kot bomo
videli v nadaljevanju, je GP(10,3) tudi edini kubi¢ni simetri¢ni graf ozine 6, ki ni
Cayleyjev.

Ker sta permutaciji s ciklicno dekompozicijo

(uo uq w2 ue wy ug) (us w13 Uz w11 Uia U12)(Ug U19) (W10 U17 Uy UIS UTE Uls)
in
(Uo U1 U2 U U11 U18 U16 UL5 UL0 U5)(U8 U13 U3 U7 W19 U9 U4 U12 UL7 U4)

avtomorfizma grafa GP(10,3), sledi, da so konsistentni cikli v GP(10,3) dolzine 6
in 10. Ve¢ informacij o tem grafu si lahko bralec ogleda v [23, 75].

Ker je Heawoodov graf FO14A 4-regularen, Moebius-Kantorjev graf GP(8,3) 2-
regularen ter sta Pappusov graf FO18A in Desarguesov graf GP(10,3) 3-regularna,
velja naslednja posledica trditve 3.1.2.

Posledica 3.1.7 Naj bo X kubicni 2-reqularni graf oZine 6, v katerem vsak 2-lok
lezi na vec kot enem 6-ciklu. Potem je X Moebius-Kantorjev graf GP(8,3).
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3.1.2 Kubié¢ni 2-regularni grafi ozine 6

Namen tega podrazdelka je klasifikacija kubi¢nih 2-regularnih grafov ozine 6 (glej
izrek 3.1.13). V dokazu bomo potrebovali naslednje trditve in pomozne trditve.
Najprej navajamo trditev, ki jo je mo¢ izvleci iz [48, Lemma 6.1].

Trditev 3.1.8 [48] Naj bo X kubicni simetricni graf oZine 6 in naj bo G 1-regularna
podgrupa grupe avtomorfizmov AutX. Ce je G = (o, B | a3 = 32 = (aBa~1p71)? =
1,...), je G prava podgrupa grupe AutX.

S pomocjo trditve 3.1.2 in trditve 3.1.8 lahko dokazemo sledeci rezultat o kon-
sistentnih usmerjenih ciklih v kubi¢nih simetri¢nih grafih ozine 6. Kot bomo videli
v nadaljevanju, je ta trditev kljuénega pomena pri klasifikaciji kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6.

Trditev 3.1.9 Naj bo X kubicni simetricni graf oZine 6. Potem veljajo naslednje
trditve.

(i) Ce je X Heawoodov graf FO14A, so konsistentni usmerjeni cikli dolzine 6 in
8; ¢e je X Moebius-Kantorjev graf GP(8,3), so konsistentni usmerjeni cikli
dolzine 8 in 12; ce je X Pappusov graf FO18A, so konsistentni usmerjeni cikli
dolzine 6 in 12; ¢e je X Desarguesov graf GP(10,3), so konsistentni usmerjeni
cikli dolZine 6 in 10.

(ii) Ce je X 2-regularen, ki ni Moebius-Kantorjev graph GP(8,3), so konsistentni
usmerjeni cikli dolZine 6 in n > 6.

(iii) Ce je X 1-reqularen, so vsi konsistentni usmerjeni cikli dolzine 6.

DokAz. Tocka (i) velja po primerih 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 in 3.1.6. Torej lahko pred-
postavimo, da je X razlicen od grafov v (i). Naj bo C= UQU UUZUL U5 U USINETjEN
6-cikel v grafu X in naj bo za vsak i € Zg tocka v; € N(u;) \ V(C).

Denimo, da je X 2-regularen, ki ni Moebius-Kantorjev graph GP(8,3). Potem
po posledici 3.1.7 vsak 2-lok v grafu X lezi na natanko enem 6-ciklu. Ker je X
2-regularen, obstaja avtomorfizem « € AutX, ki 2-lok (ug,u1,us2) preslika v 2-lok
(u1,u2,us). Ker je pripadajoci cikel usmerjenega cikla C edini cikel, ki gre skozi 2-
lok (u1,usg,us), je go = 5, in zato uf* = u;11 za vsak ¢ € Zg. Sledi, da so usmerjeni
6-cikli v grafu X konsistentni. Vrh tega obstaja avtomorfizem grafa X, ki c preslika
v njemu nasprotno usmerjen 6-cikel ugusugususuiug (saj je X 2-regularen). Zato
usmerjeni 6-cikli v grafu X tvorijo eno samo orbito konsistentnih usmerjenih ciklov.
Po trditvi 2.2.3 velja tocka (ii).

Z namenom dokazati tocko (iii) predpostavimo, da je graf X 1-regularen. Po
trditvi 3.1.2 obstaja tak 6-cikel C’, razlicen od cikla C, da sta C' in C’ edina 6-cikla,
ki vsebujeta lok (us,up). Naj o € AutX,,, deluje na sosedih tocke ug kot permutacija
(vo us u1) in naj ( deluje na tockah, ki so sosednje krajis¢em povezave usugy kot per-
mutacija (u4 u1)(vs vg) ali kot permutacija (uq vo)(u1 vs) (8 je avtomorfizem, ki lok
(usug) preslika v 1ok (ugus)). Z drugimi besedami, § fiksira C' in C’, ali pa C' in C’
zamenja. Ce 3 fiksira C' in C’, potem se bo bralec preprical sam, da je afa~ 137!
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reda 3, kar je v protislovju s trditvijo 3.1.8. Torej § zamenja C in C’, in poslediéno
fBa fiksira C' in preslika lok (u4,us) v lok (us,up). Sledi, da je C konsistenten.
Nadalje, z uporabo dejstva, da je X 1-regularen, ugotovimo, da za poljuben 6-cikel
v grafu X pripadajoca usmerjena 6-cikla pripadata razlicnim orbitam konsistentnih
usmerjenih 6-ciklov. Zopet rezultat sledi po trditvi 2.2.3. [ |

S trditvijo 3.1.9 lahko dokazemo naslednje tri pomozne trditve.

Lema 3.1.10 Naj bo X kubicni 2-reqularni graf oZine 6, ki ni Moebius-Kantorjev
graf GP(8,3). Potem je drsni avtomorfizem konsistentnega usmerjenega n-cikla ﬁ,
n > 6, (k,n)-semiregularen, kjer je k > 2, in graf X I}'(t)-pot. Nadalje, ce je k = 2,
je X posploseni Petersenov graf GP(12,5) = GP(12,7).

Doxkaz. Oznacimo tocke konsistentnega usmerjenega cikla D na tak nacin, da je
D= ugu(l)u% “ug” 1u8, in naj bo p njegov drsni avtomorfizem; z drugimi besedami:
(ug)? = ud™ za vsak s € Z,. Ker X ni GP(8,3), po posledici 3.1.7 vsak 2-lok v
grafu X lezi na natanko enem 6-ciklu. Ocitno je p reda n, saj bi drugace p™ # 1
fiksiral (n—1)-lok (ud, u,u3, . .. ,ug_l), kar nasprotuje dejstvu, da je X 2-regularen.
Naj bo W mnozica orbit avtomorfizma p pri njegovem delovanju na V(X) in naj
bo |W| = k. Ocitno je V(D) € W. Nadalje, ker so edini simetriéni cirkulanti
Cayleyjevi grafi Cay(Z,,, {£1,n/2}), ki so ozine 4, velja, da je [|W| = k > 2. Lemo
bomo dokazali z indukcijo po Stevilu k. Glede na strukturo obravnavanih grafov
baza indukcije zajema vse vrednosti Stevila k iz mnozice {2,3,4,5}.

Naj bodo orbite v W oznacene na tak nacin, da je Wy = V(ﬁ) in Wy orbita
povezana z orbito Wy. Ker je X kubicen in je p reda n, klasi¢en argument preStevanja
(glej razdelek 2.1.1 o delovanju grup) pokaze, da so orbite v W lahko naslednjih
dolzin: n, n/2 in n/3. O¢itno je |Wy| = n.

Naj oznake tock v orbiti Wi = {uj | s € Z,} sledijo delovanju avtomorfizma p,
to je (uj)P = u1+1, in naj bo uy ~ uj za vsak s € Z,. Denimo, da je W; dolzine
n/3. Potem je [W| = 2 in za vsak s € Z,, velja, da je uj = u?rn/s = ui+2n/3 Torej

je N(uf) = {u, vy, stn/3, 5+2n/3} Vendar, ker je n/3 > 2, 2-lok (uo,u%,u(lﬁn/z;)

3 14n/3 1+n/3 2+n/3
lezi na dveh razlicnih 6 ciklih uoulun/ +n uwluud in u0u1u0+n/ U n/ uudug,

protislovje. Denimo, da je W; dolzine n/2 Potem za vsak s € Z velja, da
je uj = ui+”/2 in uo,u3+n/2 € N(uj). Vendar potem 2-lok (uo,u%,ué+n/2) lezi
na dveh razli¢nih 6-ciklih uduug n/2 1+n/ 2u1u0u8 in uoulué+n/ 22t/ 2u1u0u(1), zopet
protislovije. Torej je W; dolzme n, d(Wy,Wi) = 1 in X[Wo,Wl] = nK,. Ce
jeW| =k =2 jep (Q,n)—semiregularen, in zato je X posploseni Petersenov
graf. Ker so GP(8,3), GP(10,3) in GP(12,5) edini simetri¢ni posploseni Petersen-
ovi grafi ozine 6 in je graf GP(10,3) 3-regularen, sledi, da je X izomorfen grafu
GP(12,5) = GP(12,7), ki je ocitno 13%(7)-pot.

Potemtakem lahko sedaj predpostavimo, da je [WW| > 3. V tem primeru je valenca
podgrafa X[W;] enaka 0 ali 1 in obstaja orbita v W, ki je razli¢na od orbite Wy in
povezana z orbito W7.

Oglejmo si 2-lok (u, ud,ud). Ta 2-lok lezi na enem samem 6-ciklu, imenujmo
ga C. Enoli¢nost tega 6-cikla implicira, da so u8, u(l) in u% edine tocke iz Wy, ki so
vsebovane v C, in zato morata biti tocki u{ in u? vsebovani v C. Nadalje, ker je
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valenca podgrafa X |[W;] enaka 0 ali 1, mora Sesta tocka u cikla C, ki je povezana
z obema u in u?, pripadati orbiti, ki ni orbita Wy in je povezana z orbito Wj.
Imenujmo to orbito Wa. Sledi, da je d(W;) = 0, (W1, Ws) = 2 in |W3| = n. Poleg
tega lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da so tocke v orbiti Wa = {u$ |
s € Zpn} oznatene na tak nacin, da je (u3)? = u§+1 in uj ~ uj za vsak s € Z, ter
u = u3. Odtod sledi, da za vsak s € Z,, velja: N (u$) = {u§, u$,us™}. Torej, e je
k =3, je p (3,n)-semiregularen. Ker je X kubicen in d(Wy, W) = 2, mora biti n sod
in N(ug) = {uf,u2, u§+n/2} za vsak s € Zy,. Odtod pa sledi, da je X I%(n/2)-pot.

Odslej denimo, da je [W| > 3. Torej so tocke v Wy povezane tudi z neko or-
bito, ki ni orbita Wj. Imenujmo to orbito W3. Kot pri orbitah W;, ¢ < 2, lahko

predpostavimo, da so totke v W3 = {uj | s € Z,} oznaCene na tak nacin, da je

za vsak s € Z,: (u3)? = uj™ in u§ ~ ug. Trdimo, da je |W3| = n. Denimo
nasprotno, da je |W3| = n/3. Potem je u§ = u§+n/3 §+2n/3 za vsak s € Zj in zato

N(u3) = {us, s+n/3, ;+2n/3} Oglejmo si 2-lok (u9, u?, u3). Ta 2-lok mora lezati na
enoli¢no dolo¢enem 6-ciklu, imenujmo ga C, ki je razlicen od 6-cikla potekajocega
skozi 2-lok (ul, uz, uy?) in 6-cikla potekajocega skozi (ul, u3,u?). Torej morata biti
obe tocki uJ in u3 vsebovani v C. Vendar, ker je N(u3) N N(u3) = ), to ni mogoce,
in zato |W3| # n/3. Predpostavka, da je |W3| = n/2, nas pripelje do protislovja na
podoben nacin. Torej je |W3| = n kot smo trdili. Vrh tega mora 6-cikel, ki vsebuje
2-lok (u3,u?,u3), otitno vsebovati tudi tocki uJ in u3. Ker je d(Wa, W3) = 1, bodisi
obstaja tak ¢t € Z, \ {0}, da je 2t = 2 (mod n) in u§ ~ ui™" za vsak s € Z,, bodisi
obstaja tocka u € Wy, kjer je Wy € W razlicna od orbit W, i € {0,1,2,3}, ki
je povezana z obema tockama ug in u2. V prvem primeru je k = 4 in je torej X
I} (t)-pot. V drugem primeru pa lahko tocke v orbiti Wy = {u] | s € Z,} oznacimo
na tak naéin, da je (u3)? = uit in u§ ~ uj za vsak s € Z,, ter u = u3. Sledi, da za
vsak s € Zy, velja: N(u3) = {u3, uf, ui+2}. To zaklju¢i bazo naSe indukcije.

Za indukcijski korak predpostavimo, da je za vsak j < i, kjer je i € Zj \
{0,1,2,3,4}, orbita W; € W dolzine n ter N(uj_y) N W; ={uj}, s € Zy, ¢e je j lih
in N(uj_) NW; = {uj,u j+2}, s € Zn, Ce je j sod. Nadalje, ¢e je j # 0, je orbita
W; neodvisna mnozica tock. (Z drugimi besedami: induciran podgraf X [U;;%)VVJ]
grafa X je skoraj identi¢en I7(t)-poti z edino razliko v zadnji orbiti.) Brez skode za
splosnost lahko predpostavimo, da so tocke v orbiti W; = {u | s € Z,} oznacene
na tak nacin, da je (u$)? = ui™ in uf | ~ u$ za vsak s € Z,. Denimo, da W; ni
dolzine n.

Najprej predpostavimo, da je W; taka orbita, da je d(W;_o, W;_ 1) =1 (torej je i
liho §tevilo). Potem je po predpostavki d(W;_3, W;_2) = 2 in 2-lok (u{_,u) 5,u? ,)
lezi na enoliéno dolo¢enem 6-ciklu, imenujmo ga C', ki ni niti 6—c1kel potekajo¢ skozi
2-lok (ud 5, ud 5, u; 3) niti 6-cikel potekajo¢ skozi (u_ 3, u? o ud 3) Torej sta obe
tocki u)_; in u? | vsebovani v C in zato mora biti N( DN N2 ) # 0. Nadalje,
ker je po predpostavkl i<k-—1,je Nud )N N@?, ) C V(W;). Odtod pa sledi,
da v primeru, ko je |W;| = n/3 oziroma |W;| = n/2, velja n/3 = 2 oziroma n/2 = 2.
Ker oboje nasprotuje dejstvu, da je n > 6, je [W;| = n in uf"2,uf | € N(uf) za vsak
SE€Ly, Cejei=k—1,je X I}(n/2)-pot. V nasprotnem primeru obstaja orbita
Wi+1, ki je povezana z orbito W; in je razli¢na od orbite W;_;. Ocitno lahko tocke
v tej orbiti oznacimo na tak nacin, da je Wiy1 = {uj,; | s € Z,} in uj ~ uj,,, kjer
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. 1

Je (Uf+1)p = Ufil

Sedaj predpostavimo, da je W; taka orbita, da je d(W;_o, W;_1) = 2 (torej je

i sodo Stevilo). Potem je d(W;_3,W;_2) = 1. Ker je X kubicen, sta W;_o in W;

edini orbiti v W, ki sta povezani z orbito W;_1, in je X [W;_1] neodvisna mnozica
s+n/3 s+2n/3 . s

= in N(uf) =

tock. Denimo, da je |W;| = n/3. Potem je uf = u;

3 2n/3
{u s+n/ s+ n/

S ul Y za vsak s € Zy,. Oglejmo si 2-lok (ud_ 1,ug,u /) Ker mora

lezati na 6-ciklu in je d(W;_s, VVZ 2) = 1, ugotovimo, da je 0 # N(u n/3) NN(u) ,) C
Wiy ali 0 £ N@!3) 0 N(u%) € Wiy ali 0 £ N@w!/37?) 0 N@w?_,) C Wiy ali
0 # N(u :Lfg 2) N N(uii) C W;_1. Vendar, ker je n > 6, se bo bralec preprical
sam, da se nobena izmed navedenih moznosti ne more zgoditi. Sedaj denimo, da je
|Wi| = n/2. Potem je uj = u, /2y (R f+?/2 € N(u}) za vsak s € Zy. Torej je

(ud 1, u?, u?/f) 2-lok. Ker je d(W;_3,W;_2) = 1, dejstvo, da ta 2-lok lezi na 6-ciklu,

implicira, da je ) # N(u n/z)ﬂN( u) o) C Wi_q ali ) # N(u n/z)ﬂN( 2) C Wiy
ali 0 £ N2 A N@W0_,) C Wiy ali § £ N(u272) 0 N(u;%) € Wi_y. Zopet,

ker je n > 6, ugotovimo, da se nobena izmed navedenih moznosti ne more zgoditi.
Sledi, da je |W;| = n in X[W;_1, W;] = nKj. Po indukciji je p (k,n)-semiregularen
in ocitno sledi, da je X I}'(t)-pot. S tem je dokaz koncan. [ |

Lema 3.1.11 Naj bo X kubi¢ni 2-reqularni graf oZine 6, ki ni Moebius-Kantorjev
graf GP(8,3), s konsistentnim usmerjenim n-ciklom D, n > 6. Potem je X I}}(t)-pot
i n sodo Stevilo. Poleg tega velja:

(i) ce je k lih, je n =2 (mod 4);
(ii) ce je k sod in jet =n/2+1, jen =0 (mod 4);

kjer je k Stevilo orbit drsnega avtomorfizma konsistentnega usmerjenega cikla D.

Dokaz. Ker X ni GP(8,2), po posledici 3.1.7 vsak 2-lok lezi na enem samem 6-
ciklu. Nadalje, po lemi 3.1.10 je drsni avtomorfizem p cikla D (k,n)-semiregularen
in graf X je I}'(t)-pot. Torej je X, pot dolzine k > 2. Za k = 2 je graf X izomor-
fen posplosenemu Petersenovemu grafu GP(12,7) = GP(12,5), za katerega trditev
oc¢itno velja. Zato lahko predpostavimo, da je k > 3.

Naj bodo W;, i € Zj, orbite avtomorfizma p, tako da je v X, orbita W; povezana
z orbito Wi za vsak i € Zy \ {k — 1}. Ker je X I}}(t)-pot, lahko tocke grafa X
oznacimo na tak nacin, da je uf € Wi, kjer je (u3)? = ui™', za vsak i € Zj, in vsak
s € Zn, D= uQud - ud Ml in N(uf) = {u,us, ui™} za vsak s € Z,,. Ker je po
trditvi 3.1.1 X dvodelen graf, je n sodo Stevilo.

Za dokaz tocke (i) denimo, da je k liho stevilo in da je n = 0 (mod 4). Potem
je n/2 sodo stevilo. Ker je X Ij'(t)-pot, ugotovimo, da je podgraf X [Wj_o, Wj,_1]
disjunktna unija dveh grafov Y in Y’ reda n. Tako Y kot Y’ premoreta tocke
valence 2 (tocke iz orbite Wj_o) in tocke valence 3 (tocke iz orbite Wy_1). Ker
je X 2-regularen, obstaja avtomorfizem -, ki 2-lok (ud,ud,u?) preslika v 2-lok

(“272#2717%32)- Z uporabo dejstva, da vsak 2-lok v X lezi na enem samem
6-ciklu, se bo bralec preprical sam, da je DY =Y ali pa DY =Y. Vendar, ker je
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X[Wp] = D valence 2, Y in Y’ pa sta neregularna grafa, to ni mogoce. Torej, e je
k liho stevilo, je n =2 (mod 4).
Za dokaz tocke (ii) predpostavimo, da je k sodo Stevilo, n = 2 (mod 4) in t =
n/2 4 1. Potem je t sod in je X[Wj_1] disjunktna unija dveh ciklov
0 2 2t —t 0
UR—1 U U1 U U gy
in
1 1+t 142 1-2t 1—t 1
up D T g g
dolzine n/2. Vendar, ker vsak 2-lok v X lezi na enem samem 6-ciklu, sledi, da
avtomorfizem, ki preslika 2-lok (ud, ud,ud) v 2-lok (ul_,,ul ,u3' ) preslika D v

“2-1“2-1“?-1 e u,;ftl, u;flug_l, protislovje. To zakljuc¢i dokaz Leme 3.1.11. [ |

Med drugim nam lema 3.1.11 pove, da je v primeru, ko je k sodo stevilo podgraf
induciran na zadnji orbiti 2-regularne I}(t)-poti n-cikel.

Pri naslednji lemi bomo potrebovali lastnosti posplosenih diedrskih grup, ki so
navedene v razdelku 2.1.2, ter lastnosti normalnih Cayleyjevih grafov navedene v
razdelku 4.1.

Lema 3.1.12 Naj bo X kubicni 2-reqularni graf oZine 6, ki ni Moebius-Kantorjev
graf GP(8,3). Potem je X IJ'(t)-pot, kjer je n > 6 sod, k = n/2 ali k = n/6,
t=mn/2, ¢ejek lih, int =n/2+1, ée je k sod. Poleg tega je X normalni Cayleyjev
graf posplosene diedrske grupe Dih(Z,, /o x Zi) = (x,y, 2 | 2?2 =y =22 = (2y2)? =
(ay)"? = (y2)"/? = (za)"? = 1, (ay)* = (y2)* = (22)%).

Dokaz. Naj bo D konsistentni usmerjeni n-cikel, n > 6, grafa X. Rezultati
Leme 3.1.10 in Leme 3.1.11 implicirajo, da je n sodo Stevilo, da je drsni avtomorfizem
p usmerjenega cikla D (k,n)-semiregularen in da je X I}'(t)-pot za nek primeren ¢.
Iz omenjenih lem sledi tudi, da je v primeru, ko je k lih, D edini usmerjeni n-cikel,
katerega drsni avtomorfizem je avtomorfizem p.

Naj bodo W;, i € Zj, orbite avtomorfizma p, tako da je za vsak i € Zy \ {k — 1}
v X, orbita W; povezana z orbito W; 1. Dalje, brez skode za splosnost lahko tocke
grafa X ozna¢imo na tak nacin, da je uf € Wj, kjer je (u3)? = uit?, za vsak i € Zj,
in vsak s € Z,,.

Naj bo € mnozica neusmerjenih konsistentnih n-ciklov grafa X. Oglejmo si
naravno delovanje grupe AutX na mnozici Q. Ker je X 2-regularen in |V (X)| = nk,
je grupa avtomorfizmov AutX grafa X reda 6kn. Bralec se bo preprical sam, da je
AutXp = Ds,. Zato standardni argument preStevanja pokaze, da je

|Orbputx (D) = |[AutX : AutXp| = 3k.

Z uporabo trditve 2.2.3 ugotovimo, da je v grafu X natanko 3k konsistentnih n-ciklov
(in zato 6k konsistentnih usmerjenih n-ciklov).

Po lemi 3.1.11, je n sod, kar pomeni, da je za vsak lih i € Z; \ {k — 1} podgraf
X [W;, Wit1] disjunktna unija dveh n-ciklov. Ce je k sod, naj bo C podgraf induciran
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na X[Wy_1]. Definirajmo mnozico C kot mnozico k ciklov dolzine n grafa X na
sledeci nacin:

C— {X[W;, W] | i € Zy \ {k — 1} lih} U{D}, ¢e k lih
- { {X[Wi,Wi+1] ‘ 1€ Ly \ {k‘ — 1} hh} U {D} U {C}, ¢e k sod

Oznac¢imo n-cikle v C na slede¢i nac¢in: Co = D ter za vsak lih i € Z; \ {k — 1}
je C; n-cikel induciran s tockami v X [W;, W;41] z lihimi oznakami in C;1; n-cikel
induciran s tockami v X [W;, W;41] s sodimi oznakami. Ce je k sod, naj bo Cj_1 = C.
Dokazali bomo, da je C blok neprimitivnosti za delovanje grupe AutX na mnozici
). V ta namen moramo najprej pokazati, da so vsi n-cikli v mnozici C konsistentni
(torej, da je C C Q). Ker je X 2-regularen, za vsak 2-lok a; = (u?H, ud, ufﬂ), kjer je
i € Zy,\ {k — 1} lih, obstaja avtomorfizem 3; € AutX, ki 2-lok (ud, u, u3) preslika v
a;. Ce je k sod, zaradi 2-regularnosti grafa X obstaja tudi avtomorfizem 3 € AutX,
ki (u), ud, u) preslika v (ug_l, ub uit_l) Ker vsak 2-lok v X lezi na enem samem
6-ciklu, sledi, da je C’gi = C; in C’g = Cj_1, ko je k sod. Poleg tega za vsak lih
i € Zi \ {k — 1} velja Cin = Cj11. Torej je C; € Q za vsak i € Zj, in zato je C C (.
Preostane pokazati, da je C blok neprimitivnosti za delovanje grupe AutX na 2.
Ker je C 2-faktor v grafu X, je tudi C7 2-faktor za vsak avtomorfizem v € AutX.
Denimo, da obstaja tak avtomorfizem v € AutX, da je CYNC # (). Potem obstajata
taki Stevili 4,5 € Zy, da je C] = C;. Najprej predpostavimo, da je j & {0,k — 1}
lih. Potem je C; = u?u?HUj_Q x u]_flug) Ker je C7 2-faktor, sledi, da za vsako sodo
Stevilo s povezave

u‘;;luj;lfl, (31)
kjer je L € {0,1,...,7 — 1} in povezave

U541 US 41 (3:2)

kjerjel € {1,2,...,k—j—2},cejeksod,inl € {1,2,...,k—j—3}, ¢e je k lih, niso
vsebovane v nobenem n-ciklu iz mnozice C7. Odtod sledi, da Cy, Cory1 € C7, kjer je
2r+1€{1,3,5,...,k—3}U{k—1}, ceje ksod, in 2r+1 € {1,3,5,...,k — 2}, ¢e
je k lih. Sedaj dejstvo, da je Cy € C7 implicira, da tudi za lihe vrednosti Stevila s
povezave v (3.1) in (3.2) niso vsebovane v nobenem n-ciklu iz C7. Torej je C7 = C.
Z uporabo enakih argumentov se lahko bralec preprica, da tudi v primeru, ko je
j € {0,k — 1} ali ko je j sodo stevilo, velja, da je C7 = C. To dokaze, da je C blok
neprimitivnosti. Ker je |Q] = 3k, sledi, da obstajata Se dva bloka, imenujmo ju D
in £, ki vsebujeta po k konsistentnih n-ciklov, tako da je Q =CUDUE.

Ocitno vsak 2-lok v X lezi na konsistentnem n-ciklu. Ker je [Q2| = 3k in |[V(X)| =
kn, velja tudi, da vsaka tocka lezi na natanko treh konsistentnih n-ciklih, na enem
iz vsakega bloka C, D in £.

Ker so C, D in & bloki neprimitivnosti za delovanje grupe AutX, AutX deluje
na mnozici {C,D,E} kot grupa stopnje 3. Torej obstaja taka podgrupa edinka G
grupe AutX, da je AutX/G = S3 ali AutX/G = Zs. Vendar slednje se ne more
zgoditi, saj vsaka tocka v X lezi na enem konsistentnem n-ciklu iz vsakega bloka
C, D in £. Natancneje povedano, ker je stabilizator tocke v AutX izomorfen S,
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obstaja avtomorfizem, ki fiksira C in zamenja D in €. Torej je AutX/G = S3. Ker
je |[AutX| = 6kn, je grupa G reda nk. Dejstvo, da je G jedro delovanja grupe
AutX na {C,D, &}, implicira, da G fiksira mnozice C, D in €. Zato je stabilizator
tocke G, = 1 trivialen za vsako tocko u € V(X). Standardni argument prestevanja
pokaze, da je |Orbg(u)| = |G : Gy| = |G| = nk, kar pomeni, da G deluje regularno na
grafu X. Ker je G podgrupa edinka v Aut X, sledi, da je X normalni Cayleyjev graf
grupe G. Lastnosti o simetri¢nih normalnih Cayleyjevih grafih (glej razdelek 2.2.3)
povedo, da je X = Cay(G,S), kjer je S mnozica treh involucij S = {z,y, z}. Poleg
tega obstaja tak avtomorfizem o € AutG, da je 2% =y, y* = z in z¢ = .

Naj bo X¢ kvocientni graf grafa X glede na C, to je graf z mnozico tock C in
povezavami induciranimi na naraven nacin s povezavami F(X). Ocitno G deluje
na X¢. Z uporabo leme 3.1.11 ugotovimo tudi, da je X¢ cikel dolzine k. Zato G
deluje na X¢ kot diedrska grupa reda 2k. Torej obstaja taka podgrupa edinka K
grupe G, da je G/K = Dyy. Ker p? fiksira n-cikle v C, je p? € K. Ker je |G| = kn,
|Day| = 2k in p? reda n/2, je K = (p?). Naj bo u € V(X). Brez §kode za splosnost
lahko predpostavimo, da je u’ = Lyyu, in torej p~2Ly, € G, (kjer Lg oznacuje
levo regularno reprezentacijo grupe G). Ker je G regularna na V(X), sledi, da je
p? = Lyy. Sedaj nam dejstvo, da je p? reda n/2, pove, da je (vy)™/? = 1. (Grupna
relacija (zy)™? nam porodi n-cikle v C.) Zaradi simetrije (z uporabo avtomorfizma
a) dobimo tudi, da je

(wy)"? = (y2)"? = ()" = 1.

Obstajata dve moznosti za 6-cikle v X. Bodisi 6-cikli ustrezajo relaciji zyzyxz
bodisi relaciji (zyz)2. V prvem primeru je zzx = yzy in z uporabo avtomorfizma o
ugotovimo, da je yxy = zxz. Vendar, ¢e tocke grafa X preimenujemo na tak nacin,
da je u} = 1 € G, vidimo, da je ug = yry = zrz € Wy. Odtod sledi, da je k = 2 in
n/2 + 1 = 3, protislovje. (Namre¢, ¢e je k > 2, je zzz € Wy U W3.) Torej 6-cikli v
X ustrezajo grupni relaciji (ryz)? in zato je

G=(z,y,z|2®=y?=2%= (2y)"? = (y2)™? = (z2)"/? = (xy2)? = 1,...). (3.3)

Glede na lihost in sodost Stevila k, lema 3.1.11 pove, da je struktura grafa X kot je
prikazano na slikah 3.8, 3.9 in 3.10.

Naj bo a = zy, b = yz in ¢ = zx. Z uporabo relacij (3.3) ugotovimo, da a, b in ¢
med seboj komutirajo. Poleg tega veljajo naslednje relacije: a® = b, b* =c¢, c* = a
in ab = ¢!. Naj bo H abelska podgrupa grupe G generirana z elementoma a in b.
Ker je ab = ¢!, je ¢ € H. Bralec bo preveril sam, da je a® = a¥ = a* = o' in
b* = bY = b* = b~'. Odtod sledi, da je H edinka v grupi G. Ker je G generirana z
elementi x, y in z, velja tudi, da je G/H = (xH,yH, zH). Nadalje, ker jea = zy € H
inb=yze€ H,jexH =yH = zH in zato G/H = (xH) =2 Zy. (xH # H, saj biv
nasprotnem primeru x € H in zato tudi y = z - xy € H. To pa bi impliciralo, da x
in y komutirata. Vendar, ker sta = in y involuciji, njun produkt zy pa je reda n/2,
to ni mogoce.) Ker je |G| = kn, je |H| = kn/2. Ker je H abelska grupa generirana
z dvema elementoma reda n/2, sledi, da je H = (a)(b) = ({a) x (b))/({a) N (b)).
Med drugim nam to dejstvo pove, da k deli n/2. Preostane poiskati presek (a) N (b).
Glede na sodost in lihost Stevila k ter Stevilo t je potrebno premisliti tri moznosti.
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RO O T0

Slika 3.8: Struktura grafa X, ¢e je k lih.

0 0,2 0,2 0
=== - (W)

Slika 3.9: Struktura grafa X, ée je k sod in t = 1.

MozNosT 1. Naj bo k liho &tevilo.

Potem je

0.0.0 0 n/2 n/2 n/2 n/2 n/2 n/2—1 n/2-2 2. 1.0

cikel v grafu X (del tega cikla je prikazan na sliki 3.8). Ker je n/2 liho Stevilo
(spomnimo, da je po lemi 3.1.11 n = 2 (mod 4)), je pripadajoca relacija v grupi G
relacija (zz)F=D/22(yz)k=D/2(2y)("=2)/4z in zaradi tega velja:

w2(wz) B2 (y2) 702 = (ya) R, (3-4)
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0
-

/242

Slika 3.10: Struktura grafa X, ée je k sod in t = n/2 + 1.

Ker je yz reda n/2 ter elementi a, b in ¢ med seboj komutirajo po enac¢bi (3.4) sledi,
da je (z2)*(y2)* = 1. Torej je b* = c*. Ker je b* = ¢ in ¢® = a, velja tudi, da je
a® = b¥ = ¢*. Dejstvo, da je ab = ¢!, implicira: a3 = 3% = 3% = 1. Ker je a
reda n/2, sledi, da n/2 deli 3k. Odtod dobimo, da je k =n/2 ali k = n/6 (saj k deli

n/2). Torej je H = Zi/z ali H = Zy, /9 X Ly 6.

MoZNOST 2. Naj bo k sodo stevilo in ¢t = 1.

Potem je

0,0 0 0 1 1 1 1,11
UU Uz« " Up 1 Up U _2UE_3 " - U Uyl

2k-cikel v X (del tega cikla je prikazan na sliki 3.9). Pripadajoca relacija v grupi G
je (zz)*/2= 1 (zy)k¥/222. Ker a, b in ¢ komutirajo in je b* = ¢, dobimo: a¥/? = pk/2 =
/2. Ker je ab = ¢, sledi, da je a®%/2 = p3%/2 = ¢35/2 = 1. Ker je a reda n/2,
ugotovimo, da n/2 deli 3k/2. Vendar, ker k deli n/2, se bo bralec preprical sam, da
se ta primer ne more zgoditi.

MozNOsST 3. Naj bo k sodo stevilo in ¢t =n/2 + 1.

Potem je
0,0,0 0 n/2+1 n/2+1 n/2+1 n/24+1 n/24+1 n/2 n/2-1 2. 1.0

cikel v X (del tega cikla je prikazan na sliki 3.10). Po lemi 3.1.11 je n =0 (mod 4)
in zato je pripadajoca relacija v grupi G relacija (zz)*¥/21zy(zy)F/271 2 (zy)" 2.
Odtod sledi, da je z(z2)*/2=1(2y)*/22 = (yz)™* in zato je (x2)"/?(y2)*/? = (yx)™/*.
Ker je yx reda n/2 ter a, b in ¢ med seboj komutirajo, sledi, da je (z2)*(yz)* = 1.
7 uporabo avtomorfizma a sedaj dobimo, da je a¥ = b* = ¢*. Ker je ab = ¢ 1,
sledi tudi, da je a®* = % = ¢3* = 1. Z uporabo enakih argumentov kot pri
Moznosti 1 ugotovimo, da je k = n/2 ali k = n/6. Torej je G = Dih(Zim) ali
G = Dih(Z,, )3 X Zps6). S tem je dokaz Leme 3.1.12 koncan.
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S predhodnimi pomoznimi trditvami lahko sedaj dokazemo sledeci izrek, ki klasi-
ficira kubi¢ne 2-regularne grafe ozine 6.

Izrek 3.1.13 Kubicéni simetricni graf oZine 6, ki ni Moebius-Kantorjev graf GP(8, 3),
je 2-reqularen natanko tedaj, ko je izomorfen I,%m(t) -poti, normalnemu Cayleyjevemu
grafu Cay(G, {x,y, z}) posplosene diedrske grupe G = Dih(Zy, x Zy) = (x,y,z | 2% =
y* =27 = (2y2)” = (xy)™ = (y2)™ = (z2)™ = 1, (2y)* = (y2)* = (z0)*), kjer
m >3, k=malik=m/3, t =m, ¢e jek lih, int=m+ 1, ée je k sod.

DokAz. Ce je X kubiéni 2-regularni graf ozine 6, ki ni FO16A, lema 3.1.12 pove, da
je X I}}(t)-pot, normalni Cayleyjev graf grupe G = Dih(Z,,/5 X Zj) s prezentacijo
(w,y,2 | 2% =y = 2% = (2y2)? = (ay)"? = (y2)"/? = (za)" =1, (2y)* = (y2)F =
(zz)k,...) glede na mnozico S = {z,y, 2}, kjer je n > 6, k = n/2 ali k = n/6, in
t=mn/2, ¢eje k lih, in t =n/2 + 1, e je k sod. Ce definiramo m = n/2, vidimo, da
prvi del izreka 3.1.13 drzi.

Za dokaz obrata denimo, da je X = Cay(G,S) Cayleyjev graf grupe G =
Dib(Zo X Zi) = (2,2 | 2% = 4 = 22 = (2y2)? = (wy)" = (y2)" = (z2)" =
L (zy)* = (y2)* = (z2)*,...) glede na S = {x,y, 2}, kjer je m > 3, in k = m ali
k =m/3. Ker so x, y in z involucije in (zyz)? = 1, je X o¢itno valence 3 in ozine 6.
Velja tudi, da je X I?™(t)-pot glede na orbite podgrupe (z,y). Preostane pokazati,
da je X 2-regularen.

Vsak element v G lahko zapisemo v obliki a’b? 2¢, kjer je a = 2y, b = y2, i, j € L,
in e € {0,1}. Naj bo ¢ = zz. Potem je H = (a,b,c) = (a,b) = Z,, X Zj abelska
grupa. Naj bo a: G — G definirana z

- —jpiti Ge € =
(a't?z)" = { Z—j—li)-lb—j:ri—l-lZ? EZ Z :(1) : (3.5)

Pokazali bomo, da je a € AutG. Ker je a®* = a~! in b* = b~!, velja:

o , 3

(@) e e=1
R 3

(@t Wtz gee=0
g 3 o,

a Iyt tee=1ine =1

AT AR S AT )
P

aJ Iyl tee=0in€e =1

L 3 _
A cee=0ine =0
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(a'za" b 2 )
tee=1ine =0

in
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( Zb] e)a( i/bj/ e’)a { a—J-l—lb—]—H-‘rlza—j tep—iitite e , Gee= 1
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B a—j+j’+1—e’b—j+j’+z‘—i’+1—e’zl+e’, tee=1
- a I ey i e e cee=0
ey . .
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)
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kjer so i,4',4,j € Zy, in €, € {0,1}. Torej je a endomorfizem grupe G. Nadalje,
denimo, da je (a'b72€)* =1 za i,j € Zp, in € € {0,1}. Ce je € = 1, potem (3.5)
implicira, da je a7 H1p= 7+ = 2 ¢ H. Zatojex = zc € Hin y = za € H, kar
pa je v protisloviu z dejstvom, da G ni abelska. Ce je € = 0, potem po (3.5) velja:
o/ = b7t Kojek =m,jej=—j+i=0in posledicno i = j = 0. Ko je
k = m/3, ugotovimo, da je j =i — j = dk (mod m), kjer je § € {0,1,2}. Torej je
i=j=0,alii=2kinj =k, alipai=Fkinj =2k Kerjea® = b* v vseh treh
primerih dobimo, da je a’¥ = 1. Odtod sledi, da je endomorfizem « injektiven, torej
a € AutG. Kerje 2% = (abz2)® = a' 71y = ¢ 4@ = (b2)* = a1 Tp7 1y = 2
in 2% = abz = z, avtomorfizem o € AutX; ciklicno permutira sosede tocke 1, torej
je X simetricen. Zaradi relacije (ryz)? = 1 je ozina grafa X enaka 6. Ker je X
I?™(t)-pot, obstaja konsistentni usmerjeni 2m-cikel. Po tocki (iii) trditve 3.1.9 je X
2-regularen. [ |

Posledica 3.1.14 Naj bo m celo Stevilo. Potem velja.

(i) Ce jem =1, potem ne obstaja kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 2m? ali

6m?2.

(ii) Ce je m = 2, potem ne obstaja kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 2m?;
in obstaja natanko en kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 6m?2, izomorfen
je I32(7)-poti.

(iii) Ce je m = 3, potem ne obstaja kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 2m?;
in obstaja natanko en kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 6m?, izomorfen
je I13%(9)-poti.

(iv) Ce jem > 4, potem obstaja natanko en kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda
2m?, izomorfen je 12 (t)-poti, kjer je t = m, ée je m lih, int = m + 1, ce
je m sod; in obstaja natanko en kubicni 2-reqularni graf oZine 6 in reda 6m?2,
izomorfen je IS™(t)-poti, kjer je t = 3m, ée je m lih, int = 3m + 1, ée je m
sod.

3.1.3 Kubiéni l-regularni grafi ozine 6

Namen tega razdelka je klasifikacija kubiénih 1-regularnih grafov ozine 6 (glej
izrek 3.1.22)

Grupa avtomorfizmov kubi¢nega 1-regularnega grafa X s konsistentnimi usmer-
jenimi 6-cikli ima prezentacijo AutX = (a,b | a? = b5 = (ab)® = 1,...) (glej [36, 55]).
Skupaj s trditvijo 3.1.9 nam to dejstvo pove, da velja naslednja trditev.

Trditev 3.1.15 Naj bo X kubicni 1-reqularni graf oZine 6. Potem je AutX = (a,b |
a? =08 = (ab)® =1,...).

Komutatorska podgrupa G' = [G,G] grupe G je podgrupa generirana z G' =
(G, G] = {[a,b] | a,b € G), kjer je [a,b] = a~'b~'ab. Bralec se bo preprical sam,
da je [G,G] edinka v G ter da je G/[G,G] abelska (glej tudi [125, Theorem 2.23]).
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V dokazu trditve, da so kubi¢ni 1-regularni grafi ozine 6 normalni Cayleyjevi grafi
posplosenih diedrskih grup, bomo potrebovali Millerjev rezultat [110] iz leta 1932,
ki pravi, da je komutatorska podgrupa grupe generirane z dvema elementoma a in
¢ generirana z elementi oblike a“*¢ 7a’c/. Tu navajamo le poseben primer tega
rezultata, ko je element a involucija, ¢ element reda 3 in njun produkt ac reda 6.

Trditev 3.1.16 [110] Naj bo G = (a,c | a®> = ¢ = (ac)® = 1,...) grupa. Potem je

njena komutatorska podgrupa G' generirana z G' = {acac™',ac tac).

DokAz. Naj bo w = acac™, w = ac lac in H = (w,w). Ker je w = [a,c!] in
w = [a,c], je H vsebovana v komutatorski podgrupi G’ grupe G. Naj bo b = ac.

Potem je w = abab™! in w = ab~tab. Ker je w* = w™t, w® = 0!, w° ot

=w " in
w¢ = (ab®)™! = ww™!, je H edinka v grupi G. Ker je G’ = (w9 | g € G) (glej [85,
str. 141]), sledi, da je H = G'. |

Trditev 3.1.17 Naj bo X kubiéni 1-reqularni graf oZine 6. Potem je AutX =
(Zypmn, X L) X Zg za neka m,r € Z in graf X je normalni Cayleyjev graf posplosene
diedrske grupe Dih(Zyy, X Zy,). Poleg tega je r # 1, 3.

Dokaz. Po trditvi 3.1.15 je G = AutX = {(a,b | a®> = % = (ab)® = 1,...). Naj bo
¢ = ab. Potem je G generirana tudi z elementoma a in ¢. Zato je po trditvi 3.1.16
komutatorska podgrupa G’ grupe G generirana z G’ = (aclac,acac™!). Naj bo
w = ac lac in w = acac™'. Po kratkem izrac¢unu ugotovimo, da je ww = ww, kar
pomeni, da je G' abelska grupa. (To dejstvo med drugim implicira, da je G’ prava
podgrupa grupe G.) Ker je w? = w1, velja tudi, da sta w in @ enakega reda.
Zato je G' = (w) x (W) /{(w) N (W) = ZLpm, X L, Kjer je w™™ = @™ = 1. (To pomeni,
da je v primeru, ko je m = 1, komutatorska grupa G’ = Z, cikli¢na.)

Ker je G = (a,c | a® = ¢ = (ac)® = 1,...), je kvocientna grupa G/G’ =
(aG',cG" | (aG")? = (cG")3 = 1,...) abelska in izomorfna podgrupi grupe Zg. Naj-
prej bomo pokazali, da je aG’ # G'. V ta namen predpostavimo nasprotno, da je
aG’' = G’'. Potem je a € G'. Ker je G’ abelska, je w® = w. Enacba

awa = aac taca = ¢ taca = ac lac = w
implicira, da je w™! = w, torej je w involucija. Odtod sledi, da je G’ izomorfna
podgrupi v grupi Zs X Zg in zato |G| < 24; protislovje, saj je najmanjsi kubi¢ni
1-regularni graf reda 26 (glej [16, 23]). Torej aG’ # G'.

Denimo, da je ¢ € G'. Potem je cw = wc in po izra¢unu, dobimo, da je w = w™
Odtod sledi, da je G’ = (w) cikli¢na in G/G’ = (aG’) = Zy. Ker je w® = w1, je G
diedrska grupa. Torej mora veljati, da je c* = ¢~!. Vendar, ker slednje implicira, da
je b2 =1, to ni mogoce. S tem smo pokazali, da ¢ ¢ G’. Posledi¢no je G/G’ = Zg in
G = (ZLym X Zn) X ZLg.

Naj bo H = (G',a). Ker a ¢ G', w* = w™!, w* = w~! in je G’ abelska
edmka v H, jeH posplosena dledrska grupa D1h(G’ ) = ( rm X L) X Zo. Ker je
wb = ab® = [a,b][a,b71] € G/, @* = w € G’ in a® = b~ lab = aab~lab € H, velja
tudi, da je H* = H in H® = H. Odtod pa sledi, da je H <G.

1
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Podgrupa H deluje na grafu X z levo translacijo. Denimo, da obstaja tak h € H,
h # 1, da je h € H, za neko tocko v € V(X). Graf X si lahko predstavljamo tudi
kot orbitalni graf levega delovanja grupe G na mnozici C levih odsekov podgrupe
C = (c¢) = (ab) = Z3, ki izhaja iz podorbite {aH,abaH,ababaH } dolzine 3. Zato
je v = gC za nek g € G. Torej, ¢e je hgC = gC, je g~ hgC = C in posledictno
g 'hg € C. Vendar, ker je H edinka v G, je g~'hg € H, protislovie. Odtod
sledi, da je stabilizator tocke H, trivialen za vsako totko v € V(X). Vrh tega
nam lastnost orbita-stabilizator pove, da H deluje regularno na grafu X (saj je
|H| = |V(X)]). Ker je H edinka v grupi G, sledi, da je X normalni Cayelyjev graf
grupe H = Dih(Zym X Zn,). Ker je X 1-regularen, izrek 3.1.13 pove, da r # 1,3. B

V dokazu izreka 3.1.22 bomo potrebovali naslednje stiri trditive. Prvo so dokazali
Malni¢, Marusi¢, Poto¢nik in Wang leta 2004 [93], drugo sta dokazala Marusi¢ in
Pisanski leta 2000 [103], tretjo Feng in Wang leta 2003 [49], ¢etrta pa je bila prvic
dokazana v [81].

Trditev 3.1.18 [93] Naj bo r > 3 celo Stevilo. V grupi Z; obstaja taka podgrupa
(k) reda 3, da je k*> +k+1=0 (mod r) natanko tedaj, ko je faktorizacija stevila r
oblike r = 3°p{* ... py", kjer je s € {0,1}, t > 1 in p; =1 (mod 3).

Ker je Cayleyjev graf Cay(Da,, {7p%, p?, p~7}) diedrske grupe Do, = (1,p | 72 =
p" = 1,(7p)? = 1) ozine 4, naslednja trditev poda popolno karakterizacijo kubi¢nih
1-regularnih Cayleyjevih grafov diedrskih grup ozine 6. V spodnji trditvi oznaka

{i1,ia, i3} ~ {0,1,k + 1}

pomeni, da je Cayleyjev graf Cay(Da,, {Tp",7p,7p"}) izomorfen Cayleyjevemu
grafu Cay(Da, {7,7p,7p""1}).

Trditev 3.1.19 [103] Naj bo r naravno Stevilo in naj bo S = {iy,i2,i3} podmnozica
mnoZice Z.. Potem je graf X = Cay(Day, {Tp™,7p"2,7p"}) povezan in 1-reqularen,
kjer je Dop = (1,p | 72 = p" = 1,(7p)? = 1), natanko tedaj, ko je r > 11 liho
stevilo in obstaja tak netrivialen element k € 7%, da je k* + k +1 = 0 (mod 7),
S ~{0,1,k+ 1} in X = Cay(Day, {7, 7p, 7p**1}). Graf X je ozine 6.

Pri formulaciji naslednjega rezultata potrebujemo CQ(k,r) grafe (krovi kocke
GP(4,1)), ki sta jih prvi¢ definirala Feng in Wang [49]. Naj bo

V(GP(‘L 1)) = {ulau27u37u47u57u67u77u8}

mnozica tock kocke GP(4,1). Potem je za nenegativni celi stevili k in r, za kateri
veljal <k <r—1in (k,r) =1, graf CQ(k,r) definiran, tako da je V(CQ(k,r)) =
V(GP(4,1)) x Z, in

E(CQ(Z’J,T’)) = {(uhi)(uﬁ’i)?(ulvi)(uﬂi)a(ulvi)(u&i)?(u27i)(u5vi)7
. (u8,i),(U3,i)(u8,i),(U4,i)(u7,i),

(ur, i+ 1), (us, i) (us, i + k), (us, ) (ug, i — k1),

(us,i — k= — 1), (uq,1)(ue, i + k) | i € Zy}.
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Trditev 3.1.20 [49, Theorem 1.1] Naj bo X regularni Z,-krov kocke GP(4,1). Potem
je X 1-regqularen ali 2-reqularen. Poleg tega velja naslednje.

(i) X je 1-reqularen oZine 6 natanko tedaj, ko je X izomorfen grafu CQ(k,r) za
nek 2 < k <r —3, ki zadoséa pogoju r | (k* +k+1) injer > 1.

(ii) X je 2-reqularen natanko tedaj, ko je izomorfen enemu izmed naslednjih Stirih
posplosenih Petersenovih grafov: GP(4,1), GP(8,3), GP(12,5) in GP(24,5).

Naj bo X = F018A Pappusov graf in naj bo V(X) = {uz | i € Zs,j € Zg}
njegova mnozica tock kot je prikazano na sliki 3.11. Potem je za nenegativni celi
stevili k in 7, za kateri velja 1 < k < r —1 in (k,r) = 1, graf CP(k,r) definiran,
tako da je V(CP(k,r)) = V(X) x Z, in

E(CP(k,r)) = i) (ud4), (), 1) (ud, ),(uo,n(ug*l,z)\gezﬁ,zez}u
k), (uf, )

{(uh, 6) (u]

{(u®,0)(u3, i+ 1), (u?, i) (u3,i + k), (uj, i) (ud,i + k%) | i € Z,} U
{(ui, i) (u3, i — K?), (uf, i) (u3, i — 1), (u3, i) (up, i — k) | i € Z, } U
{(ug, i) (u3, i — K?), (up, i) (uz, i + k), (u3,9)(u3,i — 1) | i € Zy}.

u;

Zy

U

up

ug

Slika 3.11: Pappusov graf FO18A z voltaznim prirejanjem ¢. Vpeto drevo sestavljajo povezave v
krepkem zapisu, ki vse nosijo voltazo 0.

Trditev 3.1.21 Naj bo X reqularni Z.-krov Pappusovega grafa X = FO18A. Potem
je
(i) X 1-regularen oZine 6 natanko tedaj, ko je X izomorfen grafu CP(k,r) za nek
2 <k <r—3, ki zadosca pogoju r | (k> +k+1) injer >17;

(ii) X 2-reqularen oZine 6 natanko tedaj, ko je X izomorfen grafu FO54A, to je
138(9)-poti.

DoxkAz. Pappusov graf FO18A je Cayleyjev graf grupe H = Dih(Z3 x Z3) = (z,y, z |
3 =93 =22 =1,2° = 271,y = y 1,2y = yx) glede na mnozico generatorjev
{zz,yz, z}. Njegova grupa avtomorfizmov premore eno samo 1-regularno podgrupo,

izomorfna je grupi G = H x Z3 (glej primer 3.1.5).
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Naj bo V(X) = {uf | i € Zs,j € Ze} kot na sliki 3.11. Potem 6-cikli

uguéuguguéugug, wuduuguiudul in wiududuSuiudud

ustrezajo grupni relaciji (zz-yz)? v grupi H, 6-cikli oblike u6u6+1u6+2u{+2u%+2u{u6,
j € Zg, pa ustrezajo grupni relaciji (zz - yz - 2)2. Naj tocka u) ustreza grupnemu
elementu u = 1 € H, naj bo a € G stabilizator tocke u) = 1, tako da je (1,22)% =
(1,y2), (1,y2)* = (1,2) in (1, 2)* = (1, 22) (z drugimi besedami: « deluje na sosedih
tocke u) = 1 kot permutacija (uj udu?)), in naj bo o = zz-yz = xy~! € G. (Oéitno
o deluje na ciklu uSudududugudul kot rotacija za 2 naprej.)

Naj bo ¢: A(X) — Z, tako voltazno prirejanje, da imajo loki vpetega drevesa T,

ki ga sestavlja mnozica povezav {u{)u]l,ujlu% ugué,uéu%,u%u%,ugué,uéug | j € Z¢},

voltazo 0 (glej sliko 3.11). Potem v grafu X obstaja deset fundamentalnih ciklov

uguiuduTugugug,  upuiuuTugugug,  uguTuuTuguGug,  uguiuuugugug,
uguuguTuguGU GG, uguTuuTuGURI uGUg,  ugu RS U uGuGug,
uguuduguuguuiud,  wiuiududuiuduguiui  in uduududugudul,
ki so generirani z desetimi loki, ki ne pripadajo drevesu T (u?,u3), (ul,u3), (u?,u3),
(u$, u3), (u},ul), (u3,uld), (ud,u3), (ud,ul), (ud,u3) in (ud,ud). Z delovanjem av-
tomorfizmov « in o se ti cikli preslikajo v cikle enakih dolzin (glej tabelo 3.1 in
tabelo 3.2, kjer so zapisani vsi cikli in njihove voltaze).

¢ ¢ C¢ Cee
0,0,2,2,2, 1,0 0,1,1,1, 5 5 0
ugu%ugu%ugugu? 20 ugugu%u%u%ugug —25 + 29
ugu%uiu}lugugug 21 ugugugu%u%u%ug 23
uguluzuluougug 22 ulugugulu%u%ul —25 + 27 — 22 + 28
ugu:fugu?uéu?ug 23 ugu1u2ugu1u2ug —23 — 26 + 20 + 28
4,0,0 3,4 2,2,2,1,0,5 5 5 2
ugu%u%u%u?ugugugug 24 ugu%ugugugugu%u%u% —Z29 — 28
uguéu%uéugugugu?uB 25 uéu%u%ugugu%u%u%ué —24 — 28 — 20
ugu%u%uzu%ugugugu&) 26 ugugugugu%u%u%ugug 23 — 29
ugulu%uQuluougugu8 27 uou?ulugulugu%uluo —22 + 27
2 5,5,5 5 1 5,5
ugu%u%u%u}luguguouo 28 uéusu%u%u%u%uqu'ul 25+ 21 — 26 + 20 + 28
U UG UHUH U U Ug 29 UHUQUT U UG U Ug —29 — 28 — 20

Tabela 3.1: Fundamentalni cikli, slike le-teh pri delovanju avtomorfizma « in pri-
padajoce voltaze.

Sedaj si oglejmo preslikavi @ in & iz mnozice {z; | i € Zjo} voltaz desetih fun-
damentalnih ciklov grafa X v ciklicno grupo Z,, ki sta definirani z (& = (co in
¢Z = (co. Ker je G edina 1-regularna podgrupa grupe AutX, nam trditev 2.2.6
pove, da se preslikavi & in ¢ raz8irita v avtomorfizma grupe Z,. Oznacimo pri-
padajoca razSirjena avtomorfizma z o* in o*. Iz tabele 3.1 in tabele 3.2 razberemo,
da velja:

* *
2§ = 29, 2{ = z3,
o*  _ o*
Z9 = 24 — Z9, z3 - 25 — %9, (3 6)
28 = zs, 28 = —zg — 29, ’
a* a*
20 = —RX5 — 29, &4 = —Z9 — Z§.
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c ¢c  C7 Coe
u%u?u%u%z@uéug 20 u§u%u%u‘%u§u§u§ 29
uguiugui’uougug 21 uoulugu?u§u0u0 23
uou%ugu%uéuguo 29 ugu%ugu?uougug 24 — 29
ugu?ugu?ugu?u‘é 23 ugu?u%u%uéugui 25 — 29
uéu%ugu?uououougué 24 uoulugu%uououougug 20 + 29
uéu?u%u}uéuéuguééug 25 uéulugqﬁuguéu;ugué 21 + 29
: U

u?u?uguguluougugu? 26 ug“%“%“ﬁ“?“é“o“o“g 28
uou%uéu%u%uéuguouo 27 ugu‘;’ugugu?uougugug —26 — 29
uéufugugui’uéugugug 28 ugu‘llUQu%uluéuguguo —2z7 — 29

1,2,3,4 3,4
U UG UG Uy U Uy U 29 “0“0”0“0“0“0“0 29

Tabela 3.2: Fundamentalni cikli, slike le-teh pri delovanju avtomorfizma o in pri-
padajoce voltaze.

Ker mora biti X ozine 6, se mora vsaj en izmed dveh 6-ciklov D = uououou%ugu?ug

in D' = uguéuguguéuouo, ki vsebujeta 2-lok (u3,ud,ud) dvigniti v 6-cikel grafa X.
Ce se D dvigne v 6-cikel v X, potem je zo = 0 in po enacbah v tabeli 3.1 in tabeli 3.2
so tudi z; = 0 za vsak i € Zyg, protislovje. Torej je zg # 0 in D' = uguouguguéugug
se dvigne v 6-cikel, drugace povedano: zg = 0. Zdaj enacbe v (3.6) povedo, da so
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27 0 28 V Z, enakega reda. Ker je Z, = (z; | i € Z10), sledi,
da vsak z;, i € Z1o \ {9}, generira grupo Z,. Po trditvi 2.2.8 lahko predpostavimo,
da je zo =1in 29 = k za nek k € Z;. Ker je 28* = 29, je 0 avtomorfizem grupe Z,
induciran z 1 — k. Torej, iz 22* = z4 — 29 = 24 In ,24* = z9+ 29 = z9 = 1, dobimo,
da je z4 = k% in k* = 1. Ker se mora 6-cikel u1u2u%u‘21u1u2u1 dv1gn1t1 v 6-cikel,
ugotovimo, da je 1 +k + k% = 0 (mod r). Ker je 2§ = 23 = 27 (glej tabelo 3.1

in tabelo 3.2), je tudi o* avtomorfizem grupe Z, induciran z 1 — k. Torej enakost

zg = —29 — 28 — 20 = —28 — 2o implicira, da je zg = —zp = —1 Zdaj iz enacbe
,28 = —z7— 29 = —27 sledl da je z7 = k. Zato po enacbi z7 = % — 2 = —Z%
velja: 26 = —k?. Enacbe z6 = z3 — 29, z3 = 25— 29 = 25 in z5 =21+ 29 = 21,
zdaj povedo, da je z3 = —1, 25 = —k in 2; = —k?. Sledi, da je X izomorfen grafu
CP(k,r).

Ugotoviti moramo Se, kdaj je konstruirani Z,-krov grafa X tudi 2-regularen. V
ta namen denimo, da se avtomorfizem 3 € AutX o, ki fiksira lok (ud, uY) in zamenja
(ud,ud) in (ud,ud), dvigne. Ce si pogledamo delovanJe avtomorfizma [ na ciklu
ugugu%u%uououo, ugotovimo, da je z; = —z = —k? in z;f* = zp = 1. Torej je
k* =1, kar skupaj z k®> = 1 pove, da je k = 1. Odtod sledi, da je r = 3 in zato je X
izomorfen grafu FO54 A, edinemu kubi¢nemu grafu reda 54, ki je 2-regularen.

Da bo dokaz koncéan moramo pokazati Se, da je v primeru, ko je X 1l-regularen,
k<r—3. Kerr|k®+k+1,jeocitno k #r — 1. CeJek—r—Q pa nam enacCba
k2 4+ k+1=0 (mod r) pove, da je r = 3 in k = 1, in je torej X izomorfen grafu
F054A. S tem je dokaz koncan. [ |

Naj bo m > 3, t = m, ¢e je m liho §tevilo, in t = m + 1, ¢e je m sodo Stevilo.
Nadalje, naj bosta k in r nenegativni celi Stevili, za kateri velja: 1 <k <r —1in
(k,7) = 1. Potem je graf CI(m,k,r) Z,-krov I>™(t)-poti definiran na slede¢i naéin.
Naj bo X I2™(t)-pot, Cayleyjev graf Cay(G,{z,y, z}) posplosene diedrske grupe
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G = Dil(Zn X Zon) = (21,2 | 22 = 3 = 22 = (ay2)* = (w)™ = (y2)™ = (22)™ =
1). Potem je CI(m,k,r) graf z mnozico tock V(CI(m,k,r)) = V(X) x Z, (kjer smo
V(X) identificirali z G) in mnozico povezav

E(Cj(mv k‘,?")) = {(.g?i)(ngi - k)v (gvi)(g%i - kQ)a (gvi)(gzai - 1) ‘ ge G,i € Zr}'

Zdaj smo pripravljeni na dokaz izreka, ki bo klasificiral kubi¢ne 1-regularne grafe
ozine 6.

Izrek 3.1.22 Kubiéni simetricni graf oZine 6 je 1-regularen natanko tedaj, ko ob-
staja naravno Stevilo r s faktorizacijo r = 3°p{* ... p{* > 3, kjer je s € {0,1}, t > 1,
in p; = 1 (mod 3), ter naravno Stevilo m, tako da je X izomorfen normalnemu
Cayleyjevemu grafu posplosene diedrske grupe Dih(Zyn,, X Zm); natancneje:

(i) ée je m = 1, je X is izomorfen Cayleyjevemu grafu Cay(Da,., {7, 7p, 7pFT1})

diedrske grupe Do, = (1,p | 72 = p" = 1,p7 = p~1), kjer je r > 11 liho $tevilo;
(ii) cée je m =2, je X Zyr-krov kocke GP(4,1), izomorfen grafu CQ(k,r);
(iii) ce jem =3, je X Z,-krov Pappusovega grafa FO18A, izomorfen grafu CP(k,r);

(iv) ée je m > 4, je X Z.-krov I2"(t)-poti, kjer je t = m, ce je m liho $tevilo, in
t=m+1, ¢e je m sodo Stevilo, izomorfen grafu CI(m,k,r);

kjer k € Z zadoséa enacbi k* +k+1 = 0.

Dokaz. Naj bo X kubic¢ni 1-regularni graf ozine 6. Potem je po trditvi 3.1.17
AutX = (Zypm X Zp,) % Zg in X je normalni Cayleyjev graf posplosene diedrske

grupe H = Dih(Zyym X Zp) = {a,w, @ | a® = w™ = @' = 1,w* = w0 =

w L ww = ww,...), kjer r,m € Z in r # 1,3. Relacije, ki veljajo v grupi H nam
povedo, da je (w) N (w) = Z, edinka v H. Torej je po trditvi 2.2.9, X Z,-krov
kubi¢nega simetri¢nega Cayleyjevega grafa reda 2m?.

Ce je m = 1, je X Cayleyjev graf diedrske grupe Ds,. Zato po trditvi 3.1.18
in trditvi 3.1.19 velja tocka (i). Ce je m = 2, je X Z,-krov Cayleyjevega grafa
grupe Dih(Zgy x Z3), ki je ocitno kocka GP(4,1). Torej trditev 3.1.20 pove, da je
X izomorfen grafu CQ(k,r) kot trdimo v tocki (ii). Ce je m = 3, je X Z,-krov
kubi¢nega simetri¢cnega grafa reda 18, torej Pappusovega grafa FO18A. Zato po
trditvi 3.1.21 velja tocka (iii).

Torej lahko predpostavimo, da je m > 4. Potem je X Z,-krov kubi¢nega
simetri¢nega grafa Y reda 2m? in ozine najve¢ 6. Vendar, ker red nobenega izmed
petih kubi¢nih simetri¢nih grafov, ki so ozine manj kot 6 ni oblike 2m?, je ozina grafa
Y natanko 6. Zato izrek 3.1.13 pove, da je Y normalni Cayleyjev graf grupe G =
Dih(Zy X Zm) = (z,y,2 | 2° = y* = 22 = (2y2)® = (2y)" = (y2)" = (22)" = 1)
glede na mnozico generatorjev S = {z,y,z}. Po lastnostih normalnih Cayleyjevih
grafov, podanih v razdelku 2.2.3, obstaja tak avtomorfizem o € AutG, ki porodi
avtomorfizem grafa Y (zaradi enostavnosti bomo tudi tega oznacevali z «), da je
x® =y, y* =zin 2% = z.

Naj a, oznacuje poljuben lok grafa Y oblike (g, gx), a, poljuben lok oblike (g, gy)
in a, poljuben lok oblike (g, gz), kjer je g € G. Potem obstaja Sest razli¢nih tipov
2-lokov v grafu Y: (agay), (ayaz), (ayaz), (azay), (azaz) in (azaz). Naj Agyy, Ayz,
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Ay, Azy, Az in Ay, oznacujejo pripadajoce mnozice 2-lokov. Oc¢itno so te mnozice
orbite za podgrupo M = (zy,yz,zx) = (xy,yz) grupe G, ki je izomorfna grupi
L X L, Velja tudi, da je AZ = Ay, A, = A,y in AZ, = Ayy ter da je poljuben
6-cikel v Y obike (ayaya,)?.

Zdaj moramo dolociti vse mozne 1-regularne Z,-krove X = Cov(Y') grafa Y, ki
so ozine 6. Po trditvi 3.1.9, ima X konsistentne 6-cikle, ki so dvigi konsistentnih 6-
ciklov v grafu Y. Seveda ima po rezultatih v razdelku 3.1.2 graf Y tudi konsistentne
2m-cikle. Torej mora 1-regularna podgrupa grupe AutY’, ki se dvigne v grupo AutX,
imeti konsistentne 6-cikle (in nobenih konsistentnih 2m-ciklov). Taka l-regularna
podgrupa je grupa G x (a) < AutY’, saj vsak element te grupe fiksira mnozice z-
povezav, y-povezav in z-povezav ali pa jih ciklicno permutira. Posledi¢no ta grupa
ne vsebuje drsnega avtomorfizma konsistentnega 2m-cikla, saj vsak izmed teh ciklov
ustreza eni od naslednjih grupnih relacij: (zy)™, (yz)™ in (zz)™. Torej je G x ()
1-regularna podgrupa grupe AutY, ki se dvigne v AutX. Poleg tega M centralizira
grupo krovnih transformacij, ki je izomorfna grupi Z,. Zato po trditev 2.2.7 obstaja
tako voltazno prirejanje ¢: A(Y) — Z,, da za vsak ¢ € M in vsak sprehod W
v grafu Y velja: (w = (wo. Ker so Agy, Ay, in A,, orbite grupe M, sledi, da
imajo vsi 2-loki oblike (azay) enako voltazo, imenujmo jo ((4,q,) (enako velja za
2-loke oblike (aya) in 2-loke oblike (a.a;), katerih voltaze bomo oznacevali z ((4,q.)
oziroma ((4_4,))- Dejstvo, da se 6-cikli grafa Y dvignejo v 6-cikle grafa X, implicira,
da je C(amayaz)2 = C(amay)(azaz)(ayaz) =0, in zato je

C(azax) = *C(axay) - C(ayaz)- (37)

Naj bodo Cyy = (agay), Cy. = (aya,) in C.p = (aya.) 2-loki, ki se stikajo v
tocki v = 1 grafa Y, ki ustreza identiteti grupe G. Spomnimo, da avtomorfizem
«a € AutY ciklicno permutira te tri 2-loke. Ker « inducira avtomorfizem o* grupe
krovnih transformacij, ki jo tu identificiramo z grupo Z,, velja:

& =Copr €& =Ce., and (& =(c,, (3.8)

Ker je X povezan, je (C(a,a,)s C(aya.)) = Zr- Odtod sledi, da tako (,,q,) kot tudi
((aya.) generira grupo Z,. Torej lahko predpostavimo, da je ((4,q,) =1 I ((aqya,) =
k za nek k € ZF. Zdaj (3.8) implicira, da o* preslika 1 v k. Odtod pa sledi,
da je (a,a,) = §(0‘*2 = k2. Z uporabo (3.7) in trditve 3.1.18 ugotovimo, da je

agay)
k> + k41 = 0. Torej je r zelene oblike. Nadalje, ¢e izberemo, da je Cap, = —k,
Ca, = —k* in ;. = —1, ugotovimo, da je X izomorfen grafu CI(m,k,r).

Za dokonc¢anje dokaza moramo pokazati Se, da je konstruiran Z,-krov grafa Y
l-regularen. V ta namen denimo nasprotno, da se avtomorfizem 5 € AutY,, ki
fiksira lok a. ter zamenja a, in a,, dvigne. Potem inducirani avtomorfizem 3* v Z;
preslika 1 v —1 (saj je (azay)® = (aya;)). Ker je

(ayGZ)ﬁ = (azaz),
2

ugotovimo tudi, da je —k = —k?. Vendar potem k% + k + 1 = 0 implicira, da je
r = 3, protislovje. S tem je dokaz izreka 3.1.22 koncan. [ |
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Posledica 3.1.23 Naj bo m celo stevilo in r > 3 celo Stevilo s faktorizacijo r =
3pt ...t >3, kjer je s € {0,1}, t > 1 inp; =1 (mod 3). Potem velja:

(i) Cejem =1 inr =17, ne obstaja kubicni 1-reqularni graf oZine 6 in reda 2rm?.
(ii) Ce je m =1 inr > 11, obstaja kubicni 1-reqularni graf oZine 6 in reda 2rm?.

(iii) Ce je m > 1 inr > 3, obstaja kubicni 1-regularni graf oZine 6 in reda 2rm?.

Posledica 3.1.24 Naj bo m > 3 celo stevilo. Potem je 2-regularna IS™(t)-pot Z3-
krov 2-reqularne I2™(t)-poti.

3.1.4 Opombe in sklepi

Conder in Nedela sta dokazala, da so z izjemo Heawoodovega grafa FO14A, Pap-
pusovega grafa FO18A in Desarguesovega grafa GP(10, 3) vsi kubic¢ni simetri¢ni grafi
ozine 6 1-regularni ali 2-regularni (glej trditev 3.1.1). Zato z zdruzitvijo rezultatov iz
podrazdelka 3.1.2 (glej izrek 3.1.13) z rezultati iz podrazdelka 3.1.3 (glej izrek 3.1.22)
dobimo klasifikacijo kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine 6. Kot smo Ze uvodoma naz-
nanili, je klju¢no vlogo pri klasifikaciji, poleg teorije grup in teorije krovnih tehnik,
imela analiza strukture obravnavanih grafov glede na orbite drsnih avtomorfizmov
konsistentnih ciklov. Med drugim nam klasifikacija pove, da so vsi kubi¢ni simetri¢ni
grafi dvodelni. Sta pa to dejstvo dokazala ze Feng in Nedela v [48].

Za konec tega razdelka navajamo listo vseh kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine 6
do 2048 tock (glej tabele 3.3, 3.4 in 3.5). V stolpcu z oznako d so navedene dolzine
konsistentnih ciklov pripadajocega grafa, s pa pove s-regularnost grupe avtomorfiz-
mov grafa. Lista je povzeta iz Conderjeve liste vseh kubi¢nih simetri¢nih grafov do
2048 tock [16, 22, 23]. Grafi do 1000 tock so oznaceni s standardno notacijo FrnA,
FnB, itd (Fosterjeva notacija [16, 23]). Grafi, ki so ve¢jega reda, pa so oznaceni s
Conderjevimi oznakami [22] Cn.i, kjer n pomeni Stevilo tock grafa, i pa je Stevilo,
ki je v pomo¢, kadar obstaja ve¢ neizomorfnih grafov enakega reda.

3.2 Kubic¢ni simetri¢ni grafi z 1-regularno podgrupo

Rezultati tega razdelka so objavljeni v [54]. Raziskovali bomo strukturne last-
nosti kubi¢nih simetri¢nih grafov, katerih grupa avtomorfizmov vsebuje 1-regularno
podgrupo z (2, s, 3)-prezentacijo. Analizirali bomo njihove strukturne lastnosti glede
na orbite drsnih avtomorfizmov konsistentnih ciklov. Z analizo bomo ugotovili po-
drobnosti o Stevilu s (glej posledico 3.2.7). Posledi¢no bomo dobili natan¢nejso
informacijo o cikliéni povezanosti teh grafov (glej lemo 3.2.8), rezultat, ki ga bomo
potrebovali v poglavju 4 pri iskanju hamiltonskih ciklov v (2, s, 3)-Cayleyjevih grafih.

Skozi ta razdelek naj bo

G=(a,z|ad*=2"=(ax)’=1,...) (3.9)

grupa z (2, s, 3)-prezentacijo in naj bo Y orbitalni graf levega delovanja grupe G na
mnozici levih odsekov ‘H podgrupe H = (ax) izhajajo¢ iz podorbite

{aH,z 'H, ax*H}
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Graf s Ozina d Graf s Ozina d Graf s Ozina d
F026A 1 6 6 F456A 1 6 6 F854B 1 6 6
FO38A 1 6 6 F458A 1 6 6 F866A 1 6 6
FO42A 1 6 6 F474A 1 6 6 F872A 1 6 6
FO56A 1 6 6 F482A 1 6 6 F878A 1 6 6
F062A 1 6 6 F488A 1 6 6 F882A 1 6 6
FO74A 1 6 6 F494A 1 6 6 F888B 1 6 6
FO7T8A 1 6 6 F494B 1 6 6 F896A 1 6 6
FO8GA 1 6 6 F504A 1 6 6 F906A 1 6 6
FO98A 1 6 6 F518A 1 6 6 FI914A 1 6 6
F104A 1 6 6 F518B 1 6 6 F926A 1 6 6
F114A 1 6 6 F536A 1 6 6 F936B 1 6 6
F122A 1 6 6 F542A 1 6 6 F938A 1 6 6
F126A 1 6 6 F546A 1 6 6 F938B 1 6 6
F134A 1 6 6 F546B 1 6 6 F942A 1 6 6
F146A 1 6 6 F554A 1 6 6 F950A 1 6 6
F152A 1 6 6 F558A 1 6 6 F962A 1 6 6
F158A 1 6 6 F566A 1 6 6 F962B 1 6 6
F168A 1 6 6 F582A 1 6 6 FI974A 1 6 6
F182A 1 6 6 F584A 1 6 6 F978A 1 6 6
F182B 1 6 6 F602A 1 6 6 F992A 1 6 6
F186A 1 6 6 F602B 1 6 6 F998A 1 6 6
F194A 1 6 6 F608A 1 6 6 C1014.1 1 6 6
F206A 1 6 6 F614A 1 6 6 C1016.1 1 6 6
F218A 1 6 6 F618A 1 6 6 C1022.1 1 6 6
F222A 1 6 6 F626A 1 6 6 C1022.2 1 6 6
F224A 1 6 6 F632A 1 6 6 C1026.1 1 6 6
F234A 1 6 6 F650A 1 6 6 C1032.2 1 6 6
F248A 1 6 6 F654A 1 6 6 C1046.1 1 6 6
F254A 1 6 6 F662A 1 6 6 C1050.2 1 6 6
F258A 1 6 6 F666A 1 6 6 C1064.1 1 6 6
F266A 1 6 6 F672B 1 6 6 C1064.2 1 6 6
F266B 1 6 6 F674A 1 6 6 C1082.1 1 6 6
F278A 1 6 6 F686A 1 6 6 C1086.1 1 6 6
F294B 1 6 6 F686C 1 6 6 C1094.1 1 6 6
F296A 1 6 6 F698A 1 6 6 C1098.1 1 6 6
F302A 1 6 6 F702B 1 6 6 C1106.1 1 6 6
F312A 1 6 6 F722A 1 6 6 C1106.2 1 6 6
F314A 1 6 6 F728A 1 6 6 C1112.1 1 6 6
F326A 1 6 6 F728B 1 6 6 C11181 1 6 6
F338A 1 6 6 F734A 1 6 6 Cl11182 1 6 6
F342A 1 6 6 Fr44B 1 6 6 Cl134.1 1 6 6
F344A 1 6 6 F746A 1 6 6 Cl142.1 1 6 6
F350A 1 6 6 F758A 1 6 6 Cl154.1 1 6 6
F362A 1 6 6 F762A 1 6 6 C1158.1 1 6 6
F366A 1 6 6 F774A 1 6 6 C1176.1 1 6 6
F378A 1 6 6 F776A 1 6 6 C1178.1 1 6 6
F386A 1 6 6 F794A 1 6 6 C11782 1 6 6
F392A 1 6 6 F798A 1 6 6 Cl184.1 1 6 6
F398A 1 6 6 F798B 1 6 6 C1194.1 1 6 6
F402A 1 6 6 F806A 1 6 6 C1202.1 1 6 6
F416A 1 6 6 F806B 1 6 6 C1206.1 1 6 6
F422A 1 6 6 F8I8A 1 6 6 C1208.1 1 6 6
F434A 1 6 6 F824A 1 6 6 C1214.1 1 6 6
F434B 1 6 6 F834A 1 6 6 C1226.1 1 6 6
F438A 1 6 6 F842A 1 6 6 C1238.1 1 6 6
F446A 1 6 6 F854A 1 6 6 Cl12482 1 6 6

Tabela 3.3: Vsi kubi¢ni 1-regularni grafi ozine 6 do 1250 tock.
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Graf s Ozina d Graf s Ozina d

o161 1 6 6 C15961 1 6 6 Graf s Ozina d
C1262.1 1 6 6 C1526.2 1 6 6

C1264.1 1 6 6 C15381 1 6 6 gg;i? 1 2 2
C12741 1 6 6 Cl544.1 1 6 6 01806'1 1 6 6
C12742 1 6 6 C1550.1 1 6 6 C1806.2 1 6 6
C12743 1 6 6 C1554.1 1 6 6 Cl8141 1 6 6
C1286.1 1 6 6 C1554.2 1 6 6 01824'1 1 6 6
C1302.1 1 6 6 C1568.1 1 6 6 C18321 1 6 6
C1302.2 1 6 6 C1574.1 1 6 6 01838'1 1 6 6
C1304.1 1 6 6 C1586.1 1 6 6 C18421 1 6 6
C13141 1 6 6 C1586.2 1 6 6 C18501 1 6 6
C13221 1 6 6 C1592.1 1 6 6 01854'1 1 6 6
C13381 1 6 6 C16082 1 6 6 C1862.1 1 6 6
C13461 1 6 6 Cc16221 1 6 6 C1862.2 1 6 6
C1352.1 1 6 6 C1626.1 1 6 6 C1862.3 1 6 6
C1358.1 1 6 6 C1634.1 1 6 6 Ci8741 1 6 6
C1358.2 1 6 6 Cl634.2 1 6 6 C18781 1 6 6
C1368.1 1 6 6 C1638.1 1 6 6 C1896.2 1 6 6
C1374.1 1 6 6 C16382 1 6 6 C18981 1 6 6
C1376.1 1 6 6 C1646.1 1 6 6 C1898.2 1 6 6
C1382.1 1 6 6 C1658.1 1 6 6 C19221 1 6 6
C1400.1 1 6 6 C1662.1 1 6 6 C19281 1 6 6
C1406.1 1 6 6 C1664.1 1 6 6 C19341 1 6 6
C14062 1 6 6 C1674.1 1 6 6 C1946.1 1 6 6
C14181 1 6 6 C1680.1 1 6 6 C19462 1 6 6
C14221 1 6 6 C1688.1 1 6 6 C19502 1 6 6
Cl442.1 1 6 6 C1694.1 1 6 6 01952'1 1 6 6
Cl4422 1 6 6 C1698.1 1 6 6 01962'1 1 6 6
C14461 1 6 6 C1706.1 1 6 6 Cl1976.1 1 6 6
C14481 1 6 6 C17181 1 6 6 C19762 1 6 6
C14541 1 6 6 C1736.1 1 6 6 C19821 1 6 6
Cl464.2 1 6 6 C1736.2 1 6 6 C19%6.1 1 6 6
C1466.1 1 6 6 C17421 1 6 6 C19941 1 6 6
C1478.1 1 6 6 C17422 1 6 6 C1998.1 1 6 6
Cl1482.1 1 6 6 Cl746.1 1 6 6 02016'2 1 6 6
C14822 1 6 6 C1752.1 1 6 6 C2018.1 1 6 6
C1502.1 1 6 6 C1754.1 1 6 6 20221 1 6 6
C15124 1 6 6 C1766.1 1 6 6 20421 1 6 6
C1514.1 1 6 6 C17781 1 6 6 -

Tabela 3.4: Vsi kubi¢ni 1-regularni grafi ozine 6 od 1250 do 2048 tock.

dolzine 3. Natancneje povedano, mnozica tock grafa Y je mnozica H, mnozica
povezav pa je definirana takole: odsek yH, y € G, je povezan z odseki yaH (= yxH),
yr~'H in yaz?H (= yaraH). O¢itno G deluje 1-regularno na grafu Y, kar pomeni,
da je Y kubicni simetri¢ni graf, katerega grupa avtomorfizmov vsebuje 1-regularno
podgrupo. (Odslej bomo elemente grupe G gledati tudi kot avtomorfizme grafa Y".)
Obratno, naj bo Y kubi¢ni simetriéni graf, katerega grupa avtomorfizmov AutY
premore 1-regularno delovanje podgrupe G. Naj bo v € V(Y) in naj bo h generator
stabilizatorja tocke v: H = (h) = G, = Z3. Potem mora po Lorimerjevemu rezul-
tatu [89] obstajati tak element a € G, da je G = (a, h) in je Y izomorfen orbitalnemu
grafu grupe G glede na podorbito {aH, haH, h*aH}. Se vec, s kratkim izra¢unom se
bo bralec preprical, da za a lahko izberemo involucijo. Ce definiramo = = ah, dobimo
zeleno prezentacijo grupe G. Torej lahko vsak kubi¢ni simetri¢ni graf, ki premore
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Graf s Ozina d Graf s Ozina d

Graf s Ozina d
FOI6A 2 6 8,12 F338B 2 6 6,26
F024A 2 6 6,12 F384A 2 6 6,48 C1058.1 2 6 6,46
F032A 2 6 6,8 F392B 2 6 6,28 C1152.2 2 6 6,48
FO50A 2 6 6,10 F450A 2 6 6,30 C1176.3 2 6 6,84
FO54A 2 6 6,18 F486A 2 6 6,54 C1250.1 2 6 6,50
FO72A 2 6 6,12 F512A 2 6 6,32 C1350.1 2 6 6,90
FO96A 2 6 6,24 F578A 2 6 6,34 C1352.2 2 6 6,52
FO98B 2 6 6,14 F600B 2 6 6,60 C1458.10 2 6 6,54
F128A 2 6 6,16 F648A 2 6 6,36 C1536.2 2 6 6,96
F150A 2 6 6,30 F722B 2 6 6,38 C1568.2 2 6 6,56
F162A 2 6 6,18 F726A 2 6 6,66 C1682.1 2 6 6,58
F200A 2 6 6,20 F800A 2 6 6,40 C1734.1 2 6 6,102
F216A 2 6 6,36 F864A 2 6 6,72 C1800.2 2 6 6,60
F242A 2 6 6,22 F882B 2 6 6,42 C1922.2 2 6 6,62
F288A 2 6 6,24 F968A 2 6 6,44 C1944.7 2 6 6,108
F294A 2 6 6,42 C1014.2 2 6 6,78 C2048.8 2 6 6,64

Tabela 3.5: Vsi kubi¢ni 2-regularni grafi ozine 6 do 2048 tock.

1-regularno podgrupo, konstruiramo kot orbitalni graf grupe z (2, s, 3)-prezentacijo.

O¢itno je s-cikel C = H,xH,x*H,...,z*"'H, H v grafu Y G-konsistenten s-cikel
z drsnim avtomorfizmom z € G. V tem razdelku bomo naredili natan¢no analizo
vseh moznih lokalnih struktur grafa Y v okolici s-cikla C glede na orbite drsnega
avtomorfizma z € G. Zaradi enostavnosti izrazanja v nadaljevanju definirajmo t.i.
obroce glede na cikel C. Naj bo prvi obro¢ R1 mnozica tock s-cikla C v grafu Y, to
je Ry = {a'H | i € Zs}. Mnozico tock, ki so povezane s tockami v prvem obrocu
Ry s povezavami, ki ne lezijo na konsistentnemu ciklu C, imenujemo drugi obro¢
Ry = {z'ax®H | i € Zs}. Tretji obro¢ R3 so tocke povezane s tockami v drugem
obrocu, ki ne lezijo v Ry URy. Na ta nacin lahko definiramo ¢-ti obro¢ R; za poljubno
naravno Stevilo t. Naj R ozna¢uje mnozico vseh teh obrocev v grafu Y.

Pred zacetkom analize lokalne strukture grafa Y, naj omenimo Se, da v primeru
kot je Y graf Sestkotnikov Hex(X) kubi¢nega Cayelyjevega grafa X grupe z (2, s, 3)-
prezentacijo (glej razdelek 4.1), tocke prvega obroca R; ustrezajo s-tim Sestkotnikom,
ki obkrozajo izbrano s-kotno lice v Cayleyjevem zemljevidu grafa X, in Sestkotniki
povezani s temi Sestkotniki ustrezajo tockam v drugem obro¢u Rg (podrobnosti bomo
spoznali v razdelku 4.1). V splosnem R; in Ry nista nujno razli¢na.

V lemah 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 in 3.2.6 bomo obravnavali orbitalni graf
Y, ki izhaja iz 1-regularnega delovanja grupe

G={a,z|a®>=2°=(ax)®=1,...)

na mnozici levih odsekov podgrupe H = (az) glede na podorbito {aH,z 'H, ax*H}
dolzine 3. Struktura tega grafa bo opisana glede na kvocientni graf Y, in glede na
razlicne moznosti, ki lahko nastopijo za prve tri obroce Ry, Rs, R3 € R. V dokazih
bomo pogosto uporabljali dejstvo, da je produkt generatorjev a in x grupe G reda
3:

(az)® = 1. (3.10)
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Lema 3.2.1 Velja ena izmed naslednjih trditev:

(Z) RiNRy = (Z),'
(ii)) Ry = Ry, Y 205 in G = (a,z]|a® = 25 = (ax)® = 1,a = 23);

(i4i) Ro = Ry, Y &2 K33 in G = S3 x Z3 = (a,z|a® = 25 = (az)3 = 1, az? = 2%a).

DokAz. Denimo najprej, da je a € (x) (spomnimo, da ima G prezentacijo (3.9)).
Potem je s sodo tevilo, G je cikliéna grupa in a = 2%/2. Iz (3.10) sledi, da je s =6
in torej Y = 6.

Zdaj lahko predpostavimo, da a ¢ (z). Recimo, da Ry N Ry # (. Potem je
var?H = H za nek j € Zs. 7 drugimi besedami, v’ax? € H = {1,ax, (ax)?}.
Potem je Y cirkulant in zato mora biti j = s/2. Torej je Y kolo Wy. Edini lo¢no
tranzitivni kolesi Wy sta kolesi Wy = Ky in Wg = K3 3. Vendar, ce je Y polni graf
Ky, je s =4, j = 2 in x%az? € H, protislovje saj je z2ax? involucija, H = (az) pa
reda 3.

Torej je Y polni dvodelni graf, K33, s = 6 in j = 3. Preostane dolociti
grupo G. Ker 2/ax? € H lahko nastopijo tri moznosti. Prvié, ¢e je zfaz? =
1, je a € (x), protislovje. Drugi¢, ¢e je z’ax?® = az, je x/axa = 1 in zato
w/x"tax~! = 1. Odtod sledi, da je 2772a = za = 1, zopet protislovje. Tretjic,
e je 2/az? = r3ax? = (ax)? = x71a, je ar®a = 27* = 22. Torej a centralizira 22
in G = (a,z | a®> = 2% = (ax)3 = 1,a2? = 2%a). S kratkim izra¢unom se bo bralec
preprical sam, da je G = Zg3 X Zg = S3 X Zs. [ |

Po lemi 3.2.1 sta prva dva obor¢a R; in Ry enaka (v tem primeru je Y = 6y
ali Y = K3 3) ali pa sta si razlicna. Odslej bomo v tem razdelku obravnavali drugi
primer. To je primer, ko sta oboréa R in Ry razlicna. V nadaljevanju tega razdelka
bomo pogosto uporabljali naslednji posledici te predpostavke. Prvic,

a ¢ (z). (3.11)

In drugic, ker je v primeru, ko je Ry N Ry = ), za vsak i odsek z'aH € Ry razlicen
od odseka ax?H € Ry, velja:

(z%) ni edinka v G. (3.12)

Lema 3.2.2 Najbo RiNRy = 0. Ce je orbita W elementa x € G dolzine s, je orbita
povezana z orbito W dolzine s ali s/3. Poleg tega velja: ¢e |Ra| # s, je Y = Ky in
s =3 ali pa je Y = GP(4,1) in s = 6.

Dokaz. Naj bo W orbita elementa z € G dolzine s. Denimo, da obstaja oribita
W' povezana z orbito W, ki ni dolzine s. Naj bo yH tocka, ki lezi v W’. Ker je Y
valence 3 in x reda s, ugotovimo, da je ta orbita lahko dolzine s/2 ali pa dolzine s/3.
O¢itno se prvi primer ne more zgoditi, saj bi v tem primeru iz enacbe yH = x%/2yH
sledilo, da je 2%/2 reda 3. Torej je W’ dolzine s/3.

Denimo, da je |R2| # s. Potem po ugotovitvi v predhodnem odstavku 3 deli
sin |Re| = 5/3. Ceje s = 3, je |Re| = 1 in zato Y polni graf Ky. Ce je s = 6,
potem je |Re| = 2, kar nam da kocko GP(4,1). Ce je s > 6, nam dejstvo, da
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je Haz?Hz33Has3  Heax? Hx HH 6-cikel v Y, in trditev 3.1.9 povesta, da jeY
Moebius-Kantorjev graf GP(8,3)(= F016A) in s = 12. Torej je ax’H = x*ax’H.
Odtod sledi, da je x 2axz*ax? € H. Potemtakem lahko nastopijo tri moznosti. Prvié,

¢e je x2axtax® = 1, sledi, da je 2* = 1, protislovje. Drugic, ¢e je z 2az*az? = ax,

je r7tax*azar = 1 in zato po (3.10) aza = x3, v protislovju s (3.12). In tretjic, ce
je 7 %2azax?® = x71a, je az"lazr*ax® = 1. Odtod po (3.10) sledi, da je zaz’ar?® =1

in zato ax®a = 3. To pa ni mogoce, saj je x° reda 12 in z73 reda 4. [ |

Oglejmo si tocke, ki so sosednje tockam obroca Rs, a ne lezijo v Ry. Ali je mogoce,
da te sosede lezijo znotraj obroca R2? Kot bomo videli v lemi 3.2.3 ta moznost lahko
nastopi le v primeru, ko je Y posploSeni Petersenov graf ali Heawoodov graf FO14A.
Teorija simetri¢nih posplosenih Petersenovih grafov GP(s, k) (glej podrazdelek 2.2.5)
nam pove, da je (s,k) eden izmed naslednjih sedmih parov: (4,1), (5,2), (8,3),
(10,2), (10,3), (12,5) in (24,5). Naslednja pomozna trditev poda natan¢no infor-
macijo o primeru, ko je Ro N N(R3) # 0, kjer je N(R2) = {v € N(u) | u € Ra}.

Lema 3.2.3 Naj bo Ry N Ry =0 in Ro N N(R2) # (. Potem je

(i) R ={R1,Ra}, inY je simetricni posploSeni Petersenov graf GP(4,1), GP(5,2),
GP(8,3), GP(10,2), GP(10,3), GP(12,5) ali GP(24,5); ali

(ii) R = {Rl,RQ,Rg}, s=06inY = FO014A.

DokAz. Ker je v polnem grafu K4 za s = 3, in v kocki GP(4,1) za s = 6, N(R2) N
Ry = 0, lema 3.2.2 implicira, da je | Rs| = 5. Spomnimo se, da je Ry = {zfax?H | i €
Zs}. Oglejmo si N(ax?H) = {H,ax>H, (az?)2H} in denimo, da je Ry N N(Ry) # 0.
Ce je R = {R1, Ry}, je oGitno Y[Ry valence 2. Torej je Y simetricni posploseni
Petersenov graf, in zato eden izmed grafov v tocki (i).

Denimo, da je Y[Rg] valence 1, torej je izomorfen grafu s/2Ks. O¢itno je v tem
primeru s sodo §tevilo. Poleg tega s # 4, saj je za s = 4 graf Y ozine < 4, in zato po
trditvi 3.0.11 in lemi 3.2.1 Y = GP(4, 1), za katerega pa Y [Ry] # s/2K5. Ceje s = 6,
2-lok HxHz?H lezi na vsaj dveh razli¢nih 6-ciklih: H,xH, 2?H, x> H, «*H,z°H, H
in H,xH,2?H,2>H, 2302z’ H, ax>H, H. Zato po trditvi 3.1.2 sledi, da je Y = FO14A.
Torej lahko predpostavimo, da je s > 8. Pokazali bomo, da se ta primer ne more
zgoditi.

Ker je Y[Rs] = s/2K>, je tocka ax?H € Ry povezana z 2%/2az2H € Ry. Torej
je x%/%az?H = ax®H ali %/?ax*H = (az?)?H. Moznosti bomo analizirali loceno.
Prikladno bo uporabljati naslednjo notacijo: J = #%/2H € Ry in K = 2%/*"'H € R;.
MoZNOST 1. 2%/2az2H = az®H.

Potem je x %az*/?az? € H. Ce je z 3azx®?az? = 1, je po (3.10) z°/2 = aza =
2 laz™!, in zato a = 2%/%72 v protislovju s (3.11). Ce je z3az2a2? = ax, je
2%/?2 = azdax'a, in zato (az®az—'a)? = 1. To implicira, da je az?a = z 72, v
protislovju s (3.12). Torej nam preostane e moznost z 2az*/?az? = z~'a. V tem
primeu dobimo

*? = az’az2a. (3.13)

Po predpostavki je tocka J sosednja s tocko az®H, in zato je J = ax*H ali J =
ardaz?H. V prvem primeru iz (3.13) sledi, da je ax?H = 2~ 2aH € Ry, protislovje,
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saj ax? € Ry. Torej je J = axdax?H in K = z.J, sosed tocke J, je enak K =
ardardH ali K = ax®(ax?)*H.

PoDMOZNOST 1.1. K = az3az3H.

Potem je azlax®*H = K = xJ = zax®ax®H, in zato (ax3az?) oz~ (axdaz?)r €
H. 7 uporabo (3.10) dobimo z~2az"2az*ax® € H. Ce je x 2ax"2az’ax® = 1, z
izracunom ugotovimo, da je ax® = z3a, in zato ax®H = 23aH = z*H. Vendar
ax*H € Ry in 2*H € Ry, v protislovju z Ry N Ry = 0. Nadalje, denimo, da je
v 2ar 2ax*az® = ax. Potem je v 2ax 2ax*azr® = a, in zato x_zax_g(a:ﬂ2)$2aw2 =
a. Torej je az? involucija in zato ax?a = =2, v protislovju s (3.12). Nazadnje, e je
r2ax%az*ax® = v a, z izra¢unom z uporabo (3.10) ugotovimo, da je ar’a = z7°.
Torej je ax®H = 7 °aH € R;. Vendar ax®H je soseda tocke ax*H € Rs, ki ne

pripada R \ {R1, Ra}, protislovje.

3arax’H.

Potem je ax?az’ax’H = K = 2J = zax?ax®H, in zato 2 2ax3azrlax3az?az® €
H. To implicira, da je z = 2~ 2z 2az*az?ax? = (24)9°%° € H. Ker s ¢ {4,6}, je

z € {az,z"'a} in x reda 12. Zato je po (3.13) 2% = az?ar2a in

PopmoznosT 1.2. K = ax

3 2

ax™2a = 7 %az®, (3.14)

kot tudi #* = az?az~2az~2. S substitucijo zadnje enakosti in (3.14) v izraz za z
dobimo z = 2%ax%az?. Ce je z = az, z izrazunom ugotovimo, da je az’a = z°,
in zato az®H = 2°aH € Ry, kar vodi v isto protislovije kot v Podmoznosti 1.1.

Nazadnje, ¢e je z = 271 a, je 2%ax~*az?a = 27! in z uporabo (3.14) dobimo az?a =
23, kar o¢itno ni mogoce.

MoZNOST 2. 2%/2az?H = (az?)?H.

2 2 2

Potem je x~ e H. Ce je z2az2ax*?az? = 1, je 2 2az%/? =
1, in zato a = x , v protisloviu s (3.11). Ce je x 2az2ax*?az? = z7'a,
potem z uporabo (3.10) dobimo, da je 252 = azazaz—2a = z 'az"%a, in zato
(7 tar™*a)? = 1, kar implicira ax?a = 72, v protislovju s (3.12). Torej preostane

moznost = 2ax " 2ax*/%az? = az, ki implicira naslednjo enakost

ar2ax%?ax
s/2—2

s/2

2% = az’azdaz. (3.15)

Zato je J = z%/2H = az?axPaxH = arax®H, in posledicno je K = z.J, sosed tocke
J, enak az?az*H ali ax’azaz’H.

PopmozZNOST 2.1. K = ax?az*H.

4 2

Potem je az?ax*H = K = xJ = zaz’axH, in zato x *ar " 2azazr?az® € H. Ker

je (axax = obimo z™*axr” “arar‘ax’ = x" "ar” “ax . Torej je z =
j 232 1, dob 4 2 2. ..3 4 4 .2 c H T j

r2ax *ax? € 22H, in zato z € {x2,m2a:c, za}. V prvem primeru je r 2ar"taz? =
22, in zato ax?a = 74, v protislovju s (3.12). V drugem primeru je z~2az~*az? =

-2 5

x?ax. Z uporabo (3.10) dobimo x~2az%az~3 = 1. Odtod pa az’a = 277, kar vodi
v protislovje kot v podmoznosti 1.1. V zadnjem primeru je (:13_4)‘”2 = z = za reda
3. Ker s ¢ {4,6}, sledi, da je s = 12. Z uporabo (3.15) dobimo az?a = z°ax3, in
zato (274" = z = za implicira, da je 2 2azaz ™3 = z in posledicno a = 28 € (),

v protislovju s (3.11).



50 3.2 Kubi¢ni simetri¢ni grafi z 1-regularno podgrupo

PopMozZNOST 2.2. K = az?az3ax?H.

2

Potem je ax?az3ax’H = K = xJ = zaz’ax®H, in zato x2ax " 2ar'az?azaz® €
2 4. .3

H. 7 uporabo (3.10) ugotovimo, da je z = z 2az*az®az® € H. Ceje z = 1, je

a =", v protislovju s (3.11). Ce je z = ax, z uporabo (3.10) dobimo
v 2araz?axt = 1, (3.16)
in zato je z 2ax*az? = xza. To implicira, da je z* reda 3. Kot v podmoznosti 2.1
dobimo, da je s = 12. Zato iz (3.15) sledi, da je 2% = ax?az3az. Vendar potem
2 5...—3 9

a = 25, pro-
o¢itno nista enakega reda. Nazadnje, ¢e je z = z la, je
ar tartardar® = 1, raz’ardax? = 1 in posledi¢no raz?®(z?araz)r = 1. Z
uporabo (3.15) dobimo zardax®/?>T! =1, in zato az® = =2 2a. Torej je ax’H =
t7%/272qH = 2=5/2"1H € Ry, protislovje, saj az® € R3. S tem je dokaz lemme 3.2.3
koncan. [ |

je ax®a = xax”
tislovje, saj z° in z
1,432 _

in s substitucijo te enakosti v (3.16) dobimo az
6

Odslej bo R N N(R2) = () (torej Rs je neodvisna mnozica tock). To pomeni, da
obstaja tretji obro¢ Rs. Najprej si bomo ogledali primer, ko R3 sestoji iz ene same
orbite avtomorfizma = € G. V tem primeru obstaja tak j € Zg, da je 2/az’H =
(ax?)’H.

Lema 3.2.4 Naj bo Ry N Ry = () in Ry N N(Ry) = . Ce je Rz ena sama orbita
elementa x € G, velja ena izmed nasledngih trditev:

(i) a centralizira x°, s € {5,10,15,20,30,60}, Y ima &tiri orbite elementa x € G
in je reqularni Zgs-krov dodekaedra GP(10,2): GP(10,2), F040A, FO60A,
FO80A, F120B ali F240C; ali

(ii) (ax?)*(az=2)% =1, in s = 6 ali pa je Y I3(t)-pot, kjer je k = s/2 ali k = s/6,
t=s/2, ¢ejek lih, int=s/2+1, ¢e je k sod; ali

(iii) (ax?)?(ax=2)% = z5/2.

Dokaz. Ker Rj3 sestoji iz ene same orbite elementa x € G, obstaja tak j € Zg, da
je 2/ax3H = (az®)?H. To dejstvo porodi tri moznosti. Kot bomo videli, bo prva
moznost dala direktno protislovje, druga Sest grafov navedenih v tocki (i) in tretja
tocko (ii) oziroma (iii).

Ker je 2/az®H = (ax?®)?H, je v’ax® € (ax?)?H. Denimo najprej, da je v/ax® =
(ax?)?. Potem zaradi (3.10) velja naslednja veriga enakosti:

3

Yar =az’a = 17 =ar’ar ta=azax = 7! 3

= axr a.

Torej je ax®H = 2/~ 'aH = 2/ H € Ry, protislovje, saj ax3H € Rsz. Sedaj naj bo
2laxd = (ax?)?(ax)?. Potem zaradi (3.10) velja:
tar® = (az?)?z e = az’aza = ax’szlax?

4a =z taz " %a

= azax "

= 2 =azax”

= 27t = gz %a.
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Odtod sledi, da je /! = az~*z~la = ar~tawar, in zaradi (3.10) ax=® = z7%a.

Z drugimi besedami, a € Cg({x°)) in podgrupa K = (z°) je edinka v grupi G.
Po (3.12) 5 deli s in zato je s = 5r za neko naravno Stevilo r. Ker je grupa G
generirana z G = (a,z | a®> = 2% = (az)® = 1), ima G/K = (aK,zK | (aK)? =
(xK)? = (azK)? = 1) (2,5, 3)-prezentacijo. Ker je A5 = PSLy(5) edina grupa z
(2,5, 3)-prezentacijo, sledi, da je G/K = As. Ker mora G/K delovati 1-regularno na
kvocientnem grafu Yy, sledi, da je Yx kubi¢ni simetri¢ni graf reda 20. Obstajata dva
taka grafa, dodekaeder GP(10,2) in Desarguesov graf GP(10,3) (glej [16]). Vendar,
ker grupa avtomorfizmov grafa GP(10,3) ne premore 1-regularne podgrupe, sledi,
da je Yk = GP(10,2) in Y je regularni Z,-krov dodekaedra GP(10,2). Z uporabo
trditve 2.2.10 dobimo, da je s = 5r € {5, 10, 15,20, 30,60}. Regularni Zs-krov grafa
GP(10,2) je graf FOS0A, Z12-krov pa graf F240C (glej sliko 2.4).

Se zadnji primer. Denimo, da je z7az3 = (az?)?az. Z izraé¢unom (z uporabo
(3.10)) dobimo 2/ = az?az?azr2a in 277! = azx"3az3a. Poleg tega je 2772 =
(az?)?(ax=2)? in 2772 = (az™3)3. Pokazali bomo, da je (x772)?> = 1. Odtod bo
sledilo, da je j € {2,s/2 + 2}.

Prvi¢, z uporabo enacbe 2772 = (az?)?(ax~?)? ugotovimo, da je az’ =% =z
Drugié, iz enaébe 2772 = (az~?)? dobimo a(az?)? = (z3a)3a, ki (po krajsanju ele-
menta a) pove, da je r73ax 3ax ™3 = x3ax3azr? in zaradi tega je (z3ar 3ax3)% =
1. Torej je 7 3az3ax Cax3ax™3 = 1. Odtod sledi, da je 27 T'x=629+! = 1 oziroma
2%~* = 1. Torej je 2772 € {1,x%/?}.

Ce je 2772 = 2/2, velja tocka (iii). Torej lahko predpostavimo, da je 2772 = 1.
Tedaj je (az?)?(ax=2)%? = 1 in bralec se bo prepri¢al sam, da je

2-Jg.

H,zH,z’H, 2*a2x’H, 2?ax®H, ax*H, H

6-cikel v grafu Y. Ce je s = 6, velja tocka (ii). Denimo, da je s > 6. Ker noben od
petih kubi¢nih simetri¢nih grafov ozine manjSe od 6, nima Zelene prezentacije, sledi,
da je Y kubic¢ni simetri¢ni graf ozine 6. Ker je s-cikle C v R; G-konsistenten in je
|R| > 2, rezultati trditve 3.1.9 in leme 3.2.2 povedo, da je s > 8 sodo stevilo in Y
I;(t)-pot, kjer je k = s/2 ali k = 5/6,t = s/2, Ce je k lih, in t = 5/2+1, Ce je k sod.
S tem je dokaz leme 3.2.4 koncan. [ |

Lema 3.2.5 Naj bo Ry N Ry = 0, Ry N N(R2) = 0 in naj Rs sestoji iz ene same
orbite elementa x € G. Ce je R3N N(R3) # 0, je s = 6 in Y je Pappusov graf
FO18A, ali pa je s = 18 in je Y I3¥(9)-pot.

Dokaz. Veljajo vse ugotovitve leme 3.2.4. Pokazati moramo le, da zaradi pred-
postavke N(R3) N R3 # 0 tocki (i) in (iii) leme 3.2.4 ne nastopita ter da tocka (ii)
leme 3.2.4 vodi do Pappusovega graf FO18A oziroma do 138(9)-poti.

Zaradi regularnosti ima Y samo tri orbite elementa x € (G, vse dolzine s. Torej
je Y reda 3s. Ker je Y kubicni graf, je odsek (az?)2H € R3 povezan z odsekom
2/2(ax?)?H € Rs. Prvic, tocka (i) leme 3.2.4 se ne zgodi, saj imajo regularni
Zy-krovi grafa GP(10,2) stiri orbite elementa z € G. Drugi¢, denimo, da velja
tocka (ii) leme 3.2.4. Potem z uporabo dejstva, da je K = 3 ugotovimo, da je Y
I$(3)-pot (Pappusov graf FO18A) ali 138(9)-pot (edini kubiéni simetriéni graf reda
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54, ki je poznan kot graf F054A). Tretji¢, denimo, da velja tocka (iii) leme 3.2.4.
Potem je 2%/ 2azH = (az?)?H in 25/**2a2?H = az?az®H. Odtod sledi, da oba
soseda ar?H in ax?ax®H odseka (ax?)?H pripadata obrotu Ry. Zaradi tega je

2%/%(ax?)?H = (az?)3H. Torej je 8/%(ax?)?H = (az?)?(az—?)%(ax?)?H = (az?)*H
in zato (ax~2)%(ax?)? € ax?H. Nastopijo lahko tri moznosti. Ce je (az~2)%(az?)? =
az?, je (ax~2?)%az? = 1 in zaradi tega je z%/% = az®. Torej je a = z°/?>~2, v pro-

tisloviu s (3.11). Ce je (az~2)%(az?)? = az’z'a, je ax™'a = z 2az " 2az?az?a in

zato azla = x 2az%az?. Odtod sledi, da je s = 2, zopet protislovie. Ce pa je
(ax~2)%(az?)? = ax’azx, 7 izratunom ugotovimo, da je a = x3az®. Torej je (x3)
edinka v G. Po (3.12) 3 deli s. Torej je kvocientni graf Y,y kubi¢ni simetri¢ni graf

reda 3s/(s/3) = 9, protislovje. |

Kot v [70] Y-graf Y(s,1,1,k), kjer I,k € Zg, oznacuje graf, ki premore (4, s)-
semiregularen avtomorfizem z orbitami W; = {u] | j € Zs}, i € Z4, in mnozico
povezav E(X) = (Wl |je }U{ulu]+l | j e ZyUu{ubud™ | j e 2.} U{ulud |
jeZyu{ulul | jezyu{udul | j e Z}. Na primer, Coxeterjev graf FO28A je
Y-graf Y (7,1,2,4). Naslednja pomozna trditev karakterizira tiste kubi¢ne grafe z
1-regularno podgrupo, v katerih je |R| = 3.

Lema 3.2.6 Naj bo Ri N Ry = (). Ce je |R| =3, potem velja ena izmed naslednjih
trditev:

(i) s=6, in Y 2 FO14A ali Y = FOISA ali Y = GP(12,5);
(ii) s =12 in Y = GP(24,5);
(i) s =18 in Y je I3%(9)-pot;

(iv) s=28 inY 2Y(28,1,3,9);

(v) s =56 inY =Y (56,1,9,25).

DoKAZ. Ocitno je v tem primeru |Ry| = |Ry| = 5. Ce je Ro N N(Ry) # (), potem je
po lemi 3.2.3 s =6 in Y =2 F014A. Torej lahko predpostavimo, da N(Rg) N Re = (.
Ce R3 sestoji iz ene same orbite elementa z € G, lema 3.2.5 pove, da je s = 6 in
Y = FO18A ali pa je s = 18 in je Y I18(9)-pot. Torej lahko odslej predpostavimo,
da je R3 unija dveh orbit W in W’ avtomorfizma z € G. Brez skode za splosnost
lahko predpostavimo, da je az® € W in (ax?)?H ¢ W'.

Najprej bomo pokazali, da sta W in W’ obe dolzine s. Torej, da je graf Y reda 4s.
Denimo nasprotno, da vsaj ena od orbit W in W’ ni velikosti s. Potem po lemi 3.2.2
sledi, da je ta orbita dolzine s/3 (torej je s deljiv s 3). Ce sta obe orbiti W in W’
dolzine s/3, potem je az?Hax®Hz*/3ax?H (ax?)?Haz?H 4-cikel v Y, protislovje.
Torej le ena od orbit W in W’ ni dolzine s. Zato je Y reda 3s+ s/3 = 10s/3. Poleg
tega je s > 9. Namreg, ¢e je s € {3, 6}, so edini mozni grafi Petersenov graf GP(5,2),
dodekaeder GP(10,2) in Desarguesov graf GP(10, 3). Vendar GP(5,2) in GP(10,2)
ne premoreta l-regularne podgrupe, medtem ko ima GP(10,2) konsistentne cikle
dolzine 5 in 10, kar je v protislovju z dejstvom, da 3 deli s. Lo¢imo dve moznosti.
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MozNosT 1. |W| = s/3.
Potem je ax®H = x%/3ax’H = 2*/3a2’H in N(az®H) = {az’H, az*H, ax’ax’H} =
{ax?H, z*/3ax?H, z*/3ax?H}. Torej je az*H = xz%/3ax?H ali ar*H = x*/3a2?H.
Drugace povedano, ax*H = :U’"S/‘?’aa:QH kjer 7 € {1,2}, in zato x *az"/3az? €
H. Prvi¢, ¢e je z %az"/3az? = 1, potem z 1zracunom dobimo, da je az?a =
2"%/3 v protislovju s (3.12). Druglc ¢e je v 4ax™/3ax? = ax, potem po kratkem
izracunu dobimo, da je az™/*~la = 2. Torej je (z°) edinka v G. Po (3.12)
5 deli s in Y je regularni Zg)5-krov grafa reda 10s/(3s/5) = 50/3 ¢ Z, pro-
tislovje. In tretjic, e je 2 *az"/3ax? = £~ 'a, potem z izrac¢unom ugotovimo, da je
z3az™Pax? = a. Odtod sled1 da je :U_3aa:’"5/3aac involucija. To pa implicira, da
je ax"/3t2q = x7"5/3=2 Torej je (x"%/3+2) edinka v G. Ker 3 | s, najvecji skupni
delitelj stevil rs/3+2 in s pripada mnozici {1,2, 3,6} (torej (s/3+2, s), (2s/3+2,s) €
{1,2,3,6}). To pa pomeni, da je Y regularni Z 4-krov kubiénega simetricnega
grafa reda 10s/(3s/d), kjer je d € {3,6}, in zato krov grafa GP(5,2), GP(10,2) ali
GP(10,3). Vendar GP(5,2) in GP(10, 3) nista mozna, ker ne premoreta 1-regularne
podgrupe, medtem ko GP(10,2) ni mozen, ker nima konsistentnih ciklov dolzine
d = 6. (Konsistentni cikli v GP(10,2) so dolzine 5 in 10.)

MozNosT 2. |[W'| = s/3.
Potem je (az?)?H = z%/3(ax?)?H = 22%/3(az?)?H in

N((az®)?H) = {a2’H, (a2®)*zH, (ax?)*H} = {az’H, 2*az’H, 2**/3 a2’ HY.

Sledi, da je (az?)?xH = 2™/3ax?H, kjer je r € {1,2}, in zato z2ax"*/3az? € az’H.
Prvié, e je x~2az"%/3ax? = ax®, potem z uporabo (3.10) dobimo, da je x~ Lagrs/3 =
az~! in poslediéno z"/3+! = qza. Torej Je () edlnka v G, v protislovju s (3.12).
Drugic, ¢e je z™ awrs/3a3: = ar®z~'a = ax?a, je 2% reda 3 in zato s = 6, protislovje.

In tretjic, ¢e je z 2az"/3ax? = az’azx, je

2" = az?ax’aza. (3.17)

rs/3 2.4

Z veckratno uporabo (3.10) dobimo 2"%/® = ax“az*ax in zato je

2™ = zazazrazla = az2a2a. (3.18)

Ce zdruzimo enachbi (3.17) in (3.18), ugotovimo, da je az3a = z~%az*. Torej je

involucija in zato s = 6, protislovje.

3

S tem smo dokazali, da sta W in W’ obe dolzine s. Torej je Y reda 4s, W =
{xtaz®H | i € Zs} in W' = {z*(ax?)?H | i € Zs}. Ker je po predpostavki |R| = 3,
lahko nastopi ena izmed naslednjih moznosti: d(W,W') =0 in d(W) = d(W') = 2
ali d(W, W) = 1 in d(W) = d(W') = 1; ali d(W,W') = 2 in d(W) = d(W") = 0.

Denimo, da je d(W,W') = 1 in d(W) = d(W') = 1. Potem je odsek x‘ax®H
povezan z odsekom z'7%/2azH in odsek 2'(az?)2H z odsekom x'+%/%(ax?)?H, za
vsak i € Zs. Ker je d(W,W') = 1, obstaja tudi nek j € Zg, tako da je za
vsak i € Zs odsek x'ax®H povezan z odsekom z't7(az?)2H. Vendar potem pa
je ax’H, 27 (ax?)?H, 27%%/%(ax?)? H, 2/?ax’ H, ax® H 4-cikel v Y, protislovje.
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Denimo, da je d(W,W') = 0 in d(W) = d(W') = 2. Potem je Y Y-graf. Po
rezultatu, ki sta ga dokazala Horton in Bouwer [70], so med Y-grafi simetri¢ni le
Y(7,1,2,4), Y(14,1,3,9), Y(28,1,3,9) in Y(56,1,9,25). V Fosterjevi listi so ti
grafi imenovani: F028A, F056C, F112B in F244C. Iz tabele v [27] sledi, da med
njimi le grafa Y(28,1,3,9) in Y (56, 1,9, 25) vsebujeta 1-regularno podgrupo.

Poglejmo si e zadnjo moznost, ki lahko nastopi. Torej denimo, da je d(W, W') =
2 in d(W) = d(W') = 0. Potem obstaja j € Zs, tako da je az*H = 27(az?)?H in
2ax Jax* € H. Prvic, ¢e je v72 2 2
in zato x Jax? = azr’a, kar implicera x7az?H = ax’?aH. Vendar to ni mogoce, saj
rJaz?H € Ry in az?aH = az®H € R3.

Drugic, ¢e je

zato x2ax~ ar 2azJaz* =1, je ax2ax T az® = 1,

2ar%ar Y art = ax, (3.19)
je po (3.10) z7 ax2axJax* = rax = ax~'a, in zato axlaxr2axVaz* = x7a. Z
dvakratno uporabo (3.10) dobimo rarlarJaz* = z7'a in 22ax 7 tazt = 27 a.

—4 3 4 1

3ax Odtod pa sledi, da je az™/ = z3az " %ax™! =
v 3ar 3axa. Torej je axVa = v 3ax 3ax. Iz (3.19) sledi, da je x2ax Saz3az* =
a, z%ax3ax* = rar’a = az"'azra. To implicira, da je 22 involucija in zato s = 6.
Torej je Y reda 24 in Y = GP(12,5).

In tretjic, e je 2 2ax " 2ax I ax? a, z veckratno uporabo (3.10) dobimo, da
je z7tar 2arVaz? = a, zaz"taxrVax? = 1 in az™7a = 275, Torej je (x°) edinka
v G. Po (3.12) (2% # () in (2%) # (2?). Torej je Y regularni Zj,4-krov kubi¢nega
simetri¢nega grafa reda 4s/(s/d) = 4d, kjer je d € {3,6}. Vendar d = 3 ni mogoce,
saj kubi¢ni simetri¢ni graf reda 12 ne obstaja (glej [16]). Torej je d = 6, 4s/(s/6) =
24 in Z = GP(12,5). (Saj je GP(12,5) edini kubi¢ni simetri¢ni graf reda 24.) Ker
je d(W,W') = 2, obstaja nek i € Zj, tako da je ar®az’H = z°(ax?)?H. Potem

Torej je ax 7 tla = 2~

= (L’_l

je 2¥(ax?)? € azdax®H. Prvic, ce je x'(ax?)? = axr®az?, je ara = 2!, protislovije s
(3.12). Drugié, ¢e je x'(ax?)? = ardar?az, je v'ar’ara = axr®az?, in z veckratno
uporabo (3.10) dobimo zi~'a = ax?az*. Torej je 2 lar™0 = azdazr2. Ker je

277! = ax%a, dobimo, da je 2" Jax? = axz3a. To pa implicera, da je x'Jax’H =

ardaH = ax*H, protislovje, saj je 2*Jax’H € Ry in az* € Rs. Torej lahko
predpostavimo, da nastopi tretja moznost, to je, xi(aa;2)2 3ax?

= axlax’z 'a. Potem je

7' = axdazazr~?axr~2a in 7z uporabo (3.10) dobimo
2t = az’ar 3axr2a. (3.20)
2 2 ..—6,.—2

S kvadriranjem te enacbe dobimo x** = az“ax™"ax~“a. Z uporabo dejstva, da je
ar%a = 2771, dobimo 2% = 27%. Od tod sledi, da je i = —3 ali i = s/2 — 3. Ce je

i = =3, je 73 = 2! = ardarar2axr"%a. Po izracunu dobimo z2ar 3ax3azx? =
azaz 'a. Od tod pa sledi, da je z73az~3 involucija. Sledi, da je
azxba = 7. (3.21)
Ker je po (3.20), az? = 2 3az?axa, dobimo z2ax*az3ar? = r~'a in odtod
a2t = axBaxr2az " 3a. (3.22)
Ker je po (3.10) axa = 2 'az ™!, z uporabo (3.21) dobimo 2% = (z71az=1)% in zato
r=* = (ax™2)%a. Z uporabo (3.22) vidimo, da je ar3ar?az®a = x=* = (ax?)%a.
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2 62,6

Zato je rSaxr®ax’® = (ax™2)3 az?ar’ = r(azx=2)3ax. Ce vstavimo

a in posledi¢no x
(3.21) v to enaébo, dobimo az ™% = z(ax~?)3ax, in zato z uporabo (3.10) dobimo
v78 = az3ax"2ax"3a. Sedaj (3.22) implicira, da je 278 = 2*. Torej je s = 12 in je
Y reda 4s = 48. To pa implicira, da je Y = GP(24,5). In nazadnje, denimo, da je
i = 5/2 — 3. Potem iz (3.20) sledi, da je z—3az*/?>~? involucija in zato az®/?> %a =
25-%/2 S kvadriranjem te enacbe dobimo
ax™?a = z'2, (3.23)
Z uporabo (3.10) sedaj ugotovimo, da je 712 = ax'?a = (z7taz™!)'2, in posledi¢no
2710 = (ax7?)"a. Po drugi strani je zaradi (3.23) 2710 = z%az'?a. Torej je
r2ar'?a = 2710 = (ax2)''a in posledicno axr?az'* = 272(az~2)%. Ker je ax’a =
v tar~2ax!, dobimo z tar2ax'? = 272 (ax"2)%. Zato je (z%a)’raxr2az'® = a.
Veckratna uporaba (3.10) da enacbo x~laz~2ax'® = 1 in potemtakem azx~1%2a =
2~ '2. Ta enacba skupaj z (3.23) sedaj pove, da je s = 24 in zato je Y reda 4s = 96.
Obstajata dva kubi¢na simetri¢cna grafa reda 96, FO96A in F096B (glej [16, 27]).
Toda noben izmed njiju se ne more zgoditi, saj F096B nima konsistentnih 24-ciklov,
medtem ko je FO96A 2-regularen ozine 6, in je zato po trditvi 3.1.9 in izreku 3.1.13
kvicientni graf Y, pot. S tem je dokaz leme 3.2.6 koncan. [ |

Rezultati pomoznih trditev 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 in 3.2.6 implicirajo naslednjo
posledico.

Posledica 3.2.7 Naj bo G = {(a,x | o> = 2° = (az)® = 1,...) grupa z (2,s,3)-
prezentacijo, H = (ax), Y orbitalni graf grupe G glede na njeno 1-reqularno delo-
vanje na mnoZici levih odsekov podgrupe H glede na podorbito {aH,x 'H, ax?HY}
dolzine 3 in R mnoZica obrocev vY. Ce je s =0 (mod 4), veljajo naslednje trditve.

(i) Ceje|R|=2jes=4inY = GP(4,1), alis =8 in Y = GP(8,3), ali s = 12
inY = GP(12,5), ali s =24 in Y = GP(24,5);

(ii) Ceje |R| =3, jes =12 inY = GP(24,5), ali s =28 in Y =Y (28,1,3,9), ali
s=56inY = Y(56,1,9,25).

(iii) Ce je |R| > 3 in Rs sestoji iz ene same orbite elementa x € G, potem je
|R| > 3 in velja ena izmed naslednjih trditev:

(a) |Rl =4 inY je Zys-krov dodekaedra GP(10,2), kjer je s = 20 in Y =
FO80A, ali s =60 in Y = F240C;
(b) s>8inY je 15/2(8/2 + 1)-pot ali 15/6(5/2 + 1)-pot;

(c) 2%/ = (az?)*(az—2)2.

(iv) V wseh drugih primerih je |R| > 3, |Ri| = |R2| = s in R3 je unija dveh orbit
elementa z € G.

Naslednji rezultat o cikli¢ni povezavni povezanosti kubi¢nih simetri¢nih grafov z
1-regularno podgrupo bomo potrebovali v poglavju 4 pri dokazu obstoja hamilton-
skih ciklov v (2, s, 3)-Cayleyjevih grafih.
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Lema 3.2.8 Naj bo G = (a,x | a® = 2° = (az)® = 1,...) grupa z (2,s,3)-
prezentacijo, H = (ax), in'Y orbitalni graf grupe G glede na njeno 1-reqularno de-
lovanje na mnozici levih odsekov podgrupe H glede na podorbito {aH,r ' H,ax?H}
dolzine 3. Potem veljajo naslednje trditve.

(i) Ce jeY ciklicno-k-povezavno povezan za k < 5, je Y theta graf O3, polni graf
Ky, polni dvodelni graf K33, kocka GP(4,1) ali dodekaeder GP(10,2).

(ii) Ce je Y ciklicno-6-povezavno povezan, je s = 6 ali pa je s > 8 sodo stevilo in je
Y Moebius-Kantorjev graf GP(8,3) ali I;(t)-pot, kjer je k = s/2 ali k = s/6,
t=s/2, ¢ejek lih, int=s/2+1, ce je k sod.

(iii) Ce je'Y ciklicno-T-povezavno povezan, je s = 7.

(iv) V wvseh drugih primerih je Y cikliéno-8-povezavno povezan.
Dokaz. Ker grupa
G={a,z|a*>=2°=(ax)®>=1,...)

na grafu Y deluje 1-regularno, z zdruzitvijo rezultatov trditve 2.2.5 in trditve 3.0.11
ugotovimo, da velja tocka (i).

Denimo, da je Y cikliéno-6-povezavno povezan in da s # 6. Potem je po
trditvi 2.2.5, Y ozine 6. Ker je s-cikel v Ry G-konsistenten in s # 6, z zdruzitvijo
rezultatov trditve 3.1.9 in leme 3.2.2 ugotovimo, da je Y Moebius-Kantorjev graf
GP(8,3), Desarguesov graf GP(10,3) ali I;(t)-pot, kjer je k = s/2 ali k = s/6,
t =s/2, ¢eje klih, in t = s/2 4 1, ¢e je k sod. Vendar Y # GP(10,3), saj le-ta ne
vsebuje 1-regularne podgrupe. To dokaze tocko (ii).

Denimo, da je Y cikli¢no-7-povezavno povezan. Potem je po trditvi 2.2.5, Y
ozine 7. V [48] sta Feng in Nedela dokazala, da je Coxeterjev graf FO28A edini
kubi¢ni simetri¢ni graf ozine 7, v katerem 2-lok lezi na ve¢ kot enem 7-ciklu. Ker
Coxeterjev graf FO28A ne premore 1-regularne podgrupe, sledi, da vsak 2-lok v Y
lezi na natanko enem 7-ciklu. Naj bo

m = [V(Y).

Potem ima Y 3m/2 povezav in 3m 2-lokov. Odtod sledi, da Y premore 3m/7 ra-
zlicnih 7-ciklov. Ocitno G deluje tranzitivno na mnozici vseh 7-ciklov v Y. Poleg
tega je |G| = 3m (spomnimo, da je G l-regularna grupa). Zato nam standardni
argument preStevanja pove, da je stabilizator 7-cikla S reda 7, torej je izomorfen
grupi Z;. Ce g € Z7 ni drsni avtomorfizem 7-cikla S, je pa neka njegova potenca,
saj je 7 prastevilo. Torej so G-konsistentni cikli dolzine 7, kar pomeni, da je s = 7.
(Spomnimo, da ima po Conwayevem rezultatu lo¢no tranzitivna grupa natanko dve
orbiti konsistentnih usmerjenih ciklov. Ker pa v 1-regularni grupi ne obstaja ele-
ment, ki fiksira lok, usmerjena 7-cikla danega 7-cikla pripadata razli¢cnim orbitam.)
Torej velja tocka (iii).

Ker je po trditvi 2.2.5 cikli¢na povezavna povezanost grafa Y enaka njegovi ozini,
je dokaz koncan. [ ]

Ker je s-cikel v prvem obroc¢u R; grafa Y G-konsistenten in so konsistentni cikli
v dodekaedru GP(10,2) dolzne 5 in 10, velja naslednja posledica leme 3.2.8.
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Posledica 3.2.9 Naj bo s = 0 (mod 4). Naj bo G = {(a,x | a® = 2° = (az)?® =
1,...) grupa z (2,s,3)-prezentacijo, naj bo H = (ax), in naj bo Y orbitalni graf
grupe G glede na njeno 1-regularno delovanje na mnoZici levih odsekov podgrupe H
glede na podorbito {aH,x " H,ax?>H} dolzine 3. Potem velja:

(i) Y je ciklicno-4-povezavno povezan natanko tedaj, ko je izomorfen kocki GP(4,1);

(i) Y je ciklicno-6-povezavno povezan natanko tedaj, ko je s > 8 in'Y izomorfen
Moebius-Kantorjevemu grafu GP(8,3) ali 15/2(3/2 + 1)-poti ali 185/6(3/2 +1)-
poti;

(iii) v vseh drugih primerih je Y ciklicno-8-povezavno povezan.
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3.2 Kubi¢ni simetri¢ni grafi z 1-regularno podgrupo




Poglavije 4

Hamiltonski cikli v toéckovno
tranzitivnih grafih

Rezultati tega poglavja so objavljeni v [54, 79]. Leta 1969 je Lovéasz [91] postavil
vpraSanje, ali ima vsak konc¢en povezan tockovno tranzitiven graf hamiltonsko pot.
Vsi znani povezani to¢kovno tranzitivni grafi imajo hamiltonsko pot, medtem ko z
izjemo polnega grafa Ko poznamo §tiri tockovno tranzitivne grafe, ki nimajo hamil-
tonskega cikla: Petersenov graf GP(5,2) in Coxeterjev graf FO28A ter grafa dobljena
s trisekcijo tock teh dveh grafov. Ker ti grafi niso Cayleyjevi, je prislo do domn-
eve, da ima vsak povezan Cayleyjev graf na ve¢ kot dveh tockah hamiltonski cikel.
Ceprav so se v zadnjih 30 letih v literaturi pojavile stevilne publikacije, ki obrav-
navajo ta dva problema, smo Se vedno dale¢ od popolne resitve (glej [2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9, 10, 11, 19, 37, 43, 56, 58, 76, 79, 84, 96, 97, 98, 99, 101, 102, 136, 137, 138]).

Znano je, da imajo povezani tockovno tranzitivni grafi reda p, 2p (z izjemo
Petersenovega grafa GP(5,2)), 3p, p2, p?, p* in 2p?, kjer je p prastevilo, hamiltonski
cikel (glej [2, 19, 21, 97, 98, 99, 133]). Za povezane tockovno tranzitivne grafe reda
4p, 5p in 6p je bilo doslej znano le, da imajo hamiltonsko pot (glej [84, 101, 102]).
V disertaciji pa bomo pokazali, da imajo povezani tockovno tranzitivni grafi reda
4p z izjemo Coxeterjevega grafa F028A tudi hamiltonski cikel (glej izrek 5.1.4 v
razdelku 4.2).

Vecina doslej dokazanih rezultatov v primeru Cayleyjevih grafov se nanaSa na
omejitve, kot so posebni razredi grup in mnozice generatorjev grup. Na primer, ni
tezko videti, da ima vsak Cayleyjev graf abelske grupe hamiltonski cikel. Posledica
serije ¢lankov [43, 76, 96] je, da ima vsak Cayelyjev graf grupe s ciklicno komuta-
torsko podgrupo moéi p¥, kjer je p prastevilo in k € N, hamiltonski cikel. Ta rezultat
je bil kasneje posploSen na povezane tockovno tranzitivne grafe, katerih grupa av-
tomorfizmov vsebuje tranzitivno podgrupo s cikliéno komutatorsko podgrupo moci
p¥, kjer je p prastevilo in k € N, z izjemo Petersenovega grafa GP(5,2) [37]. Eden
najvecjih prispevkov k temu problemu pa je Morrisov rezultat [138], da ima vsak
Cayleyjev (di)graf poljubne p-grupe hamiltonski cikel. Se nekatere rezultate, ki jih
tu nismo eksplicitno omenili, lahko bralec najde v [30]. V disertaciji bomo dokazali
obstoj hamiltonskega cikla v (2, s, 3)-Cayleyjevih grafih, v primeru, ko je Stevilo s
deljivo s 4 (glej izrek 4.1.8 v razdelku 4.1).
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4.1 Hamiltonski cikli v (2, s,3)-Cayleyjevih grafih

Leta 2006 sta Glover in Marusi¢ [55] raziskovala problem hamiltonskosti (2, s, 3)-
Cayleyjevih grafov in dokazala, da ima (2, s, 3)-Cayleyjev graf grupe G hamiltonski
cikel, ¢e je red grupe |G| (torej tudi Stevilo s) kongruenten 2 po modulu 4, in
hamiltonsko pot, ¢e je red grupe |G| deljiv s 4. V tem razdelku bomo s posplositvijo
metode uporabljene v [55] dokazali obstoj hamiltonskih ciklov v razredu (2, s, 3)-
Cayleyjevih grafov, ko sta tako red pripadajoce grupe kot Stevilo s deljiva s 4 (glej
izrek 4.1.8). S tem rezultatom ostaja problem obstoja hamiltonskih ciklov v tej
posebni druzini kubi¢nih Cayleyjevih grafov neresen samo Se za primer, ko je red
pripadajoce grupe kongruenten 0 po modulu 4 in je s liho Stevilo ali kongruentno 2
po modulu 4.

V podrazdelku 4.1.1 bomo na nekaj primerih ilustrirali metodo v dokazu tega
rezultata. Strategija v dokazu sloni na vlozitvi Cayleyjevega grafa X = Cay(G,.5)
grupe G glede na (2, s, 3)-prezentacijo na zaprto orientabilno ploskev s s-kotnimi
in Sestkotnimi lici, v kateri bomo poiskali hamiltonsko drevo lic, to je, drevo lic,
katerega rob je hamiltonski cikel grafa X. To hamiltonsko drevo bomo nasli preko
grafu X prirejenega grafa. Natanéneje, kot v metodi, ki sta jo uporabila Glover
in Marusi¢ v [55], (2, s, 3)-Cayleyjevemu grafu X = Cay(G,S) priredimo kubi¢ni
simetri¢ni graf, katerega grupa avtomorfizmov premore 1-regularno podgrupo. Ker
si ta graf lahko predstavljamo kot graf Sestkotnih lic v grafu X, ga imenujemo graf
Sestkotnikov Hex(X) (formalna definicija je navedena v podrazdelku 4.1.1). Graf
Sestkotnikov bomo modificirali na tak nacin, da bo ustrezal grafu lic v grafu X,
ki ne vklju¢uje vseh Sestkotnih lic, a vsebuje tudi eno s-kotno lice (kako naredilo
to modifikacijo je razlozeno v podrazdelku 4.1.1). Dalje, z uporabo rezultatov o
cikliéni povezavni povezanosti kubi¢nih simetriénih grafov, katerih grupa avtomor-
fizmov premore 1-regularno podgrupo, in rezultatov o strukturi le-teh glede na or-
bite drsnega avtomorfizma konsistentnega cikla (glej razdelek 3.2) bomo dokazali,
da v modificiranem grafu Sestkotnikov, ¢e graf Sestkotnikov ni ne GP(12,5) ne
GP(24,5), obstaja podmnozica tock, ki inducira drevo, katere komplement je neod-
visna mnozica tock (glej podrazdelek 4.1.2). Kljuénega pomena pri dokazu te trditve
bo Payan-Sakarovitchev rezultat [118] iz leta 1975 o maksimalnih cikli¢no stabilnih
podmnozicah v cikli¢no-4-povezanih kubi¢nih grafih (glej razdelek 2.2.8). Z uporabo
teh rezultatov bomo nato v podrazdelku 4.1.3 dokazali obstoj hamiltonskih ciklov v
(2, s,3)-Cayleyjevih grafih za s =0 (mod 4).

Skozi ta razdelek naj bo

G={a,z|a®>=2°=(ax)®=1,...)

grupa s (2, s, 3)-prezentacijo in X = Cay(G, S) Cayleyjev graf grupe G glede na
mnozico generatorjev

S ={a,z,z'}.

Torej je grupa G generirana z involucijo a in elementom z reda s, katerih produkt
je reda 3, graf X pa je (2, s,3)-Cayleyjev graf.



Hamiltonski cikli v tockovno tranzitivnih grafih 61

4.1.1 Tlustracija metode

Kot je bilo omenjeno ze v [55] graf X premore kanonic¢en Cayleyjev zemljevid
dobljen z njegovo vlozitvijo na zaprto orientabilno ploskev roda

g=1+(s—6)|G|/12s (4.1)

z |G| /s disjunktnimi s-kotnimi lici in |G| /3 Sestkotnimi lici. Z uporabo enake rotacije
z-povezav, a-povezav in x'-povezav pri vsaki tocki na tem zemljevidu pri vsaki
tocki dobimo eno s-kotno in dve Sestkotni lici (glej primer 2.2.1 v razdelku 2.2.4).
Cayleyjevemu grafu X = Cay(G,S) priredimo tako imenovan graf Sestkotnikov
Hex(X) na sledeci nacin. Mnozica tock grafa Hex(X) je sestavljena iz vseh Sestkotni-
kov grafa X, ki prihajajo iz grupne relacije (ax)®. Dva Sestkotnika pa sta povezana
v Hex(X), ¢e imata v grafu X skupno povezavo. Ni tezko videti, da je Hex(X)
izomorfen orbitalnemu grafu levega delovanja grupe G na mnozici levih odsekov H
podgrupe H = {(ax) izhajajo¢ iz podorbite {aH,z ' H,ax? H} dolzine 3. Natanéneje
povedano, mnozica tock grafa je mnozica H, povezave pa so definirane na sledeci
nacin: odsek yH, y € G, je povezan s tremi odseki yaH(= yxH), yz~'H in
yar?H (= yaxaH). Ocitno, G deluje 1-regularno na Hex(X). Torej je Hex(X)
kubi¢éni simetri¢ni graf, katerega grupa avtomorfizmov premore 1-regularno pod-
grupo (grafi, katerih strukturo smo studirali v razdelku 3.2). Poleg tega je s-cikel

HxHz?H ... 25 'HH

v Hex(X) G-konsistenten z drsnim avtomorfizmom z € G.

Odslej naj bo s = 0 (mod 4). Naj bo S fiksno s-kotno lice v X vlozenem na
orientabilno ploskev roda ¢ (glej (4.1)). Oznacimo tocke grafa Sestkotnikov Hex(X),
ki ustrezajo s-tim Sestkotnikom okoli s-kotnega lica S v Cayleyjevem zemljevidu
grafa X, na tak nac¢in, da HrHx?H ... x* ' HH ustreza s-ciklu S v Hex(X). Potem
je modificirani graf Sestkotnikov Modp(X) graf z mnozico tock

V(Modu (X)) = V(Hex(X)) \ {&¥ " H, 2% a2®H | i € Z} U {az’H, 2*?ax?H} U {v}
in mnozico povezav

EModg (X)) = E(X[V(Hex(X))\ {z* ™ H, 2% az?H | i € Zs} U
U{az®H, 2*?az? HY)) U {z® Hv | i € Zs)}.

V kontekstu prvotnega Cayleyjevega grafa X si lahko konstrukcijo modificiranega
grafa Sestkotnikov Mody(X) predstavljamo takole. Pobarvamo vsa Sestkotna lica
v X, izberemo s-kotno lice § v X in potem odstranimo barvo na vsakem drugem
Sestkotnem licu okoli §. Nato razbarvamo Sestkotna lica, ki si delijo povezavo s po-
barvanimi Sestkotniki okoli S, z izjemo enega para antipodnih Sestkotnikov. Nazad-
nje pobarvamo s-kotno lice S. Modificiran graf Sestkotnikov Mod(X) je potem
graf, katerega mnozica tock je sestavljena iz pobarvanih lic. Dve lici pa sta povezani
v Mody(X), ¢e si delita povezavo v X.

Metoda za konstrukcijo hamiltonskih ciklov v (2, s, 3)-Cayleyjevem grafu X za
s = 0 (mod 4) sloni na iskanju podmnozice S mnozice tock V' = V(Modpn(X)), ki
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inducira drevo, njen komplement V'\ S pa je neodvisna mnozica tock. Iz tega drevesa
bomo konstruirali drevo lic v X (eno lice tega drevesa bo s-kotno, vsa druga lica pa
Sestkotna), katerega rob je hamiltonski cikel grafa X. Ta metoda bo delovala v vseh
primerih z izjemo dveh primerov, ko je graf Sestkotnikov izomorfen posplosenemu
Petersenovemu grafu GP(12,5) ali GP(24,5). V teh dveh primerih bomo hamiltonski
cikel nasli z nekoliko drugaéno metodo (glej sliki 4.3 in 4.4 v podrazdelku 4.1.2).

Tu podajamo dva primera konstrukcije hamiltonskih ciklov v (2, s, 3)-Cayleyjevih
grafih za s =0 (mod 4).

Primer 4.1.1 Na desni strani slike 4.1 je prikazano drevo lic, katerega rob je hamil-
tonski cikel v sfericnem Cayleyjevem zemljevidu Cayleyjevega grafa X grupe G = Sy
z (2,4, 3)-prezentacijo (a,z | a? = 2* = (ax)? = 1), kjer je a = (12) in x = (1234).
Poleg je to isto drevo prikazano v modificiranem grafu Sestkotnikov Modg(X) ter
pripadajoc¢i modificirani graf Sestkotnikov Modp(X) kot graf lic v sfericnem Cay-
leyjevem zemljevidu grafa X. Na levi stani slike 4.1 je narisan pripadajo¢i graf
Sestkotnikov, ki je v tem primeru kocka GP(4,1), in theta graf O,, graf, ki ga do-
bimo iz modificiranega grafa Sestkotnikov Mody(X) s supresijo tock valence 2 (to
je, 2-pot wvw, kjer je v valence 2, nadomestimo s povezavo uv).

o I

Slika 4.1: Hamiltonsko drevo lic v sferiécnem Cayleyjevem zemljevidu Cayleyjevega grafa grupe
S4, na dva nacina prikazan pripadajo¢i modificirani graf estkotnikov Mod (X ), kot graf in kot graf
lic, graf dobljen iz Modu (X) s supresijo tock valence 2, in graf Sestkotnikov Hex(X).

Primer 4.1.2 Na desni strani slike 4.2 je Cayleyjev zemljevid roda 2 Cayleyjevega
grafa X grupe G = Qg x S3 glede na (2,8, 3)-prezentacijo (a,z | a®> = 2% = (ax)3 =
1,...), kjer je a = (1,(23)) in = (4,(12)). Delovanje transpozicije (12) € S3 na
Qs je definirano z: (12)i = —j, (12)j = —i, (12)k = —k. Poleg tega je (123)i =
(23)(12)i = j, (123)j = k in (123)k = 4. Bralec se bo preprical sam, da je a
involucija, x element reda 8 in njun produkt ax reda 8.

Zemljevid je narisan v ravnini, kjer si moramo predstavljati, da so antipodni
osemkotniki isti, kot je oSteviléeno. Poleg tega, Sestega osemkotnika ni na sliki, a
SO njegove povezave zunanje povezave zunanjih Sestkotnikov. Prikazano je drevo
lic, katerega rob je hamiltonski cikel v grafu X. Na sredini je modificirani graf
Sestkotnikov Mody (X) in na levi pripadajoci graf sestkotnikov, ki je v tem primeru
Moebius-Kantorjev graf GP(8, 3).
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Slika 4.2: Hamiltonsko drevo lic v Cayleyjevem zemljevidu roda 2 Cayleyjevega grafa grupe
Qs x S3, pripadajoci graf Sestkotnikov in modificirani graf Sestkotnikov.

4.1.2 Modificirani graf Sestkotnikov

Tudi skozi ta podrazdelek naj bo X (2,s,3)-Cayleyjev graf grupe G = (a,x |
a? = 2% = (ax)® = 1,...) glede na mnozico generatorjev S = {a,r, '}, kjer je
s =0 (mod 4) > 4. Naj bo Hex(X) pripadajoci graf Sestkotnikov in Mod(X)
pripadajo¢i modificirani graf Sestkotnikov.

Ker G deluje 1-regularno na Hex(X) in je s-cikel v Hex(X), ki ustreza s Sestkotni-
kom okoli fiksnega s-kotnega lica S v X, G-konsistenten, lahko za Hex(X') uporabimo
rezultate o tako imenovanih obro¢ih iz razdelka 3.2.

Spomnimo se (glej podrazdelek 4.1.1), da modificirani graf sestkotnikov Mody(X)
dobimo iz grafa Sestkotnikov Hex(X), tako da izbrisemo vse “lihe” tocke v prvem
obro¢u Rj, vse “sode” tocke z izjemo dveh antipodnih tock v drugem obrocu, do-
damo dodatno tocko v, ki predstavlja s-kotno lice S (znotraj R;) in povezemo tocko
vz vsemi “sodimi” toc¢kami v R;. Kjer so obroci R; definirani tako kot v razdelku 3.2.

Graf Mody(X) si lahko predstavljamo kot graf lic v Cayleyjevem zemljevidu
grafa X, ki vsebuje s-kotno lice § in vse Sestkotnike z izjemo Sestkotnikov, ki us-
trezajo tockam x? " H i € Zg, in 2%ax?H, i € Zs \ {0, s/4}, v grafu Sestkotnikov
Hex(X). Ker je red grafa Hex(X) vecji od 6 in je za s = 0 (mod 4) v simetri¢nemu
posplosenemu Petersenovemu grafu GP(s, k) stevilo k liho (glej Lemo 3.2.1), so po
posledici 3.2.7 Sestkotniki, ki smo jih pri konstrukeiji grafa Mody(X) izbrisali iz
Hex(X), neodvisni. To pomeni, da rob grafa lic Modg(X) v Cayleyjevem zemljev-
idu grafa X vsebuje vse tocke grafa X. Torej, ¢e je Mody(X) drevo, je hamiltonsko
drevo lic v Cayleyjevem zemljevidu, ki nam da hamiltonski cikel v grafu X. (Na
primer, v primeru 4.1.2 je Modp(X) drevo.)

Poleg tega posledica 3.2.7 implicira, da je Modyg(X) povezan v vseh primerih
razen, ko je Hex(X) = GP(12,5) (in s = 12) in ko je Hex(X) = GP(24,5) (in s = 24).
Ce je Hex(X) posploeni Petersenov graf GP(12,5) in s = 12, je modificirani graf
Sestkotnikov Modg (X ) drevo unija dve neodvisni tocki. Ce grafu Modg(X) dodamo
dve primerni tocki (glej sliko 4.3) dobimo nov modificirani graf, v katerem obstaja
inducirano drevo, ki ustreza hamiltonskemu ciklu v prvotnem Cayleyjevem grafu. Ce
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pa je Hex(X) posploseni Petersenov graf GP(24,5), je Modyu(X) drevo unija osem
neodvisnih tock. Vendar grafu Mody(X) lahko dodamo tocke, tako da dobimo
drevo, ki porodi hamiltnoski cikel v grafu X (glej sliko 4.4).

Slika 4.3: GP(12,5), modificirani graf Sestkotnikov in novi modificirani graf gestkotnikov z induci-
ranim drevesom, katerega komplement je ena sama tocka.

Slika 4.5: GP(24,5) in modificirani graf Sestkotnikov Modp (X) za s = 12 z induciranim drevesom,
katerega komplement je mnozica petih tock.

Ce je s = 12 in je Hex(X) posploSeni Petersenov graf GP(24,5), je modifici-
rani graf Sestkotnikov Mody(X) graf na desni strani slike 4.5, v katerm obstaja
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inducirano drevo, katerega komplement je neodvisna mnozica tock. Zato to drevo
porodi hamiltonski cikel v Cayleyjevem grafu X (glej sliko 4.5). Vse to, skupaj s
primerom 4.1.1 in primerom 4.1.2, zagotovi veljavnost naslednje trditve.

Trditev 4.1.3 Ce je Hex(X) posploieni Petersenov graf, X ima hamiltonski cikel.

Z izjemo tocke v, ki je valence s/2, so vse tocke v Mody(X) valence 1, 2 ali
3. Poleg tega so z izjemo dveh vse tocke povezane s tocko v valence 1. Naj bo
Mod(X) graf, ki ga dobimo iz grafa Modg(X), ¢e izbriSemo vse tocke valence 1 in
supresiramo tocke valence 2. Dobljeni graf Mod(X) imenujemo modificirani graf.
Kadar je Modg(X) povezan in vsebuje cikel, je modificirani graf Mod(X) povezan
kubic¢ni graf (glej tudi primer 4.1.1). Naslednja pomozna trditev pove, da je Hex(X)
posploseni Petersenov graf ali pa je Mod(X) kubic¢ni graf, katerega red pri deljenju
s 4 da ostanek 2.

Lema 4.1.4 Naj bo Hex(X) razlicen od posplosenih Petersenovih grafov. Potem je
modificirani graf Mod(X) povezan kubic¢ni graf in |V (Mod(X))| =2 (mod 4).

DokAz. Naj bo R mnozica obrocev v Hex(X). Po posledici 3.2.7 je |[R| > 3
ter Modp(X) je povezan graf, ki vsebuje cikel. Torej je modificirani graf Mod(X)
povezan kubi¢ni graf. Preostane pokazati, da je |V(Mod(X))| = 2 (mod 4).

Po posledici 3.2.7 moramo premisliti nekaj moznosti. Prvi¢, bralec se bo preprical
sam, da je v primeru, ko je Hex(X) Y-grafov Y (28,1, 3,9) ali Y (56, 1,9, 25), modifi-
cirani graf Mod(X) reda 30 oziroma 58. Drugi¢, ¢e je Hex(X) tak graf, da R3 sestoji
iz ene same orbite elementa z, je po posledici 3.2.7, |R| > 4. Poleg tega modificirani
graf Sestkotnikov Mody (X)) vsebuje tocko v, ki predstavlja centralno s-kotno lice S,
s/2 tock iz prvega obroc¢a Rp, med katerimi je s/2 — 2 toc¢k valence 1 in dve tocki
valence 2, s/2 + 2 tock iz drugega obroca Rg, med katerimi jih je s/2 valence 2 in
dve valence 3, in vse tocke iz preostalih obrocev. Ko pozabimo na tocke valence 1 in
supresiramo tocke valence 2 v Modg(X), ugotovimo, da modificirani graf Mod(X)
nima nobene tocke iz prvega obroca R in ima 2 tocki iz Ry, s/2 tock iz Rs, s/2+4
tock iz Ry in vse tocke iz preostalih obrocev (¢e obstajajo). Z drugimi besedami,
|[V(Mod(X))| = |V(Hex(X))| —s— (s —2) —s/2 — (s/2 — 4) = |Hex(X)| — 3s + 6,
kar je o¢itno kongruentno 2 po modulu 4, saj je s =0 (mod 4). In tretjic, ¢e je R3
unija dveh orbit elementa x € G, potem z brisanjem tock valence 1 in supresiran-
jem tock valence 2 v Mody(X), izgubimo tocko v, vse tocke iz prvega obroca R,
s — 2 tock iz Re in s/2 — 2 tock iz vsake od dveh orbit v tretjem obro¢u Rs. Ker
je [Hex(X)| =0 (mod 4) in s = 0 (mod 4), odtod sledi, da je tudi v tem primeru
Stevilo

|[V(Mod(X))| = [Hex(X)| —s — (s —2) — 2(s/2 — 2) = |Hex(X)| — 35+ 6
kongruentno 2 po modulu 4. [ |

Naslednji pomozni trditvi in posledica 3.2.7 povedo, da je modificirani graf
Mod(X) cikli¢no-4-povezavno povezan, ko je Hex(X) razlicen od posplosenih Pe-
tersenovih grafov.
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Lema 4.1.5 Naj bo Hex(X) kubicni 2-reqularni graf oZine 6. Potem velja ena izmed
naslednjih trditev:

(i) Hex(X) = GP(8,3); ali
(i) Hex(X) = GP(12,5); ali

(iii) s > 8, Hex(X) je I§/2(s/2+ 1)-pot ali 15/6(3/2—1— 1)-pot in Mod(X) je ciklicno-
4-povezavno povezan.

Doxkaz. Naj bo Hex(X) kubi¢ni 2-regularni graf ozine 6. Potem je po trditvi 3.1.9
in izreku 3.1.13 Hex(X) Moebius-Kantorjev graf GP(8, 3) ali I} (t)-pot, kjer je s > 8,
k=s/2alik=s/6,int=s/2+1.

Ker je po predpostavki s = 0 (mod 4), je s > 8. Ceje s =121in k = 5/6 = 2,
potem je I} (t)-pot posploseni Petersenov graf GP(12,5). V vseh drugih primerih
dejstvo, da je s =0 (mod 4), implicira, da je k sodo Stevilo vecje ali enako 4.

Torej lahko predpostavimo, da je Hex(X) IZ(t)-pot, razlicna od I3%(7)-poti.
Potem posledica 3.2.9 pove, da je Hex(X) cikli¢no-6-povezavno povezan. Pokazali
bomo, da je modificirani graf Mod(X), ki je po lemi 4.1.4 povezan kubiéni graf,
cikli¢no-4-povezavno povezan.

V ta namen se spomnimo, da s-cikel S v prvi orbiti I} (t)-poti sestoji iz tock v
prvem obroc¢u R; (glej dokaz leme 3.2.4). Poleg tega ima Hex(X ) natanko k obrocev
in vsak obro¢ R;, i € {1,2,...,k}, sestoji iz ene same orbite elementa x.

Slika 4.6: Na levi strani modificirani graf Mod(X), v primeru, ko je graf Sestkotnikov Hex(X)
I3(5)-pot, na desni strani Mod(X), v primeru, ko je Hex(X) I}?(7)-pot.

Ni tezko videti, da je Mod(X) cikliéno-4-povezavno povezan, ée je Hex(X) I5(5)-
pot ali I}2(7)-pot (glej sliko 4.6). Torej lahko predpostavimo, da je s > 12 in
k > 6. Potem glede na nase predpostavke lokalna struktura modificiranega grafa
Mod(X) izgleda kot je ilustrirano na sliki 4.7 za s = 12. Naj M = E(Mod(X)) \
E(Hex(X)) oznacuje mnozico novih povezav grafa Mod(X), to je, mnozico povezav
grafa Mod(X), ki niso povezave grafa Sestkotnikov Hex(X) (krepke povezave na
desni strani slike 4.7). Povezave iz M tvorijo disjunktno unijo drevesa reda 6, ki ima
dve tocki valence 3, preostale §tiri tocke pa so valence 1, dve (s/4—2)-pot in s/2-cikel
Q. Oznacimo Sest tock drevesa, ki ga tvorijo povezave iz M, z u,u/,u”, w,w’ in w”
kot na sliki 4.7. Potem struktura grafa Hex(X) implicira, da obstajata dve povezavi
v Hex(X), ki povezujeta 3-lok v uww’ z eno od dveh (s/4 — 2)-poti, ki ju sestavljajo
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povezave iz M, na tak nacin, da dobimo (s/4 + 3)-cikel (glej sliko 4.7). Podobno,
3-lok v"uww” skupaj s primernima povezavama grafa Hex(X) in drugo od dveh
(s/4 — 2)-poti tvori (s/4 + 3)-cikel. Oznacimo ta dva (s/4 + 3)-cikla z Q' in Q. 1z
postopka modificiranja sledi, da s/2-cikel Q vsebuje tocke x> *lax3H € V (Hex(X)),
i € Zs, iz tretjega obrota Rs. Poleg tega so povezave tega s/2-cikla @ oblike
2> a3 Ha?BaxdH, i € Z,. Vsaka povezava x2tlaz3 Ha?3ax3H, i € Zs, lezi
tudi na 5-ciklu, poimenujmo ga f;, ki nastane iz enoli¢no dolocenega 6-cikla skozi 2-
lok 22t az3 Ha? Hax? Hr? 3az3 H v Hex(X) (glej tudi trditev 3.1.2). Dva 5-cikla
fi in f; skupno povezavo natanko tedaj, ko imata povezavi z?Haz3 Ha?3ax3H in
2t qx3 Hr?H3ax3 H skupno krajisée na s/2-ciklu @ oziroma je j € {i — 1,7+ 1}.

Slika 4.7: Na levi strani lokalna struktura I3 (¢)-poti za s = 12 in k = 6. Na desni strani lokalna
struktura pripadajocega modificiranega grafa Mod(X).

Denimo, da Mod(X) ni ciklicno-4-povezavno povezan. Potem obstaja cikli¢ni
prerez T' C E(Mod(X)) modi ¢, kjer je ¢t € {1,2,3}, in z odstranitvijo povezav v T’
graf Mod(X) razpade na dve komponenti (ne nujno povezani) imenujmo ju C' in C’,
ki vsebujeta cikel. O¢itno so krajis¢a povezav v T medseboj razlicna (povezave v T
niso incidentne). Ker je Mod(X) o¢itno 2-povezavno povezan, je t € {2,3}. Ker eno
krajisce poljubne povezave v T pripada komponenti C' in drugo komponenti C’, se
bo bralec preprical sam, da mora biti v vsakem ciklu v grafu Mod(X) sodo mnogo
povezav, ki lezijo v T'. (Najlazje se o tem prepricamo, tako da totke ene komponente
pobarvamo recimo z belo barvo, tocke druge komponente pa recimo s ¢rno barvo.
vsebuje dvobarvno povezavo. Potem so tocke na ciklu na eni strani te povezave
bele barve, na drugi pa ¢rne. Ker med poljubnima tockama na ciklu obstajata
dve razli¢éni poti, sledi, da se na ciklu nahaja vsaj Se ena dvobarvna povezava.) 1z
predpostavke, da je t < 3, sledi, da v poljubnem ciklu v Mod(X) bodisi nobena
povezava ali natanko dve povezavi lezita v T. Poleg tega struktura grafa Hex(X)
implicira, da vsaka povezava grafa Mod(X) lezi na vsaj dveh razliénih ciklih.

Denimo, da je M NT = (). Potem je vsaka povezava iz T tudi povezava grafa
Sestkotnikov Hex(X). Ocitno vsaka povezava grafa Hex(X) lezi na dveh razliénih 6-
ciklih v Hex(X), in zaradi tega vsaka povezava v T lezi na dveh ciklih dolzine manjse
ali enake 6 v Mod(X). Z uporabo dejstva, da vsak cikel vsebuje dve povezavi ali
nobeno povezavo iz T, ugotovimo da ¢t # 2, in zaradi tega ¢t = 3 (namrec, Ce je
t = 2, potem obstaja povezava, ki je tudi povezava grafa Hex(X), ki lezi na enem
samem ciklu, kar pa ni mogoce). Sledi, da obstajajo tri povezave v T, ki tvorijo
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kolobar treh ciklov v Mod(X), ki ustrezajo trem 6-ciklom v Hex(X). Vendar, ker je
Hex(X) I;(t)-pot, je edina moznost, da imajo te tri povezave v T" skupno krajisce,
protislovije.

Denimo, da je M NT # (. Mnozica M ima §tiri tipe povezav: centralno povezavo
uw drevesa reda 6; preostale §tiri povezave tega drevesa; povezave s/2-cikla @; in
povezave dveh (s/4 — 2)-poti. To porodi §tiri moznosti za presek M N'T # (), ki jih
moramo premisliti. S podrobno analizo vsake izmed njih (na podoben nacin kot v
primeru M NT # () dobimo protislovje.

Denimo, da je neka povezava iz M, ki lezi na s/2-ciklu @, vsebovana v T'. Torej,
obstaja tak ¢ € Zg, da je povezava

e = 22 axP He? PBax®H € T.
Potem po zgornjih opombah, obstaja tak j € Z, j # i, da tudi povezava
ej = x2j+1ax3H:c2j+3a:U3H,

ki lezi na s/2-ciklu @, pripada mnozici 7. Spomnimo se, da e; lezi na 5-ciklu f; in
ej na 5-ciklu f;. Ker je t < 3, sledi, da imata f; in f; skupno povezavo. Torej sta
e; in e; sosednji povezavi na (). Vendar potem T sestoji iz treh povezav s skupnim
krajis¢em, protislovje.

Denimo, da T vsebuje povezavo drevesa reda 6, ki ga sestavljajo povezave iz M.
Ocitno povezava e = uw tega drevesa, ki izhaja iz 2-loka v Modp(X), ki povezuje
tocko v z dvema antipodnima tockama prvega obro¢a R; grafa Hex(X) (vertikalna
krepka povezava uw na desni strani slike 4.7) ni vsebovana v T'. Namre¢, povezava
e lezi na ciklu Q" in ciklu Q”, katerih edina skupna povezava je e. Torej, ¢e bi
e pripadala mnozici T, bi obstajali, dve povezavi, recimo ¢’ in ¢” (obe razli¢ni od
e), od katerih bi ena lezala na @’ in druga na @Q”, ki bi tudi pripadali mnozici 7T'.
Vendar, potem bi morali povezavi €’ in €” lezati na skupnem ciklu, ki je nastal iz
6-cikla v Hex(X), kar pa je o¢itno nemogoce. Zaradi simetrije je dovolj pokazati, da
tudi primer, ko povezava u'u € T pripelje do protislovja. Torej recimo, da v'u € T
Potem morata obstajati dve povezavi (obe razliéni od povezave u'u), od katerih ena
lezi na " in druga na 4-ciklu, ki vsebuje 2-lok v'uu”, ki sta vsebovani v T'. Vendar,
ker je t < 3, morata te dve povezavi lezati na skupnem ciklu, ki izhaja iz 6-cikla v
Hex(X), kar pa ni mogoc¢e. Podobno se bo bralec preprical sam, da nobena povezava
na (s/4 — 2)-poteh, ki ju sestavljajo povezave iz M, ne pripada mnozici T'. S tem je
dokaz koncan. [ |

V danem grafu X vlozenem na zaprto orientabilno ploskev roda g sta dve lici f
in f’ povezani, ¢e premoreta skupno povezavo. Pot lic dolzine r fofi...fr v X je
zaporedje r + 1 lic, tako da je lice f; povezano z licem f;11 za vsak ¢ € Z,41 \ {r},
in f; # fjzai#j. Stevilo 7 imenujemo dolzina poti lic. Ce je fo = f, in f; # fj za
i#7j,1,j € Zry1 \ {0, 7}, potem pot lic imenujemo cikel lic. Dve lici sta na razdalji
r, ¢e je najkrajsa pot lic med njima dolzine r.

Lema 4.1.6 Naj bo Hex(X) razlicen od posplosenih Petersenovih grafov. Potem je
modificirani graf Mod(X) cikliéno-4-povezavno povezan.
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Dokaz. Ce je Hex(X) Ij(t)-pot, je po lemi 4.1.5 Mod(X) cikli¢no-4-povezavno
povezan. Torej lahko po posledici 3.2.9 predpostavimo, da je Hex(X) cikliéno-8-
povezavno povezan.

Naj bo X vlozen na zaprto orientabilno ploskev roda g = 1+ (s — 6)|G|/12s s
s-kotnimi in Sestkotnimi lici. Potem je tudi Hex(X) in posledicno Mod(X) vlozljiv
na enako ploskev roda g. Lica v Hex(X) s-kotna, v . Mod(X) pa poleg s-kotnih
lic obstajajo tudi lica druga¢nih dolzin. Pravimo, da je lice v Mod(X) staro lice,
¢e je tudi lice grafa Hex(X). Nowo lice pa je lice v Mod(X), ki ni lice v Hex(X),
torej nastane preko modifikacijskega procesa iz nekaj lic grafa Hex(X). Naj bo e,
povezava v Mod(X), ki nastane iz 2-poti Hvz®?>H v Mody(X) (glej sliko 4.8).

Predpostavimo nasprotno, da Mod(X) ni cikli¢no-4-povezavno povezan. Potem
obstaja cikli¢ni prerez T C E(Mod(X)) modi ¢, kjer je t < 3, in z odstranitvijo
povezav v T graf Mod(X) razpade na dve komponenti (ne nujno povezani), imenu-
jmo ju C in C’; ki obe vsebujeta cikel. Ker eno krajisée poljubne povezave v T
pripada komponenti C' in drugo krajisée komponenti C’, se bo bralec preprical sam
(podobno kot v dokazu leme 4.1.5), da na poljubnem ciklu v Mod(X) obstaja sodo
mnogo povezav, ki lezijo v T'. Ker je po predpostavki t < 3, sledi, da cikel v Mod(X)
bodisi ne vsebuje nobene povezave iz T bodisi vsebuje natanko dve povezavi iz T
Poleg tega, dejstvo, da vsaka povezava v Mod(X) lezi na dveh licih, implicira, da je
t € {2,3}. Odtod sledi, da obstaja cikel ¢-ih lic, imenujmo ga @, v Mod(X), tako
da so lica v () povezana preko povezav v T.

Slika 4.8: Lokalna struktura grafa Mod(X) vlozenega na zaprto orientabilno ploskev, ¢e je |R| > 3
in tretji obro¢ R3 sestoji iz dveh orbit elementa z € G, za s = 8.

Najprej si oglejmo splosen primer, ko je |R| > 3 in tretji obro¢ Rg3 sestoji iz
dveh orbit elementa x € G. Potem lokalna struktura modificiranega grafa Mod(X)
(struktura obmocja, na katerem se Mod(X) razlikuje od Hex(X)) vlozenega na ori-
entabilno ploskev roda g izgleda kot je ilustrirano na sliki 4.8 za s = 8. Poleg
s-kotnih lic modificiran graf Mod(X) vsebuje tudi s lic velikosti s — 1 in dve veliki
lici, ki sta povezani preko povezave e, (glej sliko 4.8).

Ce @ sestoji iz t-tih starih lic, je T tudi cikli¢ni-t-prerez grafa Hex(X), t < 3,
kar je v protislovju s cikliéno-8-povezavno povezanostjo grafa sestkotnikov Hex(X).
Bralec se bo prepric¢al sam, da tudi primer, ko () sestoji iz ¢-tih lic, med katerimi so
nekatera stara lica, druga nova lica velikosti s — 1 in nobeno veliko novo lice, vodi
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v protislovie. Zdaj denimo, da Q vsebuje vsaj eno novo veliko lice. Ce @Q vsebuje
obe novi veliki lici, potem je e, € T, in ker @ sestoji iz t < 3 lic, sledi, da imata
ti dve veliki lici poleg povezave e, Se eno drugo skupno povezavo ali pa obstaja lice
f, velikosti s ali s — 1, ki skupaj z dvema velikima licema tvori cikel lic @). Vendar
za poljubni dve povezavi e in €/ v Mod(X), od katerih ena lezi na enem velikem
licu, druga pa na drugem velikem licu, sta pripadajoc¢i s-kotni lici v Hex(X) (dve s-
kotni lici v Hex(X), ki vsebujeta povezavo e oziroma €', in sta bili v modifikacijskem
procesu modificirani) najve¢ na oddaljenosti 5 (glej sliko 4.8). Torej obstaja cikel
t—2+5=1t+3 <6 lic v Hex(X), kar pomeni, da Hex(X) vsebuje cikli¢ni prerez
moc¢i manjSe od 7, protislovje. Nazadnje, ¢e @) vsebuje le eno od dveh velikih lic v
Mod(X), sta povezavi velikega lica, ki skupaj z nekim licem, ¢e je ¢ = 2, oziroma
skupaj z dvema licema, ¢e je t = 3, v Mod(X) tvorijo cikel @, zopet najve¢ na
razdalji 5 v Hex(X). Torej v Hex(X) obstaja cikel lic dolzine ¢t — 1+ 5 < 7, zopet
protislovje s ciklicno-8-povezanostjo grafa Hex(X).

Po posledici 3.2.7 se lahko zgodijo $e naslednji primeri: Hex(X) = Y (28,1, 3,9)
ali Hex(X) = Y (56,1,9,25) ali pa je |R| > 3 in Rj3 sestoji iz ene same orbite el-
ementa x € G. Za prva dva primera se bo bralec preprical sam, da je Mod(X)
cikliéno 4-povezavno povezan. Medtem ko v primeru, ko je |R| > 3 in Rj3 sestoji
iz ene same orbite elementa x € GG, z enakimi argumenti kot v prej$njem odstavku
ugotovimo, da ne obstaja cikli¢ni prerez, ki sestoji iz najve¢ treh povezav. Podrob-
nosti prepus¢amo bralcu. [ |

7 zdruzitvijo rezultatov leme 4.1.4, leme 4.1.6 in trditve 2.2.4, dobimo nasled-
njo posledico. Spomnimo, da je cikli¢no stabilna podmnozica v grafu, podmnozica
mnozice tock, ki inducira graf brez cikla (glej razdelek 2.2.8).

Posledica 4.1.7 Naj bo Hex(X) razlicen od posplosenih Petersenovih grafov. Potem
v modificiranem grafu Mod(X) obstaja taka maksimalna cikliéno stabilna podmnoZica
S, da je Mod(X)[S] drevo in V(Mod(X)) \ S neodvisna mnoZica tock.

4.1.3 Dokaz obstoja hamiltonskih ciklov

Z rezultati prejsnjega podrazdelka lahko dokazemo, da (2, s, 3)-Cayleyjevi grafi
za s =0 (mod 4) premorejo hamiltonski cikel.

Izrek 4.1.8 Naj bo s = 0 (mod 4) > 4 in naj bo G = {a,r | a®> = 2° = (az)® =
1,...) grupa z (2, s,3)-prezentacijo. Potem Cayleyjev graf X = Cay(G, {a,x,z71})
ima hamiltonski cikel.

DokAz. Najbo s =0 (mod 4) > 4 in X Cayleyjev graf grupe G = (a,z | a® = 2° =
(ax)® =1,...) s (2, s,3)-prezentacijo, glede na mnozico generatorjev S = {a,z, 27 1}.
Naj bo X vlozen na zaprto orientabilno ploskev roda g = 1+ (s — 6)|G|/12s s s-
kotnimi in Sestkotnimi lici. Naj bo Hex(X) njegov pripadajoci graf sestkotnikov.
Ce je Hex(X) eden izmed posplosenih Petersenovih grafov, potem po trditvi 4.1.3
graf X ima hamiltonski cikel. Torej lahko predpostavimo, da Hex(X) ni pos-
ploseni Petersenov graf. Potem po posledici 4.1.7 v modificiranem grafu Mod(X)
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obstaja maksimalna cikli¢cno stabilna podmnozica S, ki inducira drevo, njen kom-
plement V(Mod(X))\ S pa je neodvisna mnozica toc¢k. Z dodajanjem tock modifici-
ranega grafa sestkotnikov Mody (X), ki smo jih izbrisali iz Modg (X ), da smo dobili
graf Mod(X), k drevesu Mod(X)[S] dobimo inducirano drevo modificiranega grafa
sestkotnikov Mody (X)), katerega komplement je neodvisna mnozica tock. Kot smo
ilustrirali v podrazdelku 4.1.1 to drevo ustreza drevesu lic v Cayleyjevem grafu X,
katerega rob je hamiltonski cikel grafa X. [ |

4.1.4 Opombe in sklepi

V tem razdelku smo s posplositvijo metode uporabljene v [55] dokazali ob-
stoj hamiltonskih ciklov v razredu (2, s, 3)-Cayleyjevih grafov, ko sta tako red pri-
padajoce grupe kot stevilo s deljiva s 4 (glej izrek 4.1.8). Poleg metode, ki sta
jo razvila Glover in Marusi¢c v [55], vlozitve Cayleyjevega grafa na orientabilno
ploskev, pri kateri namesto hamiltonskega cikla iS¢éemo hamiltonsko drevo lic, so v
dokazu kljuéno vlogo imeli tudi naslednji rezultati: klasifikacija kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6, ki smo jo naredili v razdelku 3.1; Payan-Sakarovitchev rezultat o
ciklicno stabilnih podmnozicah v cikli¢no-4-povezavno povezanih kubi¢nih grafih
(trditev 2.2.4); Conwayev rezultat o Stevilu orbit konsistentnih ciklov v simetri¢nih
grafih (trditev 2.2.3); ter analiza strukture kubi¢nih simetriénih grafov, katerih
grupa avtomorfizmov premore 1-regularno podgrupo (narejeno v razdelku 3.2). Naj
omenimo Se to, da ostaja z nasim rezultatom problem obstoja hamiltonskih ciklov
v tej posebni druzini kubi¢nih Cayleyjevih grafov neresen samo Se za primer, ko je
red pripadajoce grupe deljiv s 4 in je s liho Stevilo ali kongruentno 2 po modulu 4.

Uporabljeno Glover-Marusi¢ metodo za iskanje hamiltonskih ciklov v (2, s, 3)-
Cayleyjevih grafih lahko posplosimo na iskanje hamiltonskih ciklov v (2, s, t)-Cayle-
yjevih grafih na sledeci nac¢in: (2, s, t)-Cayleyjev graf X grupe G vlozimo na ploskev
z 2t-kotnimi in s-kotnimi lici in mu priredimo graf 2t-kotnikov T'(X) (prej graf
Sestkotnikov). Dve tocki v T'(X) sta povezani, ¢e imata pripadajo¢i 2¢-kotni lici v X
skupno povezavo. Bralec se bo preprical sam, da je T'(X) t-valentni graf, na katerem
grupa G deluje 1-regularno. Ce v T(X) najdemo inducirano drevo, katerega komple-
ment je neodvisna mnozica toc¢k, dobimo hamiltonski cikel v X. Torej potrebujemo
le posplositev Payan-Sakarovitchevega rezultat na t-valentne grafe.

4.2 Hamiltonski cikli v tockovno tranzitivnih grafih reda
4p

Rezultati tega razdelka so objavljeni v [79]. V tem razdelku bomo dokazali, da
imajo z izjemo Coxeterjevega grafa FO28A vsi tockovno tranzitivni grafi reda 4p, kjer
je p prastevilo, hamiltonski cikel, glej izrek 4.2.14. (Skozi ta razdelek bomo s p vedno
oznacevali prastevilo.) Dokaz Izreka 4.2.14 je izpeljan skozi sledece podrazdelke.
Naredili bomo natan¢no analizo vseh moznih delovanj grupe avtomorfizmov (glede
na (ne)primitivnost) tockovno tranzitivnega grafa reda 4p (podrazdelek 4.2.1). Na-
tanéneje, tockovno tranzitivni graf reda 4p glede na neprimitivnostne sisteme blokov,
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ki jih premore njegova grupa avtomorfizmov, pripada eni izmed osmih skupin (glej
tabelo 4.1 v podrazdelku 4.2.1). Za grafe teh osmih skupin podamo zadostne pogoje
za obstoj hamiltonskih ciklov (glej leme 4.2.4, 4.2.6 in 4.2.7). S pomocjo le-teh
dokazemo trditev 4.2.10, ki pravi, da ima povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p,
ki ni izomorfen Coxeterjevemu grafu FO028A, hamiltonski cikel ali pa ima neprimi-
tivnostni sistem blokov, ki sestoji iz blokov velikosti p ali 2p.

Ta rezultat, ki reducira celotno stevilo skupin grafov, v podrazdelku 4.2.2 zdruzi-
mo z rezultati nase druge analize, pri kateri uporabimo dobro znano dejstvo, da
ima vsak tockovno tranzitiven graf reda mp, kjer je m < p, (m,p)-semiregularen
avtomorfizem [95]. Natanc¢neje, ¢e je v (4, p)-semiregularen avtomorfizem totkovno
tranzitivnega grafa X reda 4p, je pripadajoci kvocientni graf X, grafa X glede na or-
bite avtomorfizma ~y eden izmed Sestih povezanih grafov reda 4. V [102] sta Marusic
in Parsons z natanc¢no analizo teh Sestih grafov uspela dokazati, da imajo tockovno
tranzitivni grafi reda 4p hamiltonsko pot. Ceprav se zdi koncept hamiltonske poti
zelo blizu konceptu hamiltonskega cikla v grafu, je zahtevnost konstrukcije hamil-
tonskega cikla v grafu ponavadi veliko bolj zahtevna. Torej ni presenecenje, da samo
drugi pristop v [102] ni zadosc¢al pri konstrukeiji hamiltonskih ciklov. Z zdruzitvijo
teh dveh pristopov pa bomo uspeli dokazati tudi obstoj hamiltonskega cikla v teh
grafih (seveda z izjemo Coxeterjevega grafa FO28A).

Tu navajamo Jacksonov rezultat [72], ki poda zadosten pogoj za obstoj hamil-
tonskih ciklov v regularnih grafih velike valence.

Trditev 4.2.1 [72, Theorem 6] Vsak 2-povezan regularni graf reda n in valence vsaj
n/3 je hamiltonski.

Predno se lotimo zgoraj omenjenih analiz navajamo Se trditev, ki pove, da imajo
tockovno tranzitivni grafi reda 4p, kjer je p < 5 prastevilo, hamiltonski cikel. Rezul-
tat bo poenostavil analizo hamiltonskosti v nadaljnjih podrazdelkih. V dokazu bomo
potrebovali tako imenovano LCF kodo [52]. LCF koda hamiltonskega kubi¢nega
grafa glede na enega izmed njegovih hamiltonskih ciklov vgv; ...v,—1v9) je lista
LCF[ag,a1,...,an—1] elementov iz Z, \ {0,1,n — 1}, tako da je v; povezan z v; i,
za vsak i € Z,. Ce obstaja pravi delitelj k stevila n, tako da je a; = a;irk
za vsak i € Zy in r € {1,2,...,n/k — 1}, uporabljamo poenostavljeno notacijo
LCF[CL(), at, ... ,ak,l]”/k.

Trditev 4.2.2 Povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p < 5 prastevilo,
je hamiltonski.

DokAz. Za p = 2 trditev velja po [97]. Za p = 3 je po [107] vsak totkovno tranz-
itiven graf reda 4p = 12 tudi Cayleyjev graf. Po trditvi 4.2.1, zadostuje premis-
liti samo grafe, ki so valence najve¢ 3. Obstaja pet takih grafov: Cia, Cs x Ko,
graf dobljen iz polnega grafa Ky, tako da vsako tocko zamenjamo s trikotnikom,
Cay(Zi2,{1,6}) in graf z LCF kodo [5,—5]%. Vsi tej grafi so hamiltonski. Zato
lahko odslej predpostavimo, da je p = 5. (Po [108] obstaja 1190 povezanih toc¢kovno
tranzitivnih grafov reda 20.) Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 20.
Po trditvi 4.2.1 lahko predpostavimo, da je X valence manjSe od 7. Denimo, da
je X Cayleyjev graf grupe G in naj bo P sylowska 5-podgrupa grupe G. Potem je
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P edinka v G in kvocientna grupa G/P je reda 4 in zato abelska. Torej je tudi G
abelska ali pa je komutatorska podgrupa grupe G cikliéna reda 5. Po [43, 96] sledi,
da X ima hamiltonski cikel. Sedaj naj bo X ne-Cayleyjev graf reda 20. Iz liste vseh
tockovno tranzitivnih grafov [108] je mo¢ videti, da obstaja 80 moznosti za graf X,
od katerih jih je le 16 valence manjse od 7. Za te grafe smo z uporabo programa
MacMA [15] poiskali kvocientne grafe glede na orbite (4, p)-semiregularnega avto-
morfizma (glej sliko 4.9). Prvi graf na sliki 4.9 ustreza dodekaedru GP(10,2), za
katerega je dobro znano, da ima hamiltonski cikel (glej tudi izrek 5.1.5 in sliko 5.6).
V vseh drugih primerih (z izjemo grafa v drugem stolpcu tretje vrstice, za katerega
je obstoj hamiltonskega cikla enostavno preveriti) hamiltonski cikel najdemo z dobro
znanim dvigom hamiltonskega cikla v kvocientnem grafu (glej tudi Trditev 4.2.12).

Slika 4.9: Vsi povezani ne-Cayleyjevi tockovno tranzitivni grafi reda 20, katerih valenca je manjsa
od 7, podani v Fruchtovi notaciji.
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4.2.1 Analiza glede na delovanje grupe avtomorfizmov AutX

Eno glavnih vlog v dokazu glavnega izreka tega razdelka igra analiza (ne)primitiv-
nosti cele grupe avtomorfizmov tockovno tranzitivnega grafa reda 4p, kjer je p
prastevilo. Vse tockovno tranzitivne grafe reda 4p razdelimo v osem skupin na
slede¢i nacin. Za tockovno tranzitiven graf X reda 4p naj bo A = AutX in izberimo
v € V(X). Naj bo (Ag, A1, ..., Ax_1) tako zaporedje grup, da je Ag = A, Ay_1 = A,
stabilizator tocke in A; maksimalna podgrupa grupe A;_1, i € {1,...,k — 1}. Pri-
padajoce zaporedje indeksov [A;—1 : A;], (¢ € {1,...,k — 1}), bomo imenovali tip
grafa X. Retemo, da graf X pripada Skupini I, Skupini II, Skupini III, Skupini IV,
Skupini V, Skupini VI, Skupini VII in Skupini VIII, ¢e je tipa (4p), (2 : 2p), (2p : 2),
(2:p:2),(p:2:2),(p:4), (4:p) oziroma (2 : 2 : p) (glej tudi tabelo 4.1).
Na primer, Skupina I vsebuje tockovno tranzitivne grafe reda 4p s primitivno grupo
avtomorfizmov in Skupina II vsebuje tockovno tranzitivne grafe reda 4p, katerih
grupa avtomorfizmov premore neprimitivnostni sistem dveh blokov velikosti 2p in
stabilizator bloka deluje primitivno na vsakem od teh dveh blokov. Kot bomo videli
v lemah 4.2.8 in 4.2.9 te skupine med seboj niso disjunktne.

Skupina [ (4p)
Skupina II (
Skupina III (2p:2)
Skupina IV | (2
Skupina V (p:
Skupina VI (p:4)
Skupina VII 4
Skupina VIII | (2:2: p)

Tabela 4.1: Osem skupin tockovno tranzitivnih grafov reda 4p.
Naslednji rezultat o primitivnih grupah stopnje 4p je moc¢ izvleci iz [86, 88].

Trditev 4.2.3 Naj bo G primitivna grupa stopnje 4p, kjer je p > 7 prastevilo.
Potem je grupa G ena izmed naslednjih grup:

(i) Ag ali Ss, ki deluje na 28 = 4p neurejenih parih elementov iz mnoZice moci 8;
(i) PSL(2,8), ki deluje na 28 = 4p odsekih podgrupe Dis;
(i) PGL(2,7), ki deluje na 28 = 4p odsekih podgrupe Dis;
(iv) PSL(2,16) < G < PT'L(2,16), ki deluje na 68 = 4p odsekih podgrupe
Ng(PGL(2,4));
(v) PSL(3,3) < G < PGL(3,3), ki deluje na 52 = 4p incidentnih parih tocka-
premica ravnine PG(2, 3).

Seveda tockovno tranzitivni grafi, ki izhajajo iz delovanj v trditivi 4.2.3, pri-
padajo Skupini I. V teh grafih smo s pomo¢jo programa MAGMA [15] poiskali (4, p)-
semiregularni avtomorfizem, poiskali hamiltonski cikel v pripadajotem kvocientnem
grafu reda 4 in ga dvignili v hamiltonski cikel v prvotnem grafu. Izkaze se, da je



Hamiltonski cikli v tockovno tranzitivnih grafih 75

Coxeterjev graf FO28A, graf, ki izhaja iz grupnega delovanja (iii), edini graf brez
hamiltonskega cikla [13].

Lema 4.2.4 Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo,
ki pripada Skupini I. Potem je X hamiltonski ali pa je izomorfen Coxeterjevemu
grafu FO28A.

Dokaz. Ce je p <5, po trditvi 4.2.2 X ima hamiltonski cikel. Odslej naj bo p > 7.
Ker X pripada Skupini I, izhaja iz enega izmed grupnih delovanj, ki so navedeni v
trditvi 4.2.3. Po trditvi 4.2.1 lahko predpostavimo, da je X tockovno tranzitiven
graf reda 4p, valence manjse od 4p/3 ter s primitivno grupo avtomorfizmov. S
programom MAGMA smo poiskali vse moznosti za graf X, zapisane so v tabeli 4.2,
kjer grafe podajamo s simboli. Definicija simbola je podana v naslednjem odstavku.

Naj bo X graf s (4, p)-semiregularnim avtomorfizmom ~ z orbitami W;, i € Zy.
Naj bo w; € W;. Definiramo naslednje podmnozice mnozice Z,, zbirka katerih
enolicno doloca graf X. Za i,j € Z4 je S;ij = {s € Z : [wi,w]s] € E(X)}.
Ocitno je S;j; = —S5; j. 4 x 4-"matriko”S = (5, ;), katere (4, j)-ti element je mnozica
S;,j, ponavadi imenujemo simbol grafa X glede na . Povezanost simbola grafa,
ki premore (4, p)-semiregularni avtomorfizem, z njegovo Fruchtovo notacijo [51] je
prikazana na sliki 4.10.

Slika 4.10: Fruchtova notacija grafa s simbolom S = (S; ;).

Z uporabo programa MAGMA [15] smo ugotovili, da obstaja le 10 grafov reda
4p s primitivno grupo avtomorfizmov, ki so valence manjse od 4p/3. Za vsakega
od teh grafov so v tabeli 4.2 podani elementi S; ;, 1,7 € Zj4, njegovega simbola.
Med temi grafi je le Coxeterjev graf FO28A brez hamiltonskega cikla (graf X v
tabeli 4.2). To dejstvo bo bralec preveril sam s pomocjo kvocientnega grafa glede na
(4, p)-semiregularen avtomorfizem. Namre¢, za vsakega od teh grafov kvocientni graf
premore hamiltonski cikel, ki vsebuje veckratno povezavo. Torej se hamiltonski cikel
dvigne v hamiltonski cikel prvotnega grafa (glej tudi trditev 4.2.12). V naslednjih
odstavkih navajamo bolj natan¢en opis, kako smo poiskali te grafe.

Za delovanje grupe Ag na odsekih podgrupe Sg in delovanje grupe Sg na odsekih
podgrupe Sg X Zz (tocka (i) trditve 4.2.3) so pripadajoci orbitalni grafi valence 12
in 15, torej ve¢ kot 28/3. Po trditvi 4.2.1 so ti grafi hamiltonski.

Za delovanje grupe PSL(2, 8) na odsekih podgrupe Dig (tocka (ii) trditve 4.2.3)
dobimo, da ima Dig tri netrivialne podorbite, ki so vse sebi zrcalne dolzine 9. Pri-
padajoci grafi so vsi izomorfni grafu X; v tabeli 4.2 (glej tudi sliko 4.11).
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| [ Xi [X[Xs[Xs] X5 [ Xo | X7 [ Xs [ X9 [ Xi0 ]

[V(X,;)] 28 28 28 28 28 28 68 68 68 52

valency 9 3 6 6 9 9 12 15 20 6
S1,1 +3 +1 0 [] +2, 43 +1 +2,+5 +6, £8 +2,+3,+6 0
Sa. 2 [ +2 +3 [] +1,+3 +3 +1,+6 +1,£5 +5, £7, £8 0
S3.3 +1,+3 +4 +1 [ 0 [] +4,+7 +2,£7 +4 0
Sa.4 +1 0 +2 [ +1,+2 +2 +3,+8 +3, +4 +1 0
S1,2 0, +2 0 0,3 | 0,3 0 0,4 0,1 0,5,7,9,14 0,12,13,16 0,4
S1,3 0,6 0 0,6 | 0,6 0,+2 0,1,4 0,15 0 0,+1,9,10,11 0,10
S1,4 0,4 0 0,5 | 0,5 0 0,1 0,12,13,16 0,1,2,6,13 0,+5,10 0,12
Sa.3 2,4 0 5 0,3 0,+3 0,2,4 2,4,10,12 6,+7,13,14 3,6,9,12 0,6
So.4 0,1,+3 0 1 0,2 0 1,3 1,10 11 +2,4,6,8,12 0,8
S3.4 1 0 4 0,1 0,+1 0,+1 8,12 5,+7,8,16 +2,3,+£7,9,12,13 | 0,11

Tabela 4.2: Simboli povezanih tockovno tranzitivnih grafov, katerih valenca je
manjSa od tretjine Stevila tock, ki izhajajo iz delovanj v trditvi 4.2.3.

X
v

=5
LRSI A
Za\\

<
<
S PR
o= 2
S

Slika 4.11: Tockovno tranzitivni graf valence 9 na 28 tockah s primitivno grupo avtomorfizmov,
ki izhaja iz delovanja grupe PSL(2,8) na odsekih podgrupe Dis.

Za delovanje grupe PGL(2, 7) na odsekih podgrupe D12 (tocka (iii) trditve 4.2.3)
dobimo, da ima Djy $tiri netrivialne podorbite (vse so sebi zrcalne), od katerih je
ena dolzine 3, dve dolzine 6 in ena dolzine 12. Graf, ki izhaja iz podorbite dolzine
3 je izomorfen Coxeterjevemu grafu FO28A (graf X v tabeli 4.2). Dalje, X3 in X4
izhajata iz dveh podorbit dolzine 6. Eden izmed grafov, ki izhaja iz unije podorbit
dolzine 3 in dolzine 6, je izomorfen grafu X5 in drugi grafu Xg. Graf, ki izhaja iz
podorbite dolzine 12, je hamiltonski po trditvi 4.2.1.

Za delovanje PSL(2,16) < G < PT'L(2,16) na odsekih podgrupe Ng(PGL(2,4))
(tocka (iv) trditve 4.2.3), ugotovimo, da ima Ng(PGL(2,4)) stiri netrivialne podor-
bite (vse so sebi zrcalne), med katerimi je ena dolzine 12, ena dolzine 15 in dve
dolzine 20. Pripadajoci grafi so grafi X7, Xg in Xg v tabeli 4.2. (Grafa, ki izhajata
iz podorbit dolzine 20 sta oba izomorfna grafu Xg.)

Za delovanje PSL(3,3) < G < PGL(3,3) na 52 inciden¢nih parih tocka-premica
ravnine PG(2,3) (tocka (v) v trditvi 4.2.3), ugotovimo, da obstaja pet netrivialnih
podorbit, dve ne-sebi zrcalni dolzine 9 in tri sebi zrcalne dolzin 3, 3 in 27. Graf, ki
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izhaja iz unije dveh sebi nezrcalnih podorbit ima valenco 18. Torej je po trditvi 4.2.1
hamiltonski. Enako velja za graf, ki izhaja iz podorbite dolzine 27. Grafa, ki izha-
jata iz podorbit dolzine 3 sta oba nepovezana. Njuna unija pa je izomorfna grafu
Xj0 v tabeli 4.2 (glej tudi sliko 4.12). |

Slika 4.12: Tockovno tranzitiven graf valence 6 na 52 tockah s primitivno grupo avtomorfizmov,
ki izhaja iz delovanja grupe PSL(3,3) < G < PSL(3,3) na mnozici 52 = 4p inciden¢nih parov
tocka-premica ravnine PG(2, 3).

Tranzitivna grupa G, ki deluje na mnozici €2, deluje 2-tranzitivno, ¢e deluje tran-
zitivno na mnozici urejenih parov elementov iz 2. Nadalje, G je enostavno primi-
tivna, ¢e deluje primitivno, vendar ne 2-tranzitivno. Naslednji rezultat o primitivnih
grupah stopnje 2p, ki je dokazan v [88], bomo potrebovali v nadaljevanju.

Trditev 4.2.5 Primitivna grupa G stopnje 2p, kjer je p prastevilo, je ena izmed
nasledngjih grup:

(i) G je enostavno primitivna, p =5 in G = As ali G = Ss;

(ZZ) G = A2p ali G = SQp,'
(’LZZ) p= 11 in G = Mgg,’

t
() p= H;QQQ in G je podgrupa grupe AutPSL(2,k), ki vsebuje PSL(2,k), kjer je
k= ¢* in q liho prastevilo.

Se veé, G je enostavno primitivna v primeru (i), v vseh drugih pa je 2-tranzitivna.

Za permutacijsko grupo G, ki deluje na mnozici €2, in podmnozico W mnozice
QzGw ={g € G| WI =W} oznatujemo stabilizator mnozice W v grupi G in
z Gy = {9 € G | w9 = w za vsak w € W} stabilizator vseh tock podmnozice
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W v grupi G. Naslednji pomozni trditvi zagotovita obstoj hamiltonskih ciklov v
tockovno tranzitivnih grafih reda 4p, ki pripadajo Skupini II oziroma III.

Lema 4.2.6 Povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo, ki pri-
pada Skupini II je hamiltonski.

DokAz. Po trditvi 4.2.2, lahko predpostavimo, da je p > 7. Naj bo X povezan
tockovno tranzitiven graf reda 4p, naj bo A = AutX njegova grupa avtomorfizmov
in B = {B, B’} neprimitivnostni sistem blokov grupe A, ki sestoji iz dveh blokov
velikosti 2p. Ker je X tipa (2 : 2p), je grupa Ap = Aps primitivna stopnje 2p glede
na njeno delovanje na B in B’. Po trditvi 4.2.5 sta ti dve delovanji ekvivalentni
in Agp = Ap/ deluje 2-tranzitivno na B in B’. Zaradi regularnosti grafa X sta in-
ducirana podgrafa na B in B’ bodisi oba izomorfna polnemu grafu Ks, ali pa sta
oba popolnoma nepovezana. V prvem primeru, je valenca grafa X vecja od 2p — 1,
torej je X hamiltonski po trditvi 4.2.1. 'V drugem primeru, ko sta X[B] in X[B’]
popolnoma nepovezana, glede na to ali sta delovanji zvesti ali nezvesti dobimo, da
je X = Kopop — 2pKo ali X = Koy, 9,. V obeh primerih nam trditev 4.2.1 zagotovi
obstoj hamiltonskega cikla v grafu X. [ |

Lema 4.2.7 Povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo, ki pri-
pada Skupini I1I je hamiltonski.

DokAz. Po trditvi 4.2.2, lahko predpostavimo, da je p > 7. Naj bo X povezan
tockovno tranzitiven graf reda 4p, naj bo A = AutX njegova grupa avtomorfizmov,
B neprimitivnostni sistem blokov grupe A, ki ga sestavlja 2p blokov velikosti 2 in K
jedro delovanja grupe A na B. Ker je X tipa (2p : 2), kvocientna grupa A = A/K
deluje primitivno na B. Po trditvi 4.2.5, A deluje 2-tranzitivno. Torej je kvocientni
graf X izomorfen polnemu grafu Ky,. Ker so dvodelni podgrafi X[B, B'], B, B’ € B,
med seboj izomorfni in regularni, je X[B, B'] = 2K, ali X[B, B'] & K. Torej je
valenca grafa X vsaj 2p — 1. Po trditvi 4.2.1 sledi, da je X hamiltonski. [ |

Lema 4.2.8 Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo,
katerega grupa avtomorfizmov AutX premore neprimitivnostni sistem blokov B s p
bloki velikosti 4 (torej X pripada Skupini V ali Skupini VI). Ce je jedro K delo-
vanja grupe AutX na B trivialno, graf X pripada tudi Skupini IV, Skupini VII ali
Skupini VIII, ali pa je X hamiltonski.

Dokaz. Ker je po predpostavki K = 1, je A = AutX = A = A/K grupa
prastevilske stopnje. Ce je A resljiva grupa, je po [106, Proposition 2.1] A < A(1,p).
Poleg tega iz [35, Theorem 3.5B] sledi, da A vsebuje regularno sylowsko p-podgrupo,
ki je edinka v A. Torej, obstaja (4, p)-semiregularni avtomorfizem v € A, tako da je
() edinka v A. Ker orbite podgrupe edinke tvorijo neprimitivnostni sistem blokov
(glej [135, Theorem 8.8]) graf X pripada Skupini VII ali Skupini VIII.

Sedaj denimo, da A ni resljiva. Potem je po [35, Theorem 3.5B] grupa A 2-
tranzitivna in zato X = K),. Zopet z uporabo [106, Proposition 2.1] in preverjanjem
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vseh moznosti za obstoj podgrupe z indeksom 4 v stabilizatorju bloka Ag, B € B,
ugotovimo, da je PSL(n, k) < A < AutPSL(n, k) za primerni Stevili n in k (saj je
p>7).

Ce je A = PSL(n, k) ali ¢e A vsebuje kopijo grupe PSL(n,k) kot pravo pod-
grupo, ki deluje tranzitivno, potem z uporabo argumentov, ki so bili uporabljeni v
[106, p. 307], ugotovimo, da imamo le dve moznosti: grupa PSL(3,2), ki deluje na
odsekih podgrupe Ss, in grupa PSL(3, 3), ki deluje na odsekih podgrupe 2S3. Zadnja
moznost o¢itno ni mogoca, saj bi v tem primeru graf X bil reda 468 = 4-117, kar ni
oblike 4p. Za delovanje grupe PSL(3,2) na S3 pa z uporabo programa MAGMA [15]
ugotovimo, da ima PSL(3,2) Sest netrivialnih podorbit. Med njimi sta dve ne-sebi
zrcalni dolzine 6. Med Stirimi sebi zrcalnimi podorbitami so tri dolzine 3 in ena
dolzine 6. Graf, ki izhaja iz unije dveh ne-sebi zrcalnih podorbit, ima valenco 12
in je izomorfen grafu, ki izhaja iz sebi zrcalne podorbite dolzine 12 pri delovanju
grupe PGL(2, 7) na odsekih podgrupe D12, torej s primitivno grupo avtomorfizmov.
Po lemi 4.2.4 je graf hamiltonski. Graf, ki izhaja iz ene izmed podorbit dolzine 3
je izomorfen Coxeterjevemu grafu FO028A, torej s primitivno grupo avtomorfizmov.
Nadalje, grafa, ki izhajata iz drugih dveh podorbit dolzine 3 sta oba nepovezana
in izomorfna grafu 7Ky4. Unija teh dveh grafov je izomorfna grafu, ki izhaja iz ene
od sebi zrcalnih podorbit dolzine 6 pri delovanju grupe PGL(2,7) na odsekih pod-
grupe Dio, torej je po lemi 4.2.4 hamiltonski graf. Graf, ki izhaja iz unije dveh
podorbit dolzine 3, od katerih ena porodi graf 7K, in druga Coxeterjev graf FO28A,
je izomorfen grafu, ki je v Fruchtovi notaciji prikazan na sliki 4.13. Z uporabo
dviga hamiltonskega cikla se bo bralec preprical sam, da ta graf ima hamiltonski
cikel. Nazadnje, graf, ki izhaja iz sebi zrcalne podorbite dolzine 6, je izomorfen
enemu izmed grafov, ki izhajajo iz delovanja grupe PGL(2,7) na odsekih podgrupe
D15. Z uporabo trditve 4.2.1 in leme 4.2.4 lahko sedaj sklepamo, da so vsi grafi, ki
izhajajo iz delovanja grupe PSL(3,2) na odsekih podgrupe S3 hamiltonski z izjemo
Coxeterjevega grafa FO28A (katerega cela grupa avtomorfizmov je primitivna).

Ce A vsebuje kopijo grupe PSL(n, k) kot pravo podgrupo, ki ne deluje tranzi-
tivno, potem dejstvo, da je PSL(n, k) edinka v A, implicira, da grupa A premore
neprimitivnostni sistem blokov C. Ker p ne deli [AutPSL(n, k) : PSL(n, k)], sledi,
da C sestoji iz blokov velikosti p ali 2p. S tem je dokaz koncan. [ |

Slika 4.13: Tockovno tranzitiven graf z grupo avtomorfizmov PSL(3, 2) podan v Fruchtovi notaciji
glede na (4, 7)-semiregularen avtomorfizem.

Tockovno tranzitivni grafi reda 2p, kjer je p prastevilo, so opisani v [95]. Med
drugim je v tem ¢lanku dokazano, da v primeru, ko tockovno tranzitiven graf X reda
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2p premore neprimitivno podgrupo G (z bloki velikosti p ali 2), lahko vedno najdemo
neprimitivno podgrupo grupe G, ki ima bloke velikosti p. Se ve¢, ¢e ima cela grupa
avtomorfizmov A = AutX bloke velikosti 2 in nima blokov velikosti p, lahko iz
dokaza izreka [95, Theorem 6.2] sklepamo, da je graf X ali pa njegov komplement
spletni produkt Y 1 2K7, kjer je Y p-cirkulant. (Naj bosta X in Y grafa. Potem
ima spletni produkt (ali leksikografski produkt) X 1Y mnozico V(X) x V(Y') za svojo
mnozico tock in dve tocki (a,u) in (b,v) sta povezani v X 1Y natanko tedaj, ko
je bodisi ab € E(X) bodisi a = b in wv € E(Y).) S pomocjo navedenih lastnosti
tockovno tranzitivnih grafov reda 2p lahko dokazemo naslednji rezultat.

Lema 4.2.9 Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo,
ki pripada Skupini V ali Skupini VI in naj bo B neprimitivnostni sistem blokov za
grupo AutX z bloki velikosti 4. Potem je X hamiltonski ali pa velja ena izmed
naslednjih trditev:

(i) X pripada Skupini IV, Skupini VII ali Skupini VIII;
(ii) X je Cayleyjev graf abelske grupe;
(iii) X je izomorfen grafu Y 1 Z, kjer je Y povezan tockovno tranzitiven graf reda
2p in Z = 2K5 ali Z = K»;
(iv) X je reqularni Zo-krov grafa K, 2K ; ali
(v) obstajata povezana bloka B, B’ v Xp, tako da je X[B, B'| = K44 ali X[B, B'| =
2Cy.

DokAz. Naj bo K jedro delovanja grupe A = AutX na B. Ce je K = 1, lema 4.2.8
implicira, da X pripada Skupini IV, Skupini VII ali Skupini VIII, ali pa je X hamil-
tonski. Odslej na bo K netrivialna podgrupa. Glede na tranzitivnost in netranzi-
tivnost delovanja grupe K na bloku, lo¢imo dve moznosti.

MozNOST 1. K deluje netranzitivno na vsakem bloku B € B.

Potem je K7 bodisi Zy za vsak B € B bodisi Z3 za vsak B € B. Nadalje, orbite
jedra K tvorijo neprimitivnostni sistem blokov £ z bloki velikosti 2. O¢itno je K
tudi jedro delovanja grupe A na &. Ce je K # Zs, je delovanje grupe K na blokih v
& nezvesto in zato mora biti graf X spletni produkt tockovno tranzitivnega grafa X¢
reda 2p z 2K ali Ky. Torej velja tocka (iii). Sedaj denimo, da je K = Zj. Oglejmo si
kako grupa A = A/K deluje na B. Ce je A resljiva, potem vsebuje podgrupo edinko
PK/K reda p, kjer je P sylowska p-podgrupa grupe A. Ker je K = Zy, nam izreki
Sylowa povedo, da je P karakteristicna podgrupa grupe PK. Ker je PK edinka v
A, je P edinka v A. Sledi, da graf X pripada Skupini VII ali Skupini VIII. Torej
lahko predpostavimo, da je grupa A neresljiva. Potem po klasiénem Burnsidovem
rezultatu (glej [117, Theorem 7.3]) grupa A na B deluje 2-tranzitivno. Odtod sledi,
da je Xp = K. Oglejmo si delovanje grupe A na kvocientnem grafu X¢. Ce poleg
blokov velikosti 2, vsebuje tudi bloke dolzine p, potem X pripada Skupini I'V. Torej
lahko predpostavimo, da tako A kot tudi AutXg nimata blokov velikosti p. Z dejstvi,
ki smo jih navedli v odstavku pred lemo 4.2.9, in z uporabo dejstva, da je Xp = K,
ugotovimo, da je graf X¢ izomorfen spletnemu produktu K, 2K;. Posledicno je
graf X izomorfen grafu X¢ 12K ali grafu Xg ! Ko, ali pa je regularni Zo-krov grafa
Xe¢. Na kratko, bodisi velja tocka (iii) bodisi tocka (iv).
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MozZNOST 2. K deluje tranzitivno na vsakem bloku B € B.

Potem je KB € {Z3,74, Dg, A4, S4}. Denimo, da K deluje zvesto. Potem je K €
{73, 74, Dg, Ay, S4} in lahko predpostavimo, da obstaja karakteristicna podgrupa H
grupe K reda 4 (Z3 ali Z4). Torej je H edinka v A in zato je H edinka v (v, H), kjer
je v eden izmed (4, p)-semiregularnih avtomorfizmov v A. Po Sylowih izrekih sledi,
da je (v, H) = H x (y). Torej je X Cayleyjev graf grupe Zy), ali grupe Zs, X Zs.
Velja tocka (ii).

Sedaj denimo, da K deluje nezvesto. Naj bosta B, B’ € B povezana bloka v
Xg5. Potem je K{g) # 1 in K(%) je edinka v KB'. Ce je K(fg) tranzitivna, je
X[B,B'] = Ky4. Ce pa je KB, netranzitivna, je K%' = KB ¢ {Z3, 74, Dg}. Se

(B)
vec, K(E]g) mora imeti dve orbiti na B’ in bodisi X[B, B'] = K44 ali X[B, B'| = 2C4.
Torej velja tocka (v). S tem je dokaz leme 4.2.9 koncan. [ |

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednje dejstvo, veljavnost katerega bo bralec
preveril sam. Najbo X graf, ki premore (4, p)-semiregularen avtomorfizem z mnozico
orbit W, katerega grupa avtomorfizmov AutX premore neprimitivnostni sistem
blokov B. Potem velja naslednja enacba

WNB|=1 ali WC B, (4.2)

za vsako orbito W € W in vsak blok B € B.

7 rezultati tega podrazdelka lahko dokazemo naslednjo trditev, ki moznosti za
obstoj nehamiltonskih grafov reda 4p reducira na grafe iz Skupine IV, Skupine VII
in Skupine VIII.

Trditev 4.2.10 Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p, kjer je p
prastevilo, razlicen od Coxeterjevega grafa FO28A. Potem X premore hamiltonski
ctkel ali pa pripada Skupini 1V, Skupini VII ali Skupini VIII. Na kratko, X je hamil-
tonski ali pa ima AutX neprimitivnostni sistem blokov, ki sestoji iz blokov velikosti
P ali 2p.

Dokaz. Po trditvi 4.2.2 lahko predpostavimo, da je p > 7. Naj bo X povezan
tockovno tranzitiven graf reda 4p, ki pripada Skupini I, Skupini II, Skupini III,
Skupini V ali Skupini VI, in ne zadosca sklepu te trditve. Potem po lemah 4.2.4, 4.2.6
in 4.2.7 lahko predpostavimo, da X pripada Skupini V ali Skupini VI. Torej velja
ena izmed trditev (ii)-(v) v lemi 4.2.9.

Prvié, ¢e velja (ii), je X hamiltonski po rezultatih v [96]. Ce velja (iii), je X
hamiltonski, saj ima vsak povezan tockovno tranzitiven graf reda 2p, p > 7, hamil-
tonski cikel (glej [2]) in spletni produkt hamiltonskega grafa z 2K je hamiltonski.
Ce velja (iv), je X regularni Zy-krov grafa K, 12K;. Torej je njegova valenca enaka
2p — 2. Po trditvi 4.2.1 sledi, da je X hamiltonski. Nazadnje, denimo, da velja tocka
(v). Ce obstajata povezana bloka B, B’ v Xz, tako da je X[B, B’] izomorfen pol-
nemu dvodelnemu grafu Ky 4, je X oc¢itno hamiltonski. Torej lahko predpostavimo,
da je za poljubna dva povezana bloka B, B’ v X graf X[B, B'] izomorfen 2C}.

Naj bo W = {W; | i € Z4} mnozica orbit (4, p)-semiregularnega avtomorfizma
v grafa X. Po (4.2) lahko predpostavimo, da obstajajo tocke vy € Wy, v; € Wy,
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vy € Wy in vz € W3, tako da je B = {vg,v1,v2,v3} blok. Naj bo v = ~"(v;), za
i € Zy inr € Zy. Potem je B={B, | r € Zy}, kjer je B, =~"(B) = {vj, v],vh, v}
zar € Zy. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je dvodelni graf X [B, B’]
eden izmed grafov, ki so prikazani na sliki 4.14. Graf X[B, B’] na sliki 4.14(i) porodi
vpeti podgraf grafa X, ki je izomorfen spletnemu produktu povezanega tockovno
tranzitivnega grafa reda 2p z 2K;. Ocitno je v tem primeru X hamiltonski. Torej
lahko predpostavimo, da je X|[B, B’| graf na sliki 4.14(ii) ali graf na sliki 4.14(iii).
V prvem primeru graf X vsebuje vpeti podgraf, ki je izomorfen grafu na levi strani
slike 4.15, kjer je a € Zjp. V drugem primeru pa je X izomorfen grafu na desni strani
slike 4.15. Ker je

ooyt ot Tel 2 ol T2 et T g2
a+k, at+k+1 a+k+2 a+k a+t+k+1 a+k+2 a, 0

hamiltonski cikel grafa na levi strani slike 4.15 in

0,1,2.3 4.5 p—2, p—1_ 0
Vg, Va3Vl Vglg - - Vy Uy U3 Uy T

Vo Vo Vo Vo Vo Vo

V: V1r+1 V:ZXWM V1r V1r+1

A v, v; v, v, v,
(i) (ii) (iii)

Slika 4.15: Dve moznosti za vpeti podgraf grafa X. Graf na levi strani, kjer je a € Z,, ustreza
grafu na sliki 4.14(ii) in graf na desni strani ustreza grafu na sliki 4.14(iii).
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4.2.2 Analiza glede na kvocientni graf X,

V tem podrazdelku bomo zdruzili rezultat trditve 4.2.10 z analizo kvocientnega
grafa X, povezanega toCkovno tranzitivnega grafa X reda 4p, p > 7, glede na
orbite (4, p)-semiregularnega avtomorfizma -, ki v grafu X obstaja po [95, Theorem
3.4.]. Naj bo W = {W; | i € Z4} mnozica orbit avtomorfizem . Obstaja Sest
moznosti za obliko kvocientnega grafa X, grafa X glede na orbite avtomorfizma ~y
(glej sliko 4.16).

WD W1 Wo W1 Wc W1

(a) (b) (©

(d)

W,
®

Slika 4.16: Sest moznosti za kvocientni graf X., povezanega tockovno tranzitivnega grafa X reda
4p.

Tu navajamo lastnosti, ki jih bo bralec preveril sam. Prvi¢, za poljubno orbito
W; avtomorfizma v je inducirani podgraf X[W;] regularen sode valence d(W;). Se
veé, ¢e je d(W;) > 0, graf X[W;] premore hamiltonski cikel. Drugi¢, za razli¢ni
stevili ¢, j je dvodelni graf X[W;, W;] regularen valence d(W;, W;) > 0. In tretjic, ce
je d(W;, W;) > 2, graf X[W;, W;] ima hamiltonski cikel.

Graf X je hamiltonsko povezan, Ce za vsak par tock u in v obstaja hamiltonska
pot, katere kon¢ni tocki sta tocki v in v. Poglavitno vlogo v dokazu izreka 4.2.14
bodo igrali naslednji rezultati, ki so bili dokazni v [20, Theorem 4], [101, Lemma 5]
oziroma [5, Theorem 3.9].

Trditev 4.2.11 [20] Naj bo X povezan Cayleyjev graf abelske grupe valence vsaj 3.
Ce X ni dvodelen, je X hamiltonsko povezan.

Trditev 4.2.12 [101]. Naj bo 7 (k,p)-semiregularni avtomorfizem grafa X, kjer je
p prastevilo in k > 3. Naj bo C = WoWy---Wy_y cikel v X,. Ce (C) ne vsebuje
hamiltonskega cikla, je d(W;,Wit1) = 1 za vsak i € Zg, in podgraf induciran s
povezavami grafov (Wi, Wii1], i € Zy, je disjunktna unija p ciklov dolzine k v X.

Pred navedbo tretjega rezultata moramo predstaviti koncept navoja cikla v kvo-
cientnem grafu, ki ga je prvi definiral Alspach v [5]. Naj bo X graf, ki premore
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(m,n)-semiregularen avtomorfizem « in naj bo W = {W; | ¢ € Z,,} mnozica nje-
govih orbit. Naj bo C = W, W, W; ... W,W, cikel dolzine k v Xyy in naj bo v, vl

.., v 1 cikliéno oznacevanje tock v orbiti W, glede na delovanje avtomorfizma .
Oglejmo si pot v grafu X, ki izhaja iz dviga cikla C. Zaénimo v tocki v?, izberimo
povezavo iz tocke v? v totko v? orbite W in nato izberimo povezavo iz tocke v¢ v
tocko iz Wy, ki na ciklu C sledi orbiti W,. Na ta nacin nadaljujemo, dokler se ne
vrnemo v tocko Ufl v orbiti W,.. Ce je b # 0, smo konstruirali pot dolzine k, ¢e pa je
b = 0, smo dobili cikel dolzine k. V primeru, ko je valenca med dvema zaporednima
orbitama na C' ve¢ kot ena, obstaja ve¢ takih poti. Mnozico vseh poti v grafu X, ki

izhajajo iz dviga cikla C' imenujemo navoj cikla C' in jo oznacujemo s coil(C).

Trditev 4.2.13 [5] Naj bo X graf, ki premore (m,n)-semiregularen avtomorfizem
a, kjer je m > 4 sodo Stevilo in n > 3. Naj bo W = {W, | i € Z,} mnoZica orbit
avtomorfizma «, tako da je vsak podgraf X [W;] povezan in valence 2. Ce Xyy vsebuje
tak hamiltonski cikel C, da coil(C') vsebuje cikel, graf X ima hamiltonski cikel.

Zdaj lahko dokazemo glavni izrek tega razdelka.

Izrek 4.2.14 7 izjemo Coxeterjevega grafa F028A wvsak povezan tockovno tranzi-
tiven graf reda 4p, kjer je p prastevilo, vsebuje hamiltonski cikel.

DokAz. Naj bo X povezan tockovno tranzitiven graf reda 4p in valence d = d(X),
razlicen od Coxeterjevega grafa FO28A. Po trditivi 4.2.2 lahko predpostavimo, da
je p > 7. Poleg tega lahko predpostavimo, da je d > 3 (ko je d = 2, je X = Cyp).
Naj bo W = {W; | i € Z4} mnozica orbit (4,p)-semiregularnega avtomorfizma -y
grafa X. Za i,j € Z4 naj d; oznacuje valenco induciranega podgrafa X[W;] in d; ;
valenco dvodelnega grafa X [W;, W;]. Po trditvi 4.2.10 lahko predpostavimo, da ima
A = AutX neprimitivnostni sistem blokov B, ki sestoji iz blokov velikosti p ali 2p.
Loé¢no tri moznosti.

MozNosT 1. X, ima 4-cikel WoW 1 WoWsW) (glej sliko 4.16(a),(b),(c)).

Po trditvi 4.2.12 lahko predpostavimo, da je d;;+1 = 1, @ € Z4, in da je podgraf
grafa X napenjajo¢ s povezavami grafov X[W;, W;y1], i € Z4, disjunktna unija p
ciklov dolzine 4.

PopmMozNosT 1.1. X, je 4-cikel Cy ali poli graf K.

Zaradi povezanosti in regularnosti grafa X ter trditve 4.2.12 lahko predpostavimo,
da je za X, = U4 valenca d; = d —2 > 2, i € Zy, in da je za X, = K, valenca
di=d—-3>2i¢cZy Ce je d; = 2 za vsak i € Zy, po trditvi 4.2.13 graf X ima
hamiltonski cikel. Po drugi stani, ko je d; > 4, za vsak i € Z4, je po trditvi 4.2.11
vsak podgraf X[W;] hamiltonsko povezan in posledi¢no X ima hamiltonski cikel.

PobpmozNosT 1.2. X, ni niti Cy niti Ky (glej sliko 4.16(c)).

V tem primeru lahko brez Skode za splosnost predpostavimo, da je di3 > 0 in
do2 = 0. Spomnimo se, da je d;;+1 = 1 za vsak ¢ € Z4. Torej je valenca tock v
X [WoUWs] soda in zato je tudi d > 4 sodo Stevilo. Torej je dy = da > 2. Posledi¢no
je tudi dy 3 sodo stevilo in zato dj3 > 2. Z uporabo (4.2) se bo bralec preprical
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sam, da B ne more biti sestavljen iz Stirih blokov velikosti p. Torej B vsebuje dva
bloka velikosti 2p, od katerih je vsak unija dveh orbit avtomorfizma ~. Brez skode
za splosnost lahko predpostavimo, da je Wy U Wy ali Wy U W5 blok B v B. Vendar
prvi primer se ne more zgoditi, ker v tem primeru X [B] ni regularen graf. V drugem
primeru, drugi blok B’ = W7 U W3 v B inducira povezan graf, zopet protislovje, saj
je X |[B] nepovezan graf.

MozNosT 2. X, je drevo.
PobmoznosT 2.1. X, je 3-pot (glej sliko 4.16(d)).

Zaradi regularnosti so do, d3,d12 > 2. Denimo, da neprimitivnostni sistem blokov
B sestoji iz Stirih blokov velikosti p. Potem po (4.2), B sovpada z mnozico orbit W
avtomorfizma . Ker poljubna dva bloka inducirata izomorfne tockovno tranzitivne
podgrafe, sledi, da je d; = dj, kjer i,j € Z4. Vendar, ker je di2 > 2, bi bile tocke v
W1 U Wy vecje valence kot tocke v Wy U W3, protislovije.

Denimo, da je B neprimitivnostni sistem blokov z dvema blokoma velikosti 2p.
Po (4.2) je vsak blok v B unija dveh orbit avtomorfizma ~. Natan¢neje, mnozica
Wo U Wy ali Wy U Wy ali Wy U W3 je blok v B. Prva moznost se ne more zgoditi
zaradi o¢itnih aritmeti¢nih razlogov, saj dop # di. Druga moznost implicira, da
je dg = do in di = ds. S primerjavo valenc tock v Wy in Wi, ugotovimo, da je
do —di = dip > 2, Po drugi strani, pa s primerjavo valenc tock v Ws in W3,
ugotovimo, da je di — dop = d12 > 2, protislovje. Tudi tretja moznost se ne more
zgoditi, saj Wy U W3 inducira nepovezan graf, Wi U Wy pa povezanega.

PobMOZNOST 2.2. X, je zvezda K 3 (glej sliko 4.16(¢)).

Zaradi regularnosti grafa X je valenca ds razlicna (manjsa) od valenc d;, i € Z4\{3}.
Zaradi (4.2) to dejstvo implicira, da B sestoji iz dveh blokov velikosti 2p. Nadalje,
po (4.2) je vsak blok v B unija dveh orbit avtomorfizma . Brez skode za splosnost
lahko re¢emo, da sta ta dva bloka mnozici Wy U W1 in Wy U W3. Vendar slednja
mnozica inducira graf, ki ni regularen, protislovje.

MoznosT 3. X, je graf na sliki 4.16(f).

Zaradi regularnosti grafa X je dg > 2 in di # dy. Torej A ne more imeti blokov
velikosti p. Zopet z uporabo (4.2) ugotovimo, da B sestoji iz dveh blokov velikosti
2p, ki sta uniji dveh orbit avtomorfizma . Zaradi regularnosti mnozica Wy U W1 ni
blok. Torej sta bloka mnozici Wy U Wy in Wy U W3. Vendar, ker Wi U W3 inducira
povezan graf in mnozica Wy U Wy nepovezanega, je to nemogoce. S tem je dokaz
izreka 4.2.14 koncan. [ |

4.2.3 Opombe in sklepi

V tem razdelku smo dokazali, da imajo z izjemo Coxeterjevega grafa F028A
vsi tockovno tranzitivni grafi reda 4p, kjer je p prastevilo, hamiltonski cikel. Na
Lovészovo vprasanje o obstoju hamiltonskih poti v povezanih to¢kovno tranzitivnih
grafih za to posebno druzino toc¢kovno tranzitivnih grafov sta sicer pritrdilno odgov-
orila ze Marusi¢ in Parsons [102] leta 1983, vendar obstoj hamiltonskih ciklov v teh
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grafih doslej ni bil znan. Dokaz naSega rezultata sloni na zdruzitvi metode, ki sta jo
uporabila Marusi¢ in Parsons [102] za dokaz obstoja hamiltonskih poti v teh grafov,
z analizo (ne)primitivnosti delovanja grupe avtomorfizmov.



Poglavje 5

Fulereni

Rezultati tega poglavja so objavljeni v [80]. Fulereni so ogljikove molekule
sferi¢nih oblik s trivalentnim poliedrskim skeletom, ki imajo 12 petkotnih lic, vsa
druga lica pa so Sestkotna. So izredno pomemben razred molekul in obstaja ze
ogromno patentov za farmacevtske, elektronske in druge komercialne aplikacije [119,
124]. Najbolj stabilen fuleren je fuleren poznan kot “Buckminsterfullerene” Cygo, ki
vsebuje 60 ogljikovih atomov (zgleda kot nogometna zoga, glej sliko 5.1). Ta fuleren
so odkrili Curl, Kroto in Smalley [78] leta 1985, ki so za to odkritje prejeli tudi
Nobelovo nagrado.

Slika 5.1: Fuleren Cep.

V matemati¢nem jeziku fulereni ustrezajo kubi¢nim 3-povezavno povezanim rav-
ninskim grafom, ki imajo po dobro znani Eulerjevi formuli o ravninskih grafih 12
petkotnih lic, preostala lica pa so Sestkotna. (Graf je 3-povezavno povezan, ce
moramo odstraniti najmanj 3 povezave, da graf postane nepovezan.) Najmanjsi
fuleren je dodekaeder GP(10,2), v kemiji poznan kot fuleren Cyp, ki ima 12 petkot-
nih lic in nobenega Sestkotnega lica (glej sliko 5.2). Matemati¢no je Cgo (2,5, 3)-
Cayleyjev graf grupe As. (Dodekaeder in Cgy sta edina fulerena, ki sta to¢kovno
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tranzitivna grafa.) Leta 1963 sta Griinbaum in Motzkin [65] dokazala, da za vsako
sodo stevilo n > 20, n # 22, obstaja vsaj en fuleren na n tockah. S podobnim
pristopom sta potem Klein in Liu [77] pokazala, da za vsak n > 70 in n = 60
obstaja fuleren, ki zados¢éa IPR pravilu (“Isolate Pentagon Rule”) (to je, nobena
povezava v fulerenu ne lezi na ve¢ kot enem petkotniku oziroma drugace povedano:
petkotniki v fulerenu so nesosednji). Vec o fulerenih si lahko bralec prebere v [50].

Slika 5.2: Fuleren Cap.

7 odkritjem fulerenov v ogljikovi kemiji je teorija grafov pridobila pomembno
vlogo v kemiji (v smislu pridobivanja sistemati¢nih kvalitativnih informacij). Veliko
vprasanj/problemov o kemiji fulerenov skupaj z metodami za resevanje le-teh najde
naravno okolje v kontekstu teorije grafov (glej [17, 31, 32, 33, 59, 61, 60, 62, 116]). Na
primer, dva izmed Stevilnih neresenih problemov z ozirom na fulerene v teoriji grafov
sta Stevilo popolnih prirejanj, kemijsko gledano stevilo Kekulé struktur (popolno
prirejanje v grafu je mnozica disjunktnih povezav, ki vsebujejo vse tocke grafa) in
obstoj hamiltonskih ciklov. Dolgoletna domneva sugerira, da ima poljuben fuleren
hamiltonski cikel (glej [1, 100, 112]).

V razdelku 5.1 bomo obravnavali cikli¢no povezanost fulerenov. Pokazali bomo,
da z izjemo zelo posebne druzine, fulereni premorejo le trivialne cikli¢ne-5-prereze
(glej izrek 5.1.4). S pomocjo tega rezultata bomo nato v razdelku 5.1.2 resili problem
obstoja hamiltonskih ciklov v fulerenih, ki premorejo netrivialen cikli¢ni-5-prerez
(glej izrek 5.1.5). Posledicno bomo izboljsali (v primeru netrivialno cikliéno-5-
povezanih fulerenov) do sedaj najboljso spodnjo mejo za Stevilo popolnih prirejan]
v poljubnem fulerenu (glej [131]).

5.1 Ciklicna povezavna povezanost fulerenov

7 uporabo teorije grafov bomo poiskati strukturne lastnosti fulerenov nanasajoce
se na ciklitno povezavno povezanost fulerenov, t.j. maksimalno Stevilo k, da z
odstranitvijo manj kot k£ povezav fulerena ni mogoce razdeliti na komponente, od
katerih vsaj dve vsebujeta cikel (glej razdelek 2.2.8).

Koncept ciklicne povezanosti igra pomembno vlogo pri ugotavljanju nekaterih
strukturnih lastnosti fulerenov, predvsem pri reSevanju problema o obstoju hamil-
tonskih ciklov in reSevanju problema o Stevilu popolnih prirejanj za nekatere posebne
druzine fulerenov (glej [39, 40, 41, 42, 80, 82, 83, 100, 131]). Ocitno v poljub-
nem fulerenu cikli¢na povezanosti ne more biti ve¢ja od 5, saj z odstranitvijo petih
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povezav, ki povezujejo petkotno lice s preostalim delom fulerena, dobimo nepovezan
graf z dvema komponentama, ki vsebujeta cikel. Pravzaprav je leta 2003 Dosli¢ v
[41] pokazal, da je ciklitna povezanost fulerena natanko 5 (glej tudi [122]). Direk-
tna posledica tega rezultata pa je naslednja trditev o ozini fulerenov. (Seveda je ta
rezultat mo¢ dokazati tudi direktno brez uporabe cikli¢ne-5-povezanosti.)

Trditev 5.1.1 Vsak fuleren je oZine 5.

5.1.1 Fulereni z netrivialnim cikliénim-5-prerezom

Naj bo C cikel v fulerenu F', ki je vlozen v ravnino. Potem mnozico tock, ki lezijo
na eni izmed dveh strani cikla C, imenujemo notranjost Ins(C) cikla C' in mnozico
tock na drugi strani cikla C' zunanjost Out(C) cikla C'. Naslednja trditev je takojsnja
posledica Eulerjeve formule za ravninske grafe, ki pravi, da je stevilo lic povezanega
ravninskega grafa X v njegovi ravninski vlozitvi enako stevilu |E(X)| — |[V(X)] + 2.

Trditev 5.1.2 Naj bo C cikel dolzine 10 v fulerenu F', tako da obstaja natanko pet
tock na ciklu C, ki imajo soseda v notranjosti cikla C'. Potem v podgrafu, ki je
induciran z V(C) UIns(C) obstaja natanko pet petkotnih lic.

DoxkAz. Naj bo X podgraf fulerena F, ki je induciran na mnozici tock V (C)UIns(C).
Potem je X ravninski in z izjemo petih tock na ciklu C, ki so valence 2, so vse nje-
gove tocke valence 3. Ker je X podgraf fulerena ima poleg enega 10-kotnega lica tudi
petkotna in Sestkotna lica. Naj bo f5 Stevilo petkotnih lic in fg Stevilo Sestkotnih
lic v grafu X. Potem je po Eulerjevi formuli f5+ fg +1 = "771, kjer je n = |V(X)]|.
Po drugi strani, je 5f5 + 6fs + 10 = 2|E(X)| = 3n — 5, saj vsaka povezava v X lezi
na natanko dveh licih. Ko odstejemo dobljeni enacbi, dobimo: f5 = 5. [ |

Pentakapica je ravninski graf na 15 tockah, od katerih jih je 5 valence 2 in 10
valence 3, s 7 lici, med katerimi je eno 10-kotno in Sest petkotnih (glej sliko 5.3).
Na primer, dodekaeder GP(10,2) lahko dobimo z unijo dveh pentakapic, tako da
identificiramo tocke 10-kotnih lic teh dveh pentakapic.

Slika 5.3: Pentakapica.

Naj bo {f; | i € Z;} mnozica I-tih lic fulerena F, tako da je lice f; povezano z
licem f;11, @ € Z;, s povezavo e;. Ce so povezave v mnozici {e; | i € Z;} neodvisne
(povezave imajo razliéna krajisca), pravimo, da {f; | i € Z;} tvori obroé l-ih lic.
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Ocitno so povezave, ki pripadajo nekemu ciklicnemu-5-prerezu v fulerenu, neod-
visne in povezave v cikli¢cnemu-5-prerezu skupaj s incidentnimi povezavami tvorijo
obro¢ petih lic. Namreé¢, vsako lice, ki vsebuje povezavo iz cikliénega-5-prereza, vse-
buje sodo mnogo takih povezav, in ker so v fulerenu lica petkotna in Sestkotna, to
lice vsebuje natanko dve povezavi iz ciklicnega-5-prereza. To nam da natanko pet
lic, ki vsebujejo povezave iz ciklicnega-5-prereza. Obratno, ¢e fuleren premore obroé¢
petih lic, potem povezave, ki povezujejo ta lica, tvorijo cikli¢ni-5-prerez.

Pri dokazu glavnega izreka tega razdelka (glej izrek 5.1.4) bomo potrebovali
naslednjo pomozno trditev.

Lema 5.1.3 Naj bo F fuleren, ki vsebuje obro¢ R petih lic. Naj bo C notangji in C’
zunangi cikel obroca R. Potem velja:

(i) C ali C" je lice; ali

(11) C in C' sta dolzine 10 ter vsa lica v obroéu R so Sestkotna.

Doxkaz. Naj bodo fo, f1, fe, fa in f4 lica obroca R, tako da je f; povezan z f;11,
i € Zs. Naj bo T mnozica povezav med temi lici (na sliki 5.4 oznacene krepko).
Ocitno je T cikliéni-5-prerez fulerena F. Ce je T trivialni cikli¢ni-5-prerez, potem
je C ali pa C' lice. Torej lahko predpostavimo, da je T netrivialen cikli¢ni-5-prerez
ter da C' in C’ nista lici.

Slika 5.4: Lokalna struktura fulerena, ki premore netrivialen cikli¢ni-5-prerez.

Naj bo S = Ins(C) in 8" = Out(C’). Naj bo [ dolzina cikla C in I" dolzina cikla
C'. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je [ < I’. Ker so lahko vsa
lica obroca R petkotna, kot ena ekstremna moznost, ali sva Sestkotna, kot druga
ekstremna moznost, ali pa so neka lica petkotna neka pa Sestkotna, velja:

15 <1+1 <20. (5.1)

Ker je po predpostavki T' netrivialen cikli¢ni-5-prerez in C ni lice, mora biti [ > 6.

Cejel e {6, 7}, potem obstaja ena povezava ali pa dve povezavi z enim krajiséem
na C' in drugim v S. Vendar potem z odstranitvijo teh povezav fuleren F' postane
nepovezan, protislovje s 3-povezanostjo fulerena F'. Torej je | > 8.
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Denimo, da je | = 8. Potem obstaja mnozica treh povezav {ujvi, ugve, usvs},
tako da je ui,uz,us € V(C), u; # uj za i # j, in vi,va,v3 € S. Ker je F cikli¢no-
5-povezan, sledi, da je podgraf fulerena F' induciran na mnozici S gozd in zato je
tudi X = F[S + {u1,u2,us}] (graf definiran v razdelku 2.2) gozd. Naj bo m =
|S'U {u1,us,us}|. Ker so vse tocke mnozice S valence 3, je 2|E(X)| = 3(m —3) + 3.
Po drugi strani je 2|E(X)| = 2(|V(X)| — p) = 2(m — p), kjer p oznacuje Stevilo
povezanostnih komponent grafa X. Torej je

m=6—2p. (5.2)

Po (5.2) sledi, da je p = 1 in m = 4. To implicira, da je |S| = 1 in posledi¢no
je v1 = vg = w3. Vendar potem pa, ker R vsebuje pet lic, podgraf induciran z
V(C) UlIns(C) vsebuje cikel dolzine 3 ali 4, v protislovju s trditvijo 5.1.1.

Denimo, da je [ = 9. Potem obstaja mnozica Stirih povezav

{Ulvla U2v2, U303, U4U4}a

tako da ui,uz,u3,us € V(C), u; # uj za i # j, in vi,v9,v3,v4 € S. Ker je F
cikli¢no-5-povezan, sledi, da je podgraf fulerena F' induciran na mnozici S gozd in
zato je tudi X = F[S + {u1, ua, us, us}] gozd. Naj bo m = |S U {u1,us, us,us}|. S
prestevanjem (podobno kot v predhodnem odstavku) ugotovimo, da je

m =8 — 2p, (5.3)

kjer je p stevilo povezanostnih komponent grafa X. O¢itno, je p < 2. Ce je p = 1,
potem (5.3) pove, da je m = 6. Torej v S obstajata dve tocki, recimo v; = vy in
vs = v4. Potem ima X dve tocki valence 3 in §tiri tocke valence 1. Vendar, ker
je I = 9, ugotovimo, da v tem primeru graf induciran na V(C) U Ins(C) vsebuje
cikel dolzine 3 ali 4, v protislovju s trditvijo 5.1.1. Ce je p = 2, potem (5.3) pove,
da je m = 4 in S = (). Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da velja:
u1 ~ u9 in ug ~ uyg. Vendar zopet dejstvo, da je [ =9, v podgrafu induciranem na
V(C) UIns(C) implicira obstoj cikla dolzine manjse od 5, protislovje.

Po (5.1) sledi, da je Il =1’ = 10. Torej so vsa lica f;, i € Z5, na R Sestkotna. S
tem je dokaz leme 5.1.3 konc¢an. [ |

Naj bo R obro¢ lic v ravninski vlozitvi fulerena F' z notranjim ciklom C in
zunanjim ciklom C’. Pravimo, da je lice f € R tipa (j) = (j)c, ¢e obstaja j tock na
f, ki imajo tretjega soseda (sosednjo tocko razli¢no od sosedov na C) v Ins(C)UV (C).
Ocitno je 0 < 5 < 2. Obro¢ R, ki ga sestavlja r lic fo, f1,..., fr—1, tako da je lice
fi povezano z licem fi11, i € Z,, je tipa (joj1 ... jr—1), Ce je fi € R tipa (j;) za
vsak i € Z,. Na primer, obro¢, katerega notranji cikel je lice, je tipa (00000), ¢e je
notranji cikel petkotnik, in tipa (000000), ¢e je notranji cikel sestkotnik.

Zdaj lahko dokazemo glavni izrek tega razdelka.

Izrek 5.1.4 Naj bo F fuleren, ki premore netrivialen ciklicni-5-prerez. Potem F
premore dve disjunktni antipodni pentakapici.
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Doxkaz. Naj bo T netrivialen cikli¢ni-5-prerez fulerena F'. Potem v F' obstaja obro¢
R petih lic fo, f1, fo, f3 in f4, tako da je f; povezano z fii1, ¢ € Zs, s povezavo
iz T. Naj bo Cy notranji cikel in Cy zunanji cikel obroca R. Naj bo Sy = Ins(Cp)
in S; = Out(C1). Naj bo [y dolzina cikla Cj in [ dolzina cikla Cy. Potem je po
lemi 5.1.3 lp = I3 = 10. Torej je vseh pet lic obroca R Sestkotnih in obstaja natanko
pet tock na ciklu Cj, ki so sosednje krajiS¢em povezav iz mnozice T. Glede na
ureditev teh tock na ciklu Cj je lahko obro¢ R enega izmed naslednjih sedmih tipov:
(01112), (01121), (00212), (22010), (00122), (02102) ali (11111), kjer tip (22010)
dobimo iz tipa (00212), ¢e zamenjamo obmodji Sy in S;. Torej moramo preuciti le
Sest tipov (glej sliko 5.5). (To so vsi mozni tipi, saj so povezave v ciklicnem-5-prerezu
neodvisne in y = 10.)

(02102) (11111)

Slika 5.5: Sest moznih tipov obroca R.

Pokazali bomo, da se lahko zgodi le tip (11111). Naj bo Cy = uguq - - - ugug in
najprej predpostavimo, da obstajata i,j € Zio, j &€ {i — 1,4,7 + 1}, tako da sta u;
in u; povezani. Potem planarnost in 3-povezanost fulerena F' implicirata, da eden
od ciklov w;u;y1 -+ - uj—1uju; in ujujyq - - - uj—1u;u; doloca lice v F', imenujmo ga f
(o¢itno u; in u; lezita na nesosednjih licih obroca R). S preverjanjem vseh moznih
tipov obro¢a R ugotovimo, da je R tipa (00212) ali tipa (00122). Vendar potem pa
je ffifiv1fiva (kjer so fi, fix1in fito, i € Zs, lica obroc¢a R nenicelnega tipa), obro¢
§tirih lic. Kar je nemogoce, saj je F' cikli¢no-5-povezan.

Denimo, da obstajata i, j € Z1o, j # i, tako da je N(u;) NN (u;)N Sy # 0. Potem
planarnost in 3-povezanost fulerena F' implicirata, da cikel w;u;41 - - - uj_1uju; ali pa
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cikel ujujq1---,u;—1u;u; doloCa lice v fulerenu F', imenujmo ga f. Zato u; in u;
lezita na nesosednjih licih obroc¢a R. Ocitno je f sosed enega ali dveh lic obroca
R tipa (0). Ce je f sosed enega lica tipa (0), f doloca petkotno lice in f skupaj s
Stirimi lici obro¢a R, ki so razli¢ni od lica tipa (0) povezanega z f, tvori obro¢ petih
lic, kar pa je v protislovju z Lemo 5.1.3. Ce je f sosed dveh lic tipa (0) na obrocu R,
f skupaj s tremi lici, ki so nenicelnega tipa (# (0)), tvori obro¢ §tirih lic, protislovje
s cikliéno-5-povezanostjo fulerena F'.

Torej je N(u;) N N(u;j) N So =0 zai,je€ Zi, j#i,in |Sp| > 5. Med drugim to
pomeni, da R ni tipa (00212) in tipa (00122) (v nasprotnem primeru v F' obstaja
lice z vsaj 7 povezavami, ki so sosednje licom tipa (0), glej tudi sliko 5.5). Ce je
F[Sp] in torej tudi X = F[So + {uiy, Ui, , Wiy, Uig, Uiy }], Kjer je {u;, | s € Zs} mnozica
petih tock na Cj, ki niso krajis¢a povezav v T, gozd, potem preprosto preStevanje
pokaze, da je

|S0 U {uioauilvuigauigyui4}| =10 — 2p7

kjer je p Stevilo povezanostnih komponent grafa X. Vendar, ker je p > 1 in
|So U {uig, Uiy, Wiy, Wig, wiy }| > 10, je to oCitno nemogoce. Torej F'[Sy] vsebuje cikel
in obstaja obro¢ R’ petih lic, katerega zunanji cikel je cikel Cy. Po lemi 5.1.3 je no-
tranji cikel obroca R’ petkotno lice ali pa so vsa lica obroca R’ Sestkotna. V prvem
primeru je o¢itno, da je R tipa (11111) in da so vsa lica obroca R’ petkotna, torej
dobimo pentakapico. V drugem primeru ponovimo analizo za obro¢ R’. Nadalju-
jemo z uporabo enakih argumentov. Ker je F' kon¢en, moramo v neki fazi doseci
obro¢ petih petkotnih lic, ki nam da pentakapico. Natancneje, ker obro¢ povezan
z obrocem tipa (01112), (01121) ali (02102) vedno vsebuje Sestkotno lice, se lahko
ta postopek konca le v primeru, ko je R tipa (11111). S tem je dokaz izreka 5.1.4
koncan. [ |

Izrek 5.1.4 pove, da so fulereni, ki premorejo netrivialen cikli¢ni-5-prerez, posebni
razred ogljikovih nanocevi, molekulske cevi grafitnih ogljikov, ki so ena izmed najbolj
trdnih in évrstih vlaken (glej [67]).

5.1.2 Hamiltonski cikli v fulerenih z netrivialnim cikliénim - 5 -
prerezom

Ze dolgo odprta domneva pravi, da ima vsak fuleren hamiltonski cikel [112].
(V resnici je ta problem posebni primer Barnettove domneve [12], ki pravi, da ima
vsak 3-povezan ravninski graf, katerega lica so najve¢ velikosti 6, hamiltonski cikel.)
Domneva je bila preverjena za vse fulerene do 176 tock [1]. Prvi dokaz eksistence
hamiltonskih ciklov za kaksno pomembno neskonéno druzino fulerenov pa je pred
kratkim naredil Marusi¢ [100]. Gre za druzino tako imenovanih leapfrog-fulerenov
(za definicijo le-teh glej [34, 130]). Dokazal je, da ima za poljuben fuleren F' njegov
leapfrog-fuleren Le(F') hamiltonski cikel, ¢e je mo¢ |V (F)| kongruentna 2 po modulu
4, in hamiltonsko pot, ¢e je mo¢ |V (F)| deljiva s 4. Dokaz sloni na metodi, ki je
podobna metodi uporabljeni v razdelku 4 za iskanje hamiltonskih ciklov v kubi¢nih
Cayleyjevih grafih. Uporabljeni pa so tudi rezultati predhodnega razdelka.



94 5.1 Cikli¢na povezavna povezanost fulerenov

V tem razdelku bomo pokazali, da fulereni z netrivialnim cikli¢nim-5-prerezom
premorejo hamiltonski cikel. Klju¢no vlogo v dokazu bo imel izrek 5.1.4. Namre¢
po izreku 5.1.4 vemo, da vsak fuleren z netrivialnim cikli¢nim-5-prerezom vsebuje
dve antipodni pentakapici. Poleg tega med pentakapicama obstajajo taki obroci
petih Sestkotnih lic, da v vsakem Sestkotnem licu H obstaja tocka, ki ima soseda
v notranjosti obroca, v katerem lezi H, in tocka, ki ima soseda v zunanjosti tega
obroca.

Izrek 5.1.5 Naj bo F' fuleren, ki premore netrivialen ciklicni-b-prerez, ali pa do-
dekaeder GP(10,2). Potem F ima hamiltonski cikel. Poleg tega velja:

(i) ¢e F' premore liho mnogo Sestkotnih lic, potem obstaja pot lic, ki iz vsake pen-
takapice vsebuje natanko dve petkotni lici, katere rob je hamiltonski cikel fuler-
ena F;

(ii) ¢e F premore sodo mnogo Sestkotnih lic, potem obstaja pot lic, ki vsebuje
natanko Sest petkotnih lic, dve iz prve pentakapice in $tiri iz druge pentakapice,
katere rob je hamiltonski cikel fulerena F'.

Dokaz. Ce je F dodekaeder, izrek ocitno velja (glej sliko 5.6). Torej lahko pred-
postavimo, da je F' fuleren z netrivialnim cikli¢énim-5-prerezom. Po izreku 5.1.4, F'
vsebuje dve antipodni pentakapici. Poleg tega lahko iz dokaza tega izreka sklepamo,
da med pentakapicama obstajajo obro¢i petih Sestkotnih lic (na kratko jih imenu-
jemo $Sestkotni obroci) za katere velja: v vsakem Sestkotniku v obroc¢u obstaja tocka,
ki ima soseda v notranjosti tega obroca in tocka, ki ima soseda v zunanjosti tega
obroc¢a. Z drugimi besedami: vsi Sestkotni obro¢i v F so tipa (11111).

Naj bo k stevilo Sestkotnih lic v fulerenu F. Potem je k = 5r, kjer je r Stevilo
Sestkotnih obrocev v F'. Izrek bomo dokazali z indukcijo po stevilu 7.

Na sliki 5.7 je prikazan hamiltonski cikel v F' za r = 1. Na sliki 5.8 pa je
hamiltonski cikel v F' za r = 2. Torej izrek velja za r < 2.

Slika 5.6: Hamiltonski cikel v dodekaedru (r = 0).

Denimo, da izrek velja za fulerene z r > 2 Sestkotnimi obro¢i in naj bo F' fuleren
z netrivialnim cikliénim-5-prerezom z r + 1 Sestkotnimi obro¢i. Naj bo R Sestkotni
obro¢ v F, ki je soseden eni izmed dveh pentakapic, in naj bo R’ Sestkotni obro¢,
ki je povezan z obrotem R. Naj bo Cy notranji in Cj zunanji cikel obroc¢a R.
Ocitno je Cp notranji cikel obroca R'. Naj bo Co zunanji cikel obroca R’ in naj
bodo v] € V(C;), i € {0,1,2} in j € Zp, tako da je U(Q)] ~ vfj in v%jﬂ ~ v%jﬂ.
Konstruirajmo fuleren z netrivialnim cikliénim-5-prerezom z r Sestkotnimi obroci
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Slika 5.7: Hamiltonski cikel v F, e je 7 = 1. Slika 5.8: Hamiltonski cikel v F, e je 7 = 2.

na sledec¢i na¢in. Izbrisimo vse tocke cikla C, to je, tocke ’U{ , j € Zio (skupaj z
incidentnimi povezavami), in dodajmo povezave vgj v%j _1, J € Zj1p. Na ta nacin smo
dobili fuleren z netrivialnim cikliénim-5-prerezom, ki vsebuje r Sestkotnih obrocev.
Naj F oznacuje dobljeni fuleren (glej sliki 5.9 in 5.10).

Ce je r + 1 sodo &tevilo, je 7 liho §tevilo. Torej po indukcijski predpostavki
obstaja pot lic, ki vsebuje natanko dve petkotni lici iz vsake pentakapice, katere rob
je hamiltonski cikel v . Vendar potem pa lahko iz te poti konstruiramo pot lic v
fulerenu F', ki vsebuje natanko Sest petkotnih lic, katere rob je hamiltonski cikel v
F' (kot je ilustrirano na sliki 5.9).

Ce je r + 1 lih, ima F sodo mnogo Sestkotnih lic. Torej po indukcijski pred-
postavki obstaja pot lic, ki vsebuje natanko Sest petkotnih lic, dve iz ene in §tiri iz
druge pentakapice, katere rob je hamiltonski cikel v F. Zopet lahko iz te poti kon-
struiramo pot lic v F, ki vsebuje natanko po dve petkotni lici iz vsake pentakapice,
katere rob je hamiltonski cikel v F', kot je ilustrirano na sliki 5.10. S tem je dokaz
izreka 5.1.5 koncan. [ |

Slika 5.9: Na levi strani lokalna struktura hamiltonskega cikla v F, na desni pa lokalna struktura

hamiltonskega cikla v F', ko je r 4+ 1 sodo stevilo.

Pot lic v fulerenu F' z netrivialnim cikliénim-5-prerezom, katere rob je hamil-
tonski cikel v F'| ki smo jo konstruirali v dokazu izreka 5.1.5, ni enoli¢na. Kot je
prikazano v primeru 5.1.7, se bo bralec preprical sam, da velja naslednja trditev.
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Slika 5.10: Na levi strani lokalna struktura hamiltonskega cikla v F', na desni pa lokalna struktura
hamiltonskega cikla v F'; ko je r 4+ 1 liho stevilo.

Trditev 5.1.6 Naj bo F' fuleren z netrivialnim ciklicnim-5-prerezom reda n in naj
bo r stevilo Sestkotnih obrocev v F'. Potem velja:

(i) ce jer sod, ima F vsaj 5- 227" razlicnih hamiltonskih ciklov, in
(ii) ce je r lih, ima F vsaj 5 - 25 razlicnih hamiltonskih ciklov.

Primer 5.1.7 Na sliki 5.11 so prikazane stiri razli¢ne poti lic v fulerenu F' z netriv-
ialnim ciklicnim-5-prerezom in r = 2 Sestkotnima obroc¢ema, katerih rob je hamilton-
ski cikel v fulerenu F', za izbrano petkotno lice povezano s centralnim petkotnikom.
Ker lahko petkotnik povezan s centralnim petkotnikom izberemo na pet razlicnih
nacinov, ima F' vsaj 5 - 2311 = 20 razlicnih Hamiltonskih ciklov.

Ker vsak hamiltonski cikel v fulerenu F' porodi tri razlicna popolna prirejanja
(dva na samem ciklu in enega v njegovem komplementu), trditev 5.1.6 izboljsa (v
primeru fulerenov z netrivialnim cikliénim-5-prerezom) do sedaj znano najboljso
spodnjo mejo Stevila popolnih prirejanj [3(m + 2)/4] v poljubnem fulerenu reda m
(glej [131]). Natancneje, izrek 5.1.4 pove, da je Stevilo Sestkotnih obrocev v fulerenu
reda n z netrivialnim cikli¢nim-5-prerezom enako r = {5 — 2. Torej velja naslednja

posledica o Stevilu popolnih prirejanj oziroma o stevilu Kekulé struktur.

Posledica 5.1.8 Naj bo }f fuleren reda n z netrivialnim ciklicnim-5-prerezom. Potem
v F' obstaja vsaj 15 - 2362 razliénih popolnih prirejany.

5.2 Opombe in sklepi

V tem poglavju smo obravnavali strukturne lastnosti fulerenov, ki premorejo
netrivialen cikli¢ni-5-prerez. Ugotovili smo, da ti fulereni sestavljajo poseben razred
neskon¢ne druzine fulerenov, ki so poznani pod imenom nanocevi. S pomocjo tega
rezultata smo nato resili problem obstoja hamiltonskih ciklov za fulerene z netriv-
ialnim cikliénim-5-prerezom in posledi¢no dolo¢ili spodnjo mejo za Stevilo popolnih
prirejanj v teh fulerenih. Tej rezultati so bili uporabljeni v [82] za dolo¢evanje spod-
nje meje Stevila popolnih prirejanj v leapfrog-fulerenih. Domnevamo, da je mogoce
s podobno metodo klasificirati tudi fulerene z netrivialnim cikliénim-6-prerezom.
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petkotnim licem.




98

5.2 Opombe in sklepi




Poglavje 6

Sklep

Disertacija resi Stevilne probleme o kubi¢nih simetri¢nih grafih, tockovno tran-
zitivnih grafih in fulerenih. Narejena je popolna klasifikacija kubi¢nih simetri¢nih
grafov ozine 6. Dokazan je obstoj hamiltonskih ciklov v tockovno tranzitivnih grafih
reda 4p, kjer je p prastevilo, (seveda z izjemo Coxeterjevega grafa) kot tudi v
kubi¢nih Cayleyjevih grafih grup z (2, s, 3)-prezentacijo, kjer je Stevilo s deljivo s
4. Zadnja dva rezultata sta pomemben prispevek k resitvi Lovaszovega problema
hamiltonskosti iz leta 1969. Prispevek k uporabi teorije grafov v teoreti¢ni kemiji
pa je klasifikacija strukturnih lastnosti fulerenov, sferi¢nih ogljikovih molekul, ki
premorejo netrivialni cikliéni-5-prerez. V tej posebni druzini fulerenov je dokazan
tudi obstoj hamiltonskih ciklov, kar delno resi ze vrsto let odprt problem obstoja
hamiltonskih ciklov v fulerenih.

Osnovna orodja pri raziskovanju zajemajo kombinatori¢ne in algebrai¢ne metode
teorije grafov ter Cisto teoreti¢ne premisleke iz teorije grup. Uporabljen je tudi
racunalniski program MAGMA [15]. Natanc¢neje, pomemben del strategije pri klasi-
fikaciji kubi¢nih simetriénih grafov ozine 6 je koncept konsistentnih ciklov sku-
paj s Conwayevim rezultatom [14, 28] o Stevilu konsistentnih ciklov v simetri¢nih
grafih. Nadalje, obstoj hamiltonskih ciklov v kubi¢nih Cayleyjevih grafih grup z
(2, s, 3)-prezentacijo je dokazan s posplositvijo metode, ki sta jo nedavno razvila
Glover in Marusi¢ [55], pri kateri se uporablja vlozitev Cayleyjevih grafov na za-
prte orientabilne ploskve; pomembno vlogo pri tej metodi imata cikli¢na povezavna
povezanost in cikli¢na stabilnost kubi¢nih grafov. Dokaz obstoja hamiltonskih ciklov
v povezanih tockovno tranzitivnih grafih reda 4p sloni na analizi (ne)primitivnosti
delovanja grup avtomorfizmov in analizi strukture kvocientnih grafov glede na de-
lovanje (4, p)-semiregularnih elementov. Nazadnje, klasifikacija fulerenov, ki pre-
morejo netrivialni cikli¢ni-5-prerez, sloni na analizi vseh moznih lokalnih struktur
v okolici cikli¢nega-5-prereza. Obstoj hamiltonskih ciklov v tej posebni druzini
fulerenov pa je dokazan s pomocjo indukcije.

Navedeno dokazuje, da rezultati disertacije predstavljajo pomemben prispevek
k stevilnim ze dolgo let odprtim problemom v teoriji grafov. Poleg tega disertacija
vsebuje smernice, ki bi lahko vodile k resitvi obravnavanih problemov Se za nekatere
druge neskonc¢ne druzine grafov.
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Izjava

Izjavljam, da je doktorska disertacija rezultat mojega raziskovalnega dela.
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