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Izvlecek:

Glavni namen magistrskega dela je preuciti celostevilske grafe in rezultate o njih.

Najprej so v drugem poglavju definirani osnovni pojmi v teoriji grafov, ki so nujno
potrebni za navajanje glavne teme. Natancneje je opisana spektralna teorija grafov.

Teoreticne osnove so ponazorjene s primeri.

V literaturi smo poiskali in preucili podatke o celostevilskih grafih. Slednje je zelo
tezko opredeliti v splosnem, zato so znanstveniki celostevilske grafe razdelili v skupine
glede na njigove lastnosti in potem raziskovali posamezne druzine celostevilskih grafov.
V tretjem poglavju je zapisanih nekaj osnovnih rezultatov teh raziskav. Podrobneje

pa so opisani Cayleyevi in krozni celostevilski grafi.

Pozornost si zasluzijo posebno lepe matrike grafov, ki tako kot matrika sosednosti A
ponazarjajo strukturne lastnost grafa. V cetrtem poglavju so obravnavani celostevilski
spektri Laplaceove matrike L = D — A in brezznacne Laplaceove matrike Q = D + A,

kjer je D diagonalna matrika stopenj tock grafa.

V prvi prilogi so nasteti vsi regularni celostevilski grafi s stevilom tock 6, 8, 9 in 10 in
pripadajoc¢im spektrom. V drugi prilogi pa najdemo vse )-celostevilske grafe na 6, 7,
8, 9 in 10-ih tockah in njihov spekter.
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Abstract:

The main purpose of the Master’s thesis is to study integral graphs and results related
to them.

In the second chapter the basic concepts in graph theory are defined, which are ne-
cessary to study the main topic. Spectral graph theory is described more specifically.

Theoretical introduction is exemplified with several concrete graphs and matrices.

In the literature we found and analyzed data on integral graphs. Defining integral
graphs in general is very difficult, so the scientists split integral graphs into several
groups according to their properties and then investigated the different families of
integral graphs. In the third chapter ther is some of the basic results of this research
summarized. Further there is a detailed description of Cayley and circular integral

graphs.

Special attention is devoted to particularly nice matrices of graphs, which, like the
adjacency matrix A, are illustrating the structural properties of the graph. The fourth
chapter deals with integral spectrum of Laplace matrix L = D — A and signless

Laplace matrix ) = D+ A, where D is a diagonal matrix of vertex degree of the graph.

In the first appendix there is a list of all regular integral graphs with 6, 8, 9 and 10
vertices and the corresponding spectra. In second appendix all Q-integral graphs on 6,

7, 8,9, and 10 vertices and their spectra can be found.
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1 Uvod

Teorija grafov je podrocje diskretne matematike, ki preucuje grafe - inciden¢nost
tock in povezav. Eden izmed nacinov ponazoritve grafov je s pomoc¢jo matrik. Iz sa-
mega zapisa matrike lahko vidimo veliko lastnosti grafa, npr. nicelna diagonala matrike
pomeni, da graf nima zank. Z operacijami na matriki pa lahko pridemo do dodatnih
uporabnih podatkov. S pomocjo determinate matrike izracunamo lastne vrednosti. Na-
boru vseh lastnih vrednosti, ki ustrezajo matri¢ni reprezentaciji grafa, pravimo spekter
grafa. S spektri se ukvarja spektralna teorija grafov, ki zeli povezati spekter grafa s

strukturnimi lastnostmi grafov.

Lastne vrednosti grafa so vedno realna stevila. Bolj omejena skupina grafov, kjer so
vse lastne vrednosti cela Stevila, so celostevilski grafi. Dolocanje grafov s to lastnostjo
se je zacelo ze v zgodnjih sedemdesetih letih [1], vendar je bilo iskanje vseh celostevilskih
grafov oznaceno za zelo tezko resljiv problem [15]. Situacija postane lazje resljiva, ¢e
se grafe razdeli v skupine, glede na njihove lastnosti. Tako so nastali stevilni rezultati
raziskav posameznih druzin celostevilskih grafov. Nekaj izmed teh je predstavljenih v
nalogi.

Rekreacijsko igro Sudoku lahko prevedemo v teorijo grafov in izkaze se, da so lastne
vrednosti grafa Sudoku igre cela stevila, zato grafi Soduku igre sodijo v pomemben ra-

zred celostevilskih grafov.

Torej, spektralna teorija grafov preucuje odnose med strukturo grafa in lastnimi
vrednostmi matrike. Pogosto najprej pomislimo na standardno (0, 1)-matriko sosedno-
sti, vendar se zadnje case posveca veliko pozornosti tudi drugim matrikam, ki prav tako
ponazarjajo strukturo grafa. V nalogi sta opisani dve taki matriki. Prva je Laplaceova
matrika L, opredeljena kot . = D — A, druga pa brezzna¢na Laplaceova matrika @, ki
jo definiramo kot Q = D + A. Matrika D pa je diagonalna matrika stopenj tock grafa
- elementi na diagonali ponazarjajo stopnje tock grafa, elementi izven diagonale pa so
enaki 0. Kot matrika A sta tudi te dve matriki simetri¢ni in tako imamo spet zago-
tovljene realne lastne vrednosti. Stvar postane bolj zanimiva, ¢e poskusamo opredeliti

celostevilskost spektrov matrik L in (). S to temo smo se ukvarjali v zadnjem poglavju.
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2 Osnovni pojmi v teoriji grafov

Za zacetek najprej razlozimo nekaj osnovnih pojmov, na katere se bomo kasneje

sklicevali.

Temeljni pojem v teoriji grafov je pojem grafa. Sestavljen je iz tock in povezav.
Terminologija v teoriji grafov ni povsem standardna. V slovenséini imamo za tocko
grafa ustrezen alternativni izraz, tj. vozlis¢e, povezave pa vCasih poimenujemo robovi.
Za natancno definicijo grafa je potrebno navesti celoten seznam tock in povezav, zato

je graf definiran na naslednji na¢in [29].

Graf G sestavlja neprazna mnozica elementov, ki jih poimenujemo tocke grafa in
seznam parov teh elementov, ki jih imenujemo povezave grafa. Mnozico tock grafa
oznac¢imo z V(G), seznam povezav pa z E(G). V seznamu povezav se oznaka tocke
pojavi veckrat, medtem ko je v mnozici tock, vsaka oznaka navedena samo enkrat. Ce
sta v in w tocki grafa G, potem za povezavi vw ali wv rec¢emo, da povezujeta tocki v

in w. Naj ima graf n tock, potem pravimo, da je graf reda n.

Dve povezavi ali ve¢ povezav, ki povezujejo isti par tock, poimenujemo vzporedne
povezave. Povezava, ki povezuje neko tocko s samo seboj, je povratna povezava
ali zanka. V kolikor je graf brez zank in veckratnih povezav, mu pravimo enostavni
graf. Graf, ki je v enem delu - iz ene tocke lahko pridemo po povezavah do vseh drugih,

je povezan, graf, ki ima vec¢ delov, pa je nepovezan.

Graf GG je dvodelen (tudi bipartiten graf ali bigraf), ¢e lahko mnozico tock raz-
delimo na dve disjunktni podmnozici A in B, tako da vsaka povezava grafa G povezuje
po eno vozlisce iz mnozice A z enim vozlis¢em iz mnozice B. Iz tega sledi, da dvodelen

nima ciklov lihe dolzine.

Sprehod dolzine k& v grafu G je zaporedje k povezav grafa G oblike:
uv, vw, W, ...,yz. Tak sprehod oznac¢imo z uvwz ...yz in ga poimenujemo sprehod

med tockama u in z.
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V kolikor so vse povezave sprehoda razlicne, sprehod imenujemo enostavni

sprehod ali sled. Ce pa so v enostavnem sprehodu vse tocke razlicne imamo pot.

Razdalja d(u,v) med dvema tockama u in v v grafu G je stevilo povezav v najkrajsi
poti, ki ju povezuje. Premer grafa GG je definiran kot najvecja dolzina najkrajse poti
med dvema tockama grafa, torej maz, vev () d(u, v). Oznacimo ga z diam(G) ali krajse
kar d(G). Povratne poti ali zanke so izkljucene iz obravnave. Da lahko ugotovimo pre-
mer grafa, moramo najprej poiskati najkrajSo pot med vsakim parom tock. Najvecja

dolzina izmed teh poti je premer grafa.

Koristno je imeti posebna poimenovanja za tiste sprehode in poti, ki se zacnejo in
koncajo v isti tocki. Sklenjeni sprehod ali obhod v grafu G je zaporedje povezav
grafa G oblike: uv, vw, wzx,...,yz, zu. V primeru, da so vse povezave obhoda razlicne,
ga poimenujemo enostavni obhod ali sklenjena sled. V kolikor pa so v obhodu vse

povezave in vse tocke razlicne, potem ga pa imenujemo cikel.

Teorija grafov se ukvarja s preucevanjem lastnosti grafov, zato potrebujemo izraze,

s katerimi povemo, da so tocke in povezave v grafu druga poleg druge.

Naj bosta u in v tocki grafa. Ce sta u in v povezani s povezavo, potem pravimo,
da sta sosednji in oznac¢imo z u ~ v. Povezava e = uv gre skozi tocki u in v, je

incidentna s tockama v in v.

Za grafa G1(Vq, Ey) in Go(Va, Ey) z Vi N Vy = () definiramo njuno unijo kot
Gl UG2 - (Vi U VQ,E1U EQ)

Unijo n disjunktnih kopij grafa G krajSe zapisemo kot nG, kjer je n € N.

Spoj grafov pa je definiran kot
G1VGy = (G1UGy).

To je graf, dobljen z dodajanjem vseh moznih povezav oblike (u,v), za u € V(G1) in
v E V(Gg)

7 oznako G100Gy oznacimo kartezicni produkt grafov. To je graf, ki ima za
mnozico tock karteziéni produkt V(G1) x V(Gz) in dve poljubni tocki (v, w) in (v/,w’)

sta sosednji, ¢e v = v’ in W’ je sosednja z w’ v Gy ali w = w’ in v je sosednja z v' v G1.
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Graficna ponazoritev je koristna v mnogih primerih, posebno ¢e zelimo opazovati
strukturo celotnega grafa. Njena vrednost pa se zmanjsa, ko moramo opazovati velike
in zapletene grafe. Uporabiti moramo druge metode.

Ena moznost je, da zapiSemo mnozico tock in seznam povezav; ta nacin se uporablja,
kadar je graf ,redek, tj. kadar ima graf veliko tock in malo povezav.

Drugi nacin je, da k vsaki tocki zapiSemo seznam sosednjih tock. Na podlagi tega
seznama lahko graf enostavno narisemo tako, da povezemo vsako tocko z njenimi so-
sedami. Naslednja nacina uporabljata tabele. Pri prvem zapiSemo tabelo, v kateri
oznacimo, kateri pari tock so povezani, pri drugem pa tabelo, v kateri oznacimo katere

tocke so incidentne s katerimi povezavami.

Vsak izmed zgoraj omenjenih nac¢inov ima svoje prednosti in slabosti. Zadnji pa
je Se posebej uporaben v mnogih primerih. Pri tem nac¢inu predstavimo graf v obliki
tabele stevil, ki jo imenujemo matrika. Matriki s k£ vrsticami in [ stolpci recemo ma-
trika razseznosti k x [. Matrike so zelo primerne za racunanje v mnogih problemih, saj
lahko z njimi na najenostavnejsi nac¢in formuliramo problem. Obstajajo razlicne vrste
matrik, s katerimi lahko predstavimo graf. V nadaljevanju bomo opisali dve najpo-

membnejsi vrsti: matriko sosednosti in incidencno matriko.

Oglejmo si naslednji primer:

4 3 3

Slika 2.1: Primer matrike sosednosti.

_ O = O
N o= o =
= o = O
S = N

Imamo graf s Stirimi tockami, sledi matrika A velikosti 4 x 4. Stevila v matriki
pomenijo stevilo povezav, ki povezujejo ustrezni tocki grafa. Tocki 1 in 2 sta povezani
z eno povezavo, zato se pojavi v drugem stolpcu prve vrstice in prvem stolpcu druge
vrstice stevilo 1. Tocki 2 in 4 sta povezani z dvema povezavama, zato je v matriki v
cetrtem stolpcu druge vrstice in v drugem stolpcu cetrte vrstice Stevilo 2. Tocki 1 in 3
nista povezani, zato je v tretjem stolpcu prve vrstice in v prvem stolpcu tretje vrstice
stevilo 0. Vsta stevila na glavni diagonali so enaka 0. To pomeni, da graf nima nobene
zanke. Matrika je tudi simetricna glede na diagonalo. S pomocjo primera lahko sedaj

opredelimo matriko sosednosti.
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Naj bo G graf brez zank in veckratnih povezav z n tockami, oznacenimiz 1,2, 3, ..., n.
Matrika sosednosti A(G) je matrika razseznosti n x n, v kateri element v j-tem
stolpcu i-te vrstice pove Stevilo povezav, ki povezujejo tocki ¢ in j. Krajse lahko ma-
triko sosednosti ozna¢imo kar z A. V simbolnem zapisu, je definirana kot A = [a;;],
kjer je

1; ce je i sosednja z j

0; sicer

V matriko sosednosti torej zapiSemo podatke o sosednosti tock. V inciden¢no ma-

triko pa zapiSemo informacije, katere tocke in povezave so incidentne.

Poglejmo si naslednji primer.

1 1 2
100100
110011
4 ., B=
011000
001111
4 d 3

Slika 2.2: Primer inciden¢ne matrike.

Na levi imamo graf s stirimi tockami in Sestimi povezavami, na desni pa 4 x 6 ma-
triko. Elementi matrike so 1 ali 0, odvisno od tega, ali sta ustrezna tocka in povezava
incidentni ali ne. Tako na primer tocka 1 lezi na povezavi 4, zato imamo v ¢etrtem
stolpcu prve vrstice Stevilo 1; tocka 2 ne lezi na povezavi 4, zato imamo v cetrtem

stolpcu druge vrstice stevilo 0.

Naj bo G graf brez zank z n tockami, oznac¢enimi z 1,2, 3,...,n in z m povezavami,
oznaenimi z ey, €9, €3, . . ., €,. Incidenéna matrika B(G) je matrika razseznosti n x
m, katere element v i-ti vrstici in j-tem stolpcu je enak 1, ¢e tocka ¢ lezi na povezavi

e; in 0 sicer. V simbolnem zapisu je definirana kot B = [b;;], kjer je

1; ¢e je tocka 7 incidentna s povezavo e;

0; sicer

Naj bo A matrika velikosti k x k. Ce obstaja vektor z € R*, z # 0, tako da velja

zveza Ax = A\r za nek skalar A, potem pravimo elementu A lastna vrednost matrike

A.
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Imamo torej matriko:

aixz Qi - Qi

ag1 Q22 -+ Q2
A= ,

Qr1 Qg2 - Agk

ki z lastno vrednostjo A in pripadajoc¢im lastnim vektorjem z izpolnjuje naslednjo

ZVeZO:
aix Q2 - Qi X1 X1
Q21 Q22 -+ Ak X2 X2
=
ar1 Qr2 - Ak Lk Tk

Zgornja zveza je ekvivalentna homogenemu sistemu: (A — A)x = 0, kjer je [
identicna matrika.

V kontekstu matrik pa izgleda takole:

A —ag —ai2 Tt —Q1k X1
—a21 A—axp - —Aagk X2
—Qk1 —agy AN — Qg Ty 0

Resitve tega sistema dobimo z resevanjem enacbe: det(A] — A) =0 [8].

Uniji nicelnega vektorja 0 in mnozice vseh vektorjev, ki ustrezajo dani lastni vredno-
sti A pravimo lastni podprostor, ki je podprostor v R¥. Oznacimo ga kot Eig(\, G)
in je definiran kot: Eig(\, G) = ker(A — A(Q)), kjer je ker(M) jedro matrike M.

Osnovne lastnosti lastnih vrednosti so:

e Lastne vrednosti A so natanko tista stevila, ki naredijo matriko Al — A singularno,

tj. resitve sistema enacb det(A — A) = 0.

e Vsi lastni vektorji, ki ustrezajo lastni vrednosti A, tvorijo podprostor Eig(\, G).

Dimenzija tega podprostora je ravno veckratnost lastne vrednosti .

e V splosnem so lastne vrednosti lahko kompleksna Stevila. Vendar, ker je A sime-
tricna matrika (a;; = aj;), so vse lastne vrednosti realna Stevila. Se ve¢, obstaja

ortogonalna baza, sestavljena iz samih lastnih vektorjev.
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e Vsota vseh lastnih vrednosti je:

n

=1

Imenujemo jo sled matrike sosednosti. Zaradi enostavnosti grafa G ima matrika

A nicelno diagonalo in posledi¢no tudi sled enako 0.

e Produkt vseh lastnih vrednosti
[) = det(4),
i=1

je ravno determinanta matrike sosednosti.
e Stevilo vseh nenicelnih lastnih vrednosti je rang matrike A.

e S pomogjo lastnih vrednosti lahko izra¢unamo tudi stevilo povezav v grafu G [13]:
m = E Zn: A2
23 Z

Za izracun lastnih vrednosti si lahko pomagamo s karakteristicnim polinomom.
To je polinom (mnogoélenik), ki doloca mnoge pomembne znacilnosti matrik (npr. la-
stne vrednosti, determinante in sled matrike). Velja, da je karakteristi¢ni polinom grafa

karakteristi¢ni polinom matrike sosednosti. Za spremenljivko A ga definiramo kot:
Ps(X) = det(A — A).

Element A\ je lastna vrednost matrike A natanko tedaj, ko je A nic¢la polinoma Py,

tj. Pa(A\) = 0. Velja, da je stopnja polinoma enaka redu, tj. stevilu tock grafa G.

Zgled: S pomocjo determinante bomo izracunali karakteristicni polinom grafa na

spodnji sliki.

4

Slika 2.3: Graf na 4-ih tockah.

Uporabimo zvezo Pa(\) = det(A] — A) in izrac¢unati moramo determinanto matrike:
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A -1 0 -1
~1 A -1 -1
PaQ)=det | 5 T =M AN 22X L

-1 -1 0 A
Resitev enacbe: A\* —4A\%? —2X +1 = 0 na da lastne vrednosti A\j o = 1in \34 = —1.

Karakteristi¢ni polinom lahko izracunamo tudi brez uporabe determinante [13]. Za
koeficiente polinoma dejansko Stejemo elementarne podgrafe grafa G. Elementaren graf
je graf, ki ga lahko zapisemo kot disjunktno unijo povezav in ciklov. Stevilo povezanih
komponent grafa G oznac¢imo s comp(G), stevilo ciklov pa s cyc(G).

Imejmo graf G reda n. V splosnem vedno velja, da je koeficient a, pred ¢lenom
A" enak 1 in koeficient a,,_; pred ¢lenom A"~! enak 0. Njegov karakteristi¢ni polinom
lahko definiramo kot:

Pa(A) =) a,A""
r=0
Ce je r > 0, koeficiente a, izra¢unamo kot:
a, = Z(_l)comp(H)2cyc(H)7
H

kjer gre H po vseh elementarnih podgrafih grafa G reda r.

S pomocjo zadnje zveze lahko izrac¢unamo tudi determinanto matrike sosednosti, in
sicer (glej [13]):
det(A(G)) — (_1)n Z(_1>comp(H)2cyc(H)’

H

kjer gre H po vseh elementarnih podgrafih grafa G reda n.

Naboru vseh lastnih vrednosti, skupaj z njihovimi veckratnostmi, matrike sosedno-
sti A nekega grafa G pravimo spekter. Oznéimo ga s Sp(G) in s simbolnim zapisom
definiramo kot:

Sp(G) = {1, A%, A

kjer je m; veckratnost lastne vrednosti \; za ¢ = 1,...,8in A\y > Ay > ... > A,
Velja tudi, da je sestevek vseh veckratnosti lastnih vrednosti enak stevilu tock grafa
G: m1 +mo+ ...+ mg = n. Lastne vrednosti grafa G so po definiciji enake lastnim
vrednostim matrike sosednosti. To pomeni, da je spekter grafa G kar spekter matrike
sosednosti A(G) [3].
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Unija grafov ima za spekter unijo lastnih vrednosti prvotnih grafov. Poglejmo si e
spekter spoja grafov. Naj bosta ny in ny ustrezni stevili tock grafa G; in G5. Potem
je spekter spoja enak {0, ny + na, ny + \i(G1), n1 + A\;(G2)}, kjer je 1 < i < ny in
1 <j < mny[15].

Za spekter grafa G veljajo naslednje lastnosti [13]:

e S pomocjo spektra lahko dolo¢imo karakteristiéni polinom:

Po(A) = (A= A)™ (A= X2)™2 - (A — Ag)™e.
e Upostevajo¢ veckratnost lastnih vrednosti veljata naslednji zvezi:

[ ] ml)\l + mg)\z + ...+ ms)\s = T’I"(A(G)) =01in

o MmN+ mu)3+ ...+ m A2 =2|E(G)|.

Definiranje grafov na podlagi spektra je v splosnem precej problemati¢no, dva
razlicna grafa imata lahko namre¢ enak spekter in posledicno tud enak karakteristicni

polinom. Takima grafoma pravimo kospektralna grafa.

Zgled: Grafa na spodnji sliki imata razlicni matriki sosednosti, ampak enak spekter,
ki je {2,0%, —2}. Graf na levi je graf K; U Cy, graf na desni pa K 4.

Slika 2.4: Kospektralna grafa na 4-ih tockah.

Velja: det(A(K1 U C4)) = det(A(KlA)) = /\5 — 4)\3 = )\?’()\ + 2)()\ - 2)

Dvema osnovnima matrikama je lastne vrednosti zelo enostavno dolociti. Prva je
identiteta ali identi¢na matrika. To je matrika, ki ima na diagonali enice, povsod
drugod pa nicle:

1; cCejei=7
= [ay] = { .
0 ; sicer

Lastna vrednost identitete je Stevilo 1 z veckratnostjo n, ¢e je matrika velikosti n x n.
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Druga matrika pa je matrika JJ. Je n X n matrika samih enic, z lastnimi vrednostmi

n' in 071

Poglejmo si sedaj spektre nekaj najosnovnejsih grafov - vsi so konc¢ni, neusmerjeni

in enostavni. Zgledi prvih stirih skupin so povzeti po [3], preostali pa po [13]:

1. Polni graf K, na n tockah je graf, v katerem sta poljubni dve tocki povezani.
Ima matriko sosednosti A = J — I in spekter Sp(K,,) = {(n — 1), (—=1)""'}.

2. Polni, dvodelni graf K,,, je graf, kjer je mnozica tock grafa razdeljena na dve
disjunktni podmnozici Vi in Vi, kjer je |Vi| = m, |Va| = n. Vsaka tocka iz
prve mnozice je povezana z vsako tocko iz druge mnozice. Tak graf ima spekter

Sp(Kmm) = {\/m_v _\/ma Om+n72}'

3. Za cikel C, na n tockah je spekter naslednja mnozica Sp(C,) =
{2cos (L) | j=0,...,n—1}.

Tabela 2.1: Spekter prvih stirih osnovnih ciklov

cikel | spekter
C’3 2> (_1)2
Cy |2, 0% =2

2 2
G |2 (=5) . (25%)
Ce | 2,12,(=1)% -2

4. Pot na n tockah ozna¢imo z P, in mnjen spekter je Sp(P,) =
{2008(%)|j:0,...,n—1}.

Tabela 2.2: Spekter poti na tockah od 1 do 5

pot | spekter

P |0
P |1, -1
Py | V2,0, —V2

P 1+v56 1-v6 —1+v56 —1-+5
4 2 -2 2 2
P5 \/§7 17 07 _17 _\/§

5. Imejmo k-regularen graf GG, to je graf katerega vsaka tocka ima natanko & sosedov,

tj. vse tocke so stopnje k. Vsaka vrstica matrike sosednosti A ima natanko k enic.
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Za vsako lastno vrednost A velja, da je |A] < k. Lastne vrednosti grafa G so:
k=X > ... 2> ). Za lastno vrednost k velja, da je njena veckratnost enaka

stevilu povezanih komponent grafa G.

6. Krepko regularni grafi so definirani s parametri (v, k, A, ). To so k-regularni
grafi na v tockah, kjer imata vsaki dve povezani tocki natanko A skupnih sose-
dov in vsaki dve nepovezani tocki natanko p skupnih sosedov. Spekter krepko

regularnega grafa G je

Sp(G) = {k,r, s},

kjer je r > 0 > s in r in s sta resitvi enacbe 2% + (u — Nz + u — k = 0, tj.

r,s:%</\—,ui\/()\—u)2+4(k:—,u)>.

Za povezan graf je pripadajoca veckratnost za lastno vrednost £ enaka 1, za r in
s pa vrednosti f in g. Slednji izracunamo iz zvez: 1+ f+g=vin k+ fr+gs =
Tr(A) =0, torej]

Y R
f’g_2< 1i¢<x—u>2+4<k—u>)'

7. Komplement grafa G oznaéimo z G. Je graf, ki ima enako mnozico tock kot graf
G in komplementarno mnozico povezav, tj. dve razliéni tocki v G sta povezani
natanko tedaj, ko nista povezani v G. Naj bo A matrika sosednosti grafa G.
Potem je J — I — A matrika sosednosti grafa G. Ce je graf G k-regularen, je graf

G (n — k — 1)-regularen in njegov spekter je
Sp(G) = {|V(G)| — k=1, (k=1 (=X —1)™2 (= — 1)m} ,
kjer so Ay > ... > A, lastne vrednosti grafa G in vemo, da je A\ = k.

8. Naj bo G k-regularen graf na n tockah, z m povezavami in spektrom Sp(G) =
{AT", ..., A" }. Povezavni graf grafa G je L(G) = (V, E), kjer je V = E(G) in
E = {{e, f}; e in f sta razliéni povezavi s skupno tocko}. Spekter povezavnega

grafa lahko enostavno dolo¢imo na naslednji nacin:

e cejem >nje Sp(L(G)) ={( M +Ek—=2)" ... (A\s+k—2)"u{-2m""},
e cejen>mije Sp(L(G)) ={( M +Ek—=2)" ..., (A\s +k—=2)"}\ {-2"""}.
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Upostevajo¢ do sedaj omenjeno, si za zgled oglejmo spekter Petersenovega

grafa. Uporabili bomo dejstvo, da je Petersenov graf enak grafu L(Kj5).

Za polni graf K5 lahko zapisemo spekter: Sp(Ks) = {4, —1*}.

i

Slika 2.5: Polni graf K.

S pomocjo formule za izracun spektra povezavnega grafa dobimo Sp(L(Kj5)) =

{6, 14, —25},

Slika 2.6: Povezavni grafa K.

Na koncu uporabimo Se zvezo za izracun spektra komplementarnega grafa, saj vemo,
da je graf L(K5) 6-regularen na 10-ih tockah in dobimo Sp(L(K3)) = {3, —2*, 1°}.

Slika 2.7: Petersenov graf - dve moznosti prikaza grafa.

Levi graf na zgornji sliki ponazarja komplement grafa na sliki 2.6, medtem ko je na

desni sliki najpogosteje uporabljenega nacina prikaza Petersenovega grafa.

Lahko bi uporabili tudi lastnost, da je Petersenov graf krepko regularen s parametri
(10,3,0,1) in s pomocjo formul za izracun lastnih vrednosti in njihovih veckratnosti

krepko regularnih grafov, pridemo do enakih vrednosti.
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3 Celostevilski grafi

Do sedaj je bilo navedenih kar nekaj primerov spektrov razlicnih grafov. Elementi
spektra niso bili vedno cela stevila. Grafom, ki pa imajo za lastne vrednosti cela Stevila
pravimo celostevilski grafi. Omenjen pojem sta prvi¢ uvedla Harary in Schwenk, leta
1974. Na splosno pa je problem opredeljevanja celostevilskih grafov precej zahteven,
zato se posamic¢no obravnava razlicne druzine celostevilskih grafov. Do sedaj je znanih

kar precej rezultatov raziskav naslednjih skupin celostevilskih grafov:
e Celostevilski 3-regularni grafi
e Celostevilski 4-regularni grafi
e Celostevilski polni grafi
e Neregularni nedvodelni celostevilski grafi z maksimalno stopnjo 4
e Celostevilska drevesa s premerom 4, 5, 6 in 8
e Povezani celostevilski grafi s Stevilom tock do 12
e Neregularni dvodelni celostevilski grafi

e Celostevilski dvodelni biregularni grafi

Vet o posamezni skupini si lahko poiséete v [18]. V nalogi so v naslednjih poglavjih
podrobneje predstavljeni celostevilski Cayleyevi in krozni grafi. Pred tem pa je nave-

denih Se nekaj bolj splosnih povzetkov raznoraznih raziskav.

Ahmadi idr. [22] so preucevali moznosti matrik gosti celstevilskih grafov. Naj bo
A, mnozica vseh matrik sosednosti grafov na n tockah. Torej, A, je nabor simetri¢nih
0, I-matrik A = (aij)%:b dimenzije n x n, z nicelno diagonalo, kjer je a;; = a;; €
{0,1}, ay =0, 4,5 =1,...,n. Z izrazom I(n) oznac¢imo Stevilo matrik sosednosti
celostevilskih grafov na n tockah. Za dovolj velik n velja naslednja zveza:

n(n—1) n

I(n) < 25,

kjer je stevilo 2™5 Stevilo grafov na n tockah .
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Znano je, da je velikost povezanih k-regularnih grafov s premerom d(G) omejena
navzgor s k(k;—i);d V kolikor vemo, da je graf celostevilski, potem je d < 2k, ker
obstaja najve¢ 2k + 1 razlicnih lastnih vrednosti. Potem za zgornjo mejo povezanih,

k-regularnih, celostevilskih grafov velja:

bk —1)2% — 2
n < .
- k—2

Balinska idr. [14] so leta 1999 dokazali, da obstaja natanko 150 povezanih celo-
stevilskih grafov na 10-ih tockah. Rezultate vseh povezanih, celostevilskih grafov na
11-ih in 12-ih tockah je mogoce najti v [16] in [17].

Tabela 3.1: Stevilo povezanih celostevilskih grafov na n tockah

n 1123145 |6|7|8 ]9 10| 11 | 12
Stevilografov | 1 |1 |12 |3 |6 |7 |22|24|83| 113 | 325
Viri: [14], [16] in [17]

Grafiéno je prikazano prvih 14 grafov, to so: K, Ko, K3, Ky, Koo, K5, 2K, U K3,
K4, Kg, 3Ks, K33, Cs, C30K, in drevo z zaporedjem stopenj tock (3,3,1,1,1,1).

L A
ALl ww

<2 e 0 P

Slika 3.1: Povezani celostevilski grafi na tockah od 1 do 6.

Poglejmo si e spekter zgoraj omenjenih 14-ih grafov (v alineje so razporejeni glede

na stevilo tock):
 Sp(K1) = {0}

o Sp(K,)={1,-1}
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Sp(K3> = {27 _12}

Sp(K4) = {3’ _13} in Sp(KZQ) = {27 027 _2}

Sp(K5> = {4a _14}7 Sp(2K1 U K?)) = {3a027 _17 _2} in Sp(KlA) = {27037 _2}

Sp(K6> = {57_]-5}7 Sp(?)_[{?) - {47 037_22}7 Sp(K3,3) - {37047_3}7 Sp<06) =
{2,12,—12, =2}, Sp(Cs0K,) = {3,1,0%, -1}, Sp(drevo) = {2,1,0% —1, -2}

Obstaja natanko 40 povezanih regularnih celostevilskih grafov s Stevilom tock do

10 [2]. Stevilo grafov glede na stevilo tock grafa je prikazano v naslednji tabeli.

Tabela 3.2: Stevilo povezanih regularnih celostevilskih grafov na n tockah

n 112(3[4]5]6|7|8]|9]|10
Stevilografov | 1 |1 |12 |1[5]1[6|7]|15
Vir: [2]

Za zapis vseh 40 grafov bomo uporabili oznako I';, kjer je i« = 1,...,40. Grafe s
stevilom tock od 1 do 5 je enostavno zapisati. To so grafi: I'y = K, 'y = Ky, I's = K3,
I'y = Ky, I's = Kyo in I's = K5. Graf na sedmih tockah je samo eden, tj. I'y = K.
Medtem, ko so grafi s stevilom tock 6, 8, 9 in 10, prikazani v tabelah A.1, A.3, A.5
in A.7 (glej priloge). V tabelah A.2, A4, A.6 in A.8 (glej priloge) pa so ponazorjeni
spektri pripadajocih grafov.

Leta 1976 sta Bussemaker in Cvetkovié¢ [11] dokazala, da obstaja natanko 13 pove-
zanih kubi¢nih celostevilskih grafov. Neodvisno od niju je do enakega zakljucka prisel
tudi Schwenk [4], ki se je za razliko od Bussemakerja in Cvetkovié¢a izogibal uporabi
racunalniskih programov za iskanje vseh moznosti. Stevanovié¢ [9] je nasel vse pove-
zane 4-regularne celostevilske grafe; izogibajo¢ +3 v spektru grafa. Cvetkovi¢ [5] je
dokazal, da je mnozica povezanih regularnih celostevilskih grafov katerekoli fiksne sto-
pnje koncéna. Simié¢ in Radosavljevié [24] sta dolocila vseh 13 neregularnih nedvodelnih
povezanih celostevilskih grafov z maksimalno stopnjo 4. Wang in Hoede [19] sta sesta-
vila 15 neskonénih razredov neregularnih dvodelnih celostevilskih grafov. Celostevilska
drevesa tvorijo skupino celostevilskih grafov, ki je precej obsezno raziskana. Omidi [12]
je identificiral celostevilske grafe z najve¢ dvema cikloma, z nobenimi lastnimi vredno-

stimi 0. Sander [25] je dokazal, da so grafi igre Sudoku celostevilski.
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3.1 Celostevilski Cayleyevi grafi

Oglejmo si rezultate raziskav o Cayleyevih grafih. Za zacetek najprej povejmo de-

finicijo in nekaj osnovih lastnosti teh grafov.

Naj bo G koncna netrivialna grupa z identiteto 1 in imejmo mnozico generatorjev
S C G\ {1}, za katero velja

S=S8'={s"'se8}.

Cayleyev graf grupe G oznacimo kot I'(G : S) (v nekateri literaturi se pojavi tudi
oznaka Cay(G,S)). Je graf z mnozico tock G in velja, da sta dve tocki a in b sosednji,
ceje ab ' € S. Ce S generira grupo G, potem je I'(G : S) povezan graf. Velja tudi, da

je Cayleyev graf enostaven, tockovno tranzitiven in regularen graf stopnje |S| [27].

V kolikor je & = G\ {1}, je I'(G : S) polni graf z |G| tockami in tudi celoStevilski.
Klotz in Sander [27] sta dokazala, da so vse nenicelne lastne vrednosti grafa I'(Z,, : U,)

cela stevila, ki delijo p(n), kjer je
o(m) =#{s : gcd(m,s) =1, 1 <s<m}
Eulerjeva ¢ funkcija. Z, je cikli¢cna grupa reda n in U, je podmnozica vseh elementov

iz Z,, reda n.

Abdollahi in Vatandoost [1] sta dolocila, kateri od poznanih regularnih celostevilskih
grafov do n = 11 so Cayleyevi celostevilski grafi. Rezultati so prikazani v naslednji
tabeli.

Tabela 3.3: Povezani Cayleyevi grafi na n tockah

n 112131456 7[8]9]10/|11
Stevilografov [ 1 |1 1121|5163 5 |1
Vir: [1]

Dokaz o obstoju vseh 27-ih Cayleyevih celostevilskih grafov najdemo v [2]. Te
grafe smo v nalogi sicer Zze omenili. V poglavju 3 smo nasteli 40 povezanih regularnih
celostevilskih grafov, s stevilom tock do 10. Oznagcili smo jih T';, kjer je ¢ = 1,...,40.
Izmed vseh teh so Cayleyevi za 1 <1i <19 in ¢ € {21, 24, 26,27, 35, 36, 37}.
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Najprej bodo v nadaljevanju bodo predstavljene nekatere neskonéne skupine pove-
zanih celostevilskih Cayleyevih grafov, potem pa je v izreku 3.11 opredeljena klasifika-
cija povezanih kubicnih celostevilskih Cayleyevih grafov. Leme 3.1 - 3.10 in izrek 3.11

najdemo v [1].

Preden navedemo leme, ki opredeljujejo celostevilske grafe, je potrebno navesti

naslednji dve lemi [1], na kateri se bomo kasneje sklicevali.

Lema 3.1. Naj bo G koncéna grupa reda n, katere nerazcepni karakterji (nad C) so

P1, - Pr 2 ustreznimi stopnjaminy, . .., ny,. Potem spekter Cayleyevega grafa T'(S : G)
lahko uredimo kot A = { N |i=1,...,h; j, k=1,...,n;}, tako da N\jj1 = ... = Aijn,
m
t
A+ A, = Z i <H31> :
814,85t ES =1

za vsano naravno Stevilo t.

Lema 3.2. Naj bo C,, = (a). Potem so nerazcepni karakterji od C,, p; : a* — wi*,

kjerjejyk:zo,l,...,n—]_ inw:e%,’izz—l,

Lema 3.3. Naj bo G grupa in G = (S), kjer je S =S ' in1¢ S. Cejea €S in
ord(a) =m > 2, potem je cikel z m tockami podgraf grafa I'(G : S).

m—1 — 1 cikel z m to¢kami. O

Dokaz. Vidimo, dajel—a—a*—...—a
Lema 3.4. Naj bo G = (S) grupa, |G| = n, |S| =2, S = S ! # 1. Potem je graf
(S : G) celostevilski natanko tedaj, ko je n € {3,4,6}.

Dokaz. Vemo, da je I'(S : G) povezan 2-regularen graf. Torej je I'(S : G) cikel na n
tockah. S preverjanjem lastnih vrednosti na ciklu, opazimo, da so edini celostevilski
cikli, cikli na treh, stirih ali Sestih tockah. O]

Lema 3.5. Naj bo G ciklicna grupa {(a), |G| =mn > 3 in naj bo S generatorska mnoZica
grupe G, tako da |S| =3, S = S' # 1. Naj bo e a2 € S. Tudi, ¢e jea” € S in
ord(a") = m > 2, je potem gcd(n,r) =1 ali pa je ged(5,7) = 1.

Dokaz. Naj bo ged(n,r) # 1in ged(5,r) # 1. Potem (a") # G. Predpostavimo, da je
ged(s,r) = d, kjer je d # 1. Potem je <a’”, a%> = <ad>. Ker d|n, sledi G # <ad>. Torej,
<a’“, a%> =# G. To pa je v nasprotju z dejstvom, da S generira G. O
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Lema 3.6. Naj bo G ciklicna grupa (a), |G| = n > 3 in naj bo S taka generatorska
mnozica grupe G, da velja S = S~ # 1. Potem je graf T'(G : S) celostevilski natanko
tedag, ko je n € {4,6}.

Dokaz. Naj bo I'(G : S) celostevilski. Potem je S = {a?,a",a™"}, kjer je ged(n,r) =1
ali ged(%,7) = 1. Naj bo A lastna vrednost grafa I'(G : S), ustrezajo¢ nerazcepnemu ka-
rakterju p;. Potem po lemah 3.1 in 3.2 je A = py(a”) +p1(a™") + p(a?) = 2 cos(2) — 1.
27”” {j: +1 ()} Poglejmo si naslednja dva primera:

Primer 1: Naj bo ged(n,r) = 1 Potem, ¢e je cos(22L) € {—1 —1,1}, je n € {1,2,3},

kar pa je narobe. Ce je 008(2”) = 0, potem je n = 4 in r = 1 ali 3. Torej,

Ker je A celo stevilo, je cos(

S = {a,a? a®}. Ceje cos(#L) = 2, potem jen =6 inr =1 ali 5 in je S = {a,a? a’}.
Primer 2: Naj bo ged(n,r) # 1 in ged(3,r) = 1. Brez skode za splosnost lahko pred-

postavimo, da je r < 3. Podobno kot prej, ce Je cos(%r € { 1,0,1

r = 1, kar pa ni pravilno. Ce je cos(
S ={a? a? a'}.
Nasprotno, ¢e je n = 4, potem je T'(G : S) polni graf K, in tudi celostevilski. Ce

T 1}, potem je

27”) = —5, jen =6inr = 2 ali 4. Torej je

jen =6,8 = {a,a® a’} in S; = {a? a3 a}, potem sta po lemah 3.1 in 3.2 grafa
[(G:8) in (G :S,) celostevilska s spektroma [—3,0%, 3] in [—22,0%,1, 3]. O

Lema 3.7. Naj bosta Gy in Gy grupi in G definirana kot G = Gy X Gy, tako da je
(G : S) celostevilski in je S = S~ # 1 mnoZica s tremi elementi. Naj bo S; =
{s1] (s1,92) € S, 92 € G2} \ {1}, potem je I'(Gy : S1) celostevilski.

Dokaz. Naj bosta x¢ in pg trivialna, nerazcepna karakterja iz G; in G. Naj bosta \;g in
A; lastni vrednosti grafa I'(G : S) in I'(G, : 1), ki ustrezata nerazcepnima karakterjema
Xi X po in xi. Ker S generira G in S = S~ # 1 s tremi elementi, |S;| = 2 ali 3. Ce je
S1 = 2, potem je po lemi 3.1

Aio = Z (Xi X po)(g1,92) = Z Xi(s1) +1

(91,92)€S 51€81

in tako je \jg = A; + 1. Ce je |S;| = 3, je potem po lemi 3.1

Moo= D (xxpo)gng) = > xils1) = A

(91,92)€S 51€81
in tako je Sp(I'(S1 : G1)) C Sp(I'(S : G)). Torej je ['(Sy : G1) celostevilski, e vec, ce je
|S| = 2, potem je —1 < \. O]

Lema 3.8. Naj bo G konéna abelova grupa, ki ni ciklicna. Naj velja Se G = (S), kjer
je |S| =3, S = S8t F 1. Sledi, da je T(G : S) celostevilski natanko tedaj, ko je
1G] € {4,8,12}.
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Dokaz. Naj bo T'(G : S) celostevilski. Vsi elementi v S so reda 2, potem je G = C% ali
G = C3. Torej |G| = 4 ali 8. Sicer je G = C,,, x Cs, kjer je m sodo §tevilo. Po lemah
3.4, 3.6 in 3.7 lahko sklepamo, da je m € {3,4,6}. Ker je m sod, se mnozica skréi na
m € {4,6}, torej |G| € {4,8,12}.

Ceje |G| =4, je (G : S) = K, in tako je celostevilski.

Naj bo |G| = 8, potem je G = C3 ali Cy x Cy. Ceje G =C3in S = {(b,1,1),(1,b,1),
(1,1,0)}, potem je po lemi 3.3 graf T'(C3 : S) celostevilski s spektrom [—3, —13,13, 3].
Ceje G =CyxCyinS = {(a,1),(a*1),(1,b)}, potem po lemi 3.1 je T'(C4Cy : S)
celostevilski s spektrom [—3, —13,13, 3].

Naj bo |G| = 12, potem je G = Cg x Cy. Ce je S = {(a, 1), (a®, 1), (1,b)}, potem je po
lemi 3.1 graf I'(Cs x Cy : S) celostevilski s spektrom [—3, —22, —1,0%,1,2% 3]. O

Lema 3.9. Naj bo Do, = (a,b|a" =0* =1,(ab)> = 1), n = 2m + 1 in T(Dy, : S) je
celostevilski, kjer je Do, = (S), |S| =3, 8§ =8""'in1¢S. Potem:

(i) -3 je enostavna lastna vrednost grafa I'(Ds, : S) natanko tedaj, ko so vsi eleemnti

mnozice S reda dva.

(i) Ce je [—3, —2oh 1k 0l 114,215,3} spekter grafa T'(Dsy, : S), potem je Iy = ly,

ly =5 in 4]l3. Se vec, Iy in ly sta sodi §tevili.
(iii) Ce je n # 3, potem je I'(Dy, : S) dvodelen graf.

Dokaz. (i) Naj bo —3 enostavna lastna vrednost grafa I'( Dy, : §). Po lemi 3.1 in tabeli
karakterjev diedrske grupe Ds, [1], je —3 lastna vrednost grupe I'( Dy, : §), ustrezajoc
nerazcepnemu karakterju yx,,.+1. Torej so vsi elementi mnozice S v konjugiranem ra-
zredu elementa b. Nasprotno pa, ¢e so vsi elementi iz S reda 2, potem je S C b (¢rtica
ponazarja konjugiran razred elementa b). Po lemi 3.1 in upostevajo¢ tabelo karakterjev
diedrske grupe, lastna vrednost grafa I'(D,, : S) ustrezajo¢ nerazcepnemu karakterju
Xm-+1 je enaka —3.

(ii) Torej, —3 je enostavna lastna vrednost grafa I'(Dy, : S), S C b. Po lemi 3.1 in
tabeli karakterjev diedrske grupe Dy, so lastne vrednosti grafa ['(Dsy, : S) ustrezajoc
nerazcepemu karakterju x; (1 < j < m), negativne. Sledi, da je l; =l in Iy = I5. Se
vec, ker je veckratnost dolocene lastne vrednosti, ki ustreza nerazcepnemu karakterju
reda dva, so elementi 2, [; in [ soda $tevila in 4|l3.

(iii) Naj bo a” € S, kjer je 1 < j < m. Vemo, da je gcd(n,r) = 1. Ker je n # 3 in
ged(n,r) = 1, 2cos (2%) ni celo stevilo. Naj bosta A\j; in A2 lastni vrednosti grafa
['(Dy, : S), ustrezajo¢ nerazcepnemu elementu y;. Po lemi 3.1 in tabeli karakterjev

diedrske grupe Dy, velja zveza A1 + A2 = 2cos (2:;—7") To pa je v nasprotju z dej-
stvom, da je I'(Dy, : S) celostevilski. Torej je S C b in tako je —3 lastna vrednost

grafa I'( Dy, : §). Sledi, da je I'(Dy, : S) dvodelen graf. O
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Lema 3.10. Naj bo S = {(12),(13),...,(1n)} inn € {3,4,5,6}, potem je graf T'(S, :
S) celostevilsks.

Dokaz. Vemo, da je I'(S3 : S) cikel na Sestih tockah, torej tudi celostevilski s spek-
trom {—2,—12,12,2}. Z uporabo racunalniskega programa GAP [1] je enostavno opa-
ziti, da so grafi I'(Sy : §), I'(S5 : S) in I'(Sg : S) celostevilski, z naslednjimi spek-
tri: {—3,—206,—13,04,1%,20,3}, {—4, —312, —228 14 %0 14 928 312 4} ip {5 420,
3105 _9120 130 (168 130 9120 3105 420 51 =

Na podlagi lem 3.1, 3.3, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 in 3.10 dobimo naslednji pomemben izrek.

Izrek 3.11. Obstaja natanko 7 povezanih kubicnih celostevilskih Cayleyevih grafov.
Natancneje, za koncéno grupo G in podmnozico S = S~ # 1 s tremi elemnti, je T'(G : S)

celostevilski graf natanko tedaj, ko je G izomorfna eni izmed nastetih grup:

C3, Cy, Cs, Sz, C3, Cy x Cy, Dg, Cy X Cg, D12, Ay, S1, Dg x Cs, Dg x Cy ali Ay x Cs.
3.2 Celostevilski krozni grafi

W. So [28] je opredelil celostevilske grafe med kroznimi grafi. Preden navedemo

rezultate njegovih raziskav, pa si poglejmo definicijo kroznih grafov in lastnosti le-teh.

Krozni graf ima krozno matriko sosednosti, ki jo dobimo tako, da vzamemo
prvo vrstico matrike in jo ciklicno premikamo za eno mesto v desno. Tako dobimo Se

ostale vrstice.

Qo a1 Qg - Qp-1
Gp—1 Go Q1 -+ Qp-2
A=
aq ay ag --- Qo

Vozliséa grafa pa lahko oznac¢imo od 0 do n — 1 na tak nacin, da, Ce sta dve tocki x
in y sosednji, potem sta sosednji tudi tocki z in (z — x 4+ y) mod n. Cayleyevi grafi na

ciklicnih grupah so krozni grafi.

Torej, zan € Nin S C {1,2,...,n— 1} je G(n,S) krozni graf na 0,1,...,n — 1
vozliscih in z matriko sosednosti A(G) = [a;;]. Mnozico S imenujemo simbol grafa

G(n,S) in ga definiramo kot

S(G)={s : aps =1}.



Petelin V. Celostevilski grafi.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 21

To pomeni, da je S mnozica vseh sosedov vozlis¢a 0. V kroznem grafu sta torej sosednji

tocki ¢ in 7 + s mod n, za vsak s € S.

Za zgled, ¢e imamo G(n, ), potem je A(G) ni¢elna matrika in S(G) = (). 'V kolikor
imamo polni graf G = K,,, potem je A(G) = J — I, kjer je J matrika samih enic, I pa
identitna matrika in S(G) = {1,2,...,n — 1}.

Simbol kroznega grafa nam lahko pove veliko lastnosti o grafu. Velja, da je krozni
graf G regularen s stopnjo |S(G)| = &tevilo elementov v S(G) [21]. Se ve¢, naj bo
S(G) = {s1,52,...,8n} nabor celih stevil tako, da velja: 1 < $1,89,...,8, < n.
Upostevamo samo neusmerjene grafe in vemo, da je A(G) simetricna matrika, potem
velja, da je s € S natanko tedaj, ko jen —s € S.

Graf G je povezan natanko tedaj, ko je ged(n, sy, Sa,...,sm) = 1 [28]. Dejansko
ima graf G gcd(n, s1, g, . .., Sy) izomorfnih povezanih komponent. Po drugi strani pa
je spekter grafa G podan na naslednji nacin Sp(G) = (A\o(G), A1 (G), ..., \—1(Q)), kjer

je lastna vrednost kroznega grafa G(n,.S) na n tockah definirana kot:

)‘j = Z’LU?LS, (31)

seS
kjer je w, = e*™/" j=+/—1in0<j<n-1.
V vednost, w’ so vse (kompleksne) resitve enacbe " = 1 in jih imenujemo n-ti
koreni enote.
Lastne vrednosti so torej vsota vseh nerazcepnih karakterjev multiplika-
tivne grupe Z,. Lastni vektorji, ki ustrezajo lastni vrednosti )\;, pa so oblike

v; = [1,wj, . ,wj(”_l)]T.

Sedaj bomo dokazali, da enacba (3.1) pod dolocenimi pogoji implicira celostevilskost
grafa [21]. V ta namen naj za vsak Cetverec \;, \;, A, As € Sp(G), kjer je A\, # As,

velja:

2T eQ (3.2)

Izrek 3.12. Naj bo G(n,S) krozni graf na n > 4 tockah s simbolom S. Ce ima
G nagmanj $tiri razlicne lastne vrednosti in vse zadostijo pogoju (3.2), potem je G

celostevilski.

Dokaz. Naj bo k = |S| stopnja grafa G. Po zvezi (3.1) je Ay = k. Sledi, da so

AL,y A1 vse razlicne od Ao, saj imamo povezan graf. V kolikor Sp(G) zadostuje
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pogoju (3.2), potem za vsak i € {1,...,n — 1} imamo

Ni —k
M —k

€ Q.

Torej, \; = a;\; + b;, za nek a;,b; € Q.

Sedaj bomo pokazali, da je \; € Q. V ta namen preucimo tri primere.

Primer 1: Naj bo n = p, kjer je p prastevilo. Potem je minimalni polinom w, nad
Qenak 1+ X + ...+ X* 1 Ker ima G najmanj stiri razlicne lastne vrednsti, lahko
najdemo 2 < j < h < (n— 1), tako da so si Ao, A1, Aj, A, paroma razliéni.
Predpostavimo, da je A\; ¢ Q. Iz zveze (3.1) sledi, da je A\; = a;\1b; za nek a;,b; € Q.

Upostevajoc (3.1) dobimo
waf = ajZafL +b;.
seS seS

V tej enakosti lahko zamenjamo vsak eksponent js z najmanjsim pozitivnim ostankom

rj.s mod n, od koder sledi naslednja deljivost polinomov
L+ X 4 A XY X =gy X by
ses ses
Ker je neniceln polinom na desni strani stopnje najve¢ n — 1 in ker je A; # A;, dobimo
T X 4 X =) X —a; Y X =1y,
s€S seS

od koder sledi, da je —a; = —b; = 1. Torej, \; = —A; — 1. Enako naredimo na A, in
dobimo A, = —A; — 1, sledi, da je A\, = A;. To protislovje pa pokaze, da je A\; € Q.
Primer 2: Naj bo n = p", kjer je r stopnja prastevila p in r > 2. Osredotoc¢imo se sedaj

na nabor lastnih vrednosti

{)\pT—l7 )\2pr—1, ey )\(p_l)pr‘—l}.

Predpostavimo, da Ay ¢ Q. Sledi, da A,—1 ni racionalno stevilo, sicer bi \; € Q.

Zgornji nabor lastnih vrednosti lahko zapismo kot:
Aipr—1 = Zwipr_lsn = Zw;‘s.
ses ses

Izkaze se, da je \; racionalno Stevilo.
Primer 3: Predpostavimo, da ima n vsa dva razlicna prastevilska faktorja p in q. Za

vsak i € {1,...,n— 1}, \; = a;\1 + b;, za neka a;,b; € Q. Torej,

QA1) = ... = QA1) (3.3)

Opazimo, da je A,/ € Q(wp) in A,y € Q(wy). Ampak, enacba (3.3) implicira, da
je Anjp € Q(n/q). Torej, A\nyp € Q(w,) N Q(wy). Ker sta p in ¢ prastevili, velja
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Q(wp) NQ(wy) = Q. Torej je A,/ € Q in iz zveze (3.3) sledi, da je Ay € Q.

Torej, v vseh treh primerih smo prisli do zakljucka, da je Ay € Q in s tem so vse n
lastne vrednosti racionalna stevila in posledi¢no tudi cela Stevila. To pa implicira nas

zeljeni rezultat. O

Celostevilski krozni grafi so opredeljeni s pomocjo simbola na naslednji nacin [28].

Izrek 3.13. Naj bo G krozni graf s simbolom S(G). Potem je G celostevilski natanko
tedaj, ko je Y o) 2° € Z za nek 2" = 1.

V kolikor zelimo presteti vse celostevilske krozne grafe, je potrebno najti vse pod-

mnozice S mnozice {1,2,...,n — 1}, tako da velja > (@) %" € Z zanek 2" = 1.

seS
S pomocjo najmanjsega skupnega deljitelja so strokovnjaki [10] pred kratkim oznaéili

celostevilske krozne grafe na naslednji nacin. Naj bo
Gu(d) ={k : gcd(n, k) =d, 1 <k <n}

nabor celih §tevil, manjsih od n, ki imajo enak najvecji skupni deljitelj d z n. Se ve¢,
za Eulerjevo (p-funkcijo velja:
n

#Gn(d) = ¢ (3) ~

Naj bo D,, nabor pozitivnih deliteljev d stevila n, kjer je d < 5. Potem lahko

navedemo naslednji pomemben izrek [28].

Izrek 3.14. Naj bo G krozni graf nan tockah s simbolom S(G). Potem je G celostevilski
natanko tedag, ko je S(G) unija vseh Gp(d):
S=JGn(d).
deD

za nek nabor deliteljev D € D,,.

Dokaz. Vemo, da e je S(G) je unija nekaj G,(d) kjer d|n in d < n, je potem G
celostevilski krozni graf. Za potrebe dokaze vzamemo vektor v razseznoti n — 1, z enko
na j-tem mestu, kjer je 7 € S(G), in ni¢lami povsod drugod in F' (n — 1) x (n — 1)
matriko, ki je defnirana kot F, = w®. Ker je G celostevilski krozni graf, je F'v =
M(DA(G) . At (G)] € 2 inw e A kjerje A ={v e Q"' Fv e Q).
Sledi, da je v = Zd‘md@ cqVq, za neke racionalne koeficiente c¢q4. Ker sta v in vy (0,1)-

vektorja, je ¢4 ali 0 ali 1. Posledi¢no je S(G) unija vseh G,,(d) za ¢q = 1. O
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-1

Posledica 3.15. Naj bo 7(n) Stevilo deljiteljev stevila n. Obstaja najvec 27~ celo-

stevilskih kroznih grafov ma n tockah.

Dokaz. Obstaja 7(n) — 1 deliteljev tevila n in nabori stevil G, (d). Obstaja 271
razlicnih simbolov za celostevilske krozne grafe. Ker lahko razlicni simboli pripadajo

izomorfnim kroznim grafom, sledi, da je celostevlskih kroznih grafov kve¢jemu 271,
O

V clanku [20] sta avtorja raziskovala racionalne krozne grafe in prisla do ugotovitve,
da stevilo 270~ v zgornji posledici predstavlja tudi stevilo neizomorfnih racionalnih

kroznih grafov (brez zank) reda n.

3.3 Primer celostevilskega grafa - graf igre Sudoku

Rekreacijska igra Sudoku je dosegla kar precej popularnosti v zadnjih letih. Tradi-
cionalne Sudoku sestavljanke so sestavljene iz 3 x 3 kvadratnih blokov in vsak blok je
sestavljen iz 3 x 3 celic. Na zacetku je vsaka celica lahko prazna ali pa vsebuje stevilo

med 1 in 9 - glej spodnjo sliko.

4 5 | 1
6 8|4
{ 9
5 4 {
2 5
1 3 7
7|9 { 5
2 4
1[3] [9] s

Slika 3.2: Primer igre Sudoku.

Cilj sestavljanke je zapolniti prazne celice s stevilkami od 1 do 9 tako, da vsaka
vrstica, stolpec in blok sestavljanke vsebuje vse stevilke od 1 do 9. Pravilno zapolniti

sestavljanko Sudoku je mogoce le na en nac¢in (imamo v mislih 33 blo¢no sestavljanko).

Zaradi splosne priljubljenosti Sudoku igre se prav tako povecuje kolicina mate-

matiénih raziskav o njej. Se posebej so sestavljanke tesno povezane s teorijo grafov.
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Igro lahko posplosimo na n? (namesto 3* = 81) celic, tako da je potrebno vstavljati
Stevilke od 1 do n?. Poimenujmo te sestavljanke n-Sudoku, kjer je n > 2. Tocke (celice)

grafa so sosedne, ¢e so v istem bloku, vrstici ali stoplcu. Ta postopek je prikazan na

sliki 3.3.

Slika 3.3: Izpeljava grafa Sud(2) iz 2-Sudoku sestavljanke.

Klju¢ za doloc¢anje lastnih vrednosti Sudoku grafov je opazovanje, da so Sudoku
grafi dejansko NEPS [25] (ang. non-complete extended p-sum), kar pomeni nepopolna
razsirjena p-vsota. Preden si ogledamo klasifikacijsko lemo, definirajmo operacijo
NEPS.

Imejmo mnozico B C {0,1}"\ {(0,...,0)} in grafe Gy,...,G,. NEPS teh grafov,
glede na bazo B je graf G z mnozico tock V(G) = V(Gy) x ... x V(G,) in mnozico
povezav E(G), kjer sta tocki (z1,...,2,), (Y1,-..,yn) € V(G) sosedni natanko tedaj,
ko obstaja n-terica (f1,...,3,) € B, tako da:

® x; =y; ko je B; =0
e 1; in y; sta sosedni v G;, ko je 5; =1

Graf, ki je nepopolna razsirjena p-vsota grafov oznac¢imo kot: G = NEPS(G,...,G,; B).
Velja, da ce so lastne vrednosti grafov G| in G4 cela stevila, potem so tudi lastne vre-
dnosti vsakega grafa oblike NEPS(G1, G; B) cela stevila [25].

Spekter grafa NEPS(Gy,...,Gy; B) je sestavljen iz vseh moznih vrednosti A, de-

finiranih kot
A=) A0
BeB

kjer je A; poljubna lastna vrednost od G;, zai =1,...,n.

Lema 3.16. Naj bo n € N in Gy,...,Gy = K,. Ce je graf G NEPS od G;, za
bazo B = {(0,1,0,1),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},
potem je G ~ Sud(n).
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Dokaz. Lahko predpostavimo, da je V(G;) = {1,...,n}. Naredimo bijektivno presli-
kavo med 4-tericami v V(G) = {1,...,n}" in celicami v Sudoku mrezi na naslednji
nac¢in. Za vsako tocko v = (a,b,c,d) € V(G), povezimo v s celico Iy, ki lezi v vrstici
st. (a — 1)n 4+ b in v stolpcu st. (¢ — 1)n + d Sudoku mreze. Torej, a in ¢ oznacujeta
vertikalno in horizontalno stevilko bloka, b in d pa polozaj znotraj bloka.

Sedaj fiksirajmo tocko v € V(G) in nek § € B in poglejmo kako § izbere dolocene

tocke (celice) iz G za sosedne z v:

e Za izbor celic, ki lezijo v istem bloku kot I', sta a in ¢ enaka, imamo 8 moznosti:

— Celici, ki lezita v istem stolpcu imata enak d, torej d = 0 in za b imamo
potem 2 moznosti. Dobimo: (0,1,0,0) in (0,0,0,0), vendar druga odpade,

ker po definiciji NEPS-a nic¢elna 4-terica ni v bazi B.

— Celici, ki lezita v isti vrstici imata enak b, torej b = 0 in za d imamo potem 2
moznosti. Dobimo: (0,0,0,1) in (0,0,0,0), spet druga odpade po definiciji
NEPS-a.

— Na voljo imamo Se 4 polja, ki znotraj bloka ne lezijo v istem stolpcu ali
vrstici kot izbrana tocka. To pomeni, da morata imeti b in d razlicna (b = 1
in d = 1). Dobimo 4-terico (0, 1,0, 1).

e Za izbor celic, ki lezijo v istem stolpcu kot I', sta ¢ in d enaka. Ne zZelimo se
nahajati v istem bloku, kot je izbrana celica, in to dosezemo, ko je a = 1, za
izbor vrednoti b sta potem 2 moznosti: (1,1,0,0) in (1,0,0,0).

e Za izbor celic, ki lezijo v isti vrstici kot I',, sta a in b enaka. Podobno kot prej,
zelimo izlociti izbiro celic, ki se nahajajo v istem bloku kot izbrana celica, zato

je ¢ =0 in dobimo naslednji moznosti: (0,0,1,1) in (0,0,1,0).

7, zdruzitvijo dolocenih 4-teric, dobimo naslednje mnozice:

S1 =4{(1,1,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0)} izbere vse celice v istem stolpcu kot I,

razen [', samega.

Sy ={(0,0,1,1),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} izbere vse celice v isti vrstici kot ', razen

I', samega.

S3 ={(0,1,0,1)} izbere vse celice, ki so v istem bloku kot T, razen T, in ki niso

izbrane z nobeno od prejsnjih dveh mnozic.

Vse tri mnozice skupaj pa doloc¢ajo ravno sosesc¢ino tocke I', v Sudoku grafu. Postopek

je prikazan na sliki 3.4, na naslednji strani. O]
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Slika 3.4: Izbira celic glede na baze mnozice Sy, So, S3 in B.

T. Sander [25] je prisel do ugotovitev, da so vse lastne vrednosti grafa Sud(n)
cela Stevila. Poleg tega je preuceval spekter n-Sudoku grafov za n > 2 in izracunal
natancne lastne vrednosti grafa, skupaj z njihovimi veckratnostimi. Graf Sud(2) ima
natanko 5 razli¢nih lastnih vrednosti, za n > 2 pa jih ima Sud(n) natanko 6. Slednje

so v naslednji tabeli navedene v narasc¢ajocem zaporedju.

Tabela 3.4: Lastne vrednosti in pripadajoce veckratnosti Sudoku grafa

lastna vrednost pripadajoca veckratnost

—1—-n 2n(n — 1)2
-1 n?(n —1)2
n?—2n—1 (n—1)?
n?—n-—1 2n(n —1)
2n% —2n — 1 2(n —1)
3n* —2n—1 1
Vir: [25]

Skupaj s Klotz-om pa je Sander [26] preuceval celostevilske Cayleyeve grafe nad
abelskimi grupami. Ugotovila sta, da je vsak Sudoku graf celostevilski Cayleyev graf:
Sud(n) = Cay(G : S) za abelsko grupo G in simbolom S € B(G), kjer je B(G) Boolova

algebra, generirana s podgrupo grupe G.
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4 Laplaceovi celostevilski grafi

Naj bo G enostavni graf na n tockah, z matriko sosednosti A. Lastne vrednosti in
speketer matrike A so tudi lastne vrednosti in spekter grafa G. Vemo ze, da se graf,

katerega spekter je v celoti sestavljen iz celih Stevil, imenuje celostevilski graf.

Definirajmo matriko L = D — A, imenujemo jo Laplaceova matrika. D pa
je diagonalna matrika stopenj tock grafa. V slednji matriki element na d; mestu

ponazarja stopnjo tocke i in tako lahko v simbolnem jeziku matriko L definiramo kot:

deg(v); Cejei=]
L=, ..,=93 —1; ¢e je i sosedna z j
0; sicer
kjer deg(v;) oznacuje stopnjo tocke i. Tako dobimo Laplaceove lastne vrednosti in
Laplaceov spekter (krajse L-lastne vrednosti in L-spekter). Poglejmo si nekaj osnovnih

lastnosti matrike L:

e Jerealna, simetricna, singularna in pozitivno semidefinitna, torej lahko oznacimo

lastne vrednosti z i1, ..., tn, Kjer je p1 < o < o0 < .
e 11 =0, ker za vektor vo = [1,1,...,1] velja zveza L - vy = 0.

e Veckratnost lastne vrednosti 0 matrike L je enako Stevilu povezanih komponent

grafa G.

e Vsota vsake vrstice in vsakega stolpca je enaka 0.

Glede regularnih grafov lahko iz definicije L-matrike izpeljemo naslednjo zvezo:
L+ A = kI, graf G je k-regularen. Element \ je lastna vrednost matrike L natanko
tedaj, ko je k — A lastna vrednost matrike A. Torej, ¢e je Sp(A) = {A1, Ao, ..., A} je
Sp(L) = {k — M,k —Xg,..., k— X, }. To pomeni, da je regularen graf L-celoStevilski,

natanko tedaj, ko je A-celostevilski.

Situacija glede L-spektra dreves se izkaze, da so drevesa L-celostevilska natanko

tedaj, ko so zvezde, tj. polni dvodelni grafi oblike K ,,.
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Ce pa imamo matriko Q = D + A, imenujemo jo brezznaéna Laplaceova ma-
trika, lahko podobno kot smo opredelili L sedaj definiramo Se ) matriko:
deg(v);  Gejei=]
Q= jl,, =94 1; ¢e je i sosedna z j
0; sicer
kjer deg(v;) oznacuje stopnjo tocke i in dobimo brezznacéne Laplaceove lastne vrednosti
in brezznacni Laplaceov spekter. KrajSe bomo brezznac¢ne Laplaceove lastne vrednosti
in brezzna¢ni Laplaceov spekter oznacili kot ()-lastne vrednosti in ()-spekter. Tudi @)

ima realen spekter in nenegativne lastne vrednosti, ni pa nujno singularna.

Vemo ze, da je vsota lastnih vrednosti sled matrike sosednosti. V zvezi z matrikami
L in @ velja naslednja zveza: Tr(Q) = Tr(L).

Graf, katerega Laplaceov spekter je v celoti sestavljen iz celih Stevil, poime-
nujemo L-celostevilski oz. za celostevilski brezznacni Laplaceov spekter imamo
()-celostevilski graf [33]. Velja se, da je graf ALQ-celostevilski, ¢e ima vse tri do

sedaj omenjene spektre celostevilske.

V poglavju 2 smo si ogledali spektre nekaj najosnovnejsih skupin grafov. Poglejmo

si sedaj njihove L-spektre [3]:
1. Za polni graf K,, je Laplaceova matrika L = nl — J, ki ima spekter {0,n""'}.
2. Polni, dvodelni graf K,,,, ima L-spekter {0, m"~' n™™! m + n}.

3. Cikli (), so 2-regularni, =zato je L-spekter sestavljen iz Stevil
{2—2cos () |j=0,...,n—1}.

4. Za pot P, je L-spekter {2 — 2cos (%) |j=0,...,n— 1}.

5. Za k-regularen graf je L = kI — A. V kolikor ima k-regularen graf G lastne
vrednosti k = Ay > ... > A\, > in L-lastne vrednosti 0 = p; < ... < u,, potem
jeNi=k—p;izat=,... n.

Lastne vrednosti matrike Q) = kI + A pa so: 2k, k+ Xo, ...,k + \,.

6. Laplaceova matrika sosednosti komplementarnega grafa je L = nl —.J — L in

lastne vrednosti so 0,n — i, ..., n — lso.

Ce sta Gy in Gy L-celostevilska, potem unija in spoj ohranjata L-celostevilskost [31]
in [23].
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Poglejmo si sedaj podrobnejse podatke o (Q-celostevilskih grafih. Vemo, da je ma-
trika () pozitivno semidefinitna - spekter matrike () vsebuje samo pozitivne vrednosti.
Veckratnost lastne vrednosti 0 matrike ) pa povejo stevilo dvodelnih povezanih kom-

ponent grafa G.

Stevilo povezanih Q-celostevilskih grafov na n vozliséih je prikazano v naslednji
tabeli, kjer jen =1,2,...,10:

Tabela 4.1: Stevilo Q-celostevilskih grafov

n 112|345, 6 | 78] 910
Stevilo | 1|1 (2|3 |3 |13 |14 |18 |26 | 91
Vir: [33]

S sestevkom vrednosti v drugi vrstici dobimo skupaj 172 povezanih ()-celostevilskih
grafov. Grafe do 5 vozlis¢ je enostavno poiskati, saj jih je skupaj 10. Slednji so: Kj,
Ky, Ki9,K3, Ki3,Ko9, Ky, Ki4,K53in K5. V prilogi B pa so navedeni podrobnejsi
podatki o (Q-celostevilskih grafih na 6, 7, 8, 9 in 10-ih tockah.

Na podlagi do sedaj navedenega in prilozenih podatkov v prilogah lahko opazimo

dolocene zveze [33] in [32].

Lema 4.1. Naj bo G dvodelen graf. Potem njegova L in () spektra sovpadata.

Dokaz. Predpostavimo, da je G dvodelen graf z deloma U in V. Vemo, da imata L in ()
matriki dvodelnega grafa enake diagonalne elemente, ostali elementi pa se razlikujejo
samo v predznaku (matrika L ima izven diagonale 0 in —1, @ ji je skoraj enaka, le
da ima namesto —1 stevila 1). Pomnozimo z —1 vse vrstice in stolpce, ki ustrezajo
tockam iz U v matiki ). Preoblikovana matrika je sedaj enaka L matriki. Sledi, da
imata matriki enak spekter. Vemo, veckratnost lastne vrednosti 0 v L-spektru pove
stevilo povezanih komponent grafa, medtem ko v ()-spektru pa pove stevilo dvodelnih

komponent grafa. Torej graf je dvodelen. n

Posledica te leme je, da sta za vsak dvodelen graf matriki L in () karakteristicna

polinoma enaka in graf je L-celoStevilski natanko tedaj ko je Q-celostevilski.
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Lema 4.2. Vsak polni dvodelen graf je QQ-celostevilski.

Dokaz. Spomnimo se, da je poljuben graf ()-celostevilski natanko tedaj, ko je A-
celostevilski. Torej, ¢e je K,,, polni dvodelen graf, potem je njegov povezavni graf
K,,[0K,, kjer [J oznacuje kartezi¢ni produkt grafov. Po drugi strani pa je spekter grafa
K,,[0K, sestavljen iz vseh moznih vsot lastnih vrednosti ); iz K,,, in \; iz K,,. Dejstvo,

da je vsaka lastna vrednost polnega grafa celostevilska, pa zaklju¢uje dokaz. O

Lema 4.3. Polni dvodelen graf K, je hkrati celostevilski, L-celostevilski in Q-

celostevilski, ¢e in samo ce je mn popolni kvadrat.

Dokaz. Velja, da L-spekter in (Q-spekter pri polnih dvodelnih grafih sovpadata in po
lemi 4.2 so ti grafi celostevilski. Nadalje, spekter polnih dvodelnih grafov K,, ,, vsebuje
stevila y/mn, —y/mn in m + n — 2 lastnih vrednosti 0, kar zakljucuje dokaz. O]

Naj bo graf G regularen in ima enega izmed do sedaj nastetih spektrov
celostevilskega, potem velja, da sta tudi druga dva spektra celistevilska. Natancneje,
polni grafi K, in dvodelni polni grafi K, , predstavljajo neskonc¢en nabor grafov, ki

imajo vse tri spektre celostevilske.

Opredelitev grafov, ki imajo vse tri spektre (A, L, Q)) celostevilske, si tudi zasluzi
pozornost. Leta 2007 je Stevanovié¢ postavil naslednji odprt problem: iskanje poveza-
nih neregularnih grafov, ki imajo vse 3 spektre celostavilske. Znanstveniki so ugoto-
vili, da obstaja natanko 42 povezanih grafov do 10 vozlis¢, ki imajo vse tri spektre
celostevilske, 40 izmed teh je regularnih ali polnih dvodelnih ali oboje. Preostala dva
grafa sta Ko1K 4 in Ky, V4K, - prikazana sta na sliki spodaj. Sta najmanjsSa povezana
grafa, ki nista niti regularna, niti polna dvodelna grafa, ampak imata vse tri spektre

celostevilske. V nadaljevanju bo predstavljena posplositev te lastnosti.

—

Slika 4.1: Povezana neregularna grafa.
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Graf na levi strani je dvodelen, torej je L-celostevilski in istocasno @-celostevilski
s LQ-spektrom {7,5,3% 2,13, 0} in A-spektrom {3,1%, —1%, —3}.

Graf na desni pa ima L-spekter {5,13 —1° —3}, Q-spekter {10% 4% 23 0} in A-
spekter {12,843 2°}.

Izrek 4.4. Ce je GiOG, dvodelen graf, kjer sta Gy in Gy celostevilska in L-celostevilska,
potem je graf GiJGy ALQ-celostevilsks.

Dokaz. Naj bodo Aq,..., A\, in Aq, ..., \,, lastne vrednosti (oz. L-lastne vrednosti)
grafov G in Gy. Sledi, da so lastne vrednosti (oz. L-lastne vrednosti) grafa G10Gs
Ai £, kjer je 1 <4< nyinl <j <ny Vemo, da za dvodelne grafe L in @)-spekter

sovpadata, torej ima kartezi¢ni produkt grafov vse tri spektre celostevilske. O

Posledica 4.5. Graf K, ,, 0K, n, je ALQ-celostevilski, ce sta miny in manse popolna
kvadrata. Posledicno je graf KoOK ,, ALQ-celostevilski, ko je n popolen kvadrat.

Dokaz. Dokaz sledi iz prejsnjega izreka in leme 4.3, da je poln dvodelen graf K, ,

ALQ-celostevilski natanko tedaj, ko je mn popolni kvadrat. O

V nadaljevanju bo opredeljena neskonéna druzina ALQ-grafov [32].

Lema 4.6. Graf K;VnK, je celostevilski ¢e in samo ce, je n popolni kvadrat. Isti graf

je L-celostevilski za vsak n.

Dokaz. Ocitno je, da lema drzi za n = 0. Vzemimo zato n > 1. Z izracunom lastnih
vrednosti pridemo do spektra {—1""' 1" —1,+2y/n+ 1} in do L-spektra: {0,2"!,
4" (2n + 2)?}. Stevila v obeh spektrih so cela in lema je dokazana O

Preden si pogledamo @-spekter, si oglejmo splosno zvezo, ki jo bomo uporabili
kasneje v dokazu. Spomnimo se, da ¢e je G poljuben (enostaven) graf in u njegova
tocka, potem sta odprta in zaprta sosescina od u definirani kot {v|v ~ u} in {v|v ~ u}U
{u}. Oznaka ~ ponazarja povezanost tock. Pravimo, da sta dve tocki podvojeni

(duplicirani) oz. ko-duplicirani, ¢e sta njuni odprti oz. zaprti soses¢ini enaki.

Vsak nabor k& med seboj dupliciranih oz. ko-dupliciranih tock u in v stopnje d v
enostavnem grafu G, nam da k — 1 Q-lastnih vrednosti grafa G, kjer so vse enake d oz.
d—1.
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Dokaz. Vsak par med seboj dupliciranih oz. ko-dupliciranih tock u in v privede do
brezznacnega lastnega vektorja grafa G za lastno vrednost d oz. d—1, ki je definiran na
naslednji nac¢in: vsi vnosi so enaki nic, razen tistih, ki ustrezajo u in v, ki sta lahko 1 in
-1 ali obratno. Tako nam vsak nabor k£ med seboj dupliciranih oz. ko-dupliciranih tock

poda k — 1 linearno neodvisnih @-lastnih vektorjev za lastno vrednost d oz. d — 1. [

Lema 4.7. Q)-spekter grafa KoVnK,y, kjer je n > 1 je sestavljen iz naslednjih lastnih
vrednosti: 2™ + 1,4" — 1,2n in 2n + 4.

Dokaz. Za zacetek vemo, da sta dve k-duplicirani tocki stopnje 2n 4+ 1 in obstaja n
parov med seboj ko-dupliciranih tock stopnje 3. Po prejsnji lemi lahko sklepamo,
da @-spekter nasega grafa vsebuje lastno vrednost 2n, kot tudi lastno vrednost 2 z
veckratnostjo najmanj n. Ostalih n lastnih vrednosti dobimo s konstrukcijo ustreznih
lastnih vektorjev. Matrika @) je oblike:

[ on+1 1 1111 11 ]
1 2n+1 1 1 1 1 11
1 1 3100 0 0
1 1 1 300 0 0
Q= 1 1 00 31 0 0
1 1 0013 0 0
1 0 0 0 31

1 1 0000 - 1 3]

Sedaj je potrebno preveriti ali lastni vektor z; = [n,n,1,1,..., l]T ustreza la-

stni vrednosti 2n 4+ 4, medtem ko ostalih n — 1 linearno neodvisnih vektorjev
Ty = [0,0,—1,-1,1,1,0,0,...,0]", xz3 = [0,0,—1,—1,—1,—1,2,2,0,0,...,O]T,...
inz, =[0,0,—1,—-1,...—1,—1,n — 1,n — 1]7 ustreza lastni vrednosti 4.

Do sedaj imamo 2n — 1 lastnih vrednosti od (). S sestevkom dobimo 10n. Na drugi

strani je sled matrike () enaka 10n + 2 in torej zadnja lastna vrednost je enaka 2. [

Izrek 4.8. Graf KuoVnKy je ALQ-celostevilski, ¢e in samo ce je n popolni kvadrat.

Dokaz. Upostevajo¢ zgornje leme, kjer smo posamicno dokazali, da ima omenjeni graf
A, L in @ celostevilski spekter, sledi, da je ALQ-celostevilski. n

Za zgled si poglejmo Se Petersenov graf, ki je ALQ-celostevilski. V poglavju 2
smo si pogledali njegov A-spekter, ki je {3, —2%, 1°}. Vemo, da Petersenov graf 3-

regularen (kK = \; = 3). Za L-spekter uporabimo zvezo: \; = k — u; zai =1,...,n,
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kjer so \; lastne vregnosti matrike A, u; pa lastne vrednosti matrike L. Dobimo tore;
Sp(L) = {5%,2° 0'}. Za Q-spekter pa vemo, da je enak {2k, k + Xy, , k + A, }, torej je
Sp(Q) = {6", 4%, 1}.

V poglavju 2 smo omenili tudi pojem kospektralnih grafov. Rekli smo, da sta dva
neizomorfna grafa kospektralna, ¢e imata enake lastne vrednosti, glede na matriko A.
Obstaja vec¢ razlicnih matrik, ki se uporabljajo v spektralni teoriji grafov. Razli¢ne
matrike lahko podajo razlicne informacije o grafu. Pari grafov so lahko kospektralni
glede na eno matriko, pa niso kospektralni glede na drugo matriko. Obstajajo tudi pari
grafov, ki so kospektralni z ozirom na vse matrike. V tem poglavju smo smo spoznali

matriki L in ), zato bomo od sedaj naprej uporabljali oznake:

e A-kospektralni grafi - glede na matriko A
e [-kospektralni grafi - glede na matriko L

e ()-kospektralni grafi - glede na matriko @)

Znanstveniki [30] so presteli pare kospektralnih grafov na manjsem stevilu tock (od

2 do 11). Za matriko sosednosti A grafa G oznac¢imo z A matriko sosednosti grafa G.

Tabela 4.2: Stevilo kospektralnih grafov

§t. tock grafa st. grafov A Ain A L Q
2 2 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0
4 11 0 0 0 2
5 34 2 0 0 4
6 156 10 0 4 16
7 1.044 110 40 130 102
8 12.346 1.722 1.166 1.767 1.201
9 274.668 51.038 43.811 42.595 19.001
10 12.005.168 2.560.516 2.418.152 1.412.438 636.607
11 1.018.997.864 || 215.331.677 | 212.264.372 | 91.274.836 | 38.966.935
Vir: [30]

V tabeli 4.2 so prikazana Stetja kospektralnih grafov, glede na matrike A, A in A,
L ter ). Prva dva stolpca prikazujeta stevilo grafov na dolo¢nem stevilu tock (vsteti
so tudi nepovezani grafi). Ostali Stirje stolpci pa ponazarjajo stevilo paroma kospek-

tralnih grafov.
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Za dolocitev kospektralnosti grafov so najprej s pomocjo ra¢unalniskih programov
generirali vse grafe, doloc¢ili njihove karatkeristicne polinome in jih primerjali. Za
zmanjsSanje koli¢ine podatkov so uporabili dejstvo, da morajo kospektralni grafi imeti
enako Stevilo povezav. Vendar, v primeru grafov na 11-ih tockah so bili potrebni Se
dodatni pogoji, saj je bilo stevilo teh grafov preve¢ obsezno. Ne samo da morajo imeti
enako Stevilo povezav, ampak tudi enako Stevilo trikotnikov. V primeru L in ) spektrov
pa obstajajo kospektralni grafi tudi, ko stevilo trikotnikov ni enako (glej sliko 4.2). V

ta namen je bil uporabljen kriterij, da imajo kospektralni grafi enaki vsoti Y d; in Y d?.

Za zgled so v nadaljevanju podani najmanjsi pari (glede na stevilo tock in povezav)

kospektralnih grafov, za vsak spekter posebe;j.

®
© e @ ° I i
@ [} ]
® . N o e
* ] ®
(a) (b)
] [ L ] ® ® ®
e &9 o & &9 »
® ‘e e o e o
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Slika 4.2: Minimalni kospektralni grafi za vsako matriko.

S parom pod tocko (a) smo se ze srecali v poglavju 2 - sta A-kospektralna. Grafa
pod tocko (b) imata enak A in A spekter. Pod (c) sta L-kospektralna, pod (d) pa
Q-kospektralna.

Opazimo, da je Stetje kospektralnih grafov prineslo ogromne stevilke. Vsebovani
so tudi spektri, ki nimajo celih lastnih vrednosti, zato se vprasjamo: kako je pa s
kospektralnimi celostevilskimi grafi? Stevilo grafov se v tem primeru drasti¢no zmanjsa.
V tem poglavju smo navedli 172 povezanih Q-celostevilskih grafov - ponazorjeni so v
prilogah. Na grafih z manj kot sedmimi tockami ni nobenega neizomorfnega povezanega
celostevilskega para ()-kospektralnih grafov. Prvi in edini par na 7-ih tockah sta grafa:
K;33VK; in (K, U K3)V3K;. Prikazana sta na sliki/tabeli B.2 pod zaporedno §t. 9 in
10. Tudi na 8-ih toc¢kah je samo en par grafov, na sliki/tabeli B.3 sta to grafa pod st. 11
in 12. Obenem sta ta dva grafa tudi L-kospektralna. Na 9-ih tockah sta dva para. Na
sliki/tabeli B.4 par pod §t. 6 in 7 ter par pod §t. 24 in 25. V tabeli B.5 so prikazani grafi

na 10-ih tockah. V tej skupini pa imamo celo eno trojico Q)-kospektralnih grafov, to
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so grafi pod zaporedno §t. 86, 87 in 83. Obenem obstajajo stirje pari Q)-kospektralnih
grafov, to so dvojice: 41-42, 43-44, 48-49 in 65-66 in dva para L-kospektralnih grafov:
41-42 in 43-44. Na grafih do 10 tock pa ne obstajajo grafi, ki bi bili istocasno A in
()-kospektralni [32].
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5 Zakljucek

V magistrski nalogi smo najprej obrazlozili osnovne pojme v teoriji grafov. Nacine
kako lahko ponazorimo grafe, npr. matrike sosednosti. Z izrac¢uni determinant na po-
sebnih matrikah dobimo posebno lepe lastnosti grafa. S pomocjo matrike sosednosti
lahko izracunamo lastne vrednosti grafa. Vsota vseh lastnih vrednosti je enaka sledi
matrike, produkt pa determinanti. Za lastno vrednost se lahko veckrat pojavi isti re-
zultat, kolikokrat, nam pove njena veckratnost. Sestevek vseh veckratnosti pa je ravno
stevilo vseh tock grafa. Naboru vseh lastnih vrednosti pravimo spekter. Slednje so
vedno realna Stevila. Posebno lepim grafom se spekter lahko doloci zelo enostavno,
to so na primer polni grafi K,,, polni dvodelni grafi K,,,, cikli, poti, regularni grafi,

krepko regularni grafi, povezavni grafi in Se kaksen bi se nasel.

Zgodi se lahko, da so lastne vrednosti lepa, cela stevila. Takrat pravimo, da je graf
celostevilski. Ti grafi pa so bili osrednja tema magistrske naloge. Na splosno je te grafe
zelo tezko klasificirati, zato so rezultati podani glede na razlicne druzine grafov. Ob-
staja 588 povezanih, celostevilskih grafov s kvecjemu 12 tockami, ¢e dodamo Se pogoj
regularnosti, potem na stevilu tock od 1 do 10 najdemo 40 takih grafov. Bussema-
ker, Cvetkovi¢ in Schwenk so dokazali, da obstaja 13 povezanih kubi¢nih celostevilskih
grafov. Stevanovié je preuceval 4-regularne grafe in izogibal se je vrednostim +3 v spek-
tru grafa. Cvetkovi¢ je dokazal tudi, da je mnozica povezanih regularnih celostevilskih
grafov, katerekoli fiksne stopnje, kon¢na. Simi¢ in Radosavljevic sta opredelila vseh
13 neregularnih nedvodelnih povezanih celostevilskih grafov z maksimalno stopnjo 4.
Wang in Hoede sta sestavila 15 neskonénih druzin neregularnih dvodelnih celostevilskih
grafov. Drevesa so zelo obsezno preuc¢evana na podrocju celostevilskosti. Omidi je iden-
tificiral celostevilske grafe z najve¢ dvemi cikli in z nobenimi lastnimi vrednostimi 0.
V nalogi smo se podrobneje ukvarjali s Cayleyevimi in kroznimi celostevilskimi grafi.
Povezanih Cayleyevih celostevilskih grafov na stevilu tock od 1 do 11 je natanko 27.
Dokazali smo tudi, da obstaja le 7 povezanih kubic¢nih celostevilskih Cayleyevih grafov.
Krozne grafe je v izreku 3.14 lepo klasificiral So. Sander pa je dokazal, da so grafi igre

Sudoku celostevilski.
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Za zadnje poglavje pa smo pustili obravnavo posebno lepih matrik, ki tako kot ma-
trika sosednosti ponazarjajo strukturne lastnosti grafov. Ti dve matriki sta Laplaceova
matrika L in brezznac¢na Laplaceova matrika (). Seveda so nas zanimale situacije, ko je
njun spekter celostevilski. Za matriko L smo navedli precej splosnih zvez, ki so v pomoc¢
pri izracunavanju njenih lastnih vrednosti. Za matriko () pa smo navedli vseh 172 po-
vezanih ()-celostevilskih grafov. Prikazani so v prilogah, kjer je v tabelah navedeno ali
je graf obenem tudi A in/ali L-celostevilski. V primeru vseh treh celostevilskosti, pra-
vimo, da je graf ALQ-celostevilski. Navedli smo klasifikacijski izrek, ki opredeljuje to
lastnost. Za konec smo se dotaknili Se kospektralnosti grafov. Zgodi se lahko, da imata
dva razlicna grafa enak spekter in sta kospektralna za dolo¢eno matriko, za drugo pa

ne.
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Priloge



Priloga A: Povezani, regularni, celostevilski
grafi s stevilom tock 6, 8, 9 in 10

Grafi so ponazorjeni s pomocjo matrike sosednosti. Podani so v obliki:

[ az a31032 41042043 . . . Qp1Gpa - . . QAn(n—-1),

kjer ag1  aziazz 41042043 . . . Ap1Qna2 - . . Gyn—1) Prikazuje podatke spodnje-trikotnega
dela pod diagonalo, v matriki sosednosti [a;], ., ustreznega grafa I';. Zgornje trikotni

del matrike dobimo z uporabo dejstva, da je matrika sosednosti simetri¢na.

Tabela A.1: Povezani regularni celostevilski grafi na 6-ih tockah

I's 1 11 111 1111 11111

I'y 1 01 001 0001 10001

I'o 1 01 101 0101 10101

' 1 11 001 0101 10011

I'2 1 11 011 1011 11011
Vir: [2]

Tabela A.2: Spekter povezanih regularnih celostevilskih grafov na 6-ih tockah

Iy 5 —1°

Ty 2 12 —12 2

' 3 04 -3

I'a 3 1 0? —22

I'io 4 0? —22
Vir: [2]

Tabela A.3: Povezani regularni celostevilski grafi na 8-ih tockah

I'is 1 11 111 1111 11111 111111 1111111
'y 1 10 011 1111 11110 111111 1111110
I'i5 1 10 110 1010 01111 111110 0111110
I'is 1 10 010 1010 01110 101110 0101110
I'i7 1 10 100 1000 01111 011110 0111100
s 1 10 010 0010 00011 100110 0110010

Vir: [2]



Tabela A.4: Spekter povezanih regularnih celostevilskih grafov na 8-ih tockah

s 7 17
I 6 0+ -2
T 5 12 —1* —3
I 4 2 03 -2

Iy, 4 06 4
Iig 3 13 —-13 -3
Vir: [2]

Tabela A.5: Povezani regularni celostevilski grafi na 9-ih tockah

11 111 1111 11111 111111 1111111 11111111
10 101 0110 01011 111111 1111110 11111100
11 110 1100 10111 101110 0111111 01111110
00 001 1100 00110 100111 0110110 11110000
00 001 0011 11001 110010 0011011 11110000
11 100 1001 01010 010011 0011010 00101011
11 100 0010 01000 010111 0011110 10011100
Vir: [2]

—
[N}
[N}
— = = = = =

Tabela A.6: Spekter povezanih regularnih celostevilskih grafov na 9-ih tockah

T g  —18
a0 6 1 0% —22 -3
Ty 6 05 —32
Ty 4 2 12 —12 -2
Tys 4 2 1 0% —-12 -2 -3
I 4 1 -2t
Ty 4 13 02 —23 -3

Vir: [2]



Tabela A.7: Povezani regularni celostevilski grafi na 10-ih tockah

[y 1 11 111 1111 11111 111111 11171111 11111111 111111111
Py 1 11 111 1111 11110 111011 1101111 10111111 O11111111
[og 1 00 001 1111 11111 111110 1111101 11110110 111101011
[ag 1 00 001 1111 11110 111111 1111110 11110011 111111001
I'so 1 11 111 1100 11001 001101 0011101 00111111 110011110
I3y 1 11 000 0001 00011 111111 1111110 11111100 111111000
3o 1 11 110 1101 10110 101011 0111010 01101011 000111111
I35 1 00 110 1011 01110 111011 1110001 10111101 011111010
I3y 1 10 010 0010 00011 111111 1111110 11111100 111111000
I35 1 10 101 1011 10111 011000 0101001 01001011 010001111
['s6 1 10 100 1000 10000 011111 0111110 01111100 011111000
37 1 10 100 1000 01110 011010 0101100 00111000 000001111
[sg 1 10 010 1010 01010 001100 0000110 00000011 110000001
I'sg 0 00 000 1100 00111 001100 0011000 11000010 110000010
Ty 1 10 100 0100 01000 001010 0010010 00011001 000101100
Vir: [2]
Tabela A.8: Spekter povezanih regularnih celostevilskih grafov na 10-ih tockah

9

§ 0°
701200 —17 —2°
71 0t 17
2.1 0% —17 22
6 2 0 -1
6 1

6 1% 0> =2
6 12 0° —17 -2
5 3 0

5  0°
IR

3 P —12
2 12 02 —-17 -2
317

—19
94
-3
32
-3
—4
—925
-3
—4
—94
-5
—4
—923
-3
94

Vir: [2]



Priloga B: ()-celostevilski grafi na 6, 7, 8, 9
in 10-ih tockah

Razlaga k branju tabel: Prvi stolpec predstavlja identifikacijsko stevilo grafa na sliki,

v drugem stolpcu je stevilo povezav v grafu. V naslednjih 5-ih stolpcih so zapisane
vrednosti @)-spektra, kjer eksponent predstavlja veckratnost lastne vrednosti. Sledi
kratek ime oz. opis grafa. V zadnjem stolpcu pa zapisane lastnosti grafa: A, L in/ali
C'. Pomenijo pa, ali je ustrezni graf celostevilski, L-celostevilski in/ali ¢e je

komplement ()-celostevilskega grafa.
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Slika B.1: @-celostevilski grafi na 6-ih tockah

Vir: [33]

Tabela B.1: Podrobnejsi podatki o ()-celostevilskih grafih na 6-ih tockah

’ Zap. §t. ‘ St. povezav Q-spekter ‘ Opis Lastnosti
L. 5 6 | 1] 0 Kis L,C
2. 6 4 |32 |12 Cs ALC
3. 7 5032|2110 L
4. 7 412 |13
5. 8 4 | 22112
6. 8 4 | 23 Ko L,C
7. 9 6 [3*|0 K33 AL C
8. 9 4 13212 3-regularen AL C
9. 9 4 1231 | (KaUK3) VK, L,C
10. 11 8 | 42 | 23 KyV2K, L,C
11 12 8 | 43 | 22 4-regularen A LC
12 13 9 [43] 3|2 | (KiUK)VK; L,C
13 15 10 | 4° Kg AL C




10.

Slika B.2: @)-celostevilski grafi na 7-ih tockah

Vir: [33]

Tabela B.2: Podrobnejsi podatki o ()-celostevilskih grafih na 7-ih tockah

’ Zap. st. ‘ St. povezav | @-spekter ‘ Opis Lastnosti
1. 6 7] 1° Kig LC
2. 10 71512010 Ko L,C
3. 11 8 | 42|22 |12 L
4. 12 7142130 Ks 4 L,C
5. 12 42 22 |1 CsV K, LC
6. 12 512 |24 2K3V K, L,C
7. 13 3122] 1 L
8. 14 421321 4-regularen AL C
9. 15 4511 K33VEK, L,C
10. 15 4| 1 | (K;UK3)V3K; L,C
11. 15 9 43 | 22 3-regularen L,C
12. 17 10 | 52| 43| 2 L,C
13. 19 11 |5*| 4|3 C4VK;3 LC
14. 21 12 | 5% K; AL C

Vir: [33]



Slika B.3: @)-celostevilski grafi na 8-ih tockah
Vir: [33]



Tabela B.3: Podrobnejsi podatki o @Q-celostevilskih grafih na 8-ih tockah

’ Zap. §t. ‘ St. povezav | Q-spekter Opis Lastnosti
1. 7 8 1510 Kz L,C
2. 10 6 | 4322 ]12]0 L
3. 12 6 | 43|23 | 0 | 3-regularen | A,L,C
4. 12 816 [2°]0 Ko L,C
5. 15 8 | 45|12
6. 15 8 | 5 43221
7. 15 8 [ 521310 Kss L,C
8. 16 8 4510 Ky AL C
9. 16 8 | 6 | 4% | 2% | 4-regularen | A,L,C
10. 16 10| 6 | 42| 2% | 3K,VK, L.C
11. 17 9 |52 43| 2|1
12. 17 9 [ 5243 2|1
13. 18 10 6 | 5 42| 3 |22
14. 19 10| 6 | 5% | 42| 22 C
15. 20 10 | 62 | 4* | 2 | 5-regularen | A,L,C
16. 22 12163 | 43| 2 | 4K\VKy L,C
17. 24 12 | 6* | 43 | 6-regularen | A,L,C
18. 28 14 | 67 Ky AL C

Vir: [33]
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Slika B.4: Q-celostevilski grafi na 9-ih tockah
Vir: [33]



Tabela B.4: Podrobnejsi podatki o ()-celostevilskih grafih na 9-ih tockah

’ Zap. §t. ‘ St. povezav | QQ-spekter Opis Lastnosti
1. 8 9 [17 Kis L,C
2. 12 4213212 112]0 L
3. 13 5 312213 L
4. 14 712500 Ksz L,C
5. 15 714513 L
6. 15 5 |43 ] 22|12 L
7. 15 5 |43 ] 2212
8. 18 5% 142122 |1 4-regularen L,C
9. 18 8 | 5% |24 4-regularen L.C
10. 18 4213212 |1 4-regularen L.C
11. 18 52 1 32|23 4-regularen L,C
12. 18 44 | 22
13. 18 62 | 3% K3 L,C
14. 20 5 14410 Ky L,C
15. 21 11| 7 | 4° |22 | (K3UK5) VK, L,C
16. 21 12723 |1 6K VK3 L.C
17. 22 11 7|6 |42]3
18. 24 12| 72 | 4* | 32 | (K3UK,)VK, L.C
19. 27 12| 7 [ 6*] 42| 3 6-regularen AL C
20. 27 12 | 6% | 32 6-regularen AL C
21. 27 1372|6243 3 CsV K3 LC
22. 27 13| 73|45 | (K3UKy) VK3 L,.C
23. 30 14 | 7% 152 | 42 | (Ko UK3) VK, LC
24. 33 15 | 7° | 62 3K1VKg L,C
25. 33 15| 7|62 4 | (KiUK3)VK; L,C
26. 36 16 | 78 Ky AL C

Vir: [33]




V nadaljevanju je prikazan seznam -celostevilskih grafov na 10-ih vozlicih. Podatki

so zapisani v naslednji obliki:

N, Q12---A110 A23°°°0A210 ag9 ag 10 9,10,

kjer je N, indentifikacijsko stevilo ustreznega grafa, medtem ko ostali podatki tvorijo
zgornji trikotnik v matriki sosednosti. Grafi so urejeni po Stevilu povezav in
Q-spektru.

Seznam ()-celostevilskih grafih na 10-ih tockah:

L o N Ot W

NN NN NN NN N — s s
R B I i N B e = R N

000000001
000001100
000100010
001001001
000011100
001001100
000100100
000011101
000011110
000010110
000001100
000001100
000000011
001001001
001001001
000100011
000010011
000001101
000100011
001001110
000011011
000011001
000011110
000110110
000011111
000011110
000000111
000110001
001010001

00000001
00001010
00010010
00101010
00011100
00101001
00010010
00010010
00011101
00010110
00001100
00001010
00000011
00101001
00101010
00010010
00010011
00001101
00011110
00100101
00000111
00010111
00011101
00001111
00011111
00011110
00000111
00001111
00101101

0000001
0001001
0001010
0011100
0010011
0010101
0001001
0001111
0001111
0001010
0001100
0001010
0000011
0011001
0011010
0001101
0001111
0001011
0010101
0010011
0000111
0010111
0011011
0001001
0011111
0000011
0000111
0001111
0001111

000001
000110
000110
000110
001011
001010
000111
001011
000011
001001
000011
000101
000011
000110
000110
001101
001111
001011
001101
001001
000011
001111
010111
001001
000111
000011
000111
001111
010001

00001
00101
00001
00101
00111
00110
00100
00111
00011
00101
00011
00101
00011
00110
00101
00011
01111
00111
00011
00101
00011
01111
01111
10110
00111
00011
00111
10001
00111

0001
0011
0001
0011
0000
0011
0010
0000
0000
1001
0011
0011
0011
0110
0101
0010
0000
0111
0001
0011
1000
0000
0000
0110
0000
1101
0111
0001
0001

001
000
001
000
000
000
001
000
000
001
011
011
011
010
010
001
000
000
001
001
000
000
000
001
000
101
111
001
011

01
00
01
00
00
00
11
00
00
10
11
11
11
01
01
01
00
00
10
10
11
00
00
01
00
01
00
01
01
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30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
92.
93.
o4.
95.
56.
a7.
o8.
99.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.

000100011
000011111
010101011
000011110
000101100
001100001
001001111
010101011
000111100
000001111
001110011
001001111
001001111
010101011
010101111
000011111
010111010
000100111
000010111
000101111
010101011
001101010
010101111
010101011
010111100
001101011
001100111
001001111
001101101
000111111
000010011
000111011
010101011
010111010
001001111
001111011
001111010
000111111

00010011
00011111
01010111
00011110
00010011
00011111
00100111
01010101
00011111
00001111
00111010
00111010
00111001
01010111
01010111
00011111
01011101
00011111
00001111
00010111
01010111
01011001
01011111
01010111
01011011
00111101
01011011
00110111
01011011
00000111
00010011
00110111
01010111
01110111
00101111
00111110
01011111
00111111

0001011
0011011
0101010
0000111
0001111
0011111
0010111
0101011
0001111
0001111
0011111
0110101
0110110
0101011
0101001
0011111
0101110
0011111
0001111
0000111
0101011
0111111
0101010
0101011
0101111
0011111
0111101
0110111
0110111
0000111
0001111
0101111
0101011
0101110
0011111
0111101
0111110
0111111

000111
010111
010101
000111
001111
100001
001111
010101
001111
001111
001101
001111
001111
010111
010111
011111
010111
011111
001111
000111
010101
001111
010101
010111
010111
011101
001101
001111
001101
000111
001111
011111
010111
011111
001111
011111
101011
111111

00011
01111
01010
00111
01100
00001
00111
01011
01111
01111
00111
10011
10111
01010
01001
11111
01011
00111
00111
01111
01011
00110
01010
01011
01111
00111
01011
11001
01011
11111
01111
00011
01011
01011
01111
00111
00111
00110

0011
0000
0101
1001
0011
0111
0111
0101
0011
1111
0010
0011
0001
0101
0110
0000
0101
0011
0111
0111
0101
0101
0101
0111
0011
0011
0111
1001
0111
1111
1111
0011
0111
0101
1111
0010
0101
0101

011
000
010
001
011
111
000
010
001
000
011
010
001
010
001
000
010
000
111
111
011
011
011
010
100
001
001
001
001
111
011
011
011
011
010
001
001
011

11
00
01
01
11
00
00
01
00
00
01
01
10
01
10
00
01
00
00
00
01
11
11
01
00
01
01
01
01
00
11
11
11
01
01
11
11
00
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68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
36.
87.
88.
89.
90.
91.

001111110
011011011
000111111
010111101
000011111
001111111
010111111
010111011
001100111
000011111
010111111
000111111
010111011
001101111
010111111
010101111
001111111
010111111
001111111
001111111
011111111
011101111
011111111
111111111

01011111
01111110
00111111
01011111
00011111
01011110
01101110
01110111
00011111
00011111
01000111
00111111
01110111
01011111
01111111
01011111
01111111
01111111
01111111
01111111
11110011
01111111
11111111
11111111

0111111
0110111
0111111
0110111
0011111
0111110
0111111
0101110
0011111
0001111
0111111
0111111
0101111
0111111
0101011
0101111
1111111
0111111
1111111
1111111
0111111
0111111
0111111
1111111

101011
011101
111111
011111
000111
110111
011110
011111
100111
001111
000111
111111
011111
001111
010111
011111
001111
111111
001111
011111
001111
011111
111111
111111

00111
01111
01010
01111
00111
01111
10001
01011
00111
01111
11111
00011
01011
01111
01111
01111
01111
01110
01111
00111
11111
01111
01111
11111

1110
0110
0101
1010
0111
0001
0001
0111
0111
1111
1111
0011
0111
1111
1111
1111
1111
0111
1111
1111
1111
1111
1111
1111

001
011
010
010
111
001
111
011
111
011
000
011
011
011
011
011
010
011
111
111
111
111
011
111

01
01
01
01
11
11
11
01
11
11
11
11
11
11
11
11
01
01
11
11
11
11
11
11
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Tabela B.5: Podrobnejsi podatki o ()-celostevilskih grafih na 10-ih tockah

’ Zap. §t. ‘ St. povezav Q-spekter Opis Lastnosti
L. 9 10 | 18 Kig AL C
2. 12 43 | 22 | 13 L
3. 13 7 3121130 AL
4. 15 6 | 4° |13 3-regularen ALC
5. 15 6 | 5142132 ]22| 1|0 3-regularen A LC
6. 15 5 |43 12213 3-regularen AL C
7. 15 8 |52 3 23|13
8. 16 5 143131221 L
9. 16 521 4 (321221110 L
10. 16 7116|4232 213
11. 16 8 |5 [28 1 1]0
12. 16 8|65 23 | 13
13. 16 10 27 Kag AL C
14. 17 7| 5% | 42 2310 L
15. 17 7 43 | 3 | 22|12
16. 17 96| 4|3]22]12
17. 18 8 | 524231
18. 18 53 | 33 | 22 L
19. 18 8 42 124 |1 L
20. 18 52 | 26
21. 18 10 | 6 4 | 3 ]23|12
22. 19 8 [ 52]4*]22] 0 L
23. 20 8 |54134]0 4-regularen AL C
24. 20 9|7 421321221 C
25. 20 55131210 L
26. 21 10 6 |43 23| 1
27. 21 1071300 K37 L,C
28. 21 11 45122 |1 L
29. 21 11 43 | 24 L
30. 21 12 43 | 25 4K>V K, AL C
31. 22 55 3210 L
32. 22 9 | 8|5 |43
33. 22 10 | 62 B2 1
34. 22 10 | 63 | 43 | 24
35. 22 10| 7 |5%)4%2] 3|28 C
36. 23 10 | 62 4 | 32 1 C




37. 23 10| 8 | 5 |42|3°

38. 24 10 | 62| 5% | 42| 2

39. 24 1063 |4°| 0 Kug L,C
40. 24 10| 7] 6 |5%|42| 3 |22

41. 24 10 | 72432 2

42. 24 10| 724432 2

43. 24 10 43 | 34

44, 24 10 43 | 34

45. 25 10580 Ks5 AL C
46. 25 10 54 | 34 5-regularen AL C
47. 25 1163|524 (3|1 C
48. 25 117216 |43]132]1 L
49. 25 11|76 4331 L
50. 25 118 |6 |4*]33

51. 26 11|72 6 |44 3|2

52. 26 11| 8 |62]43]33

53. 26 11| 8 4° | 32

54. 27 118 |6 |53

55. 27 12164 |5%2]32] 2 4-regularen L,C
56. 27 12 ] 6° | 34 4-regularen LC
57. 27 12| 7 62|52 42| 3 |2 4-regularen L.C
58. 27 12 63 | 42 | 33 4-regularen LC
59. 27 12|76 531 L
60. 27 13| 8 |63 |42| 3 |22 C
61. 28 12 8 | 6%]4*| 2 L,C
62. 28 12 | 82 | 47 | (K4 U Ky)V2K; L,C
63. 29 128 |63 |52] 4|32

64. 29 12 8 |6*] 42| 2 2L,V3K, L,C
65. 29 12| 72162 | 52| 42| 2

66. 29 12| 72162 | 52| 42| 2

67. 30 12172163 |52 4|2 6-regularen A LC
68. 30 12 7]62]4%| 3 6-regularen ALC
69. 30 12 | 74| 45 6-regularen AL C
70. 30 12| 8 [63|5%| 2 6-regularen AL C
71. 30 12| 8 | 7|62 |52 42 6-regularen A LC
72. 30 14 | 82| 62 | 52 | 32 L
73. 31 13[72|6*| 5| 4|2

74. 31 13| 8 |6° 32




75. 31 138 |7 |63] 5|42

76. 31 14 | 82 52 | 43 (C4UK3) VK3 L,C
7. 31 148 | 7 5 43| 2 L,C
78. 32 14 7?0163 | 4|32

79. 33 14| 8 | 67| 2 | 4K,V4AK VK, L,C
80. 33 14 | 82 | 64| 43 L,C
81. 34 14 | 82 | 7? 52 | 42 C4yVCs LC
82. 34 14 | 82 | 77 52 | 42 L,C
83. 34 148 | 6 |5 4 C4V2K3 L.C
84. 35 14| 8 | 7] 62|42 7-regularen ALC
85. 35 14 | 82 | 7% | 6% | 52 7-regularen AL C
86. 39 16 | 8 | 74 3K V3K VK, LC
87. 39 16 | 8 | 7 L,C
88. 39 16 | 8 | 7 4 L.C
89. 39 16| 8 | 72| 6 |5 CsVEKy L,C
90. 40 16 | 8° | 64 8-regularen ALC
91. 45 18 | & Ko AL C

Vir: [33]




