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nalogi smo poiskali stevilo n-teric (1, xo, . .., ,), ki resijo enacbo f(zq,x2,...,2,) = b,
kjer je f(x1,22,...,2,) kvadratna forma nad kon¢nim obsegom F, in b nek fiksen
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1 Uvod

Kvadratna forma v n spremenljivkah nad konénim obsegom [, je polinom oblike

f(x1, 20, ., 2,) = Z a;T;x;,
1<i<j<n
kjer so a;; fiksni elementi obsega IF,. V nalogi bomo izpeljali formulo za Stevilo n-teric
(1, x9,...,x,), ki resijo enacbo f(xy1,xe,...,x,) = b, kjer je b fiksen element iz F,.

Uporabnost tovrstnega rezultata sega do Lagrangea [3]. Slednji je pri dokazu izreka,
ki pravi, da lahko vsako naravno Sevilo zapismo kot vsoto stirih kvadratov, uporabil
dejstvo, da je enacba 22 + by? = ¢ v prasevilskem konénem obsegu vedno regljiva, ¢e
sta b in ¢ nenic¢elna. V sodobni matematiki zasledimo kvadratne forme nad kon¢énimi
obsegi na stevilnih podrocjih. Sorodne so simetri¢nim matrikam [9,10], v konéni geo-
metriji predstavljajo ogrodje ortogonalnih polarnih prostorov [8], uporabne so v teoriji
kodiranja [7], zasledimo pa jih tudi na podro¢ju ohranjevalcev [5]. Za osrednje izreke
iz naloge je v tej splosnosti najbolj odgovoren Dickson [1,2].

V nalogi si bomo najprej ogledali osnovne lastnosti kon¢nih obsegov, ki jih je po-
trebno ponoviti. Omenili bomo pomembne definicije, izreke in trditve, ki jih bomo
uporabljali v nadaljevanju naloge. Ogledali si bomo tudi nekaj primerov konénih ob-
segov neprastevilske moci in njihovo konstrukcijo.

Glavni del naloge bo potekal v dveh razdelkih poglavja 3, kjer bomo locili primer,
ko je karakteristika kon¢nega obsega liha oziroma soda. V obeh primerih bomo izpeljali
formulo, ki nam natanéno pove, koliko resitev ima enacba f(z1, xo, ..., 2,) = b v obsegu
[F,. Izpeljava temelji na klasifikaciji nedegeneriranih kvadratnih form. Poglavje 3 se bo
v najvec¢ji meri opiralo na knjigo [4].

V poglavju 4 si bomo ogledali kanoni¢ne forme simetri¢nih matrik nad kon¢énimi
obsegi lihe karakteristike. S pomocjo le teh bomo klasificirali tudi degenerirane kva-
dratne forme nad kon¢énimi obsegi lihe karakteristike. Snov iz tega poglavja je povzeta

iz knjige [9].
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2 Koncni obsegi

V tem razdelku bomo navedli nekaj lastnosti o kon¢nih obsegih, ki jih bomo potrebovali

v nadaljevanju.

Definicija 2.1. Naj bo F' poljubna neprazna mnozica z notranjima binarnima opera-

cijama + in -. Trojici (F,+, ) pravimo obseg, ¢e velja:
1. (F,+) je abelova grupa za seStevanje z enoto 0;
2. (F\{0},") je grupa z enoto 1;

3. operaciji + in - sta povezani z distributivnostjo (za vse a, b, c € F velja
a(b+c) =ab+ ac, (b+ c)a =ba + ca).

Opomba 2.2. Kot obi¢ajno bomo privzeli, da velja 1 # 0.

V primeru, ko je mo¢ mnozice F' enaka ¢, kjer je ¢ < oo, govorimo o koncénih obsegih.
Spodnja trditev je dobro znana in se nahaja npr. v izreku 0.3.4 iz knjige [6].

Trditev 2.3. Naj bo K komutativen kolobar prastevilske karakteristike p. Potem velja:

n

(a+ b =a” +0" in (a—bP =a’ — P
za vse a,b € K inn € N.

Koné¢ni obseg (F,+,-) s ¢ elementi bomo oznacili s F,. Mmnozico F,\ {0} bomo
oznacili s ;. Mnozico polinomov v nedolocenki = s koeficienti iz obsega F, bomo

oznacevali s F, [z].

2.1 Nekaj osnovnih lastnosti
Dokaz izreka 2.4 najdemo npr. v izreku 10.4.1 v knjigi [6].
Izrek 2.4 (Wedderburnov izrek). Vsak koncni obseg je polje.
Dokaz Izrekov 2.5, 2.6 ter trditev 2.7 in 2.9 najdemo v razdelkih 8.1 in 8.2 knjige [6].

Izrek 2.5. Vsak koncni obseq je moci p*, kjer je p prastevilo, k pa naravno stevilo.
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Izrek 2.6. Za vsako prastevilo p in naravno stevilo k obstaja do izomorfnosti natanko

en obseq moci p*.
Trditev 2.7. MnoZica F} je ciklicna grupa za mnoZenje.
Stopnjo polinoma f bomo oznadili z deg(f).

Definicija 2.8. Polinom f € F,[z] je nerazcepen nad F,, ¢e ne obstajata polinoma
g,h € F,[z], za katera velja deg(g), deg(h) < deg(f) in f = gh.

Trditev 2.9. Obseg I« je vektorski prostor dimenzije k nad obsegom F,.

Oznaka F'[a] predstavlja mnozico {f(a); f € F [z]}. Dokaz izrekov 2.10 in 2.11
najdemo v knjigi [9].

Izrek 2.10. Naj bo E polje, F podpolje polja e in o € e. Naj bo f(x) nerazcepen
polinom stopnje n nad poljem F' in predpostavimo, da je f(a) = 0. Potem je F[a]
podpolje polja E in velja

Fla] = {a0+a104+(12042 + 4 a, 0" e € F}

Vsak element iz F [a] se da enoliéno zapisati v obliki ag+aya+asa®+- - -+a, 1", kjer
50 ag,ay, ... 0,1 € F. Se ved, F[a] je izomorfen kvocientnemu polju F [x] / (f(z)).

V primeru, ko je F koncno polje s q elementi, je mo¢ polja F [a] enaka ¢".

Izrek 2.11. Naj bo F polje in f(z) nerazcepen polinom stopnje n nad F. Oznacimo

razred ostanka polinoma x (mod f(x)) z a. Potem je

Flz]/(f(2)) = Fla].
Ce je F konéno polje s q elementi, potem je moc¢ mnozice F [z] ] (f(x)) enaka ¢".

Primer 2.12. Naj bo p prastevilo. Mnozica F, = {0,1,2,...,p — 1} je koné¢ni obseg
z operacijama + in - definiranima na naslednji na¢in: za poljubna a,b € F, velja
a+b=a+b(modp)ina-b=a-b(modp).

V naslednjih primerih bomo racunali po modulu p, kar pomeni, da nam bo izraz

a + b pomenil a + b (mod p) in ab bo pomenil ab (mod p).

Primer 2.13. Ena od moznih konstrukcij polja 4 je sledeca. Zacénemo s poljem
Fy, = {0,1}. Poiséemo nerazcepen polinom f stopnje 2 nad poljem Fy. V nasem
primeru je to polinom f(x) = 2% + x + 1, za katerega se je lahko prepricati, da je
nerazcepen. Ce bi bil razcepen, bi razpadel na dva linearna faktorja, kar pomeni, da
nam je dovolj preveriti vrednosti f(0) in f(1). Velja f(0) =0+0+1=1%# 0 in
f(1)=14+1+4+1=14#0. Po izreku 2.11 obstaja polje mo¢i 4, ki vsebuje polje Fy in
tak element a , da velja o® + o+ 1 = 0. Po izreku 2.10 je to polje

]FQ [Oz] = {0,1,04,14—05} IF4.
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Primer 2.14. Na podoben nacin skonstruiramo tudi polje Fg. PoiS¢emo nerazcepen
polinom f nad poljem F3 = {0,1,2}. Po podobnem premisleku kot zgoraj nam je za
nerazcepnost polinoma f(x) = z? + 1 dovolj preveriti vrednosti f(0), f(1) in f(2).
Velja f(0) =1#0, f(1) =1+1=2%#01in f(2) =141 # 0. Polinom f je torej

nerazcepen. Vzemimo tak «, za katerega velja f(«) = 0. Po izreku 2.10 je iskano polje
Fsla] ={0,1,2,a,1 + o, 2 + 0, 2cv, 1 + 20v, 2 + 2a} = .

Primer 2.15. Konstrukcija polja Fi4 je ze malo bolj zapletena, saj zanjo potrebujemo
nerazcepen polinom stopnje 4. Zacnimo s poljem [Fy in preverimo, da je polinom
f(z) = 2* +  + 1 res nerazcepen nad tem poljem. Iz f(0) =0+0+1=1%#01in
f(1) =1+1+1 =1 # 0 vidimo, da polinom ne razpade na linearne faktorje. Potrebno
je preveriti le, ¢e polinom ne razpade na kvadratne faktorje. Hitro opazimo, da so
le stirje kvadratni polinomi nad [y, natan¢neje, 22, 22+ 1, 22 + o in 22 + 2+ 1. Z
deljenjem polinoma f s temi Stirimi kvadratnimi polinomi se prepricamo, da je le ta
res nerazcepen. Vzemimo tak «, za katerega velja f(a) = 0. Po izreku 2.10 je iskano

polje

Fyla] = {0,1,a,a+ 1,
o?a? + 1,0+, +a+1,
a0 +1,0° + a,a® + a?,
At+a+l.l+a’+1,2+a*+a
ad+at+a+1}=Fp.

Naj bo F, koncni obseg s ¢ elementi. Mnozici {z*;2 € F,} in {z* 2 € F;} bomo

oznacili s Fg ins ]F;Q.
Izrek 2.16. Naj bo F, koncni obseg s q elementi, kjer je q potenca prastevila.

(i) Ce je ¢ = 2" za nek n € N, je vsak element iz F, kvadrat. Z drugimi besedamt,
veljo Fy = F, in F} = F:%. Se wveé, vsak element iz F, ima enolicno dolocen

kvadratni koren v IFy.

(i1) Ce je q liho §tevilo, potem je ]F;;z podgrupa indeksa 2 v grupi Fy. Za poljuben
* *2 *2 *2 * - . - . .

z € F\F;? je T2 U 2F;* = F; disjunktna unija. Poleg tega ima vsak element iz

FZQ dva kvadratna korena v ¥ in vsak element iz zFZQ nima nobenega kvadratnega

korena v IF;.

Dokaz. (i) Oglejmo si preslikavo oy iz Fan v Fon, ki je definirana s predpisom oy () = 2.

Predpostavimo, da je oo(z) = o3(y). To pomeni, da je x> = y*. Po trditvi 2.3
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je (x —y)? = 22 —y? in 22 — y?> = 0. Toda Fy. nima deliteljev nica, torej sta x in y
enaka. To dokazuje injektivnost preslikave oy. Ker je Fan konéni obseg, je o9 bijektivna
preslikava. Zato velja F2, = Fan. Ker je 02 = 0, velja tudi F32 = F5,.

Za poljuben x € Fan obstaja tak element zg € Fon, da je z = x3. Predpostavimo,
da je x = a2 = 2, kjer sta zg,yo € Fan. Potem je (g — yo)?> = 0 in zato xg = yp. To

pomeni, da ima vsak element v Fo» enoli¢no dolocen kvadratni koren v Fan.

(4i) Po trditvi 2.7 je I ciklicna grupa. Ker je ¢ liho stevilo, je |F;| = ¢ — 1 sodo
stevilo. Naj bo ¢ primitiven element v F,, to pomeni, da je F} = ({) in & je reda
q — 1. Ocitno je tudi IE‘Z2 = (&%), kjer je £ reda q;21 in je F; = IF;Q U SIF;Q disjunktna
unija. To pomeni, da je IFZQ podgrupa indeksa 2 v ;. Za poljuben z € ]FZ\IFZQ je tudi
IF;Q U ZF:;Q = I, disjunktna unija.

Opazimo, da za poljuben element x € F}? obstaja tak element z, € F}, da je = 7.
Imamo tudi element —xzy # zo, za katerega velja (—z¢)?> = z. Predpostavimo, da je
x = a3 = y3, kjer sta o, yo € F;. Potem je (z5'y)? = 1, kar nam da zy'yo = +1
in torej yp = *xy. To pomeni, da ima vsak element iz IF:;Q dva kvadratna korena v

2

7. Za poljuben element y € ZIFZQ velja y = zu” za nek u € F. Predpostavimo, da

2

obstaja tak element yo € F*?) za katerega velja y = y3. Potem je zu? = y2 oziroma

q Y
z= (you™")? € F}?, kar je v protislovju s predpostavko, da je z € F;\F;*>. To pomeni,

da noben od elementov iz zF(’;Q nima kvadratnega korena v F;. O

Za lih ¢ elementom iz mnozice IF;Z recemo kvadrati elementov Fy in elementom iz

mnozice IF;\IF(’;? recemo nekvadrati elementov F.

2.2 Sled elementa

Definicija 2.17. Zaa € ' = Fm in K =, je sled elementa o nad K definirana kot

m—1

a+al+al +-+al

Vsoto bomo oznacili s Trp/ k(). Ce je K = F,, kjer je p prastevilo, potem sledi

Trp k(o) pravimo absolutna sled elementa o in jo oznacimo s Trp(a).
Ker je Trp/k(a)? = Trp/k (), sledi Trp (o) € K za vsak o € F.

Trditev 2.18. Naj bosta F' = Fem in K = F, konéna obsega, potem ima funkcija

Trp ik naslednje lastnosti:

(i) Trp/x(o+ B) = Trp/x (o) + Trpy g (B) 20 vse o, B € F;

(ii) Trp/k(ca) = cTrp/k(a) za vse c € K in o € F;
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(iii) Trp i je surjektivna linearna transformacija iz F' v K, kjer tako na F kot na K

gledamo kot na vektorska prostora nad prostorom K;
(iv) Trp/x(a) = ma za vse a € K;

(v) Trp/k(0?) = Trp/k (o) za vse o € F.

Dokaz. (i) Za «, B € F in po izreku 2.3 dobimo

TTF/K(“‘FB) = a+ﬁ+(a+ﬁ)q+...+(oé+ﬁ)qm‘1
= a+6+aq+5q+...+aqm*1_|_qu*1
= Tre/x(a) + Trrx(B).

(i) Za c € K velja ¢ = ¢ za vse j > 0. Posledi¢no za o € F velja

Tre/x(co) = ca+cla?+-- + A"

m—1

= ca+cal+ -+ cat

= Trp/k(a).

(ili) Lastnosti (i) in (ii) skupaj z dejstvom, da je Trp/x(a) € K za vse a € F, nam
pokazejo, da je Trp/k linearna transformacija iz ' v K. Potrebno je pokazati Se
surjektivnost. Dovolj nam je pokazati, da obstaja tak a € F', za katerega velja
Trp k() # 0. Lastnost Trp k(o) = 0 velja, ¢e in samo Ce je a nicla polinoma

1 m—2

2" 429" 4 ... 4 2 € K[z]. Polinom 29" 4 24

q
katerega velja Trp/ i (3) # 0.

m—2

+ -+ 4 x ima kve¢jemu

m=1 nicel, obseg F' pa ima ¢™ elementov, kar pomeni, da obstaja nek 5 € F, za

(iv) Za a € K velja Trpjx(a) =a+a?+---+a?" =a+a+---+a=ma.

(v) Za a € F velja 01" = a, torej je Trp/p(af) = o + a 4.l = Trp/r (o).
[

Trditev 2.19. Naj bosta ' = Fym in K = F, koncna obsega. Linearne preslikave 1z
F v K so ravno preslikave Lg, kjer je B € F in je Lg(a) = Trp/x(Ba) za vse o € F.

Poleg tega velja se Lg # L. za poljubna razlicna elementa 3 in vy iz obsega F'.

Dokaz. Vsaka preslikava Lg je linearna transformacija iz F' v K po trditvi 2.18. Naj

bosta §,~v € F razlicna. S pravilno izbranim o € F' dobimo

Lg(o) = Ly(a) = Trpk (Bo) — Trpjg(yo) = Trp (B — v)a) # 0,

kar pomeni, da sta preslikavi Lg in L, res razlicni. Ker je 8 € F, lahko z Lg dobimo

natanko ¢™ razlicnih linearnih transformacij iz F' v K. Po drugi strani lahko vsako
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linearno transformacijo iz F' v K dobimo tako, da vsakemu izmed m-tih elementov iz
baze F' nad K priredimo en element iz mnozice K. To lahko naredimo ravno na ¢™

nacinov, kar je ravno Stevilo vseh moznih preslikav Lg. O]

Trditev 2.20. Naj bosta F' = Fym in K =, koncna obsega. Za poljuben o € F' velja

Trp/k (o) = 0, ¢e in samo ce velja o = B — B za nek B € F.

Dokaz. Predpostavimo, da je o = 87 — 3 za nek 8 € F. Ce delujemo s Trp/x na obe
strani enacbe, dobimo Trp)x(a)) = 0 po trditvi 2.18.

Predpostavimo, da je o € F, za katerega velja Trp k() = 0 in naj bo § tak element
neke razsiritve obsega F', za katerega bo veljalo, da je ni¢la polinoma z?—x —«a. Potem

je 8?7 — B = «. Poleg tega velja tudi

m—1

0 = TTF/K(Oé):Oé+qu+'--—|—aq
= (BB (B B et (B )
= 575,

m—1

kar pomeni, da je § € F. O
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3 Kvadratne forme nad kon¢nimi

obsegi

Definicija 3.1. Kvadratna forma nad kon¢nim obsegom F, je polinom oblike

f(l’l,flj'g,...,l'n) = Z bijl'ifﬂj,

1<i<j<n
kjer so b;; fiksni elementi obsega [F,.
Cilj tega poglavja je poiskati stevilo N(f(z1,...,x,) = b), ki oznacuje stevilo n-teric
Ty, ..., %, v prostoru Fy, ki resijo enacbo f(z1,...,2,) = b.
Za izracun stevila N(f(xy,...,2,) = b) moramo najprej f preoblikovati s pomocjo

linearne substitucije nedolocenk v bolj enostavno obliko. V splosnem lahko linearno
substitucijo predstavimo z linearno enacbo x = Cly, kjer je C' n xn matrika s koeficienti
iz obsega [, in y nov vektor nedolocenk yi, s, ..., yn. Ce je C nesingularna, govorimo

o nesingularni linearnt substituciji.

Definicija 3.2. Za poljuben koné¢ni obseg I, pravimo, da sta dve kvadratni formi f in
g nad F, ekvivalentni, ¢e lahko f preoblikujemo v g s pomocjo nesingularne linearne

substitucije nedolocenk.

Ni tezko opaziti, da nam ekvivalenca kvadratnih form porodi ekvivalenéno re-
lacijo. Se vec. Ce sta f in g ekvivalentni, imata enacbi f(x1,zs,...,2,) = b in
9(x1, T2, . .., z,) = b enako Stevilo resitev v [y za poljuben b € Fy, saj lahko s pomocjo
matrike C' vzpostavimo bijekcijo med vektorji resitev.

Pri izracunu stevila N(f(xy1,...,x,) = b) je potrebno obravnavati dva primera.
Najprej se bomo posvetili problemu, ko je karakteristika polja I, liha, nato si bomo

ogledali primer, ko je karakteristika polja F, soda.
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3.1 Kvadratne forme nad kon¢nimi obsegi lihe ka-

rakteristike

Naj bo F, koné¢ni obseg lihe karakteristike. Naredimo nove koeficiente a;; polinoma f,

za katere velja:

1 .
Qi = Qj; Qb” 1 <1<y <n,
ai; = b 1<i<n.

Polinom f lahko zapisemo v obliki
f(.il}l,l’g,...,l’n) = Z aijxia:j,

kjer velja

Polinomu f lahko nato priredimo simetriéno n x n matriko A, ki ima na (i, j)-tem
mestu koeficiente a;;. Matriki A re¢emo matrika koeficientov.
Ce je x stolpi¢ni vektor nedolo¢enk z1, zs, . . ., x,, potem lahko flxy, ... xy,)

zapisemo kot x7 Ax.

Primer 3.3. Oglejmo si kvadratno formo f(z1,z2) = 223 + 2125 + 22 v dveh ne-

dolocenkah nad obsegom F5. Matrika koeficientov polinoma f je enaka

-1

2 3
xT Ax = [xl ;Eg] [3 1] [?] =223 + 1129 + 25 = [ (21, 22).
2

Ocitno velja tudi

Matriki A in B dveh ekvivalentnih kvadratnih form nad obsegom F, sta povezani
z zvezo B = CTAC, saj velja (Cy)TA(Cy) = y' (CTAQ)y.

Za lih ¢ bomo pokazali, da je vsaka kvadratna forma nad obsegom F, ekviva-
lentna diagonalni kvadratni formi ayx? + ...+ a,2z? nad F,. Uporabili bomo nasle-

dnjo terminologijo: kvadratna forma f nad F, predstavlja a € F,, ¢e ima enacba

f(z1,29,...,1,) = a kaksno resitev v Fy.
Lema 3.4. V primeru, ko je q liho Stevilo in kvadratna forma f € F,|xq,..., x,)
predstavlja a € T, je f ekvivalentna formi ar? + g(xa, ..., 1,), kjer je g kvadratna

forma nad F, zn — 1 nedolocenkams.
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Dokaz. Po predpostavki obstaja n-terica (¢1, ¢, ..., ¢,) € [y, za katero velja

f(ei,¢9,...,¢,) = a. Ker je a nenicelen, je vektor (cp,...,c,) nenicelen. Zato lahko
poiscemo nesingularno n x n matriko C' nad Iy, ki ima v prvem stolpcu koeficiente
c1,...¢,. Nato na polinomu f naredimo linearno substitucijo s pomocjo matrike C'
in tako dobimo kvadratno formo z nedolo¢enkami y, . ..y,, pri kateri je koeficent pri
¢lenu y? ravno f(cy,ca,...,c,) = a. To pomeni, da je f ekvivalenten kvadratni formi

oblike
ay? 4 2boyrya + -+ - 4 26,1 + A(Y2, -, Yn)

= a(yl + 52(17192 + -+ bnailyn)z + g<y27 s 7yn)

za primerne by,...,b, € F, in kvadratni formi h, g nad F,. Nesingularna linearna
substitucija 1 = y1 + baa " lys + -+ + bpa " yn, T2 = Yo, ..., T, = Yy, nam da Zeleno
obliko kvadratne forme. O

Izrek 3.5. Naj bo g lih, potem je vsaka kvadratna forma nad F, ekvivalentna diagonalni

kvadratni formi.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo po Stevilu nedolo¢enk. V primeru, ko je
n =1, je f(x;) = an2?, kar je 7ze diagonalna forma. Naj bo n > 2 in predpostavimo,
da trditev velja za kvadratno formo z n — 1 nedolo¢enkami. Naj bo f(z1,...,x,)
kvadratna forma v n nedoloéenkah. Ce je f nicelni polinom, trditev drzi. V primeru,
ko je f menicelni polinom imamo dve moznosti. Prva moznost je, da obstaja nek a;;,
ki je razlicen od 0. V tem primeru f predstavlja a;. Druga moznost je, da velja
a1 = Ay = ... = Ay, = 0 in je a;; = a;; # 0 za nek ¢ # j. V tem primeru
[ predstavlja 2a;;, saj velja f(c1,...¢,) = ay, kjer je ¢; = ¢;j = 1in ¢, = 0 za
vsak k # i,j. V obeh primerih f predstavlja nek element a; € Fy, kar po lemi 3.4
pomeni, da je f ekvivalenten formi ayz? + g(z2,...,,). Po indukcijski hipotezi je g
ekvivalenten diagonalni kvadratni formi asz3+- - -+a,22. Ker je ekvivalenca kvadratnih
form ekvivalen¢na relacija, kar pomeni, da je tranzitivna, je nasa kvadratna forma f

ekvivalentna formi a,z? + - - - + a, 2> O

n*

V nekaterih primerih se lahko zgodi, da je kvadratna forma f € F, [xq,...,x,] ek-
vivalentna diagonalni kvadratni formi alscf 4+t anxfl, ki ima nekatere ¢lene a; enake
0. Mnozenje matrik z nesingularnimi matrikami ohranja rang. Ekvivalentne kvadra-
tne forme imajo matrike istega ranga. Natancneje, Stevilo nenicelnih a; v diagonalni
kvadratni formi je enako rangu matrike koeficientov polinoma f. Naj bo A matrika ko-
eficientov kvadratne forme f v n nedolocenkah. Ce je rang matrike A enak n, pravimo,
da je forma f nedegenerirana. Podobno definiramo determinanto kvadratne forme det f
kot determinanto matrike A. Za lihe ¢ lahko definiramo tudi rang kvadratne forme f

kot rang matrike koeficientov A.
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Nenicelni kvadratni formi f € F,[xq,...,z,] lahko brez skode za splosnost prire-
dimo ekvivalentno diagonalno kvadratno formo oblike a1 22+ - -+azzs, kjerje 1 < k <n
rang matrike koeficientov in so vsi a; nenicelni. Ker je za poljuben b € F, stevilo resitev
enacbe ayz? + -+ apri =b v [, enako q"* krat stevilo resitev iste enacbe v IF’;, je
dovolj obravnavati primer, ko je k = n, tj. ko obravnavamo nedegenerirano kvadratno

formo.

Definicija 3.6. Za poljubnen konc¢ni obseg [, definiramo funkcijo v: F, — Z na

nasledji nacin: v(b) = —1 za vse b € F}, in v(0) = ¢ — 1.

Lema 3.7. za poljuben koncen obseg I, velja
> () =0 (3.1)
cely

m

S w(en)u(er) = { . celshsm, (3.2)

c1++cem=b U(b)qm_l’ ce k= m,
za poljuben b € IF,.

Dokaz. Dokaz identitete (3.1) je trivialen. Za 1 < k < m iz enacbe (3.1) sledi

Z v(ey) - v(eg)

Cl+"'+cm:b

= Z v(er) - v(e) Z 1

c1,...,cxEFq Cht1+Cm=b—c1——ck

= qukfl Z U(Cl) .. "U(Ck)

c1,...,cp€Fq

N Z v(er)) - ( Z v(c)) = 0.

c1€F, cr€Fq

V primeru, ko je v enachi (3.2) k = m, naredimo indukcijo po m. Primer, ko je m =1,

je trivialen. Predpostavimo, da formula drzi za nek m > 1. Tedaj velja

S wle) - vlem)vens)

c1++emtcmi1=b

= Z U(Cl) e ‘U<Cm) [U(Cm-H) + 1]

Cl+"'+cm+cm+1:b

= Z v(cy) - v(em) [vb—ecp — - —cp) + 1]
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V zadnjem koraku je vrednost izraza v oglatih oklepajih 0, razen v primeru, ko je

c1+co+---+c¢, = b, takrat je vrednost ¢q. Ostalo sledi iz indukcijske predpostavke. [
Definicija 3.8. Naj bo preslikava 7 : F, — Z podana s predpisom

0, cejea=0,
n(a) = 1, c¢e je a nenicelni kvadrat,

—1, ce je a nekvadrat.
Velja n(a™') =n(a) za a # 0 in n(ab) = n(a)n(b), za vse a,b € F,.

Lema 3.9. Naj bo f(z) = aa® + a1z + ag € F,[z], kjer je q liho Stevilo in je as

nenicelen. Naj bo d = a% — 4agay. Potem velja:

> n(f(e) = {(—n(az), ce d # 0,

et q—1)n(ay) éed=0.

Dokaz. Vsoto . p n(f(c)) pomnozimo z n(4a3) = 1 in dobimo

Z n(f(c)) = n(az) Z n(4a5c® + dayasc + dagay) (3.3)
= n(a2) Y n((2asc+m)* —d) =nlas) Y n(t* —d).  (34)

Ce je d enak 0, je vsota Zbqu n(b*) = ¢— 1. Tako dobimo iskani rezultat. Za nenicelne

d uporabimo enakost

Dol —d)=—q+ Y (L+n0* —d)).

beF, beF,

Stevilo takih ¢ € F,, za katere velja ¢ = b*> — d, je enako 14 n(b? — d). Zato velja

d n?—d) = —q+5(d), (3.5)

beF,
kjer je S(d) stevilo urejenih parov (b, c), za katere velja b* — ¢* = d in b,c € F,. Za
reSitev tega problema postavimo b+ c¢ = wu in b — c = v. Ker je ¢ liho Stevilo, opazimo,
da obstaja bijektivna preslikava med urejenimi pari (b, ¢) in (u,v). To pomeni, da je
S(d) enako Stevilu urejenih parov (u,v), za katere velja uv = d, u,v € F,. Torej je

S(d) =q— 1. S pomocjo enacb (3.4) in (3.5) za nenicelne d dobimo

> u(f(e) = —nlas).
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Lema 3.10. Naj bo q liho stevilo. Naj bo b € F, in ay,ay € F. Potem je

N(a173 + azz; = b) = g+ v(b)n(—aaz).

Dokaz. S pomocjo leme 3.9 dobimo

N(alx% —+ azxg = b) = Z N(alx% = Cl)N(GZ-Tg = 02)
c1+ca=b
= Y [ ntea)] [+ n(ea;")]
c1+ca=b
= q+n(a) Z n(c1) +n(az) Z n(cz)
c1€F, c2€F,
+n(aiaz) Z n(cics)
c1+co=b
= g+n(mas) Y nlbe—c)
c€lFy

= q+n(aiaz)v(b)n(—1)
= q+n(—ajaz)v(d).

]

Lema 3.10 nam v posebnem pove, da ima kvadratna forma a;z? + asx3 = b vedno
resitev v Fg za nenicelna a; in ay. Sedaj se lahko lotimo enega pomembnejsih izrekov

te naloge.

Izrek 3.11. Naj bo q lih. Naj bo f nedegenerirana kvadratna forma nad F, v sodem

stevilu n nedolocenk. Za b € Fy je stevilo resitev enacbe f(xy,...,x,) =b v Fy enaka

n—2

¢" ' +u(b)g T n((—1)2 det f).

Dokaz. Naj bo a;2? + - -+ a,x? diagonalna kvadratna forma, ki je ekvivalentna formi
f. Ker ekvivalenca ohranja tako stevilo resitev kot vrednost n(det f), je dovolj poiskati
Stevilo resitev enacbe a3 + - - - + a,x2 = b, kjer so vsi a; nenicelni. Naj bo m = 5. S

pomocjo leme 3.10 in leme 3.7 dobimo
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N(ama? + -+ aza? =b)

= Z N(alx% + a2x§ =cp)- N(anfﬂii,l + anl’i -

c1+-+em=b

= 3 g+ vlenn(—aa)]-- [+ vien)n(—anra)
c1+-+em=b

= " (=) a) Y v(e) - vlen)

]

Izrek 3.12. Naj bo q lih. Naj bo f nedegenerirana kvadratna forma nad ¥, v lihem

stevilu n nedolocenk. Za b € Fy je stevilo resitev enacbe f(x1,...,x,) =b v Fy enako

¢+ ¢ 7 n((—1)"7 bdet f).

Dokaz. Kot v prejsnjem izreku nam je dovolj poiskati stevilo resitev diagonalne kva-

dratne enacbe ayz? + - - - + a,z2 = b, kjer so vsi a; nenicelni. Iz izreka 3.11 in leme 3.7

sledi

N(az? + -+ a,22 =b) = Z N(ayr? = c1)N (a3 + - - - + a,22 = ¢3)
c1+co=b
= ) [+naa)
c1+co=b

n—1

o v(e)a (<) T - a)]
= ¢+ ¢ n(ar) Y nle)

+q"2377((—1)"21a; q~ @) Z v(e)
+¢" 7 (=17 ar - ay) Qibn(cl)v(@)
= ¢ T ()T > Z n(eyo(b —c)
= T T ()T a4 ay) ;Fqn(@ (b —c)+1]
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3.2 Kvadratne forme nad kon¢énimi obsegi sode ka-

rakteristike

Posvetimo se Se primeru, ko je karakteristika polja IF, enaka 2. Tudi tu se bomo posvetili

le kvadratnim formam, ki so nedegenerirane.

Lema 3.13. Naj bo q sod inn > 3. Nedegenerirana kvadratna forma f € Fy[z1,. .., x,]
je ekvivalentna formi xixs + g(xs,...,x,), kjer je g nedegenerirana kvadratna forma

nad Fy v n — 2 nedolocenkah.

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da je f ekvivalenten kvadratni formi, pri kateri je
koeficient pred ¢lenom 3 enak 0. Ker je f kvadratna forma nad obsegom F,, jo lahko

zapisemo v obliki

f(xl, ce i[}n) = Z Qi T2 ;. (36)

1<i<j<n

Ce je kaksen od koeficientov a;; enak 0, potem lahko s preimenovanjem dobimo, da je
a1 = 0. Torej smemo predpostaviti, da so vsi a;; razliéni od 0. Ce bi se pojavil primer,
da je a;; = 0 za vsak 7 < j, potem bi veljalo

9 q
f(xla e an) = allx% +oe 4+ annxi = (aflxl + -+ a%nxn)Q-

To je ekvivalentno kvadratni formi z eno nedolo¢enko in v protislovju z zac¢etno pred-
postavko. Torej lahko z ustreznim preimenovanjem nedolocenk dosezemo, da je ass3

nenicelen. Ce razstavimo ¢lene polinoma f, ki vsebujejo x5, dobimo
_ 2
f(:Cl, . ,.Z'n) = Q2274 -+ ZIZ’Q(CLQxl -+ a923T3 + -t agnxn) + 91(5131, T3, ... ,LEn).
Nesingularna linearna substitucija

Ty = ag(@2y1 + Yz + a2a¥s + - + Q2nYn),
T, = y;zai# 3,

nam da ekvivalentno formo

225 + Y23 + G2 (Y1, Y3, - - s Yn)-
Ponovno naredimo nesingularno linearno substitucijo
1 q
Yo = (agybi1)?z1 + 2,
Yi = zizai#?2,

kjer je by; koeficient pred y? v polinomu g,. Koeficient pred 27 v novo dobljeni kvadratni

formi je enak 0.
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Naj bo f oblike (3.6), kjer je a;; = 0. Ker je f nedegenerirana, obstaja vsaj en
clen ayj, ki je razlicen od 0. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a2

nenicelen. Nesinigularna linearna substitucija
T2 = @f21<y2 + a13ys + - + a1nYn),
T = YizaiF?2

spremeni f v kvadratno formo oblike

Y1y2 + Z CijYilYy-

2<i<j<n

Nesingularna linearna substitucija
Y1 = 21+t CpZyt -t ConZp,
yi = zizai#1

nam da ekvivalentno kvadratno formo, ki je oblike 2125 + g(z3, ..., 2,), kjer mora biti

forma ¢ oc¢itno nedegenerirana. m

Izrek 3.14. Naj bo q sod. Naj bo f € F,[z1,...,x,] nedegenerirana kvadratna forma.

Ce je n liho Stevilo, potem je f ekvivalentna kvadratni formi
DTy + T3y + -+ Tp_oTn_1 + 22
V primeru, ko je n sod, je f bodisi ekvivalentna kvadratni formi oblike
T1To + T3Tg + -+ Tp_1Zy
bodisi kvadratni formi oblike
T1To + X34+ -+ +2Tp_ 1T, + %21—1 + cwi,
kjer je a € Fy, tak da zadosca pogoju Try, (a) = 1.

Dokaz. Ce je n liho stevilo, naredimo indukcijo po n in z lemo 3.13 pokazemo, da je f
ekvivalentna kvadratni formi oblike x1x9 + 2324 + -+ - Tp_2Tp_1 + a:z:fl, kjer je a € IF;.
Ce zamenjamo x, z a2 ,,, dobimo zeleno kvadratno formo.

Ce je n sodo stevilo, naredimo indukcijo po n in z lemo 3.13 pokazemo, da je f

ekvivalentna kvadratni formi oblike
2 2
T1To + T3Ty + -+ + Tp_3Tp_o + bx,_| + cTp_12, + dx),

kjer so b,c,d € F,. Ker je f nedegenerirana mora veljati ¢ # 0. Ce to ne bi veljalo, bi
nam identiteta
ba?_ | +da? = (D2a,_q +dix,)?
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pomagala pridobiti ekvivalentno kvadrtatno formo v manj kot n nedolocenkah. Ce je
b =0, potem je

2
CTp1Ty + dz; = (cTp_q + dz,) Ty,

kar je ekvivalentno x,_1x, in smo s tem zakljucili. V primeru, ko velja b # 0, potem
. —_q . q9 _ . .

7 zamenjavo T, 1 7z b2 x, 1 in z, z b2c 'z, opazimo, da je bx? | + cx, 17, + dz?

ekvivalentna polinomu z?_; + x,_12, + ax? za nek a € F,. V primeru, ko je polinom

2 +  + a razcepen nad F, [z], zanj velja
P+r+a=(r+c)(r+c)
za neka dva ci,co € Fy. 1z tega sledi
2w m, +ar? = (T + 12 (Ta_1 + comy),

kar je ekvivalentno z,_;z,. Ce je 22+ = + a nerazcepen nad F, [z], po trditvi 2.20 zanj
velja Trp, (a) = 1. O

Ker je stevilo resitev enacbe f(z1,...2,) = b enako Stevilu resitev f ekvivalentne

kvadratne forme, lahko po izreku 3.14 preucimo le ekvivalentne forme.

Lema 3.15. Naj bo a € Fy, za katerega velja Trg (a) =1 in b € F,. Potem je

N (23 4 z129 + az3 = b) = ¢ — v(b).

Dokaz. Ker je 2% + x + a nerazcepen nad F, [z], dobimo
P?+rrta=(r+a)(z+a9),
kjer je « € F2 in o ¢ F, torej
flzy,20) = 23 + 2129 + ax3 = (1 + axa) (71 + a’ay).
Za (c1,cz) € F dobimo
fle1,c0) = (c1 + ac)(cr + aley) = (1 + acy)(er + acy)? = (e + acy)?t.

Ker je {1,a} baza za Fp2 nad F,, obstaja bijektivna preslikava, ki nam urejen par
(c1,c2) preslika v element v = ¢; + acy € Fpe. 1z tega sledi, da je N(f(z1,22) = b)

ekvivalentno stevilu vy € F,2, za katerega velja 74+t = b. Torej je
N(f(z1,22) =0) =1=q—0(0).

2_
Ce je b # 0 in ker je F;, multiplikativna ciklicna grupa po trditvi 2.7 in peEr =
b1~! = 1, obstaja natanko ¢ + 1 elementov v € F 2, za katere velja v7™! = b. Torej je
N(f(z1,22) =b) =q+1=q—v(b). u
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Sedaj lahko dokazemo izrek, ki nam odgovori na zacetno vprasanje tega razdelka.

Izrek 3.16. Naj bo IF, koncni obseg sode karakteristike in naj bo b € F,. Za lihe n je

stevilo resitev enacbe
T1T2 + X3X4 + ++* Tp_2Tp_1 + xi =b
v IFy enako g Y. Za sode n, je stevilo resitev enacbe
T1Ty + X3Tg + -+ Tpo1Tp = b

v 7 enako ¢" ' + v(b)g"2 . Za sode n in a € F,, za katerega velja Try (a) = 1, je

Stevilo resitev enacbe

DTy + B33y + -+ Ty Ty + 22 +axd =b (3.7)

n—2

vIFy enako ¢t —wv(b)g = .

Dokaz. Ker ima enacba x? = ¢ samo eno resitev v IF, za poljuben ¢ € F,, dobimo
q q»

N(xlxz + X3T4 + .- Tn—2Lpn_1 —+ xi = b) — qnfl.

Za lihe n lahko poljubno dodelimo vrednosti nedolo¢enkam xi,...,x,_1 in je nato
vrednost z,, enolicno dolo¢ena.

Naj bo n sod. Opazimo, da je N(z122 =b) = q—1, ¢ejeb # 0in N(xjx9 = b) = 2¢—1,
¢e je b = 0. Torej je N(xyx9 = b) = q + v(b) v obeh primerih. Naj bo n = 2m in
ci,y...,cy € Fy. Tedaj iz leme 3.7 sledi

N(zixg + 2324 + -+ + Ty, = b) = Z N(z129 = 1) - - N(Tp_12n = C)
c1+-+cm=b
= Y gtole)] g+ v(en)]
Cl+“'+cm:b
= ¢" "+ Z v(er) - v(em)
c1++em=b

= " ub)g T

Pri formi (3.7) opazimo, da je formula veljavna za n = 2 po lemi 3.15. Za n > 4
uporabimo rezultat prejsnjega primera, lemo 3.7 in lemo 3.15 z ¢;, ¢ € Fy.

N(.’l}lwg + 23Ty + -0+ Tp_1Ty + xi—l + CLLE?L = b)

= Z N($1$2 + 4 Tp—3Lp—2 — Cl)N(.xn,ll'n + 513'3171 + CMC?L = Cg)

c1+ca=b
_ n—4

= Y e e)d™ | o - v(e)

c1+ca=b

n—2 n—4
= ¢ g7 D ve) =D vle)—qT D vla)v(e)
Clequ CQE]Fq c1+co=b
n—1 n=2
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4 Kanonicne forme simetricnih
matrik nad konc¢nimi obsegi lihe

karakteristike

Definicija 4.1. Kvadratni n x n matriki A in B sta kongruentni, ¢e obstaja taka
obrnljiva matrika P, da velja PTAP = B.

Lema 4.2 se veckrat uporablja v linearni algebri.
Lema 4.2. Kongruentne transformacije ohranjajo rang simetricnih matrik.

Lema 4.3. Naj bo S simetricna n x n matrika ranga r (1 < r < n) nad obsegom F,

kjer je q liho stevilo. Predpostavimo, da je S kongruentna matriki
Sl 0 r
0 0| n—r
r n—r

Potem velja, da je det Sy nenicelna in matrika S enolicno doloéa levi odsek (det Sl)IF;'f.

Dokaz. Predpostavimo, da je S kongruentna tako matriki
Sl 0 r
0 0

n—r

r n—r

Sy 0
0 0

r n—r

kot matriki

r

n—r

Po lemi 4.2 sta det Sy in det S5 nenicelni. Obstaja taka n x n obrnljiva matrika

A B
C D

r

n—r

r n—r
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da velja
T
A B] [s 0][a B] [$ o
¢ Dl |o ol|c D] |0 o|
Iz tega sledi ATS; A = S,. Izracunamo determinanto izraza in dobimo det S (det A)? =
det S5, kar pomeni, da je det A nenicelna. Torej velja det S1IF;* = det SyF;>. O

Lema 4.4. Vsaka n x n simetricna matrika S ranga v (0 < r < n) nad obsegom F,,,

kjer je q liho stevilo, je kongruentna diagonalni matriki

a1
a2
aT’ Y
0
— O—
kjer so ay,ag, ..., a, nenicelni elementi obsega .
Dokaz. Sledi neposredno iz izreka 3.5. O]

Lema 4.5. Naj bo q liho stevilo. Naj bo z fiksen nekvadraten element iz mnoZice Fy.
Naslednji 2 x 2 kvadratni matrik:

bi] = b

Dokaz. Naj bo z fiksen nekvadraten element iz mnozice F}. Posebej moramo obravna-

sta kongruentni.

vati primer, ko je —1 ¢ IF;Q in primer, ko —1 € IF;Q. Najprej si oglejmo prvi primer. Ko
a pretece skozi mnozico F,, 1+ a? pretece skozi %(q +1) elementov iz F;. Torej obstaja
tak z € F,, da je 14+ 2% nekvadraten element iz [;. Po izreku 2.16 velja I, = ]F;QUZ]F;Q.
Torej 1 + 2% € zIij in obstaja tak y € F;, da velja (1 + 2?)y* = 2. Potem velja

SR

Oglejmo si e drugi primer, ko velja —1 € Fi*. Naj bo —1 = w?, kjer je w € F};. Potem

velja
1142 %(1-=2) "o s1+2) 21-2)| |z 0
L—2) a+z)] |0 1] |E201-2) fa+z)] |0 z|
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Izrek 4.6. Naj bo q liho stevilo. Poljubna n x n simetricna matrika ranga r nad F, je

kongruentna eni od dveh matrik

Jr=1)

7
o(n—r) ali z ,

on—r)

kjer je z fiksen nekvadraten element iz Fy in je IM) v x r identiéna matrika. Se vec,

matriki nista kongruentna.

Dokaz. Naj bo S neka n x n simetricna matrika ranga r nad kon¢nim obsegom F,. Po
lemi 4.4 lahko matriko S preoblikujemo v diagonalno matriko. S pravilno preureditvijo
elementov aq, as, ..., a, lahko dosezemo, da za nek 0 <t < r velja ay,as,...,a; € IF;Q
in Gy11, Qg - . . ap ¢ F22 Poizreku 2.16 je F;? podgrupa indeksa 2 v grupi F;;. Naj bo
z fiksen nekvadraten element iz F}, potem velja a;i1, ary2,. .., a0, € z]F;Z. To pomeni,
da velja 27 a1, 27 g, ..., 27 a, € F2. Za poljuben element b € F}> obstaja vsaj
en tak element ¢ € I}, za katerega velja c? = b. Zaradi lazje notacije bomo ta element

¢ oznagili z bz. Naj bo

- -
a,’
1
a; ®
P = (z_latﬂ)’% )
(z7a,) "2
J(n=r)
potem je ) )
a1
ao 7
a, O(n—r)
0(77,77‘)
Prvi del izreka sledi iz leme 4.5, drugi del izreka pa neposredno iz leme 4.3. O

Izrek 4.7. Naj bo q liho stevilo. Vsaka kvadratna forma ranga r nad F, je ekvivalentna

eni izmed form
r r—1
2 ~ 2 2
E x; ali g i + zx,.
i=1 i=1

Ti dve formi nista ekvivalentni.
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Dokaz. Simetricna matrika koeficientov kvadratne forme je po izreku 4.6 kongruentna

eni od matrik
Jr=1)

7
0(n—) ali z ,

0(n—r)

iz. Cesar sledi rezultat izreka. O

Obstaja Se ena kanoni¢na forma simetricnih matrik, ki se pogosto uporablja.
Izrek 4.8 zasledimo ze v knjigi [2] (glej tudi [9], [10]).

Izrek 4.8. Naj bo g lih in naj bo S n x n simetricna matrika ranga v nad Fy,. Ce jer

liho stevilo, pisemo r = 2v 4+ 1 in je matrika S kongruentna eni od matrik

0 IW )

@ 0 7@ 0
ali : (4.1)

kjer je z fiksen nekvadraten element iz F}. Matriki (4.1) nista kongruentni. Ce je r

sodo stevilo, imamo r = 2v. Matrika S je kongruentna eni od matrik

0 It

0 IW J—1) 0

I® 0 ali 1 :
0(n—r) —z

(n—)

kjer je z fiksen nekvadraten element iz ¥ in matriki nista kongruentni.
Dokaz. Sledi neposredno iz izreka 4.6 in leme 4.3. O]

Matrikam iz izreka 4.8 pravimo normalne forme n x n simetri¢nih matrik glede na
kongruencnost. Ce je nxn simetri¢na matrika kongruentna eni od prvih treh normalnih
form, potem je njen indeks Stevilo v. V primeru, ko je kongruentna zadnji normalni
formi, je njen indeks Stevilo v — 1.

S pomocjo izreka 4.8 je moc¢ dokazati naslednjo trditev.

Trditev 4.9. Indeks simetricne n X n matrike je invarianten za kongruencne trans-

formacije.

Indeks kvadratne forme je definiran kot indeks njene matrike koefiecientov.
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Izrek 4.10. Naj bo q lih, vsaka kvadratna forma indeksa v nad F, je kongruentna eni

od naslednjih normalnih form:

v
g 20T ytis
i1

v

2
20Ty 4i + Ty,
1

1=

v
2
E 20Ty + 2X5,4

i=1

v
2 2
E 20T i + Ty — 2Ty 49,
i=1

kjer je z fiksen nekvadraten element iz IF;.

Dokaz. Na kvadratni matriki koeficientov kvadratne forme uporabimo izrek 4.8. Tako

dobimo iskane normalne forme. Il
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5 Zakljucek

V zakljuéni projektni nalogi smo ugotovili, da je stevilo n-teric (xy, za,...,z,), ki
resijo enacbo kvadratne forme f(xy,xz9,...,2,) = b, kjer je b nek fiksen element iz
obsega [F;, odvisno od tega ali je karakteristika obsega [F, liha ali soda. Pri tem je
zadoScalo obravnavati zgolj nedegenerirane kvadratne forme. Za obsege lihe karakteri-
stike je Stevilo resitev podano v izrekih 3.11 in 3.12. Za obsege sode karakteristike je
Stevilo resitev podano v izreku 3.16 v kombinaciji z izrekom 3.14.

V zadnjem poglavju smo si ogledali Se alternativni pristop pri iskanju stevila resitev
enacbe f(x1,...,7,) = b za obsege lihe karakteristike. Slednji temelji na kanoni¢nih
formah matrik. Prednost tega pristopa je v tem, da nam poda tudi klasifikacijo dege-
neriranih kvadratnih form. Zal se tovrstni pristop precej zakomplicira v karakteristiki

2. Zainteresirani bralec ga lahko preuci s pomocjo knjig [9] in [10].
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