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IZVLECEK I

Izvlecek

Uporaba simetrijskih grafov pri konveksnih poliedrih

Grafe praporov in simetrijske grafe, ki so jih odkrili okrog leta 1980, so doslej
uporabljali predvsem za klasifikacijo zemljevidov — to je grafov, celicno vlozenih v
kompaktne ploskve. Namen te disertacije je prikazati nekaj razsiritev njihove uporabe.

V prvem delu disertacije uporabimo simetrijske grafe pri klasifikaciji poliedrov z re-
gularnimi poligonskimi ali zvezdastimi lici. Podamo tudi karakterizacijo teh poliedrov
z minimalnim Stevilom parametrov.

V drugem delu disertacije na podoben nacin klasificiramo molekule, sestavljene iz
pravilnih Sestkotniskih gradnikov, pri ¢emer upostevamo tudi njihove tockovne grupe.

V tretjem delu disertacije pojem simetrijskih grafov razsirimo na hiperzemljevide in
geometrijske konfiguracije, nazadnje pa tudi na sferne poliedre in sferne molekule.

Kljucéne besede: polieder, graf praporov, simetrijski graf, simetrijska grupa
AMS Subj. Class. (2010): 05C99, 52B10, 52B15



II ABSTRACT

Abstract

The application of symmetry-type graphs to convex polyhedra

Flag graphs and symmetry-type graphs, discovered around 1980, were used in the
past mostly for the classification of maps — i.e. graphs, cellularly embedded into com-
pact surfaces. The purpose of this work is to demonstrate some extensions of their
application.

In the first part of this work a similar classification of polyhedra with regular faces
is given. We present also a characterization of these polyhedra by minimal number of
parameters.

In the second part of the dissertation we classify in a similar manner the class of
molecules, made of regular hexagons, considering also their point groups.

In the third part of this work we extend the definition of symmetry-type graphs
to hypermaps and geometrical configurations, and finally to spherical polyhedra and
spherical molecules.

Keywords: polyhedron, flag-graph, symmetry-type graph, symmetry group
AMS Subj. Class. (2010): 05C99, 52B10, 52B15
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1 UVOD 1

1 Uvod

1.1 Osnovni problem disertacije

Izvorna motivacija za to delo je problem, ki mi ga je 1. 2010 zastavil prof. Pisan-
ski: » Dolociti simetrijske grafe platonskih in arhimedskih teles« (osnovni pojmi v zvezi
s poliedri ter njihovimi simetrijskimi grafi so definirani v razdelkih 1.4.1 in 1.4.3).
Kasneje sva ta problem razsirila takole: Klasificirati poliedre z regularnimi poligon-
skimi ali zvezdastimi lici (torej t.i. uniformne poliedre in t.i. Johnsonova telesa ter
pravilne prizme in antiprizme) glede na njihove simetrijske grafe.« 1z te tematike imam
objavljena tudi dva ¢lanka [30, 32], eden pa je sprejet v objavo [31].

SORODNI PROBLEMI, OBRAVNAVANI V DISERTACIJI: S prof. T. Pisanskim in prof. A.
Balabanom sem sodeloval tudi pri pisanju ¢lanka na temo: » Poiskati primere najmanyj-
§ih benzenoidnih molekul (iz Sestkotniskih gradnikov) za vse mozne simetrijske grupe in
tri mozne tipe tockovnih grup ter dolociti njihove simetrijske grafe« (reSitev je opisana
v poglavju 3). Problema karakterizacije regularnih poliedrov z minimalnim stevilom
parametrov (razdelek 2.11) sem se domislil sam, prav tako pa tudi definicije t.i. Fu-
lerjeve karakteristike rotacijskih orbit poliedrov (poglavje 5 — Dodatek) ter moznosti
vpeljave simetrijskih grafov pri hiperzemljevidih in konfiguracijah (poglavje 4).

TEMELJNE REFERENCE: Pri resitvi osnovnega problema disertacije so mi kot izhodisce
za moje delo sluzili predvsem naslednji temeljni viri:

i) Coxeter-Moserjeva teorija diskretnih grup [8],

ii) Johnsonova aplikacija te teorije na konveksne poliedre [24],

iii) ¢lanki o simetrijskih grafih zemljevidov [38, 35, 39, 7],

iv) literatura o poliedrih in tlakovanjih ravnine [50, 15, 14].

Pri resitvi drugih problemov pa mi je bila v pomoc:

v) literatura s podro¢ja matemati¢ne kemije [27, 17],

vi) osnovna informacija o Burnsidovi lemi [49], str. 229,

vii) knjiga prof. Pisanskega in prof. Servatiusove o konfiguracijah [42].

1.2 Kontekst osnovnega problema disertacije

V zvezi s poliedri je kar nekaj tezav:

1. PROBLEM NEOBSTOJA ENOTNE DEFINICIJE POLIEDROV: Poliedri (definirani bo-
disi kot tridimenzionalna geometrijska telesa bodisi kot dvodimenzionalni plasci teh
teles ali pa kot abstraktni algebrai¢ni objekti z danimi mnozicami oglis¢ V', robov E
in lic F) pritegujejo pozornost matematikov ze ve¢ kot 6000 let, zato je prakticno
nemogoce podati enovito definicijo poliedrov. Tako odgovor na vprasanje: Kaj je
polieder? »ni en sam, ampak jih je mnogo« (SENECHAL [44], str. 191-192).
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Obstajajo npr. poliedri z neravninskimi lici, pa s t.i. »praznimi lici« (ta so definirana
zgolj kot cikli oglis¢), pa z neskon¢nimi lici, itd.

2. PROBLEM NEOBSTOJA IZCRPNEGA IN ZANESLJIVEGA PREGLEDA ZGODOVINE
IN ENOTNE TEORIJE POLIEDROV: Opis 23 mejnikov v zgodovini poliedrov je podal
MALKEVITCH v eni prvih studij o zgodovini poliedrov (v zborniku [44], str. 80-92),
kjer poleg zadrege, da o dejanskem znanju matematikov o poliedrih izpred tisocletij
lahko sklepamo le na podlagi nepopolnih drobcev tekstov, ki so se ohranili do danes,
omenja Se eno tezavo v zvezi s poliedri: marsikatera pomembna spoznanja o njih (npr.
EVKLID-ova, ARHIMED-ova, KEPLER-jeva) so v zgodovini veckrat utonila v pozabo, in
so bila ponovno odkrita Sele mnogo stoletij kasneje (ibid. str. 86). Eden od razlogov za
to je najbrz tudi v tem, da je to podrocje tako tezko ujeti v okvir neke enotne teorije.
Eden prvih poskusov predstaviti teorijo poliedrov nasploh je podala M. SENECHAL (v
istem zborniku [44], str. 191-259).

3. PROBLEM NAZORNEGA PRIKAZA STRUKTURE POLIEDROV: Pri zapletenih polied-
rih nam vcasih niti najboljse slike ne pomagajo povsem razumeti njihove strukture.
Zato ni dobro, ¢e se pri dokazovanju trditev o poliedrih preve¢ zanasamo na slike in
3D-modele. Ko delamo s poliedri, moramo biti vselej zelo pozorni na to, kaksen razred
poliedrov obravnavamo (npr. EULER-jeva formula v—e+ f = 2, ki velja za vse konveksne
poliedre, za mnoge druge razrede poliedrov ne velja, kot je pokazal LAKATOS v knjigi
Proofs and Refutations [33], napisani v obliki dialogov).

4. PROBLEM VELIKEGA STEVILA ZANIMIVIH POLIEDROV: Poliedrov, ki bi jih bilo
vredno raziskati, je ogromno. Zato se je pri vsaki raziskavi potrebno omejiti na izbrani
razred poliedrov, ki ga je treba natan¢no definirati. Vcasih je ze sama dolocitev vseh
poliedrov danega razreda tezak problem, ¢etudi morda ze vemo, da je poliedrov tega
razreda kon¢no mnogo (ne vemo pa, koliko).

5. PROBLEM ALGEBRAICNEGA OPISA STRUKTURE POLIEDROV: Ker je Stevilne
zapletenejse poliedre tako tezko predstaviti s 3D-modeli in slikami, se vprasamo, ali
lahko njihovo strukturo opisemo kako drugace, algebrai¢no? Tak zapis, ¢e obstaja,
lahko potlej sluzi kot »strukturna koda« za vsak polieder danega razreda.

Obstaja pa tudi kar nekaj na¢inov in sredstev za resevanje ali vsaj lajSanje teh tezav:

ad 1) REGULARNI POLIEDRI: Ker matematiki ho¢ejo kljub vsem omenjenim tezavam
vendarle priti do zanesljivih rezultatov v zvezi s poliedri (verjetno pa tudi iz estetskih
razlogov), jih zanimajo predvsem tisti poliedri, ki so tako ali drugace regularni (npr.
imajo vsa lica regularna, ali imajo enako cikli¢no razporeditev lic okrog vsakega oglisca,
ali imajo eno samo orbito oglis¢, povezav, lic, itd.).
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Regularnim poliedrom z neskonéno mnogo lici (odkrila sta jih PETRIE in COXETER)
pravimo pravilna satja.

ad 2) SIMETRIJSKE GRUPE POLIEDROV: Od 19. stoletja dalje so klju¢no orodje za
raziskovanje strukture poliedrov P njihove simetrijske grupe S(P), katerih elementi
so tiste izometrije evklidskega prostora E3, ki delujejo kot avtomorfizmi na plaséu
poliedra.! Izometrije E? je klasificiral ze EULER 1776, izometrije E? pa 1831 francoski
geometer CHASLES [36], str. 194. Obstaja preprosta karakterizacija izometrij ([36], str.
34): »Izometrija, ki fiksira dve tocki, je bodisi zrcaljenje bodisi identiteta. Izometrija,
ki fiksira natancéno eno tocko, je produkt dveh zrcaljenj.«

ad 3) PRIPOMOCKI ZA STUDIJ POLIEDROV: Danes so matematikom pri $tudiju
poliedrov (poleg 3D-modelov teles, katerih konstrukcijo je za 119 teles lepo opisal WEN-
NINGER [50] in sestavljank za konstrukcijo poliedrov) v veliko pomo¢ tudi rac¢unalniski
programi (kot. npr. Great Stella, Mathematica). V Sloveniji je za dostopnost infor-
macij o poliedrih in njihovo popularizacijo med mladino veliko naredil I. HAFNER (z
revijo Logika in razvedrilna matematika in spletno stranjo www.mathema.si).

ad 4) SFERNA TRIGONOMETRIJA: Pri Studiju poliedrov (in grup) si lahko poma-
gamo tudi s sferno trigonometrijo! Tako sta COXETER in MOSER z elementarno
uporabo formule za ploséino sferi¢nega trikotnika (GIRARD-ove formule [3], str. 108)
pl(A(e, B,7)) = a+ B+ v — 7 pokazala, da obstaja le konéno mnogo simetrijskih grup
poliedrov ([8], str. 37).

ad 5) UNIFORMNA IN JOHNSONOVA NOTACIJA: Za razred t.i. uniformnih poliedrov
(ki imajo sama pravilna lica in eno samo orbito oglis¢) obstaja preprost opis njihove
strukture: enostavno navedemo, kako se ciklicno vrstijo lica okrog vsakega oglisca.
JOHNSON pa je podal strukturni opis t.i. Johnsonovih teles, iz katerega je razvidno,
kako so zapletenejsa telesa zgrajena iz manjsega Stevila elementarnih [24], str. 173-174.

7 grupami na prvi pogled ni tezav, ampak imamo od njih same koristi, saj toliko
vemo o njih:

GRUPA IZOMETRIJ EVKLIDSKEGA PROSTORA E3 JE ZNANA: Neskonéna grupa izome-
trij £ je generirana z rotacijami, zrcaljenji in translacijami; njena podgrupa, generirana
samo z rotacijami in zrcaljenji, se imenuje posebna ortogonalna grupa SOs (njene
elemente pa v izbrani bazi predstavimo z matrikami 3 x 3 z determinanto +1).

KONCNE GRUPE IZOMETRIJ PROSTORA E3 SO zZNANE: V svoji knjigi o diskretnih
grupah sta COXETER in MOSER dokazala ([8], str. 33-66), da je takih grup le 17, vse

!Morebitne avtomorfizme, ki bi lahko ohranjali 1-skelet poliedra, pa ne bi bili porojeni iz izometrij
prostora E*, smo torej z gornjo definicijo izkljuéili iz obravnave — niso elementi grupe S(P)!

Obstajajo pa tudi ¢lanki o prav takih »skritih simetrijah« poliedrov (tako je npr. LEYTEM Studiral
skrite simetrije v t.i. snub dodekaedru [34]), pa tudi molekul (tako je npr. SIMON v [46], str. 718-
726, raziskoval t.i. »kiralne molekularne grafe«, to je take grafe, vlozene v E2, ki jih z nobenimi
transformacijami zvijanja, raztegovanja ipd., ne moremo spremeniti v njihovo zrcalno obliko).
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pa so podgrupe ene od $tirih tipov Cozeterjevih grup [m,n|, generiranih z zrcaljenji
20, 21, 72 in relacijami 23 = 2§ = 25 = (2021)™ = (2122)" = (2022)? = E: razdirjene
diedrske D,, = [2,n] (ki je za n > 3 izomorfna grupi vseh simetrij n-prizme), razsirjene
tetraedrske [3, 3], razsirjene oktaedrske [3, 4] in razsirjene dodekaedrske [3,5]. Coxeter-
jeva grupa [m, n| je grupa simetrij uniformnega poliedra {m, n} (SCHLAFLI-jev simbol!),
ki ima v vsakem oglis¢u m lic s po n stranicami. Grafi praporov poliedrov {m,n} so
torej nazorne upodobitve Coxeterjevih grup [m,n].

SIMETRIJSKE GRUPE SO PREPROSTO SREDSTVO KLASIFIKACIJE: Ni tezko dolociti
simetrijske grupe poliedra ali molekule (ko enkrat prestudiramo, katere grupe simetrij
so sploh mozne!) in jih na tej podlagi klasificirati: v isti ekvivalenéni razred damo tiste,
ki imajo isto simetrijsko grupo.

Vendar so tudi grupe po svoje problematicne, saj so obravnavo poliedrov obrnile v
drugo skrajnost — od nazornosti v preveliko abstraktnost:

» ALGEBRAIZACIJA GEOMETRIJE«: Vpeljava grup v geometrijo, ki jo je promoviral
zlasti F. KLEIN s svojim znanim »Erlangenskim programomy« iz 18722, je v 19. stoletju
prerasla v t.i. algebraizacijo geometrije; ta je zaradi vse vecje uporabe algebraic¢nih
metod postajala vse manj nazorna.

» GEOMETRIZACIJA ALGEBRE«: Temu trendu so nekateri geometri 20. stoletja
moc¢no nasprotovali. Tako je npr. COXETER pokazal, da lahko tudi z geometrijo
pridemo do pomembnih odkritij v drugih vejah matematike (in ne le obratno)3. Celo za
svoje grupe, opisane s Cozeterjevim simbolom [z, z1, 22, - . . , 2n], generirane z zrcaljenji
20y 215 22, - -+, 2, i1 relacijami (zgz1)"0! = (2122)™2 = ... = (2p—12p)" 1" je nasel
nazorno graficno upodobitev, t.i. Cozeterjev diagram (gl. npr. [25], 1310-1312):

n 3 3
. —» o —9 L L

Slika 1: Coxeterjevi diagrami grup [ |, [2], [2,n] in [3,5,2].

COXETER in MOSER sta (s pomocjo sferne geometrije) tudi pokazala, da je grupa z
relacijami RP = S = (RS)? = F neskon¢na, ¢e je (p — 2)(q — 2) > 4 [8], str. 54.

ODKRITJE SIMETRIJSKIH GRAFOV: Ker je Stevilo zanimivih poliedrov, ki so jih
matematiki obravnavali, strmo narascalo, se je s¢asoma pokazala potreba po novem
orodju, ki bi omogocilo finejse razlikovanje med poliedri, in s katerim bi lahko kombi-
natori¢no preverili, ali sta dva poliedra izomorfna. Toda Sele nedavno (okrog leta 1980)
so v teoriji grafov razvili nova orodja za raziskovanje in klasifikacijo zemljevidov (t.j.

2V njem je KLEIN — kot pravi Coxeter v [6], ix — »poudaril, da so poleg ravninske in prostorske
evklidske geometrije tudi mnoge druge geometrije vredne pozornosti«.

3Tako je npr. opozoril na pomembnost ARGAND-ovega diagrama pri vpeljavi in razumevanju kom-
pleksnih stevil [6], str. 135
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grafov, celiéno vlozenih v kompaktne ploskve) na podlagi njihovih simetrij: t.i. grafe
praporov in njihove kvociente glede na grupo simetrij poliedra — simetrijske grafe. Tako
npr. dva poliedra uvrstimo v isti ekvivalenc¢ni razred, ¢e imata isto Stevilo vozlis¢
simetrijskega grafa ali ¢e imata izomorfna simetrijska grafa (v tem primeru dobimo
finejso klasifikacijo).

NEKAJ REPREZENTATIVNIH PRIMEROV UPORABE SIMETRIJSKIH GRAFOV: Enega
prvih clankov o grafih praporov je napisal LiNs [35] (ki je uporabil akronim »gem«
za graph-encoded maps). Zelo abstraktno in moé¢no teorijo simetrijskih grafov ter na
njej utemeljeno klasifikacijo povezavno-tranzitivnih zemljevidov in povec¢anje nihovega
cenzusa je opisal ORBANIC v svoji disertaciji [38], kjer je navedena tudi najpomembnejsa
literatura v zvezi s simetrijskimi grafi. SIRAN je klasificiral vse povezavno-tranzitivne
zemljevide na torusu glede na njihovo grupo avtomorfizmov v [47]. Grafi praporov in
transformacije zemljevidov so obravnavani v [43]. Vprasanje enumeracije uniformnih
poliedrov (tudi takih z neravninskimi lici) je omenjeno v [45], Problem 26.

KLASIFIKACIJA NAJPREPROSTEJSIH POLIEDROV NA PODLAGI SIMETRIJSKIH GRAFOV:
Upostevaje zgoraj omenjene nove koncepte in rezultate v tem delu klasificiramo 167
najpreprostejsih poliedrov (75 uniformnih poliedrov in 92 Johnsonovih teles) glede na
njihove simetrijske grafe. V ta namen uporabljam (v skladu z idejo prof. Pisanskega)
simetrijske grafe dveh vrst: (zrcalno-rotacijski) simetrijski graf T(P) poliedra P je
dolocen z vsemi izometrijami evklidskega prostora E3, ohranjajo¢imi dani polieder P,
medtem ko je rotacijski simetrijski graf Tr(P) dolocen le s tistimi izometrijami E3, ki
ohranjajo tudi orientacijo. Bralec se morda sprasuje, ¢emu doloc¢ati simetrijske grafe
dveh vrst — ali za namene klasifikacije ne zadoscajo ze simetrijski grafi T'(P)? Za to
obstajata dva razloga: razlika v strukturi poliedrov, ki premorejo zrcalne simetrije, in
tistimi, ki jih nimajo, je ena temeljnih, zato jo je pri klasifikaciji smiselno upostevati;
poleg tega se je izkazalo, da so rotacijski simetrijski grafi udobna vmesna stopnica k
dolocitvi zrcalno-rotacijskih simetrijskih grafov. V disertaciji se sklicujem le na osnovne
pojme teorije simetrijskih grafov, saj tezavnost tega klasifikacijskega problema ne lezi
toliko v teoriji, ampak v praksi: teh poliedrov je res veliko, in nekateri so strukturno
precej zapleteni, zato je bilo treba najti preprost, a zanesljiv naéin doloéitve njihovih
simetrijskih grafov. Vec teoreticne opore sem nasel v Coxeter-Moserjevi teoriji kon¢nih
grup, generiranih z zrcaljenji [8]. Grafe praporov poliedrov in molekul ter hiperploskev
v tem delu interpretiram povsem geometrijsko — prapore enac¢im z njihovo nazorno
upodobitvijo (t.j. s pravokotnimi trikotniki baricentri¢no razdeljenih lic). Pri konfigu-
racijah (kjer prapore nazorno predstavim s po Stirimi tockami vzdolz vsake povezave)
pa upostevam njihovo izvorno definicijo — da so to trojice (v, e, f), ki jim lahko spre-
menimo katerikoli element (oglis¢e, povezavo, lice), a le enega naenkrat.
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1.3 Teza disertacije

1) Grafi praporov in njihovi kvocienti glede na dano grupo simetrij, t.i. simetrijski grafi,
ki so jih (od njihovega odkritja okrog 1980) matematiki doslej uporabljali predvsem pri
Studiju t.i. zemljevidov (t.j. grafov, vlozenih v kompaktne ploskve), so prav tako
uporabni tudi pri poliedrih in tlakovanjih ravnine; v pomoc¢ so tudi pri analizi struk-
ture t.i. geometrijskih molekul (katerih gradniki so pravilni mnogokotniki ali pravilne
zvezde), hiperzemljevidov (v katerih si lahko ve¢ kot dve lici delita isto stranico) ter ge-
ometrijskih konfiguracij (vy,b) (v tock in b premic v ravnini ali na projektivni ravnini,
pri ¢emer gre skozi vsako tocko r premic, skozi vsako premico pa k tock).

2) Simetrijski grafi, skupaj s simetrijskimi grupami, omogocajo zelo naravno klasi-
fikacijo poliedrov in molekul: medtem ko t.i. CAYLEY-ev diagram ([13], str. 50) simet-
rijske grupe opise »globalno simetrijsko strukturo« poliedra ali molekule, pa simetrijski
grafi opisejo njihovo »lokalno simetrijsko strukturo« (znotraj vsake kopije fundamen-
talne domene nastopa izomorfna kopija simetrijskega grafa).

3) V tem delu vpeljani in pogosto uporabljani pojmi zemljevid rotacijskih orbit kon-
veksnega poliedra, simetrijska shema poliedra ter sferoeder nam v povezavi s temeljnim
pojmom fundamentalne domene poliedra glede na njegovo simetrijsko grupo pomagajo
bistveno bolje razumeti odnos med simetrijskim grafom in simetrijsko grupo, pomagajo
pa tudi pri enostavnejsi dolocitvi simetrijskih grafov poliedrov in molekul.

4) Simetrijski grafi nam omogoc¢ajo »rekonstruirati« konveksne poliedre s pomocjo
Cayleyevega grafa njihove grupe simetrij in fundamentalne domene te grupe na sferi;
v osnovi isto konstrukcijo (katere osnovno idejo v zametkih najdemo ze v COXETER-
MOSER-jevi teoriji diskretnih grup izometrij evklidskega prostora E3, [42], str. 54—
55) lahko uporabimo za konstrukcijo poliedrov s poljubno vnaprej predpisano grupo
simetrij, pa tudi za dokaz izreka, da je Stevilo regularnih sfernih poliedrov razreda
Spot(L, M, N), katerih lica imajo najve¢ M stranic, in ki imajo cikle lic dolZine najvec¢
N, vsaka tocka sfere pa pripada najvec¢ L licem, kon¢no (Izrek 18). Ker z grafi praporov
lahko doloc¢imo tudi zgornjo mejo teh Stevil, imamo s tem v rokah klju¢no orodje, s ka-
terim lahko preverimo, ali dolo¢en nabor teh teles izérpa vsa telesa doloCenega razreda
Spot(L, M, N). Ta izrek predstavlja tudi prvi korak k sistematizaciji oz. enumeraciji
razreda nekonveksnih poliedrov z regularnimi poligonskimi in zvezdastimi lici.
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1.4 Osnovni pojmi
1.4.1 Osnovno o poliedrih

Najprej definirajmo temeljni pojem poliedra (kar se da splosno).

Definicija 1 (POLIEDER:) Mnogokotnik definiramo kot cikel oglis¢ — tock v trirazsez-
nem prostoru, mjegove stranice so pari dveh sosednih oglis¢ tega cikla. Polieder je
urejena trojica P = (V, E, F') mnoZice oglis¢ v € V., mnoZice robov e € E in mnoZice lic
— mmnogokotnikov f € F, pri cemer je vsak rob stranica natanko dveh mmnogokotnikov.
Zahtevamo Se, da nobeni dve sosedni lici (s skupno stranico) nimata vseh oglisé¢ v isti
ravnini, in da sta poljubni dve lici povezani s potjo iz zaporedoma sosednih lic.

Nasa definicija torej dopusca tudi neravninska »prazna lica«, ki nimajo vseh oglis¢
v isti ravnini, pa tudi lica na sferi (in drugih ploskvah). Zdaj pa zakoli¢imo osnovni
razred poliedrov, katerega simetrijski grafi nas v okviru tega dela zanimajo.

Definicija 2 (POLIEDER PRAVILNIH LIC:) Poliedri, katerih lica so pravilni ravnin-
ski mnogokotniki in pravilne ravninske zvezde, sestavljajo razred P »poliedrov pravilnih
lic«. Pravilna poligonska lica razlicnih tipov bomo, kot je v navadi, oznacevali s simboli
3,4,5,6,8,10, zvezdasta lica pa z ulomki 5/2, 8/3, itd. V SCHLAFLI-jevem simbolu so
Stevilke lice postavljene e v zavite oklepaje, npr. {3},{5/2}, itd.

Temeljno orodje za studij poliedrov so njihove simetrijske grupe.

Definicija 3 (GRUPA SIMETRIJ POLIEDRA:) Grupa S(P) simetrij poliedra P je grupa
vseh tistih avtomorfizmov njegovega 1-skeleta (grafa, katerega tocke so oglisca poliedra,
povezave pa robovi poliedra), ki so porojeni z izometrijami evklidskega prostora E®.

Pomembno je razlikovati med poliedri, ki imajo lokalno (t.j. okrog vsakega oglis¢a)
isto strukturo, in tistimi, ki imajo eno samo orbito oglis¢. Zato definirajmo:

Definicija 4 (UNIMORFNI IN UNIFORMNI POLIEDER:) Unimorfni polieder je polieder,
ki ima okrog vsakega ogliscéa enako ciklicno zaporedje (p1,p2,...,...om) (doloceno do
rotacije pi — Pii1modm) zrealjenja p; — Prm41—i(modm) natancno) pravilnih lic.
Uniformni polieder je unimorfni polieder z eno samo orbito oglisc¢: za poljubni dve
0glisci u in v obstaja izometrija h (zrcaljenje ali rotacija) evklidskega prostora E3, ki
ohranja polieder P, in za katero je h(u) = v. Razred uniformnih poliedrov oznacimo U.

Temeljna delitev poliedrov je delitev na konveksne in nekonveksne poliedre.
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Definicija 5 (KONVEKSEN POLIEDER:) Polieder je konveksen (P € K), e vsebuje vse

.....

Definicija 6 (JOHNSONOVO TELO:) Johnsonovo telo je neuniformen konveksen polie-
der z reqularnimi poligonalnimi lici (torej ima vsaj dve orbiti oglisc).

Razreda U in J uniformnih in Johnsonovih teles sta dobro znana in raziskana:

Izrek 1 (RAZREDA U IN J:) i) Poleg neskoncnih druzin prizem in antiprizem obstaja
se 75 uniformnih teles (ki jih oznacujejo takole: Ul, U2, ..., U75)[9].

it) Obstaja 92 Johnsonovih teles. (To Johnsonovo domnevo so okrog 1965 dokazali
JOHNSON, FREUDENTHAL in VAN DER WAERDEN ter ZALLGALER [24, 11, 52].

Izrek 2 (KLASIFIKACIJA POLIEDROV RAZREDA P:) Poliedre razreda P delimo na kon-
veksne in nekonveksne, ter na tiste z eno samo orbito oglis¢ (prizme, antiprizme in
se 75 uniformnih teles Uxy) in tiste z vec kot eno orbito oglis¢ (Johnsonova telesa in
neznano stevilo nekonveksnih neuniformnih poliedrov).

Poliedri Uniformni U Neuniformni P — U
razreda P (1 orbita oglis¢) (vsaj 2 orbiti oglis¢)
Konveksni K PAUNK POAK-TU
5 platonskih teles 92 Johnsonovih teles J

prizme in antiprizme
13 arhimedskih teles
Nekonveksni P — K POU-K P-K-U

4 Kepler-Poinsotova telesa neznano Stevilo

in Se 53 uniformnih poliedrov | nekonveksnih neuniformnih

z nekonveksnimi lici poliedrov

Tabela 1: Klasifikacija poliedrov razreda P.

Definicija 7 (SFEROEDER IN SFERNI POLIEDER:) »Sferoeder« je polieder, ki ima vsa
oglisca na neki sferi, povezave med njimi pa so glavni krogelni loki (lica sferoedra so
torej lahko tudi sferne zvezde!). Sferoeder je regularen, ce ima vse povezave enako dolge,
oglisca vsakega lica pa lezijo v isti ravnini. »Sferni polieder« je tak polieder, katerega
projekcija iz njegovega baricentra na sfero je sferoeder. Sferni polieder je reqularen, ce
je ustrezni sferoeder reqularen. Razred reqularnih sfernih poliedrov oznacimo S.

MOTIVACIJA ZA VPELJAVO »SFEROEDROV «: Z uporabo ciklov praporov okrog oglis¢
in sferne trigonometrije bomo (v razdelku 4.3) pokazali, da je Stevilo poliedrov razreda
Spol(L, M, N) sferoedrov, katerih lica imajo najve¢ M stranic in cikle lic dolzine najve¢
N, vsaka tocka sfere pa je v najvec L licih, kon¢no; torej je konéno tudi stevilo ustreznih
sfernih poliedrov, ki predstavljajo podrazred razreda P(\S — K — U.
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Definicija 8 (OGLISCNI VZOREC IN OGLISCNI TIP:) Za opis uniformnih poliedrov lahko
uporabimo njihov ogliséni vzorec — cikel (t.j. ciklicno zaporedje) lic okrog vsakega od
oglisc. Ta cikel lic lahko pri razlicnih ogliscih ob izbrani orientaciji nastopa v dveh
zrealnih variantah, npr. (3.4.6) okrog ene polovice vozlis¢ in (6.4.3) okrog druge polovice
vozlis¢. Vsakemu oglisénemu vzorcu pripada njegov ogliséni tip: ciklicno zaporedje crk

kot npr. (p.q.r) ali (p.q.r.q), v katerem razlicne ¢érke pripadajo razlicnim tipom lic.

Tako imata npr. uniformna poliedra z ogliS¢nima vzorcema (3.8.8) in (4.6.6) isti
ogliséni tip (p.q.q). Prizme imajo oglis¢ni tip (n.4.4), antiprizme pa (n.3.3). Platonska
(ali regularna) telesa imajo ogliséni tip (p"), arhimedska (ali semi-regularna) telesa pa
imajo vsaj dva tipa lic (in drugacen ogliséni tip kot prizme in antiprizme).

Definicija 9 (TLAKOVANJA RAVNINE:) Analogno definiramo unimorfna (imajo en sam
ogliscéni vzorec) in uniformna tlakovanja ravnine (imajo eno samo orbito oglis¢ glede
na izometrije evklidskega prostora E?). Regularna unimorfna tlakovanja imajo en sam
tip lic, semi-reqularna unimorfna (arhimedska) pa vsaj dva tipa lic.

Trditev 1 (UNIMORFNOST # UNIFORMNOST:) Vsak uniformen polieder je unimorfen,
obratno pa ne velja (analogna trditev velja za tlakovanja).

Dokaz. MILLER je odkril unimorfen polieder z oglisénim vzorcem (3.4.4.4), ki si ga deli
z rombikuboktaedrom (Slika 2). Gre za t.i. Johnsonovo telo z oznako J37 ([24], str.
172). Isto telo je odkril tudi SOMMERVILLE 1. 1904 ([36], str. 208). O

Trditev 2 (ZRCALNO-ROTACIISKE IN ROTACIJSKE ORBITE): Uniformni polieder lahko
ima dve »rotacijski« orbiti oglisc: to velja npr. za prisekani oktaeder (4.6.6).

Slika 2: Levo: podaljsana kvadratna girobikupola J37; sredina: prisekani oktaeder
(4.6.6); desno: pentagramska piramida — primer poliedra iz P(\S — K — U.
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1.4.2 Osnovno o simetrijskih grupah

V tem razdelku so zbrani tisti osnovni pojmi in najpomembnejsi rezultati COXETER-
MOSER-jeve teorije diskretnih grup [8], na katere se v tem delu naslanjam.

Definicija 10 (GENERATORJI IN RELACLIE:) FElemente Sy, So,..., Sy diskretne grupe
G imenujemo generatorje te grupe, ce je vsak element g € G mogoce zapisati kot koncen

produkt njihovih potenc (vkljucno z negativnimi eksponenti). Za tako grupo se uporablja
simbol {S1,S2,...,5m}.

Definicija 11 (ABSTRAKTNA DEFINICIJA GRUPE:) Naj bo E enotski element grupe.
MnoZica relacij gr(S1,S2,...,5m) = E, (k=1,2,...,38), ki jim zadoscajo generatorji
grupe G, se imenuje abstraktna definicija grupe G, ce je vsaka relacija, ki ji zadoscajo
ti generatorji, algebraicna posledica teh relacij. Relacija tipa S = E v tem kontekstu
pomeni, da je perioda S natanko q, ne samo delitelj q.

Zdaj definirajmo t.i. Coxeterjeve grupe [m,n|, ki so pomembne zato, ker se da vsako
od 17 konénih grup simetrij poliedrov izraziti kot podgrupo ene od grup [m,n].

Definicija 12 (COXETERJEVE GRUPE [m,n|:) To so grupe simetrij evklidskega pros-
tora E3, generirane z zrcaljenji 2o, z1, 2o prek treh ravnin in relacijami 23 = 23 = 25 =

(2021)™ = (2122)" = (2022)* = E.
Brez dokaza (gl. [8], str. 37-38) navedimo osnovne lastnosti teh grup:

Izrek 3 (OSNOVNE LASTNOSTI GRUP [m,n]:) i) Vse zrcalne ravnine Cozeterjeve grupe
[m,n] gredo skozi isto tocko in razreZejo sfero s srediséem v tej tocki na skladne sfer-
icne trikotnike ® (s koti w/m,mw/n,m/2), t.i. fundamentalne domene te grupe (unija
kopij tega trikotnika Uge[m,n] g(®) pokrije sfero oz. vsaka kopija fundamentalne domene
ustreza enemu elementu grupe).

it) Ker je vsota kotov sfericnega trikotnika vecja od w, mora biti 1/m +1/n > 1/2
0z. (m—2)(n—2) <4, kar je izpolnjeno le v primerih [2,n],[3, 3], [3,4], [3, 5].

iti) Moc grupe [m,n] je enaka razmerju med ploscino sfere in ploscino fundamentalne
domene oziroma sfericnega trikotnika:

nll = 5 T~ s
T (T T A (m-2)n-2)

Kot poroc¢ata COXETER in MOSER [8], str. 33, je kon¢ne tridimenzionalne simetrijske
grupe prvi enumeriral HESSEL 1. 1830, a njegovo delo je ostalo neopazeno, dokler ga 1.
1897 ni uredil HESS za izdajo v zbirki Klasiki eksaktnih znanosti [21]. Osnovne ideje
so (brez dokaza) zbrane v naslednjem izreku (zgos¢enem povzetku iz [8], str. 33-40):
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Izrek 4 (KONCNE SIMETRIJSKE GRUPE EVKLIDSKEGA PROSTORA E3:) 4) Vsaka konéna
grupa izometrij E3 ohranja vsaj eno tocko: baricenter vseh slik poljubne tocke.

ii) Vsaka izometrija h prostora E3, ki ima vsaj eno invariantno tocko, je bodisi
zrealjenje z zrcalno ravnino, ki gre skozi to tocko, ali pa produkt dveh ali treh takih
zrcaljenj (COXETER 1948, [7]). Tak h bodisi ohranja bodisi obrne orientacijo glede na
to, ali je stevilo zrcaljenj sodo ali liho. Od tod sledi:

iii) Vsak h € S(E®), ki ohranja orientacijo in ima vsaj eno fiksno tocko, je produkt
dveh zrcaljenj, torej je rotacija (za dvakratnik kota med ustreznima zrcalnima ravni-
nama). Invariantna tocka nam omogoca, da obravnavamo grupo kot delujoco na sferi.

iv) Poseben primer transformacije, ki obrne orientacijo, je srediséna inverzija C' —
produkt zrcaljenj v treh paroma pravokotnih ravninah. Njen produkt s poljubnim zrcal-
jenjem je rotacija. Torej je vsaka transformacija, ki obrne orientacijo, t.i. rotatorna
inverzija: produkt rotacije in srediscne inverzije.

v) Ker je vsaka transformacija, ki ohranja orientacijo in ima vsaj eno fiksno tocko,
rotacija, je produkt dveh rotacij (z osema, ki gresta skozi to tocko) spet rotacija. Od tod
sledi, da je vsaka koncna grupa transformacij, ki ohranjajo orientacijo, grupa rotacij.
Edine grupe te vrste so rotacijske simetrijske grupe naslednjih teles: 1) n-piramide, 2)
n-dipiramide, pa tudi n-prizme (éen > 3), 8) pravilnega tetraedra {3,3}, 4) kocke {4,3}
ali oktaedra {3,4}, 5) dodekaedra {5,3} ali ikozaedra {3,5}.

vi) Obstaja 17 koncénih grup simetrij prostora E® in vse so podgrupe Coxeterjevih
grup [2,n],n > 2,[3,3],[3,4],[3,5] (te grupe so navedene v Tabeli 2, ki je samo z imeni
in definicijami teh 17 grup dopolnjena Tabela 1 iz [24], str. 181). Fundamentalna
do-mena vsake od teh grup ima obliko bodisi sfericnega dvokotnika (npr. pri ciklicni
grupi), sfericnega trikotnika ali sfericnega stirikotnika ([8], str. 38-39).

Zanimivo je, da obstaja tudi 17 grup izometrij ravnine, njihove fundamentalne
domene pa imajo obliko kvadratov, rombov, pravokotnikov ali romboidov [36], str.
109, slika 11.31.

Slika 3: Fundamentalna domena grupe [3, 3] na sferi in tetraedru.
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UVvOD

rotacijska grupa

‘ struktura ‘ red H

razsirjena grupa

‘ struktura ‘ red ‘

identiéna | |T
(telo brez
rotacijskih simetrij)

O

1

bilateralna | |

(telo z eno zrcalno ravnino)
Z?’=F

D,

2

sredigéna [27,27)
(telo s srediséno inverzijo C?* = E)
podgrupa v [2,2],
generirana s C = Z1 2373

D,

ciklicna [n]t,n > 2
(za m > 3 je to grupa
rotacij pravilne
n-piramide)

kaleidoskopska [n]
(dve navpicéni zrcalni ravnini)
72 = 73 = (21 7,)?
(za n > 3 je to grupa vseh
simetrij pravilne n-piramide)

2n

rotatorna [21,2n7)
indeksa 2 v [2%,2n] in [2,2n7]
generirana z rotatornim zrcaljenjem
T=27,Z73, T =F

A2n

2n

razdirjena cikliéna [2,n"]
indeksa 2 v [2,n],
generirana z Rio = Z125,
2,nt]=[ ] x[n]*

D1 X An

2n

diedrska [2,n|T,n > 2
(za n > 3 je to rotac.
grupa pravilne n-prizme)

2n

razsirjena diedrska [2,n]

(za n > 3 je to grupa vseh

simetrij pravilne n-prizme)
2,n]=[ I x[]=[ ]x[2,n]"

D1><Dn

4n

polna antiprizemska [27,2n]
(za n > 3 je to grupa vseh
sitmetrij pravilne n-antiprizme)
indeksa 2 v [2,2n)]

D2n

dn

tetraedrska [3,3]"

Ay

12

razdirjena tetraedrska [3,3]

S4

24

piritoedrska [31,4]
indeksa 2 v [3,4],
generirana z Rio = Z1Z5 in Z3,
Ry =73 = (R1y ZsR1273)* = E
[3F,4] = [2F,27] x [3,3]*F

SQXA4

24

|

oktaedrska [3,4]"

Sy

razsirjena oktaedrska [3,4]

| Sax Sy [ 48 ]

|

ikozaedrska [3,5]"

As

razdirjena ikozaedrska [3, 5]

| Sax As [ 120]

Tabela 2: Koncne grupe izometrij prostora E>.
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1.4.3 Osnovno o simetrijskih grafih

CEMU SLUZIJO: Grafe praporov in njihove kvociente glede na izbrano simetrijsko grupo,
t.i. simetrijske grafe, lahko definiramo za kakrsnekoli zemljevide (t.j. grafe, celi¢no
vloZene v kompaktne ploskve) [39] in jih uporabimo kot orodje za njihovo klasifikacijo
(razvrstitev v ekvivalencéne razrede) po shemi:

zemljevid — graf praporov — simetrijski graf — ekvivalenéni razred zemljevida

N\ T /

simetrijska grupa

KAJ S0: Ce za hip zanemarimo vprasanje, kako jih priredimo zemljevidom, jih lahko
definiramo c¢isto algebrai¢no — kot grafe z dolo¢enimi lastnostmi.

Definicija 13 (GRAF PRAPOROV, INVOLUCLIE Sg, S1, S2:) Graf praporov je 3-reqularen
graf G, v katerem vsako povezavo oznacimo z 0,1,2 (ali jih pobarvamo modro, rumeno
ali rdece), tako da ima vsako vozlisée oziroma prapor ® natanko tri sosedne prapore
PO = 50(9), P! = 51(®) in P> = 59(®P) in velja: sos2 = 5280, vsi dvobarvni cikli pa
vsebujejo sodo Stevilo vozlisc. Preslikave sg, s1, s2 so involucije nad mnoZico vozlisc¢

grafa G: s§ = s3 = s3 = id.

Definicija 14 (AVTOMORFIZMI, ORBITE, SIMETRIJSKI GRAF, POLPOVEZAVE:) Naj bo
Aut.(G) grupa tistih avtomorfizmov grafa praporov G, ki ohranjajo tudi barve povezav.
Vsaka podgrupa H grupe Aut.(G) definira desno delovanje na vozlis¢ih grafa praporov.
Orbita [®] = Ty (P) prapora ® je mnozica vseh praporov {h(®),h € H}. Vsaki orbiti
ustreza vozlisce simetrijskega grafa Ty (G). Kadar sta sosedna prapora ® in ®° v isti
orbiti, je v ustreznem simetrijskem grafu (namesto zanke) polpovezava z ustrezno oznako
i €{0,1,2} (torej je tudi simetrijski graf 3-reqularen).

Slika 4: Prapor in sosedni prapori, orbite in cikli ter simetrijski graf.

Definicija 15 (PRAPORI POLIEDROV RAZREDA PP:) Prapori poliedra P € P so trikot-
niki, dobljeni z baricentricno subdivizijo njegovih lic. Graf praporov poliedra P bomo

oznacevali G(P).
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Za poljuben zemljevid pa prapore definiramo takole:

Definicija 16 (PRAPORI KOT UREJENE TROJICE ® = (v,e, f)): Prapori poljubnega
zemljevida so urejene trojice tock (v, e, f), kjer je f lice danega zemljevida, e stranica
tega lica, oglisce v pa eno od krajisc te stranice.

Ocitno velja naslednja zveza med tema dvema definicijama praporov (iz 15 in 16):

Trditev 3 Pri poliedrih razreda P dobimo dani prapor ® = (v, e, f) baricentricne sub-
divizije kot konveksno ogrinjaco sredisca lica f, sredisca stranice e in oglisca v.

Grupi izometrij evklidskih prostorov E? in E? bomo oznacevali I(E?3) in I(E?).

Definicija 17 (GRUPA AVTOMORFIZMOV IN OBENEM IZOMETRIJ Aut.(G))NI(E?):)
Ker hocemo klasificirati poliedre glede ma njihove simetrije, pri dolocitvi simetrijskih
grafov upostevamo le tiste avtomorfizme h € Aut.(G) grafa praporov, ki so porojeni iz
izometrij evklidskega prostora E3. Torej prapora iz razlicnih tipov lic (npr. iz kvadrata
ter iz pravilnega petkotnika, ali iz pravilnega petkotnika in iz pentagramske zvezde)
pripadata razlicnim orbitam.

Neposredno iz definicij sledi, da sta orbiti dveh sosednih praporov sosedni:

Trditev 4 (ORBITE SOSEDNIH PRAPOROV SO SOSEDNE:) Poljubna dva sosedna pra-
pora ® and V¥ v grafu praporov, ki pripada poliedru P (ali ravninskemu tlakovanju T ),
sta povezana s povezavo iste barve 0, 1, ali 2 kot jo ima povezava med orbitama [®] in
[U] v ustreznem simetrijskem grafu: ¢e ® = U, potem [®]' = [¥].

Za klasifikacijo poliedrov in tlakovanj bomo uporabili simetrijske grafe dveh vrst:

Definicija 18 (DVOJE VRST SIMETRIJSKIH GRAFOV POLIEDROV P IN TLAKOVANJ 7 )
Naj bo P kakrsenkoli polieder in T kakrsnokoli ravninsko tlakovanje. Simetrijska grafa
T(P) in T(T) sta definirana z vsemi tistimi izometrijami evklidskega prostora (E3
oziroma E?), ki ohranjajo P oziroma T, medtem ko sta simetrijska grafa Tr(P) in
Tr(T) definirana samo s tistimi, ki ohranjajo tudi orientacijo.

Tako je simetrijski graf T(P) dolo¢en z zrcaljenji (prek ravnine ter s sredisénim
zrcaljenjem) in rotacijami prostora E3, medtem ko je Tr(P) dolo¢en samo z rotacijami.
Ker obstajajo $tiri vrste izometrij ravnine (zrcaljenje, rotacija, translacija in drsno
zrcaljenje — kompozitum translacije in zrcaljenja [14], str. 26), je simetrijski graf T'(7)
ravninskega tlakovanja 7 definiran z vsemi temi $tirimi tipi izometrij prostora EZ,
medtem ko je Tr(7) doloCen samo z rotacijami in translacijami ([6], str. 96-104).
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Neposredno iz definicij sledi, da iz dvobarvnih ciklov grafa praporov G(P) lahko
rekonstruiramo Stevila oglis¢ v, povezav e in lic f, iz dvobarvnih komponent simetrijskih
grafov T'(P) oziroma iz Tr(P) pa Stevila ustreznih zrcalno-rotacijskih orbit vo, eo in
fo oziroma stevila rotacijskih orbit vogr, eor in for poliedra P.

Trditev 5 (DVOBARVNI CIKLI IN DVOBARVNE KOMPONENTE:) Naj bo P polieder s
konveksnimi lici. Potem:
i) Dvobarvni cikli v G(P) ustrezajo ogliscem, povezavam oziroma licem poliedra:

1-2 cikli (rumeno-rdeci) < oglisc¢a poliedra
0-2 cikli (modro-rdeci) < povezave poliedra
0-1 cikli (modro-rumeni) < lica poliedra

it) Dvobarvne komponente v simetrijskem grafu T(P) (oziroma Tr(P)) ustrezajo
zrcalno-rotacijskim orbitam (oziroma rotacijskim orbitam) oglisc, povezav in lic poliedra:

1-2 komponente (rumeno-rdece) < orbite oglis¢ poliedra
0-2 komponente (modro-rdece) < orbite povezav poliedra
0-1 komponente (modro-rumene) < orbite lic poliedra.

Opomba. Za (nekonveksno!) heksagramsko zvezdo gornja trditev ne velja, saj njeni
prapori oblikujejo dva 0-1 cikla s po 6 prapori.

XXX

Slika 5: Dva 0-1 cikla praporov v heksagramski zvezdi.

Primer. S Stetjem dvobarvnih ciklov simetrijskega grafa T'(P) poliedra na sliki 4
lahko dolo¢imo stevila njegovih zrcalno-rotacijskih orbit lic fo = 2, povezav eo = 2 in
oglis¢ vo = 1, stevilo vozlis¢ tega grafa pa nam pove, da je Stevilo zrcalno-rotacijskih
orbit praporov po = 3.
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V tem uvodnem poglavju smo povzeli osnovno o poliedrih, grupah in simetrijskih
grafih. 'V naslednjem poglavju bomo dolocili simetrijske grafe uniformnih poliedrov in
Johnsonouvih teles.
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2 Simetrijski grafi poliedrov z regularnimi lici

V tem poglavju najprej predstavim razlicne metode (hevristicne, geometrijske, alge-
brai¢ne in kombinatori¢ne), s katerimi sem si pomagal pri dolocitvi simetrijskih grafov
poliedrov.

Nato opisem splosno algebrai¢no in geometrijsko strukturo simetrijskih grafov polied-
rov (Izreka 5 in 6), kar poenostavi proces doloc¢anja simetrijskih grafov do te mere, da
je dovolj v to splosno shemo vnesti konkretna opazanja o simetrijah danega poliedra ali
razreda poliedrov. Vpeljem tudi nekaj orodij (npr. »enkratno lice«, »polozajni vektor
prapora«, »pravilo domin«), ki so se izkazala za uporabna pri dolo¢itvi teh konkretnih
informacij o poliedru.

Nazadnje apliciram ta univerzalni (za vse poliedre uporabni) postopek na razreda
uniformnih in Johnsonovih poliedrov.

2.1 Metode

NACELO »OD LAZJEGA K TEZJEMU«: Pri sistemati¢nem dolo¢anju simetrijskih grafov
poliedrov je smiselno zaceti z najpreprostejsimi (»najpravilnejSimi«) telesi, potem pa
postopoma napredovati k vse bolj zapletenim (»vse manj pravilnim«) poliedrom. V
skladu s tem nacelom sem najprej dolocil simetrijske grafe platonskih in arhimedskih
teles ter prizem in antiprizem, nato uniformnih in nazadnje Johnsonovih teles.
TRIDIMENZIONALNI MODELI IN SLIKE TELES: Pri doloc¢anju rotacijskih in zrcalnih
simetrij (pa tudi pri prepoznavanju orbit oglis¢, robov in lic) si je koristno pomagati s
tridimenzionalnimi modeli in slikami teles (npr. s programom Great Stella lahko telesa
»vrtimo« in si jih ogledujemo z vseh strani, oznacene pa imajo tudi rotacijske osi in
zrcalne ravnine teles). V pomoc¢ so tudi t.i. SCHLAGEL-ovi diagrami [8], str. 22.
POLIEDRSKE MREZE: Simetrijske grafe preprostejsih teles lahko nazorno prikaZemo
(ne pa tudi doloc¢imo!) tako, da razgrnemo njihove plasce v ravnino; v tako dobljeni
poliedrski mrezi baricentri¢no razdelimo vsa lica na trikotnike — prapore, in prapore
vsake orbite prikazemo s svojo barvo. Vendar pa iz simetrij mreZe v ravnini ne moremo
avtomaticno sklepati na obstoj ustreznih simetrij iste mreze na plascéu poliedra!
NEZADOSTNOST GEOMETRIJSKE METODE: Ta geometrijski pristop, ki je povsem
uporaben za vsa platonska in arhimedska telesa, pri zapletenejsih uniformnih poliedrih
odpove iz preprostega razloga, da plascev nekaterih nekonveksnih uniformnih poliedrov
ni mogoce razgrniti v ravnino, njihovi tridimenzionalni modeli pa so prezapleteni, da bi
si z njimi lahko kaj prida pomagali. Vendar, kot bomo videli, obstaja tudi druga pot.
ALGEBRAICNA METODA: Algebrai¢na metoda, uporabna pri uniformnih poliedrih
(ter poliedrih z majhnim Stevilom orbit oglis¢) pri dolo¢itvi simetrijskih grafov uposteva
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Slika 6: Levo: arhimedsko telo (3.3.3.3.4) brez zrcalnih simetrij; desno: njegova
poliedrska mreza, v kateri so prapori vsake orbite oznaceni z drugac¢no barvo.

tudi oglis¢ne vzorce poliedra oziroma ogliséne tipe danega razreda poliedrov.

METODA ELIMINACLIE: Ce Ze vemo, da iskani objekt (npr. simetrijski graf danega
poliedra) pripada neki znani kon¢ni mnozici, in ¢e znamo eliminirati vse moznosti razen
ene, potem mora ta edina neizlo¢ena moznost biti to, kar is¢éemo?. Nato (ko Ze poznamo
rezultat) lahko to potrdimo Se z uporabo kaksne druge, bolj »konstruktivne« metode.

PROJICIRANJE TELESA NA SFERO IN VALJ: Pri shematskem prikazu grafov praporov
poliedrov sem si pomagal Se z eno, v zgodovini Ze velikokrat uporabljeno geometrijsko
metodo — projiciranjem poliedra (iz njegovega baricentra) na sfero, sfere pa na valj —
uporabno za vsa konveksna telesa (ne le za uniformne poliedre, ki imajo vsa oglis¢a na
isti sferi). Vec¢ o projekciji platonskih teles na sfero najdemo v knjigi [6], str. 280-281.

ML

1B 13

b
.

f\l)\

Slika 7: Projekcija Johnsonovega telesa J1 na sfero in valj.

ZEMLJEVID ROTACIJSKIH ORBIT: Kot so se rotacijski simetrijski grafi izkazali za ko-
ristno vmesno stopnico pri »algebrai¢nem« doloc¢anju zrcalno-rotacijskih simetrijskih
grafov uniformnih poliedrov, tako se je t.i. »zemljevid rotacijskih orbit« — del povrsja
poliedra, ki vsebuje po en prapor iz vsake rotacijske orbite (in na katerem lahko oz-
nacimo rotacijske orbite lic, povezav in vozlis¢) — izkazal za koristno vmesno stopnico
pri »geometrijskem« doloc¢anju rotacijskih simetrijskih grafov Johnsonovih teles.

4Tej »detektivski« metodi, ki jo je iznasel pisatelj A. C. Doyle, bi lahko rekli tudi »metoda Sherlocka
Holmesa«!
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Slika 8: Graf praporov, zemljevid rotacijskih orbit s pol manj prapori (zaradi rotacije
reda 2) in Se pol manjsi zemljevid zrcalno-rotacijskih orbit telesa J81.

Odebeljeni ¢rti na Sliki 8 ustrezata severnemu in juznemu polu sfere, projicirane na
valj. Lice iz j-te orbite tipa ¢ je oznaceno i, kot npr. 54. Da simetrijski zemljevid
konveksnega poliedra vselej obstaja, je pokazano v Dodatku.

SPLOSNA METODA: Na podlagi izkuSenj, pridobljenih z dolofanjem simetrijskih
grafom uniformnih in Johnsonovih teles, za dolocanje simetrijskih grafov poljubnih kon-
veksnih poliedrov priporoc¢am naslednjo splosno metodo: Danemu poliedru P prired-
imo njegov graf praporov G(P), pois¢emo njegove orbite, te orbite predstavimo s
tockami, te tocke povezemo s povezavami pravih barv 0,1,2, in dobimo simetrijski graf
T(G) = T(G(P)) = T(P). Risanju grafa praporov se lahko izognemo, ¢e nam uspe
direktno konstruirati zemljevid rotacijskih orbit: z geometrijsko metodo (opazovanjem
3D-modelov in slik teles) najprej prepoznamo simetrije telesa, z algebrai¢no metodo pa
s pomocjo oglis¢nega vzorca véasih lahko dokazemo, da doloéenih simetrij telo nima;
nato doloé¢imo rotacijske orbite oglis¢, robov in lic telesa in konstruiramo zemljevid
rotacijskih orbit (projiciran na valj), iz katerega zlahka dobimo rotacijski simetrijski
graf Tr(P); Ce telo nima zrcalnih simetrij, je to tudi zrcalno-rotacijski simetrijski graf
T(P), v nasprotnem primeru pa T'(P) vsebuje le vsak drugi prapor iz Tr(P).
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2.2 Splosna struktura simetrijskih grafov poliedrov

Naslednji izrek je zelo koristen pri doloc¢itvi simetrijskih grafov poljubnega poliedra, saj
nam podaja nazorno predstavo o tem, kaksen je sploh lahko tak graf.

Izrek 5 (SPLOSNA ALGEBRAICNA STRUKTURA SIMETRIJSKIH GRAFOV POLIEDROV:)

i) Graf praporov G(P) poljubnega poliedra P lahko izrazimo bodisi kot unijo 1-2
ciklov praporov (okrog posameznih oglisc), med katerimi potekajo pari 0-povezav, bodisi
kot unijo 0-1 ciklov praporov (ki ustrezajo posameznim licem), med katerimi potekajo
pari 2-povezav.

it) Vsak od dvobarvnih ciklov grafa praporov se pri poljubni rotacijski simetriji poliedra
bodisi ohranja bodisi se skrci na manjst cikel.

iti) Rotacijski simetrijski graf Tr(P) lahko izrazimo bodisi kot unijo 1-2 ciklov rotaci-
jskih orbit praporov (po en tak cikel imamo za vsako rotacijsko orbito oglisc), med ka-
terimi potekajo pari 0-povezav, bodisi kot unijo 0-1 ciklov orbit praporov (po en tak cikel
imamo za vsako rotacijsko orbito lic), med katerimi potekajo pari 2-povezav.

iv) Ce polieder nima zrcalnih simetrij, je T(P) = Tr(P); ée pa jih ima, dobimo T(P)
iz Tr(P) tako, da nekatere dvojice ciklov tega grafa zlijemo v en sam cikel, od nekaterih

.....

|

Slika 9: G(P) kot unija 1-2 ciklov in kot unija 0-1 ciklov.

Dokaz. Trditev i) je preprosta posledica temeljne formule spsy = sa2s¢, ki pove,
da involuciji sy in s komutirata vzdolz vsake stranice. Trditev ii) sledi iz dejstva,
da znotraj vsakega cikla prapore lahko alternirajoce razdelimo na lihe in sode, in da
vsako zrcaljenje preslika eno mnozico v drugo, vsaka rotacija pa ti dve mnozici ohranja.
Trditev iii) sledi iz ii) in razmisleka, da vsak cikel praporov (okrog oglis¢a ali lica) lezi
v natan¢no doloceni rotacijski orbiti oglis¢ ali lic. Trditev iv) je prav tako o¢itna. [

1z te splosne algebraicne strukture dobimo konkretni simetrijski graf za dani polieder
tako, da upostevamo dodatne informacije o poliedru — npr. kaksne simetrije ima ali jih
nima. To, da dolocenih simetrij ne more imeti, lahko vcéasih sklepamo zZe na podlagi
oglisénih tipov okrog posameznih oglis¢ poliedra (tako na primer uniformni poliedri z
oglisénim tipom (p.q.q) ne morejo imeti rotacijske simetrije s polom v oglis¢u).
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Vemo Ze, da ima rotacijska fundamentalna domena F'DgrP poljubnega konveksnega
poliedra P (dolocena glede na njegovo grupo rotacijskih simetrij), projicirana na sfero,
obliko sfernega dvokotnika, trikotnika ali stirikotnika. Pri dolo¢itvi T'(P) (Se posebej,
¢e ima P veliko rotacijskih orbit oglis¢ in lic) je v veliko pomo¢ naslednji izrek.

Izrek 6 (SPLOéNA GEOMETRIJSKA STRUKTURA SIMETRIJSKIH GRAFOV KONVEKSNIH
POLIEDROV:) Za wvsako rotacijsko orbito praporov konveksnega poliedra P obstaja po
en predstavnik te orbite na FDRP. Znotraj te domene so wvsi cikli identicni tistim v
grafu praporov. Sosedi praporov na robu FDRP pa so doloceni s tem, kako se zaradi
delovanja grupe rotacijskih simetrij poliedra identificirajo pari delov robov FDgP.

Dokaz. Izrek sledi iz tega, kar ze vemo o COXETER-MOSER-jevi teoriji fundamen-
talnih domen in dejstva, da lahko vsak konveksen polieder iz njegovega baricentra
projiciramo na sfero, pri ¢emer se simetrije ohranjajo, ¢eprav se morda porusi prvotna
enakost med dolzinami stranic. V Dodatku (razdelek 5.3) bomo dokazali Se, da se
rotacijska fundamentalna domena zaradi delovanja grupe rotacijskih simetrij poliedra
dejansko zvije nazaj v sfero (kar tudi implicitno sledi Ze iz Coxeter-Moserjeve teorije).[]

Primer. Oglejmo si primer fundamentalne domene grupe [3,5]" na sferi (Slika 10).

......

in Se njegovega 0-soseda, 1-soseda ali 2-soseda (glede na lokalna zrcaljenja prek stranic

fundamentalnega prapora), torej lahko nastopa v treh oblikah: kot sferiéni trikotnik
O P = (v, e, f,0°), kot sfericni stirikotnik ® | ®' = (e, f, v, e!) ali kot sferi¢ni trikot-
nik ® | ®? =

Slika 10: Tri oblike fundamentalne domene grupe [3,5]" na dodekaedru.
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2.3 Orodja

Od gornje, splosne slike, se zdaj obrnimo h konkretnejsim orodjem, ki pomagajo pri
dolocitvi posameznih elementov te splosne sheme za dani polieder ali razred poliedrov.
Ker pri doloc¢itvi simetrijskih grafov poliedrov upostevamo le rotacije ter zrcaljenja,
lahko njihovo strukturo opiSemo natancneje.

Najprej razis¢imo odnos med »rotacijskimi« in »zrcalno-rotacijskimi« orbitami pra-
porov. Naj por pomeni Stevilo Tr-orbit praporov (dolo¢enih samo z rotacijami), po pa
stevilo T-orbit praporov (doloc¢enih z rotacijami in zrcaljenji) danega poliedra P.

Trditev 6 (ROTACIJSKE IN ZRCALNO-ROTACIJSKE ORBITE PRAPOROV POLIEDRA):
i) Ce polieder P nima zrcalnih simetrij, je Tr(P) = T(P) in por = po.
ii) Ce pa ima P kakrsnokoli zrcalno simetrijo Z, potem je por = 2po.

Dokaz. Trditev i) je trivialna, trditev ii) pa dokazemo takole: Vsaka simetrija E3,
ki ohranja polieder, je bodisi zrcaljenje bodisi rotacija, in kompozitum dveh rotacij
ali dveh zrcaljenj je rotacija. Torej za vsako zrcaljenje Z in vsak prapor ® velja:
Tr(®) # Tr(Z(®)) in T(Z(P)) = T(P), torej Z zlije po dve rotacijski orbiti praporov
v eno. Alternativni dokaz: za vseh 17 grup izometrij lahko preverimo neposredno v
tabeli 2, da imajo razsirjene grupe dvakrat vec¢ elementov kot ustrezne rotacijske. [J

Definicija 19 (ZRCALJENJA IN ROTACLIE:) Za vsak prapor ® = (v, e, f) leze¢ na licu
f poliedra P in za vsak i € {0,1,2} naj bo Se, : E3 — E3 2rcaljenje prek ravnine [Is,
ki je pravokotna na lice f in gre skozi skupen rob praporov ® in s;(®). Podobno naj
Ry o pomeni rotacijo za kot o okrog sredisca lica f.

Trditev 7 (ZRCALJENJA INDUCIRAJO POLPOVEZAVE V SIMETRIJSKEM GRAFU:) Naj
bo P polieder. Ce je S¢,(P) = P potem T(®) = T(s;(®)). V tem primeru obstajajo
polpovezave (ki predstavljajo zanke), oznacene z barvo i v simetrijskem grafu T'(G).

Dokaz. Ce je Sg,(P) = P, potem je Sp, avtomorfizem grafa praporov poliedra P, torej
prapora ® ter s;(®) = S;(P) pripadata isti orbiti. O

Definicija 20 (ENKRATNO LICE ALI EDINEC:) Lice f poliedra P se imenuje enkratno
lice (ali edinec) okrog danega oglisca v, ce je to edino lice tega tipa, incidentno z v.

Primer. V uniformnem poliedru (3.4.5.4) sta lici 3 in 5 enkratni (in to okrog vsakega
oglis¢a), medtem ko dve identi¢ni lici 4 to nista. Podobno je v uniformnem poliedru
(10.10.5/2) pentagramska zvezda 5/2 enkratno lice, medtem ko dva pravilna 10-kotnika
to nista.
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Trditev 8 (ORBITE PRAPOROV UNIFORMNEGA POLIEDRA 7Z ENKRATNIM LICEM:) Ce
ima uniformni polieder P zn lici okrog vsakega oglisca enkratno lice, potem ima simetrij-
ski graf T(P) bodisi n bodisi 2n vozlis¢ (ki ustrezajo T—orbitam praporov poliedra) in
velja bodisi po = n in pog = 2n bodisi po = 2n in por = 2n (ce polieder nima nobenih
zrealnih simetrij) ali por = 4n (ce polieder zrcalne simetrije ima,).

Dokaz. Uniformni poliedri so ogli§éno tranzitivni po definiciji. Ce je x enkratno lice
uniformnega poliedra P, potem z vsebuje samo prapore tipov X in X!. Ker vse orbite
vsebujejo isto Stevilo praporov, mora biti najmanj n orbit praporov v simetrijskem
grafu T'(P). In ker Stevilo orbit po deli 2n, mora biti bodisi po = n (¢e obstaja zrcalna
simetrija Sx1(P) = P) ali po = 2n (¢e takSne simetrije ni). V prvem primeru je
por = 2n, v drugem pa je (po Trditvi 6) por = 2n (e ne obstaja nobena zrcalna
simetrija) ali pa je (spet po Trditvi 6) por = 4n (¢e obstaja kaksna druga zrcalna
simetrija, razliéna od Sx1(P) =P). O

Trditev 9 (PRAVILO DOMIN:) Naj bo h poljubna preslikava grafa praporov, sestavl-
jena iz involucij sg, s1 in sz grafa praporov. Potem je T(X) = T(Y), e in samo ce
T(h(X))=T(h(Y)). Zato, ¢e h(X) in h(Y) leZita na licih razlicnih tipov, potem X in
Y ne moreta lezati v isti orbiti.

Dokaz. Ce dva prapora X in Y lezita v isti orbiti: T(X) = T(Y), potem to velja
tudi za njune istolezne sosede: T(X?) = T(Y?), T(X') = T(Y!), T(X?) = T(Y?).
Torej velja to tudi za sosede njihovih sosedov itd. [

Ime »pravilo domin« sem izbral zato, ker spominja na domine v vrsti, stojece ob
zrcalu: ée pade ena, padejo vse ostale, hkrati z vsako pa tudi njena zrcalna slika.

Korolar 1 (KDAJ CIKEL KOLAPSIRA V POT:) Ce sta dva sosedna prapora 1-2 cikla v
isti 1-orbiti, prapori tega cikla v simetrijskem grafu tvorijo neko 1-2 pot, ki ima na obeh

.....

. L 4,5
6 / \ 3 & 3 _\ 3,6
7 \ / 2 7 2 / 2,7
8 | 1,8

Slika 11: Levo: 1-2 cikel praporov; sredina: zrcaljenje s posledico 1° ~ 8; desno:

simetrijski graf ima obliko poti, kjer je 2 ~ 7, 3 =~ 6, 4 =~ 5.
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Definicija 21 (LIHO LICE:) Lice z lihim stevilom robov se imenugje liho lice. Analogno
definiramo sodo lice kot lice s sodim stevilom robov.

Trditev 10 (LIHO ENKRATNO LICE IN PARI 0-POVEZAV:) Ce uniformni polieder P
vsebuje liho enkratno lice x, potem sta vzdolZ vsakega roba tega lica x prapora tipov X
in X' in velja: X° = X1 in (T(X))? = T(X?'). V tem primeru lahko najdemo e eno
0-povezavo med orbitami: T(X?)? = T(X)2, kajti 0-2 cikli praporov imagjo dolzino 4.

Dokaz. Liho enkratno lice vsebuje samo dva tipa praporov: X in X!, ki morata
alternirati vzdolz robov. [J

Definicija 22 (POLOZAJNI VEKTOR:) Naj f(X) pomeni tip 3,4,5,5/2, 6,8, 8/3,10
itd. pravilnega poligonskega ali zvezdnega lica x, ki vsebuje prapor X. PoloZajni vektor
v(X) prapora X je definiran kot urejen par:

v(X) = (F(X), f(s2(X)).

Trditev 11 Poljubna dva prapora X in'Y , ki pripadata isti orbiti ali sta iz 0-sosednih
orbit, imata enaka poloZajna vektorja:

e T(X)=T(Y) ali ¢e T(X) = so(T(Y)), potem v(X) = v(Y).

Zato dva prapora z razlicnima poloZajnima vektorjema ne moreta leZati v isti orbiti,
pa tudi ne v dveh 0-sosednih orbitah.

Dokaz. Tudi to je neposredna posledica pravila domin. [J

2.3.1 Algoritem za doloéanje T'(P) in Tr(P)

V tem razdelku je predstavljen algoritem za dolo¢anje simetrijskih grafov T'(P) in Tr(P)
kateregakoli uniformnega poliedra P, zasnovan na orodjih iz prejsnjega razdelka.

Za dolocitev simetrijskih grafov T'(P) kateregakoli uniformnega poliedra P (pa tudi
vsakega uniformnega tlakovanja 7 ravnine) zados¢a izvesti naslednji splosni nacrt:

Algoritem 1 (SIMETRIJSKI GRAFI T(P) UNIFORMNIH TELES)
(1) Ostevilci 1-2 cikel praporov okrog danega vozliséa 1,2, ..., 2n.
(2) Identificiraj prapore tega cikla, leZece v isti orbiti.

(8) Poisci 0-povezave med orbitami.

Ta algoritem pove samo, kaj storiti, ne specificira pa, kako to storiti. Eden od moznih
nacinov je naslednji:
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(1) (NARISI OSNOVNI 1-2 CIKEL PRAPOROV KOT PRAVILNI 2n-KOTNIK) Narisi pravil-
ni 2n-kotnik, oSteviléi njegova oglisca 1,2,...,2n ter za vsak ¢ € {1,...,n} oznadi
povezave (2¢ — 1,2i) z barvo 1, povezave (2i,2i 4+ 1(mod 2n)) pa z barvo 2. Oznadci
oglisca tega osnovnega poligona P s tipi poligonskih (3,4,5,6,8,10) ali zvezdnih lic (5/2,
8/3 itd.), ki vsebujejo ustrezne prapore (namesto poligona lahko narisemo tudi krog z
2n tockami na enakih razdaljah vzdolz njegovega roba).

(2) (IDENTIFICIRAJ ORBITE PRAPOROV) Uporabi polozajne vektorje in podobna
orodja zato, da dobis spodnjo mejo m za Stevilo po orbit praporov, in uporabi simetrije
poliedra, da dobis zgornjo mejo M za po. Torej je m < po < M. Izpelji iz ogliSénega
tipa poliedra, katere simetrije so sploh mozne (potem pa preveri njihovo eksistenco s
poliedrsko mrezo ali 3D-modelom). Tako je npr. v primeru poliedrov z oglisénim tipom
(p.q.q) moZna najve¢ ena ogliséna zrcalna simetrija, v primeru poliedrov z ogli§¢nim
tipom (p.q.r) oglisénih simetrij ni, medtem ko imajo poliedri z oglis¢nim tipom (p.q.p.q)
zrcalno simetrijo in rotacijsko simetrijo z osjo, ki gre skozi oglisce poliedra.

(3) (POISCI ORIENTACIJE 1-2 CIKLOV IN NJIHOVE PRAPORE USTREZNO OSTEVILCI)
Ugotovi, kako morajo biti 1-2 cikli praporov 1,2,...,2n orientirani v vseh sosednih
oglis¢ih danega oglis¢a. Na primer, ¢e ima P liho enkratno lice p, potem obstaja al-
ternirajo¢i 0-1 cikel, ki vsebuje samo dva tipa praporov v p (ki pripadata najve¢ dvema
razlicnima orbitama). Poslediéno morajo imeti vsi 1-2 cikli praporov isto orientacijo, in
¢e zac¢nemo pri enkratnem licu, lahko prapore okrog vsakega oglis¢a le na en nacin oz-
nacimo s stevili 1,2, ...,2n. Zdaj lahko dolo¢imo, katere orbite so 0-sosedne enostavno
tako, da si ogledamo tisti del poliedrove mreze, ki vsebuje 1-2 cikle okrog poljubno
izbranega oglis¢a in okrog vseh njegovih sosedov. To deluje v primeru Sestih arhimed-
skih teles (3.6.6), (3.8.8), (3.10.10), (5.6.6), (3.4.4.4), (3.4.5.4), (3.3.3.3.5), pa tudi v
primeru enega od arhimedskih tlakovanj (3.12.12).

- - 4
v 5 3
<Ny ) . 1
- _.’/

Slika 12: Cikel praporov okrog oglis¢a in ustrezni osnovni 1-2 cikel.

Pri dolocitvi simetrijskih grafov Tr(P) kateregakoli uniformnega poliedra P moramo
biti previdnejsi. Kajti ¢e prepovemo zrcaljenja, potem dobimo npr. pri uniformnih
poliedrih z oglis¢nim tipom (p.q.r) dva razli¢na osnovna 1-2 cikla praporov: 1,2,3,4,5,6
in7,8,9,10, 11, 12 okrog dveh tipov oglis¢ (¢rnih in belih), in orbite praporov 1,2,3,4,5, 6
so razli¢ne od orbit praporov 7,8,9,10,11,12.
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Izrek 7 (TRI OBLIKE SIMETRIJSKIH GRAFOV UNIFORMNIH POLIEDROV:) Naj bo P
uniformni polieder z n lici okrog vsakega oglisca in naj bo po stevilo orbit — wvozlisc
simetrijskega grafa T(P). Potem po deli 2n, in T(P) ima eno od naslednjih treh oblik:

i) ima samo eno vozlisce

i1) njegova vozlisca tvorijo 1-2 cikel

i11) njegova vozliscéa tvorijo 1-2 pot ali 2-1 pot.

Dokaz. Naj bo P katerikoli uniformni polieder. Naj bosta X in Y dva prapora
osnovnega 1-2 cikla C praporov 1,2, 3, ..., 2n okrog izbranega ogliséa poliedra P. Ce sta,
X in Y v isti orbiti, potem obstaja izometrija evklidskega prostora E3, ki preslika X v
Y. Taizomorfizem tudi preslika osnovni 1-2 cikel C vase in ohranja sosednost praporov.
Toda to pomeni, da ohranja tudi sosednost oglis¢ v osnovnem poligonu P. Zato je lahko
algebraiéno predstavljen z neko rotacijo ali zrcaljenjem osnovnega poligona P. Tako je
lahko predstavljen z bijektivno transformacijo f : {1,2,...,2n} — {1,2,...,2n} oblike
i — i+a (mod 2n) (v primeru rotacije) ali i — —i+a (mod 2n) (v primeru zrcaljenja).
Ocitno je tudi, da rotacije ohranjajo mnozici liho in sodo ostevil¢enih praporov, medtem
ko zrcaljenja preslikajo liho osteviléene prapore v sode in obratno. Rotacije i — ¢ + a
(mod 2n) identificirajo oglisc¢a 4,7 + a,i + 2a, ... osnovnega poligona P in nam dajo
nov poligon z a = 2n/b oglisci (ki predstavljajo ekvivalenéne razrede praporov cikla C,
identificirane s to rotacijo). Zrcaljenja i — —i + a (mod 2n) identificirajo pare oglis¢
i in —i + a za vsak 4, in tako transformirajo cikel na robu poligona v pot. Tako imajo
vsi tisti uniformni poliedri, ki nimajo nobenih zrcaljenj, simetrijske grafe T'(P), katerih
orbite oblikujejo 1-2 cikel v obliki kroga (oziroma regularnega poligona), medtem ko
imajo vsi drugi poliedri simetrijske grafe T'(P), katerih orbite oblikujejo 1-2 pot ali
imajo eno samo orbito (regularni poliedri). OJ

2.4 Simetrijski grafi platonskih in arhimedskih teles

Klasifikacija platonskih in arhimedskih teles glede na njihove simetrijske grafe je zajeta
v naslednjem izreku (Kovic, [30]):

Izrek 8 Obstaja 11 razlicnih simetrijskih grafov T(P) in Tr(P), pripadajocih platon-
skim in arhimedskim telesom in ti grafi imajo 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10 ali 12 vozlis¢ (slika 13).
Ti simetrijski grafi, opisani s permutacijams orbit praporov a,b,c, ..., induciranimi z
involucijami s, s1, s2, so (tabela 3):
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Lgra | 50 51 5
1 id id id
2a (ab) (ab) (ab)
2 id id (ab)
3 id (a)(bc) (ab)(c)
4 id (a)(bc)(d) (ab)(cd)
4a (ab)(cd) (ab)(cd) (be)(da)
6 id (ab)(cd)(ef) (af)(bc)(de)
ba (ab)(cf)(de) (ab)(cd)(ef) (af)(bc)(de)
8 (ab)(ch)(dg)(ef) (ab)(cd)(ef)(gh) (ah)(bc)(de)(fg)
10 (ah)(bc)(dg)(ef) (i) (ab)(cd)(ef)(gh)(ij) (aj)(be)(de)(fg)(hi)
12 || (ag)(bh)(ci)(dj)(ek)(fl) | (ab)(cd)(ef)(gh)(ij)(Kl) | (af)(bc)(de)(hi)(jk)(lg)

Simetrijski grafi platonskih in arhimedskih teles definirajo Sest ekvivalencnih razredov

Tabela 3: Simetrijski grafi, opisani s permutacijami orbit praporov.

teh teles, ki so odvisni le od njihovega oglisénega tipa (tabela 4):

’ razred H platonsko ali arhimedsko telo P ‘ ogliséni tip ‘ T(P) ‘ Tr(P) ‘

L tetraeder (3.3.3) 1 2a
L oktaeder (3.3.8.3) 1 2a
L kocka (4.4-4) 1 2a
L ikozaeder (8.3.3.3.3) 1 2a
L dodekaeder (5.5.5) 1 2a
1I. kuboktaeder (3.4.8.4) 2 4a
II. ikozidodekaeder (3.5.8.5) 2 4a
III. prisekani tetraeder (3.6.6) 3 ba
II1. prisekana kocka (3.8.8) 3 6a
II1. prisekani oktaeder (4.6.6) 3 6a
III. prisekani dodekaeder (8.10.10) 3 ba
III. prisekani ikozaeder (5.6.6) 3 6a
1V. rombikuboktaeder (8.4.4.4) 4 8
1V. rombikozidodekaeder (3.4.5.4) 4 8
V. prisekani kuboktaeder (4.6.8) 6 12
V. prisekani ikozidodekaeder (4.6.10) 6 12
VI snub kocka (3.3.3.3.4) | 10 10
VI snub dodekaeder (3.3.3.3.5) | 10 10

Tabela 4: Ekvivalencni razredi platonskih in arhimedskih teles.



28 2 SIMETRIJSKI GRAFI POLIEDROV 7Z REGULARNIMI LICI

1 2a 2 3

Slika 13: Simetrijski grafi platonskih in arhimedskih teles.

razred P ogliscni tip P T(P) | Tr(P)
I. Regularna (platonska) (™) 1 2a
1I. Kvazi-reqularna (p.q.p-q) 2 4a
III. Prisekana regularna (p-q-.q) 3 6a
1V. Verzi-kvazi reqularna (p.q.r.q) in (p.q.q.q) 4 8
V. Prisekana kvazi-regularna (p-q.r) 6 12
VI. Snub kvazi-regularna (p-p-p-p-q) 10 10

Tabela 5: Klasifikacija platonskih in arhimedskih teles
glede na njihove simetrijske grafe.

Na podlagi tega rezultata sem oblikoval naslednjo hipotezo:
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Hipoteza 1 (SIMETRIJSKI GRAFI UNIFORMNIH POLIEDROV SO ODVISNI LE OD NJI-
HOVEGA OGLISCNEGA TIPA:) Uniformni poliedri z istim oglisénim tipom imajo isti
simetrijski graf T(P) in isti simetrijski graf Tr(P).

Videli bomo, da se je ta hipoteza izkazala za resni¢no.

Simetrijske grafe platonskih in arhimedskih teles sem najprej dolocil z uporabo ge-
ometrijske metode in neposrednim opazovanjem simetrij za vsako telo posebej. Ugo-
tovitve, dobljene na ta nacin, sem sele kasneje, ko sem v rezultatih zacel prepoznavati
odvisnost simetrijskega grafa zgolj od ogliS¢nega tipa poliedra, znal strniti in dokazati
za vse poliedre posameznih razredov hkrati [32]. Izkazalo se je, da se da simetrijska
grafa T'(P) in Tr(P) vseh uniformnih poliedrov dolo¢iti neposredno iz oglisénega tipa
poliedra P, ne z geometrijsko metodo (risanjem plascéev poliedrov za vsak polieder pose-
bej), ampak z algebrai¢no metodo (logi¢nim sklepanjem, enakim za vse poliedre z istim
oglisénim vzorcem, pa tudi z upostevanjem znanega seznama 75 uniformnih poliedrov,
opisanih z njihovim oglis¢nim vzorcem).

Po zgledu dokaza Izreka 8 (podanega v [30]), ki bolj kot na dolo¢anju simetrij
posameznih teles temelji na sklepanju, sem izdelal analogen »algebraic¢en« dokaz klasi-
fikacijskega izreka za vse uniformne poliedre (Izrek 9) v razdelku 2.6).

2.5 Nekaj opazanj o simetrijah platonskih in arhimedskih teles

S pomocjo 3D-modelov in poliedrskih mrez ali pa s programom Great Stella zlahka
ugotovimo, da imajo platonska in arhimedska telesa naslednje simetrije:

Lema 1 i) Vsa platonska in arhimedska telesa, z izjemo snub kocke (3.3.5.3.4) in snub
dodekaedra (3.3.8.3.5), ki nimata nobenih zrcalnih simetrij, imajo zrcalno simetrijo
Ze ¢, ki preslika prapor ® = (v, e, f) poljubno izbranega lica f (prek zrcalne ravnine, ki
gre skozi simetralo stranice e, incidentne licu f) v prapor ®° = (v, e, f) (Slika 14).

i1) Vseh pet arhimedskih teles z oglisénim vzorcem (p.q.r) ima po dve rotacijski orbiti
oglisc; vsa ostala platonska in arhimedska telesa imagjo po eno rotacijsko orbito oglisc.

iti) Vsa platonska telesa imajo v poljubnem licu f ogli§éno rotacijo R,, ki preslika
prapor ® = (v, e, f) v prapor ®'2, dve arhimedski telesi z oglisénim tipom (p.q.p.q) pa
imata ogliséno rotacijo R, ki preslika prapor ® v ®'2'2. Druga telesa nimajo oglisénih
rotacij (razen potenc rotacije RI, kjer je n Stevilo robov, ki se sekajo v ogliséu v ).

iv) Snub kocka (3.3.3.3.4) in snub dodekaeder (3.3.3.3.5) nimata nobene zrcalne
simetrije, torej je zanju Tr(P) = T(P); ker imata po pet oglisc, je to graf z enim
samim 1-2 ciklom iz 10 vozlis¢, 0-povezave med njimi pa lahko dolo¢imo s pomocjo
ustreznih baricentricno razdeljenih poliedrskih mreZ teh dveh teles (mreZa snub kocke je
prikazana na sliki 6).
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Slika 14: Oznake za mozne rotacije in zrcaljenja danega prapora ®.

Na podlagi opazanj i), ii) in iii) lahko dolo¢imo tudi simetrijske grafe vseh drugih
platonskih in arhimedskih teles. Tako ima pet arhimedskih teles z oglis¢nim tipom
(p.g.r) v Tr(P) dva 1-2 cikla dolzine 6, med katerima poteka Sest 0-povezav. Zr-
calna simetrija Z, ¢, ki identificira ta dva cikla, spremeni te O-povezave iz Tr(P) v 0-
polpovezave v T'(P). Vsa ostala telesa pa imajo T'(P) v obliki 1-2 poti, vse 0-povezave
pa so polpovezave. Ustrezni grafi Tr(P) imajo obliko 1-2 ciklov z dvakrat ve¢ oglis¢i.

Iz tabele 5 vidimo, da so predstavniki dobljenih ekvivalen¢nih razredov med seboj
povezani z naslednjimi znanimi operacijami na poliedrih (te operacije so definirane npr.
v [4]): trunkacija T'r (prisekanje), medial Me, snub Sn ter dual Du, in sicer takole:
vsi poliedri iz IIT so dobljeni kot Tr poliedrov iz I, oba poliedra iz II sta dobljena
kot Me dveh teles iz I, oba poliedra iz VI sta dobljena kot Tr poliedrov iz II, vsi
poliedri iz IV so dobljeni kot Me poliedrov iz II . Zdaj lahko primerjamo naso klasi-
fikacijo na osnovi simetrijskih grafov z JOHNSON-ovo klasifikacijo uniformnih poliedrov
na osnovi ogliséne konfiguracije lic ([26], 2000). Ker nasa klasifikacija arhimedskih in
platonskih poliedrov sovpada z njegovo, uporabljamo njegova imena (regularni, kvazi-
regularni, prisekani regularni, verzi kvazi-regularni, prisekani kvazi-regularni in snub
kvazi-regu-larni poliedri) za nasih Sest razli¢nih razredov arhimedskih in platonskih
teles. Nasa klasifikacija — ¢e jo razsirimo na druge uniformne poliedre — je finejsa
kot Johnsonova, saj sta v njegovem razredu snub kvazi-regularnih poliedrov poliedra
(3.3.3.3.4) in (3.5/3.3.5/2.3.3) s 5 in 6 lici okrog vsakega oglisca, katerih simetrijski
grafi ne morejo imeti istega Stevila orbit.

ODPRT PROBLEM O TRANSFORMACIJAH SIMETRIJSKIH GRAFOV: Gornja opazanja
govorijo v prid smiselnosti vprasanja: »Kako se spremeni simetrijski graf poliedra z
znano grupo simetrij, ce na njem uporabimo eno od transformacij Tr, Me, Sn«?

Morda je klju¢ do odgovora CONwWAY-eva poliedrska notacija [4], ki opiSe, kako iz
danega poliedra s preprostimi transformacijami dobimo poliedre z isto grupo simetrij.
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2.6 Simetrijski grafi uniformnih poliedrov

V tem razdelku je predstavljena klasifikacija uniformnih poliedrov glede na njihove
simetrijske grafe T'(P) in Tr(P). Za simetrijske grafe T'(P) sem ze v Izreku 7 pokazal,
da imajo le tri mozne oblike (graf z enim vozliséem, pot ali cikel), prav tako sem ome-
nil, da imajo nekateri uniformni poliedri dva osnovna 1-2 cikla. Zdaj lahko to splosno

shemo konkretiziramo oziroma dopolnimo z detajli.

Slika 15 prikazuje vseh 16 simetrijskih grafov 75 uniformnih poliedrov. Nekateri od
teh grafov so dobro znani [38]. Notacijo zanje sem izbral tako, da:

i) kaze Stevilo njihovih oglisé,

ii) razlikuje med neizomorfnimi grafi z istim stevilom oglis¢ in razli¢nimi 0-povezavami,

iii) poudarja dejstvo, da ima simetrijski graf 6+6 dva 1-2 cikla;

iv) poudarja podobnost med simetrijskimi grafi razliénih razredov (primerjaj struk-
turo simetrijskih grafov s érkami a), b) in c), ki sledijo Stevilkam).
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Slika 15: Simetrijski grafi T'(P) in Tr(P) uniformnih poliedrov.

Izrek 9 Obstaja 16 razlicnih simetrijskih grafov T(P) in Tr(P) pripadajocih 75 uni-
formnim poliedrom in ti simetrijski grafi imajo 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12 ali 16 vozlis¢ (ki
predstavljajo orbite praporov v grafu praporov G(P).

Te simetrijske grafe lahko opisemo s permutacijami orbit a,b,c, ..., induciranimi z
involucijami sg, s1, S2, takole (tabela 6):
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’ graf H 50 S1 52
1 id id id
2a (ab) (ab) (ab)
2 id id (ab)
3 id (a)(bc) (ab)(c)
4 id (a)(bc)(d) (ab)(cd)
4a (ad)(bc) (ad)(bc) (ab)(cd)
4b id (ab)(cd) (ad)(bc)
6a (af)(be)(cd) (af)(bc)(de) (ab)(cd)(ef)
6b id (ab)(cd)(ef) (af)(bc)(de)
bc (a)(b)(cf)(de) (a)(bc)(de)(f) (ab)(cd)(ef)
8a (ah)(bg)(cf)(de) (ab)(cd)(ef)(gh) (ah)(bc)(de)(fg)
8d (ae)(bf)(cg)(dh) (ab)(cd)(ef)(gh) (ah)(bc)(de)(fg)
10a | (ab)(cj)(dg)(ef)(ih) (ab)(cd)(ef)(gh) () (aj)(be)(de)(fg)(hi)
12a || (al)(bk)(cf)(de)(gj)(hi) | (al)(bc)(de)(fg)(hi)(jk) | (ab)(cd)(ef)(gh)(ij) (k1)
6+6 (aA)(bB)(cC) (ab)(cd)(ef) (af)(bc)(de)
(dD)(eE)(fF) (AB)(CD)(EF) (AF)(BC)(DE)
16a (ap)(bo)(cf)(de) (ap)(be)(de)(fy) (ab)(cd)(ef)(gh)
(93) (hi) (kn)(Im) (hi) (k) (tm)) (no) (i) (kl) (mn,) (op)

Tabela 6: Simetrijski grafi uniformnih poliedrov,

opisani z involucijami sg, S1 in So.

Simetrijski grafi T(P) in Tr(P) uniformnih poliedrov P so odvisni samo od oglis§énega
tipa poliedrov in definirajo naslednjih 10 razredov uniformnih poliedrov (tabela 7):
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razred P T(P) | Tr(P)

ogliscni tip P

1. Regularni 1 2a

(p-p-p), (p-p-p-p), (D-p-p-p-p) (P-P-P-P-P)/2

1I. Kvazi-regularni 2 4a

(p-a.r-9), (p-q-p*.q), (p-q.p-q.p-q)

III. Prisekani regularni 3 ba
(p-a-9)
1V. Verzi-kvazi regularni 4 8

(p-q-r.9),(p-q-9-9)

V. Semi-kvazi regularni 4b 8
(p.a.p*.q%)
VI. Prisekani kvazi-reqularni 6b 6+ 6
(p-q.r)

VII. U75 Veliki dirombikozidodekaeder 8a 16a

(p-q.r.q.p*.q.r*.q)

VIII. Snub kvazi-regularni z n =5 lici 10a 10a

(p-9-9.9-9),(r-9-9.9.9)/2, (p-q.7.9.9)

IX. Snub kvazi-reqularni zn = 6 lici bc 12a

in zrcalno simetrijo

(r-9-9-9-9-9),(p-9-9-9-9-9) /2

X. Snub kvazi-reqularni zn = 6 lici 12a 12a

in brez zrcalne simetrije

(p-q.r.q.9.9), (p-q-p*.q.9.9)

Tabela 7: Ekvivalencni razredi uniformnih poliedrov
glede na njihove simetrijske grafe.

Lica p*, ¢*, so istega tipa kot lica p, ¢, vendar nasprotno orientirana. Imena nekaterih
od teh razredov so ista kot v JOHNSON-ovi klasifikaciji uniformnih poliedrov glede na

njihovo oglis¢no konfiguracijo ([26]).
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Slika 16: Klasifikacija uniformnih poliedrov.
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2.6.1 Nekaj opazanj o simetrijah uniformnih poliedrov

Preden dokazem Izrek 8, naj strnem svoja opazanja o simetrijah 75 uniformnih poliedrov
(pridobljena s pomocjo njihovih slik, 3D-modelov ali poliedrskih mrez) v obliki leme:

Lema 2 (SIMETRIJE UNIFORMNIH POLIEDROV:)

i) Mnogi uniformni poliedri imajo zrcalno simetrijo Sp,, ki identificira prapora P in
P v licu p. Tako je v primeru razredov I, II, III, IV, IX.

ii) Ce ima polieder zrcalne simetrije Sx—, v vseh svojih licih x, potem so vse 0-
povezave v simetrijskem grafu T(P) polpovezave. Tako je v primeru razredov I, II, 111,
1V, V and VI

iti) Poliedri iz razredov V in VII imajo zrcalno simetrijo, ki identificira pare nasprot-
nih praporov i and i +mn v osnovnem 1-2 ciklu (ki vsebuje 2n vozlisc).

iv) Poliedri iz razredov VIII in X nimajo nobenih zrcalnih simetrij.

Pri obravnavi posameznih simetrij poliedra P bomo uporabljali naslednje izraze in
oznake za najpogostejSe simetrije poliedrov (uporabni so tudi za tlakovanja ravnine):

Definicija 23 (ZRCALNE IN ROTACIJSKE SIMETRIJE POLIEDROV:)

Zrcalna vozliséno-licna simetrija je zrcaljenje, ki identificira prapora s skupnim ogliscem
v, lezeca na licu f. Oznacimo jo takole: Refl(v, f).

Zrcalna strani¢no-licna simetrija je zrcaljenje, ki identificira prapora s skupno stran-
ico e, lezeca na licu f. Oznacimo jo takole: Refl(e, f).

Zrcalna vozliséno-strani¢na simetrija je zrcaljenje, ki identificira prapora s skupnim
ogliséem v, in skupno stranico e. Oznacimo jo takole: Refl(v,e).

Naravna rotacijska simetrija v licu f je rotacija okrog sredisca tega lica za kot 27 /n,
kjer je n stevilo stranic lica. Oznacimo jo takole: Rot(f).

Naravna rotacijska simetrija v vozliséu v je rotacija okrog tega vozliséa za kot 27 /n,
kjer je n stevilo lic okrog vozliséa v. Oznacimo jo takole: Rot(v).

Naravna rotacijska simetrija v stranici e je rotacija okrog sredisca te stranice za kot
. Oznacimo jo takole: Rot(v).

Pri dolocitvi simetrijskih grafov posameznih razredov uniformnih poliedrov lahko
uporabljamo dva diametralno nasprotna pristopa:

MAKSIMALNO UPOSTEVANJE SIMETRIJ: Tu iS¢emo kar se da hitro pot do dolocitve
simetrijskega grafa — izbiramo tiste simetrije, ki kar najhitreje vodijo do cilja.

MINIMALNO UPOSTEVANJE SIMETRILJ: Tu skuSamo ¢im ve¢ dognati s sklepanjem in
se kolikor mogoce malo sklicevati na simetrije poliedra.

V dokazu Izreka 9 za vsak polieder navajam njegovo Stevilko v uniformni notaciji
Uzy in WENNINGER-jevo ([50]) notacijsko stevilko Wzy.
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2.7 Dokaz Izreka 9

Obravnavali bomo naslednjih deset razredov poliedrov:
Razred I (REGULARNI POLIEDRI) vsebuje N = 9 poliedrov z oglisénimi tipi (p.p.p),
(p.p-p-p), (p.p.p.p.p) in (p.p.p.p.p)/2, in sicer:
pet platonskih teles (podrazred I.a)

U01 W01 Tetraeder (3.3.3)

U05 W02 Oktaeder (3.3.3.3)

U06 W06 Kocka (4.4.4)

U22 W04 ITkozaeder (3.3.3.3.3)

U23 W05 Dodekaeder (5.5.5)
in Stiri Kepler-Poinsotove poliedre (podrazred 1.b)

U34 W20 Mali ozvezdeni dodekaeder (5/2.5/2.5/2.5/2.5/2)

U35 W21 Veliki dodekaeder (5.5.5.5.5)/2

U52 W22 Veliki ozvezdeni dodekaeder (5/2.5/2.5/2)

Ub3 W41 Veliki ikozaeder (3.3.3.3.3)/2.

ROTACIJSKE SIMETRIJE: Vsi poliedri razreda I imajo naravne rotacijske simetrije
Rot(v,2m/n), Rot(e,27/2) in Rot(f,2m/f) v vsakem oglis¢u v, robu e in licu f.

ZRCALNE SIMETRIJE: Imajo tudi oglis¢no-li¢na zrcaljenja Refl(v, p), ki identificirajo
prapora 1 in 2n, ter zrcalne simetrije prek vsake stranice vsakega prapora.

T-ORBITE PRAPOROV: Pri vsakem od teh teles zrcaljenja prek vseh stranic vseh
praporov preslikajo vsak prapor v vsak drug prapor, torej je po = 1.

T-ORBITE OGLISC, ROBOV IN LIC: Simetrijski graf 7(P) ima eno samo vozlisée s
polpovezavami 0, 1 in 2, torej je vo = eo = fo = 1.

Tr-ORBITE PRAPOROV: Naravne rotacije okrog sredisca vsakega lica in oglisca za
kot 27 /p zagotavljajo, da sta samo dve Tr-orbiti praporov: por = 2.

SIMETRIJSKI GRAF TR(P): Torej ima Tr(P) dve vozliséi, povezani s povezavami 0,
1 in 2, saj v Tr(P) ni polpovezav. Posledi¢no je vog = eog = for = 1.

ALTERNATIVEN RAZMISLEK: Oglis¢na zrcalna simetrija Refl(v,p) (po Trditvi 6)
implicira vogr = 1, torej vozliséa Tr(P) pripadajo le orbitam praporov 1,2,...,2n
okrog poljubno izbranega oglis¢a u. Naravne ogliséne rotacije Rot(v,27/n) implici-
rajol ~3--- ~2n—1in 2 ~ 4 ~ --- ~ 2n, in ker v Tr(P) ni polpovezav, je
19 = 1! = 12 ~ 2. Zrcalna simetrija Refl(v,p) zlije Tg-orbiti praporov 1 in 2 v eno
samo T-orbito s tremi polpovezavami.

Razred II (KVAZI-REGULARNI POLIEDRI) sestoji iz N = 16 poliedrov z ogliS¢nim
tipom (p.q.p.q) (p-¢-p*-q), (p-¢-p-¢-p-q) ali (p.q.p.q.p.q)/2, in sicer:
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telesa z n = 4 lici okrog vsakega oglis¢a (podrazred II.a)

U07 W11 Kuboktaeder (3.4.3.4)

U24 W12 Ikozidodekaeder (3.5.3.5)

U36 W73 Dodekadodekaeder (5/2.5.5/2.5)

Ub4 W94 Veliki ikozidodekaeder (5/2.3.5/2.3)

U03 W68 Oktahemioktaeder (3.6.3/2.6)

U04 W67 Tetrahemiheksaeder (3.4.3/2.4)

U15 W78 Kubohemioktaeder (4.6.4/3.6)

U49 W89 Mali ikozihemidodekaeder (3.10.3/2.10)

U51 W91 Mali dodekahemidodekaeder (5.10.5/4.10)

U62 W100 Mali dodekahemikozaeder (5/2.6.5/3.6)

U65 W102 Veliki dodekahemikozaeder (5.6.5/4.6)

U71 W106 Veliki ikozihemidodekaeder (3.10/3.3/2.10/3)
telesa z n = 6 lici okrog vsakega oglis¢a (podrazred II.b)

U70 W107 Veliki dodekahemidodekaeder (5/2.10/3.5/3.10/3)

U30 W70 Mali ditrigonalni ikozidodekaeder (5/2.3.5/2.3.5/2.3)

U41 W80 Ditrigonalni dodekadodekaeder (5/3.5.5/3.5.5/3.5)

U47 W8T Veliki ditrigonalni ikozidodekaeder (5.3.5.3.5.3)/2.

OSNOVNI 2-1 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u so prapori 1,2,...,8; par
2i — 1, 2i = (2i — 1) je ob robu e;, par 2i, 2i + 1(mod 8) = (2i)! pa v licu f;.

ROTACIJSKE SIMETRIJE: Vsi ti poliedri P imajo naravne rotacije Rot(f,2w/f) v
vsakem licu f in rotacije Rot(v,27/2) v vsakem oglis¢u v.

ZRCALNE SIMETRIJE: Imajo tudi zrcalne simetrije Refl(v, f) in Refl(e, f) v vsakem
oglis¢u v in v vsaki stranici e vsakega lica f.

vog = 1: Zaradi zrcalne simetrije Refl(v, f) (po Trditvi 6) ogliséno tranzitivnost P
zagotavljajo ze rotacije. Torej so v Tr(P) le orbite praporov 1,2,...,8.

por = 4: Ogliséna rotacija za kot 27 /2 implicira Tr(i) = Tgr(i + 4)(mod 2n).
Rotacijske orbite a, b, ¢, d, pripadajo praporom 8 ~ 4,1 ~ 5,2~ 6,3 ~ 7.

POVEZAVE V Tg(P): a! = b,b* = ¢c,c! =d,d*> = ain a® = b, = d, ker v Tr(P)
nikoli ni polpovezav in ker 0-sosedna prapora vselej pripadata istemu licu.

PREHOD OD Tr(P) K T'(P): Zrcaljenje Refl(v, p) zlije Tr-orbiti a in b v eno T-orbito
T(1), zrcaljenje Refl(v,q) pa zlije cin d v T'(2),in 1° = 11 = 12 =~ 2.

ALTERNATIVEN KOMBINATORICNI RAZMISLEK: Ker obstajajo naravne rotacijske
simetrije v vsakem licu, je eor = 1, od koder sledi, da je por < 4, saj vsak prapor lezi
vzdolz neke povezave e (tu smo upostevali vog = 1, kar po Trditvi 6 sledi iz obstoja
ogliséne zrcalne simetrije)! Zaradi oglis¢nega zrcaljenja Refl(v,p) je por = 2-po = 4, in
ker je 2 < po, pride v postev samo po = 2 in por = 2-po = 4, torej je po(p) = po(q) = 1.

Zaradi rotacijskih simetrij za kot 27/(n/2) v vsakem oglis¢u so vsa lica p v isti
rotacijski orbiti (in posledi¢no vsebujejo le prapore 1 in 2), vsa lica ¢ pa v drugi rotacijski
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orbiti (in posledi¢no vsebujejo le prapore 3 in 4). Obstoj naravnih rotacijskih simetrij
v vseh licih p in ¢ je vsaj v primeru, ko sta obe lici p in ¢ lihi, zagotovljen avtomati¢no!
Denimo namre¢, da je p liho lice. Ker ze vemo, da sta v njem le prapora 1 in 2, morata
ta dva prapora alternirati. Analogno sklepamo v primeru lihih lic ¢. To pomeni, da
lahko za vse poliedre razreda III, pri katerih sta obe lici p in ¢ lihi (in takih poliedrov
je Sest) dolo¢imo njihov rotacijski simetrijski graf Tr(P) Ze iz dejstva, da imajo vsi ti
poliedri rotacijsko simetrijo za kot 27 /(n/2) v vsakem oglis¢u!

Razred III (PRISEKANI REGULARNI POLIEDRI) sestoji iz N = 10 poliedrov z oglis¢nim
tipom (p.q.q):

U02 W6 Prisekani tetraeder (3.6.6)

U08 W7 Prisekani oktaeder (4.6.6)

U09 W8 Prisekana kocka (3.8.8)

U25 W9 Prisekani ikozaeder (5.6.6)

U26 W10 Prisekani dodekaeder (3.10.10)

U19 W92 Ozvezdeni prisekani heksaeder (3.8/3.8/3)

U37 W75 Veliki prisekani dodekaeder (5/2.10.10)

U55 W95 Veliki prisekani ikozaeder (5/2.6.6)

Ub8 W97 Mali ozvezdeni prisekani dodekaeder (5.10/3.10/3)

U66 W104 Veliki ozvezdeni prisekani dodekaeder (3.10/3.10/3).

ROTACIJSKE SIMETRIJE: Vsi ti poliedri imajo naravne rotacije v licih p in v skupnih
stranicah po dveh sosednih lic ¢, nimajo pa ogliS¢ne rotacijske simetrije.

ZRCALNE SIMETRIJE: Imajo tudi oglis¢ne zrcalne simetrije Refl(v,p) v licih p in
zrcalne simetrije Refl(e, f) prek simetrale vsake stranice e vsakega lica f.

OSNOVNI 2-1 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u je Sest praporov: 12 =
2,21 =3,32 =4,4' =552 =6,6! =1 (prapora 6 in 1 lezita v licu p).

POLOZAJNI VEKTORJL: v(6) = v(1) = (p,q), v(2) = v(5) = (¢,p), v(3) = v(4) =
(q,q), zato obstajajo najmanj tri orbite praporov: po > 3 in por > 3.

VOZLISCA Tgr(P): Ker obstaja ogliséno zrcaljenje, je (po Trditvi 6) vog = 1, in ker
ni ogliséne rotacije, vozliséa Tr(P) ustrezajo orbitam praporov 1,2,...,6.

2-1 CIKEL V Tg(P): Torej obstaja 2-1 cikel $estih Tgr-orbit: 12 ~ 2,2! ~ 3,32 ~
4,4 ~ 5,52 ~ 6,6" ~ 1.

0-POVEZAVE V Tgr(P): Ker v Tr(P) nikoli ni polpovezav in ker imata 0-sosedna
prapora isti polozajni vektor, mora biti 1° ~ 6, 2° ~ 3 in 4° ~ 5.

T-0ORBITE: Ker zrcalna simetrija Refl(v,p) identificira pare praporov: 1~ 6,2~ 5
in 3 =~ 4, obstajajo tri T-orbite praporov.

POVEZAVE VvV T(P): Iz T(1) = Tr(1)UTr(6), T(2) = Tr(2)UTr(5) in T(3) =
Tr(3)UTr(4) sledi 1°~ 1,20~ 2,3~ 3,11 = 1,12 =~ 2,2! ~ 3,32 ~ 3.
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ALTERNATIVEN RAZMISLEK: Tgr(P) lahko dolo¢imo Ze samo z upostevanjem rotacij,
in sicer takole: Zaradi naravne rotacije okoli sredis¢a skupne stranice dveh sosednih lic
q je vor =1 in por < 6. Potem sklepamo dalje kot prej.

Razred IV (VERZI KVAZI-REGULARNI POLIEDRI) sestoji iz N = 14 poliedrov;
dvanajst od njih (podrazred IV.a) ima ogliséni tip (p.q.r.q):

U13 W69 Mali kubikuboktaeder (3/2.8.4.8)

U14 W77 Veliki kubikuboktaeder (3.8/3.4.8/3)

U27 W14 Rombikozidodekaeder (3.4.5.4)

U31 W71 Mali ikozikozidodekaeder (5/2.6.3.6)

U33 W72 Mali dodekikozidodekaeder (5.10.3/2.10)

U38 W76 Rombidodekadodekaeder (5/2.4.5.4)

U42 W81 Veliki ditrigonalni dodekikozidodekaeder (5.10/3.3.10/3)

U43 W82 Mali ditrigonalni dodekikozidodekaeder (5/3.10.3.10)

U44 W83 Ikozidodekadodekaeder (5.6.5/3.6)

U48 W88 Veliki ikozikozidodekaeder (5.6.3/2.6)

U61 W99 Veliki dodekikozidodekaeder (3.10/3.5/2.10/3)

U67 W105 Veliki rombikozidodekaeder (3.4.5/3.4)
in dva od njih (podrazred IV.b) imata ogliséni tip (p.q.q.q):

U10 W13 Rombikuboktaeder (3.4.4.4)

U17 W85 Veliki rombikuboktaeder (3/2.4.4.4).

LIHA IN ENKRATNA LICA: Vsi ti poliedri imajo enkratno liho lice p. Vseh dvanajst
poliedrov iz razreda IV.a ima Se eno (ne nujno liho) enkratno lice 7.

OGLISCNE SIMETRIJE: Vsi ti poliedri imajo zrcalne simetrije Refl(v,p) v vseh
oglis¢ih vseh lic p. Oglis¢nih rotacijskih simetrij pa nimajo.

OSNOVNI 2-1 CIKEL: Okrog poljubno izbranega ogliséa u so prapori: 12 = 2,2! =
3,32 =4,4' =5,52=6,6' = 7,72 = 8,8! =1 (prapora 8 in 1 sta v licu p).

vOzZLISCA Tgr(P): Ker obstaja ogliséno zrcaljenje, je vogp = 1, in ker ni oglis¢ne
rotacije, vozlis¢a Tr(P) ustrezajo orbitam praporov 1,2,...,8.

2-1 cIKEL Vv Tg(P): Orbite praporov 1,2,3,4,5,6,7,8 tvorijo edini 1-2 cikel v
Tr(P): 12~ 220~ 332~ 4,41 ~ 552~ 6,61 ~ 7,77~ 8,8 ~ 1.

PRAPORA V LICIH f; = p IN f3: Enkratno lice p vsebuje le prapora 8 in 1, in ker
lice f3 ni sosedno p (tako kot sta to fo in f3), lahko vsebuje le prapora 4 in 5.

0-POVEZAVE V Tg(P): Ker v Tg(P) ni polpovezav, je 1° ~ 8 in 4° ~ 5, in posledi¢no
20 ~ (120 ~ (192 ~ 82 ~ 71in 3° ~ (42)0 ~ (49)2 ~ 52 ~ 6.

T(P): Zrcalna simetrija Refl(v,p) zlije po dve Tg-orbiti v eno T-orbito: 1 ~ 8,
2~ T7,3~6,4~5. Torejje1%~1,20~2,3°~3,40~4,12~1in4' ~ 4.
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Razred V (SEMI KVAZI-REGULARNI POLIEDRI) sestoji iz N = 7 poliedrov z oglis¢nim
tipom (p.q.p*.q*):

U18 W86 Mali rombiheksaeder (8.4.8/7.4/3)

U21 W103 Veliki rombiheksaeder (8/3.4.8/5.4/3)

U39 W74 Mali rombidodekaeder (10.4.10/9.4/3)

U50 W90 Mali dodekikozaeder (10.6.10/9.6/5)

U56 W96 Rombikozaeder (6.4.6/5.4/3)

U63 W101 Veliki dodekikozaeder (10/3.6.10/7.6/5)

U73 W109 Veliki rombidodekaeder (10/3.4.10/7.4/3)

SODOST VSEH LIC: Pregled seznama poliedrov tega razreda pokaze, da so vsa njihova
lica soda in imajo 4, 6,8 ali 10 oglisc.

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u poliedra P obstaja osnovni
1-2 cikel praporov 1,2,3,4,5,6,7,8.

OGLISCNE ROTACIJSKE SIMETRIJE: Oglis¢nih rotacijskih simetrij ni (o Cemer se
prepri¢amo npr. s pomocjo programa Great Stella), torej je pogr > 8.

OGLISCNE ZRCALNE SIMETRIJE: Obstaja oglis¢no zrcaljenje Z, ki pa ne ohranja
nobenega lica okrog u (lice p = f; preslika v p* = f3, lice ¢ = fo pa v ¢* = fy).

vop = 1: Zaradi obstoja oglis¢nih zrcaljenj vsi ti poliedri (po Trditvi 6) ostajajo
ogliséno tranzitivni tudi ¢e prepovemo zrcaljenja. Torej je por < 8.

soposT 0-1 cikLov v Tgr(P): Ker so vsi 0-1 cikli v grafu praporov sodi, jih
morebitne rotacije lic i — i + 2k(mod 2m) reducirajo v sode 0-1 cikle v Tr(P).

DOLZINA 0-1 CIKLOV V Tr(P): Ker p # ¢, so v vsakem licu f najve¢ Stiri rotacijske
orbite praporov, torej je: por(f) = 2 ali por(f) = 4.

ROTACILISKE SIMETRUJE Refl(f,2n/f): Torej v vseh licih f obstajajo rotacijske
simetrije za kot 27 /(f/2).

T-ORBITE PRAPOROV SO STIRI: Zrcaljenje Z identificira prapora 1 ~ 5 in posledi¢no,
po pravilu domin, Se naslednje pare:

2=12~5%=6,
3=2'~6'=7,
4=32xT7?=28;

torej bi se lice f3 = p* (ki vsebuje prapora 4 in 5) prezrcalilo vase, kar se pa ne.
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PARADOKS: Ta zrcalna simetrija na 1-2 ciklu 8 praporov okrog oglis¢a u deluje kot
rotacijska simetrija tega cikla: Z(i) = i + 4(mod 8)!

1-2 DEL GRAFA T'(P): To je 1-2 cikel, ki natan¢no ustreza ciklu stirih praporov v
grafu praporov Fp: 11 ~ 2, 22~ 3, 3 ~ 4, 4 ~ 1.

ZRCALNE SIMETRIJE Refl(e, f): Vsi ti poliedri imajo tudi zrcalne simetrije Refl(e, f)
prek simetrale vsakega roba e vsakega lica f.

VSE 0-POVEZAVE V T'(P) SO POLPOVEZAVE: Te zrcalne simetrije implicirajo 7'(X) =
T(XY) za vsak prapor X.

STEVILO T-ORBIT ROBOV IN LIC: Ker ima simetrijski graf T'(P) dve 2-0 komponenti
in dve 0-1 komponenti, je eo = 2 in fo = 2.

1-2 DEL GRAFA Tgr(P): To je 1-2 cikel, ki natancéno ustreza ciklu osmih praporov v
grafu praporov Gp: (2i — 1)t ~ 2i, (2i)2 ~ (2i + 1)(mod 8) za vse i € {1,2,3,4]}.

0-POVEZAVE V Tgr(P): 0-povezave v Tr(P) povezujejo Tr-orbite tistih parov pra-
porov, ki jih ogliséno zrcaljenje Z zlije v eno: 19 ~ 5,20 ~ 6,3% ~ 7,49 ~ 8.

SIMETRIJSKI GRAF Tg(P): Sestoji iz cikla 1-2 osmih praporov z 0-povezavami i® =
i+ 4(mod 8).

STEVILO ROTACIJSKIH ORBIT ROBOV IN LIC: Ker ima Tr(P) dve 2-0 komponenti in
dve 0-1 komponenti, je eog = 2 in for = 2.

Razred VI (PRISEKANI KVAZI-REGULARNI POLIEDRI) sestoji iz N = 7 poliedrov z
oglisénim tipom (p.q.r):

U1l W15 Prisekani kuboktaeder (4.6.8)

U16 W79 Kubiprisekani kuboktaeder (8/3.6.8)

U20 W93 Veliki prisekani kuboktaeder (8/3.6.4)

U28 W16 Prisekani ikozidodekaeder (4.6.10)

U45 W84 Ikoziprisekani dodekadodekaeder (10/3.6.10)

U59 W98 Prisekani dodekadodekaeder (10/3.4.10)

U68 W108 Veliki prisekani ikozidodekaeder (10/3.4.6)

SODOST VSEH LIC: Pregled seznama poliedrov tega razreda pokaze, da so vsa njihova
lica soda, in imajo 4, 6,8 ali 10 stranic.

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u poliedra je n = 3 lic in
zato 1-2 cikel iz praporov 1,2 (iz p), 3,4 (iz ¢) in 5,6 (iz r).

OGLISCNE SIMETRIJE: Ker obstajajo tri enkratna lica p, ¢, 7 okrog vsakega oglisca,
ti poliedri nimajo nobene ogli¢ne simetrije (ne rotacijske, ne zrcalne).

POLOZAJNI VEKTORJI: Obstaja Sest razli¢nih polozajnih vektorjev praporov: v(1) =
(p,7), v(2) = (P, q), v(3) = (q,p), v(4) = (g,7), v(5) = (r,q), v(6) = (r,p).

T-ORBITE PRAPOROV: Torej obstaja Sest T-orbit praporov, ki tvorijo 1-2 cikel v
T(P): 1' ~2,22~3,3' ~ 4,42 ~ 5,5 ~ 6,62~ 1.
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0-POVEZAVE Vv T(P): Ker imajo 0-sosedni prapori enak polozajni vektor, prapori
1,2,3,4,5,6 pa imajo razlicne polozajne vektorje, je XY ~ X za vsak prapor X. torej
imamo polpovezave tipa 0 v vsakem od vozlis¢ T'(P).

ZRCALJENJA PREK SIMETRAL: Polpovezave tipa 0 v vsakem od vozlis¢ T'(P) impli-
cirajo zrcaljenja Refl(e, f) prek simetrale vsake stranice e vsakega lica f.

ROTACIJE V LICIH: V vsakem licu f ima 0-1 cikel periodo iz Stirih praporov:
X, X, X", X!, torej obstaja rotacija za kot 27/(f/2) v vsakem licu.

vor > 2: Ce prepovemo zrcaljenja, ti poliedri niso ve¢ ogliséno tranzitivni, saj le
zrcaljenje prek simetrale stranice e = uv preslika oglisc¢e u v sosedno oglisce v.

vor < 2: Rotacijske simetrije za kot 27/(f/2) v vsakem licu nam zagotavljajo, da
obstajata najve¢ dve rotacijski orbiti oglis¢.

ORIENTACIJA CIKLOV: Ker le zrcaljenje identificira sosedni ogliséi u in v, sta ori-
entaciji 1-2 ciklov praporov 1,2,3,4,5,6 in 7,8,9,10,11, 12 okrog u in v nasprotni.

0-POVEZAVE V Tr(P): Ker imajo 0-sosedni prapori enake polozajne vektorje, mora
biti X° = X + 6 (mod 12).

Razred VII (U75) sestoji iz samo enega uniformnega poliedra z oglis¢nim tipom
(p.q.r.q.p*.q.r*.q):

U75 W119 Veliki dirombikozidodekaeder (5/2.4.3.4.5/3.4.3/2.4)/2).

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u poliedra je n = 8 lic in
zato 1-2 cikel iz Sestnajstih praporov 16,1,2,3,4,5,6, 7,8,9,10,11,12,13,14,15.

Slika 17: Lica in prapori U75 okrog poljilbnega oglisca.

OGLISCNE ROTACIJSKE SIMETRIJE: Oglis¢nih rotacijskih simetrij ni (o cemer se
prepricamo npr. s pomocjo racunalniskega programa Great Stella).

OGLISCNE ZRCALNE SIMETRIJE: Obstaja pa ogliséno zrcaljenje Z, ki identificira
pentagramski lici fi =5/3 in f5 = 5/2 ter trikotni lici f3 in f5.

IDENTIFIKACIJA KVADRATNIH LIC: Ker vsako zrcaljenje ohranja sosednost lic, mora
biti Z(f2) = fe in Z(fs) = fs, torej je Z(f;) = fira(mod 8).
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IDENTIFIKACIJA PRAPOROV: Zrcaljenje Z identificira prapora 1 in 9 in posledi¢no,
po pravilu domin, se naslednje pare:

2=12~9% =10,
3=2'~10" =11,
4=3%~11%2 =12,
5=4'~12%2 =13,
6 =52~ 13% = 14,
7 =06~ 14% = 15,
8 = 72 ~ 15% = 16,

torej Z(i) = i + 8(mod 16); druga moznost preslikave zvezdnih praporov 1 ~ 8 bi
namre¢ po principu domin implicirala

2=12~82=",
3=2'~7'=6¢,
4=3%~6%=5,

torej bi se trikotno lice f3 (ki vsebuje prapora 5 in 6) prezrcalilo vase, kar se pa ne.

PARADOKS: Ta zrcalna simetrija na 1-2 ciklu 16 praporov okrog oglis¢a u deluje kot
rotacijska simetrija tega cikla!

STEVILO T-ORBIT LIC IN PRAPOROV: Torej obstajajo Stiri T-orbite lic in osem orbit
praporov.

PRAPORI V LIHIH LICIH: V pentagramskih licih sta le prapora 1 =~ 9 in 2 =~ 10, v
trikotniskih licih pa le prapora 5 ~ 13 in 6 ~ 14.

ALTERNIRANJE PRAPOROV V LIHIH LICIH: Posledi¢no, v lihih licih po dva prapora
alternirata vzdolZz zaporednih robov lica: 19 = 8,8' =1 in 4° = 5,5! = 4.

NARAVNE ROTACIJSKE SIMETRIJE V LIHIH LICIH: Torej ima U75 v vsaki pentagram-
skih zvezdi in v vsakem trikotnem licu naravno rotacijo za kot 27/ f.

PREOSTALE 0-POVEZAVE V T(P): 1z 19 = 8 sledi 2° = (12) = (1°)2 = (82) =7, iz
3= (41" = (4%)? ~ 52 = 6. Torej je simetrijski graf T(P) znan.

STEVILO T-ORBIT ROBOV: Ker ima simetrijski graf T(P) dve 0-2 komponenti, je
eo = 2.

vor = 1: Ker imamo naravne rotacijske simetrije v vseh lihih licih, je vozlis¢na
tranzitivnost poliedra U75 zagotovljena zZe z rotacijami.

STEVILO ROTACIJSKIH ORBIT PRAPOROV: Torej je por < 16. Ker pa obstaja zrcal-
jenje Z, je por = 2 - po = 16.
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1-2 CIKEL PRAPOROV V Tgr(P): Ti prapori tvorijo 1-2 cikel 16,1,2,3,4,5,6,7,8,
9,10,11,12,13, 14, 15.

ROTACIJSKE ORBITE LIHIH LIC: Ni rotacije, ki bi zvezdo f; = 5/3 prevedla v zvezdo
fs = 5/2, in ni rotacije, ki bi trikotno lice f3 prevedla v trikotno lice f7.

ROTACIJSKE ORBITE PRAPOROV V LIHIH LICIH: Torej v f; alternirata prapora 16
in 1, v f3 prapora 4 in 5,v f5 prapora 9 in 10, v f7 pa prapora 13 in 14.

0-POVEZAVE V Tg(P): Torej je 1° = 16,5 = 4,9 = 8,13° = 12. Od tod, zaradi
relacije (X%)? = (X?)?, sledi $e: 20 = 15,6° = 3,100 = 7,14° = 11.

STEVILO ROTACILJSKIH ORBIT ROBOV IN LIC: Ker ima simetrijski graf T'(P) dve 0-2
komponenti in pet 0-1 komponent, je eo = 2 in for = 5.

PRAPORI SODIH LIC: Vsa kvadratna lica vsebujejo 1-0 cikel iz osmih praporov:
21 =3,30=6,6! =7, 7°=10, 10" =11, 11° = 14, 14! = 15, 159 = 2.

Razred VIII (SNUB KVAZI-REGULARNI POLIEDRI Z n = 5 LICI) sestoji iz N = 7
poliedrov;
petorica (podrazred VIIL.a) ima oglis¢ni tip (p.q.q.q.q) ali p.q.q.q.q)/2:

U12 W17 Snub kocka (4.3.3.3.3)

U29 W18 Snub dodekaeder (5.3.3.3.3)

UbH7 W113 Veliki snub ikozidodekaeder (5/2.3.3.3.3)

U69 W116 Veliki invertirani snub ikozidodekaeder (5/3.3.3.3.3)

U74 W117 Veliki invertirani retrosnub ikozidodekaeder (5/2.3.3.3.3)/2
in dva od njih (podrazred VIIL.b) imata oglis¢éni tip (p.q.r.q.q):

U40 W111 Snub dodekadodekaeder (5/2.3.5.3.3)

U60 W114 Invertirani snub dodekadodekaeder (5.3.5/3.3.3)

ZRCALNE SIMETRIJE: Ti poliedri nimajo nobenih oglis¢énih (niti kaksnih drugih)
zrcalnih simetrij, zato je zanje Tr(P) = T(P).

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Torej ima Tr(P) = T(P) 1-2 cikel iz deset vozlis¢, ki pripadajo
praporom 1,2 (iz p), 3,4,5,6,7,8,9, 10.

ALTERNIRANJE PRAPOROV V p: Edina dva prapora 1 in 2 v enkratnem licu p morata
biti O0-sosedna drug drugemu: 1° =~ 2, kajti v T(P) ni nobenih polpovezav.

UPORABA KOMUTIRANJA INVOLUCIJ $250 = S0s2: Posledi¢no je 3° = (22)° = (20)2 ~
1% = 10.

DOLZINE PREOSTALIH 0-1 CIKLOV: Prapori 3,4,5,6,7,8,9,10 so porazdeljeni med
0-1 cikle na enega od nacinov: 2 +2 +2 4+ 2,2+ 2+ 4,4+ 4,2 + 6, 8.

LIHOST NE-ENKRATNIH LIC: Vsa od p = f] razli¢na lica fa, f3, f4, f5 sedmih poliedrov
razreda VIII imajo tri ali pet ogliS¢ in torej Sest ali deset praporov.
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DOLZINE 0-1 CIKLOV V LIHIH LICIH: Trikotna lica imajo 0-1 cikle orbit praporov
dolzine 2 ali 6, petkotna lica pa 0-1 cikle orbit praporov dolzine 2 ali 10.

NAJDALJSI 0-1 CIKEL: Torej mora 0-1 cikel, ki vsebuje orbite praporov 4, 4! =
3,3 = 10 in 9, vsebovati Sest orbit praporov, ki pripadajo nekemu trikotnemu licu.

PREOSTALI 0-1 CIKEL IMA DOLZINO 2: Preostali dve orbiti praporov X =Y, Y! =
X oblikujeta 0-1 cikel dolzine 2.

DVE RESITVI: To se lahko zgodi le v dveh primerih: bodisi je 5° ~ 6, 4° ~ 7 in
80~ 9, ali pa 70~ 8, 6° ~ 9 in 4° ~ 5. Dobljena simetrijska grafa sta izomorfna.

RAZLAGA PARADOKSA DVEH RESITEV: Vsak od snub poliedrov ima dve enan-
tiomorfni razli¢ici (zrcalni sliki druga druge), a njuna simetrijska grafa sta izomorfna.

DOBLJENI SIMETRIJSKI GRAF POTRJUJE NEOBSTOJ ZRCALNIH SIMETRIJ: Ce bi ob-
stajalo kakrsnokoli zrcaljenje poliedrov razreda VIII, bi moralo identificirati prapora 1
in 2 edinega lica p. Toda tedaj bi moral rotacijski simetrijski graf Tr(P) biti prav tak,
kot smo ga dolocili ob predpostavki, da zrcaljenj ni, vidimo pa, da ta graf ne dopusca
takega zrcaljenja!

ALTERNATIVEN RAZMISLEK Z GEOMETRIJSKO METODO: Ker imajo vsi ti poliedri
najmanj eno enkratno lice p in rotacijsko simetrijo okrog njegovega sredisca za kot
27 /p, morajo imeti isto orientacijo 1-2 ciklov praporov 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 okrog
vsakega vozlisca, zato lahko dolo¢imo O-povezave v njihovih simetrijskih grafih tako,
da oznac¢imo 1-2 cikle desetih praporov okrog vsakega vozlis¢a v poliedrski mrezi, pri
¢emer zacnemo pri enkratnem licu p. Vemo Ze, da ima vsak od teh dveh poliedrov
dve enantiomorfni obliki, ki sta zrcalni sliki druga druge, in isto velja tudi za njuni
poliedrski mrezi. Toda simetrijski grafi obeh enantiomorfnih oblik sta izomorfni.

Razred IX (SNUB KVAZI-REGULARNI POLIEDRI Z n = 6 LICI IN ZRCALNIMI SIMETRI-
JAMI) sestoji iz N = 2 poliedrov z oglis¢nim tipom (p.q.q.q.q.q) ali (p.q.q.q.q.q)/2:

U32 W110 Mali snub ikozikozidodekaeder (5/2.3.3.3.3.3)

U72 W118 Mali invertirani retrosnub ikozikozidodekaeder (5/2.3.3.3.3.3)/2.

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oblis¢a u obstaja 1-2 cikel iz pra-
porov 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.

OGLISCNA ZRCALNA SIMETRIJA V LICIH p: Oba poliedra imata ogliséno zrcalno
simetrijo Refl(v,p).

vor = 1: Zato ostajata vozlis¢no tranzitivna tudi ¢e prepovemo zrcaljenja. Pois¢imo
najprej Tr(P).

PRAPORA ENKRATNEGA LICA: Prapora 1 in 2 v enkratnem licu p morata biti O-
sosedna drug drugemu: 1° ~ 2, torej je 3 = 3202 =~ 12.

VSA NE-ENKRATNA LICA SO TRIKOTNISKA: Vsa od p = fi razli¢na lica fo, f3, f1,f5,f6
lica teh dveh poliedrov so trikotniska, zato vsebujejo po Sest praporov.
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DOLZINE 0-1 CIKLOV IZ TRIKOTNISKIH LIC: Trikotniskim licem pripadajo v rotaci-
jskem grafu Tr(P) 0-1 cikli dolzine 2 ali 6.

DOLZINA NAJDALJSEGA 0-1 CIKLA: Torej mora 0-1 cikel, ki vsebuje orbite 4,4' =
3,32 = 12 in 11, vsebovati 6 rotacijskih orbit praporov.

PREOSTALI 0-1 CIKLI V Tr(P): Preostale stiri orbite se razdelijo na dva 0-1 cikla s
po dvema orbitama v vsakem od njiju.

PREOSTALE 0-POVEZAVE V Tg(P): To se lahko zgodi le v enem primeru: 4° ~ 7,
50 ~ 6, 89 ~ 11,9 ~ 10. Torej je Tr(P) znan.

PREHOD OD Tg(P) K Tr(P): Iz Tr(P) zlahka dobimo T'(P), kajti zrcalna simetrija
Refl(v,p) implicira: 1° ~ 2, 3° ~ 12, 4% ~ 11, 5° ~ 10, 6° ~ 9, 70 ~ 8.

Razred X (SNUB KVAZI-REGULARNI POLIEDRI Z 1. = 6 LICI BREZ ZRCALNIH SIMETRIJ)
vsebuje N = 2 poliedra z ogli§¢nim tipom (p.q.r.q.q.q) ali (p.q.p*.q.q.q):

U46 W112 Snub ikozidodekadodekaeder (5.3.5/3.3.3.3)

U64 W115 Veliki snub dodekikozidodekaeder (5/3.3.5/2.3.3.3)

OSNOVNI 1-2 CIKEL: Okrog poljubno izbranega oglis¢a u obstaja 1-2 cikel s prapori
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12.

NEOBSTOJ ZRCALNIH SIMETRIJ: Ta dva poliedra nimata nobenih zrcalnih simetrij
(o ¢emer se prepricamo npr. s programom Great Stella).

vog = 1: Torej je T(P) = Tr(P) in obstaja natanko 12 orbit praporov.

LIHOST LIC: Vsak od teh dveh poliedrov ima dve lici p = f1 in f3 s petimi vozlisci
in Stiri trikotna lica q.

DVE ORBITI PRAPOROV V PETKOTNIH LICIH: V vsakem od petkotnih lic p = f; in
f3 obstajata natanko po dve orbiti praporov (ki alternirata).

0-POVEZAVE V Tg(P), DOBLJENE 1z PETKOTNIH LiC: 1° ~ 2 v licu p implicira
3 &~ 12; podobno 5° ~ 6 v licu f3 implicira 4° ~ 7.

PREOSTALI 0-1 CIKLI 1Z TRIKOTNISKIH LIC: Preostala trikotniska lica ¢ lahko vse-
bujejo le prapore dveh ali Sestih razli¢cnih orbit.

PREOSTALE 0-POVEZAVE: Torej mora biti 1-2 pot, ki gre skozi vozlisc¢a 11,12,3,4,7,8,
del 1-2 cikla dolzine 6, torej je 8° ~ 11 in 9° ~ 10.

S tem je koncan dokaz Izreka 9. [J
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2.8 Simetrijski grafi konveksnih teles

Simetrijskih grafov 92 Johnsonovih teles (ki imajo po definiciji vsaj dve orbiti oglis¢,
nekatera od njih pa jih imajo veé¢ kot sto!) ne moremo dolociti s sklepanjem na podlagi
njihovih oglisénih vzorcev, kot smo to lahko pri uniformnih poliedrih. V zelji, da
vendarle najdem kaksno boljso (lazjo in hitrejso) metodo od risanja poliedrskih mrez za
vsako telo posebej, sem scasoma ugotovil, kako lahko izkoristim njihovo drugo temeljno

lastnost: konveksnost!

2.8.1 Metoda doloc¢anja simetrijskih grafov konveksnih teles

Namesto da bi najprej baricentricno razdelili lica na prapore, nato pa iskali orbite
praporov glede na grupo vseh simetrij konveksnega poliedra (zrcalnih in rotacijskih),
raje (s pomocjo 3D-modelov teles in programa Great Stella) poisc¢emo rotacijske orbite
oglis¢ in povezav in nariSemo ustrezen graf rotacijskih orbit; pri tem moramo paziti,
da v vsakem vozlis¢u tega grafa (ki ustreza rotacijski orbiti oglis¢ poliedra) ohranimo
pravo cikli¢no zaporedje posameznih povezav (ki ustrezajo rotacijskim orbitam povezav
poliedra). Na ta nacin smo dejansko nasli tudi rotacijske orbite lic (kar je dokazano
v Dodatku) — torej smo konstruirali zemljevid rotacijskih orbit (oglis¢, povezav in lic)
prvotnega poliedra. Zdaj samo Se poiscemo graf praporov tega zemljevida orbit, in
nasli smo rotacijski simetrijski graf Tr(P)! Ce telo nima zrcalnih simetrij, je to tudi
zrcalno-simetrijski graf T'(P), v nasprotnem primeru pa samo Se identificiramo pare
rotacijskih orbit praporov in dobimo T'(P).

Pri dolocitvi simetrijskih grafov rotacijskih orbit ter zemljevidov rotacijskih orbit
konveksnih teles njihov plas¢ najprej projiciramo na sfero, sfero pa na valj; tega nato
prerezemo po poldnevniku in razgrnemo v pravokotnik. Del tega pravokotnika je fun-

damentalna domena, na katero je narisan simetrijski zemljevid.

A

ML

Slika 18: Projekcija Johnsonovega telesa J1 na sfero in valj.

Primer. Kvadratna piramida J1 na sliki 18 ima dve rotacijski orbiti oglis¢ A in B,
okrog njiju pa 2 + 6 = 8 rotacijskih orbit praporov ter 1 + 3 = 4 zrcalno-rotacijske
orbite praporov.

Gornji postopek pa lahko Se poenostavimo!



48 2 SIMETRIJSKI GRAFI POLIEDROV Z REGULARNIMI LICIT

Ko enkrat razumemo, da je res najbolj smiselno poiskati zemljevid rotacijskih orbit
ORr(P) in iz njega izpeljati najprej Tr(P), nato pa Se T(P), se vprasamo: Kako bi
naglazje dolocili Or(P)? In potem se spomnimo, da si pri tem (po zgledu Coxeter-
Moserjeve rekonstrukcije poljubne orientabilne ploskve iz njene fundamentalne domene,
pripadajocCe simetrijski grupi ploskve) lahko pomagamo z grupo rotacijskih simetrij
Sr(P) poliedra, s pomocjo katere lahko dolo¢imo rotacijsko fundamentalno domeno
poliedra; zemljevid rotacijskih orbit Og(P) namre¢ ni ni¢ drugega kot na prapore
razdeljena rotacijska fundamentalna domena F'Dg(P)! Ker Zze vemo, da imajo rotacij-
ske fundamentalne domene koné¢nih grup izometrij evklidskega prostora E® na sferi
obliko sferi¢nih dvokotnikov, trikotnikov ali stirikotnikov, nam ni tezko dolociti tistega
dela poliedrovega plasca, ki ustreza njegovi rotacijski fundamentalni domeni.

2.9 Simetrijski grafi in struktura Johnsonovih teles

IZHODISCNA REFERENCA: Pri doloditvi simetrijskih grafov 92 Johnsonovih teles so mi
bile v pomo¢ predvsem naslednje JOHNSON-ove ugotovitve [24], str. 182 in 173-174, ki
so me ucvrstile v prepri¢anju, da se naloge lotevam na ustrezen nacin:

Izrek 10 (SIMETRIJE IN STRUKTURA JOHNSONOVIH TELES:)

i) Grupa rotacijskih simetrij vsakega neuniformnega poliedra z regularnimi lici je
bodisi trivialna grupa bodisi ena od ciklicnih grup [n]™ bodisi ena od diedrskih grup
[2,n]T, kjer jen € {2,3,4,5}.

i1) Vsa Johnsonova telesa imajo vsaj eno zrcalno ali rotacijsko simetrijo.

i1i) Natanko 83 od 92 Johnsonovih teles lahko sestavimo iz delov (npr. piramid,
kupol, rotund) tistih uniformnih poliedrov, ki jih lahko s primerno ravnino razrezZemo
na dva konveksna poliedra z regularnims lici, ter iz prizem in antiprizem.

Tocka i) pove, da so fundamentalne domene Johnsonovih teles Se posebej preproste
(saj Johnsonova telesa nimajo tetraedrske, oktaedrske ali ikozaedrske grupe simetrij).
Tocka ii) pove, da je simetrijski graf T'(P) vsakega Johnsonovega telesa res manjsi od
ustreznega grafa praporov. Tocka iii) pove, da je veCina Johnsonovih teles razdeljena
na »vodoravne plasti«, pri cemer vsaka plast lezi med dvema vzporednima ravninama.
JOHNSON-ova strukturna notacija teh teles spominja na formule kemijskih molekul (nji-
hovi »atomarni gradniki« so piramide, kupole, rotunde, prizme in antiprizme), a z
majhno razliko: oznake za te »atome« lahko v ustrezni strukturni formuli nastopajo
enkrat, dvakrat, trikrat (npr. MILLER-jevo telo — podaljSana kvadratna girobikupola
J37 — ima formulo gQ3P%), pa tudi minus enkrat, minus dvakrat, minus trikrat, ¢e so
ustrezni atomarni gradniki z nekimi ravninami odrezani od kakSnega vecjega telesal
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Strukturo Johnsonovih teles pa lahko opisemo Se natancneje, ¢e upostevamo, da so
posamezne plasti (slika 19) zaradi rotacijskih simetrij (os glavne rotacije vselej poteka
skozi severni in juzni pol sfere) razdeljene na manjse enake dele — module. Tako sem
lahko izdelal »strukturne matrike« Johnsonovih teles, iz katerih se lepo vidi, da so ne
le telesa sama, ampak tudi plasci vecine teh teles zgrajeni iz nekaj osnovnih gradnikov
— modulov (slika 19). Za oznacitev modulov in Stevila praporov v njih sem uporabil
posebne ¢rkovne in Stevilske oznake (slika 20). Zdaj lahko stevilo orbit praporov (oz.
vozlis¢ v T(P)) dobimo kot vsoto praporov ustreznih modulov fundamentalne domene!

pel ¥ eglideu
PIRAMIDMA PLAST

0| S | S |

I

££££ ANTIPRIZMINA PLAST

Ll L3 5 - - -

5 £ KUPQOLINA PLAST
LA

[ j PRIZMINA PLAST

- - - - - -

Q {; ;) {\\r)g: ? ROTUNDINA PLAST
- - ® * ® Depmd &8 -

- & - - . 4 -

2 f :‘ l. i i‘ DODEKAEDRSKA PLAST
- LN 2 -

PLAST PRISEKANE KOCKE

L3

polvilicu » +s 'R T 1
PLAST POLARNEGA LICA
A B|B A
pol v stranici ’ 11T 1 POLARMA STRANICA

Slika 19: Nekatere tipi¢ne plasti Johnsonovih teles.
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Trditev 12 (STETJE ORBIT z MODULL:) Ce znamo plas¢ poliedra P razstaviti na mo-
dule, potem samo sestejemo Stevilke my, ma, ..., my vseh modulov (ki so enake Stevilu
njihovih praporov) znotraj fundamentalne domene FD(P), in Ze poznamo Stevilo vozlisé
simetrijskega grafa poliedra (enako je vsoti mi +mo + ...+ my).

To je lahko vcasih, ¢e je stranic poliedra veliko, Se preprosteje kot uporaba znane
formule ([2]) za Stevilo orbit po = 4e/s (glej razdelek 2.12).

vy v v

N E e BN
LR BB 0§ 8 §
L L E F F* P P
P=9 9 B o B B
| R
B o N s Bn oA N e
4 4 6 - 11 11 12 12
S s A~ .:: .R R' T T
.Il" “ll
z: v |
1o o BR
2
Lol
i E %lb 4&’ | SR
10 10 12 12 13 13
D ‘D' .o o] ) Q Q

Slika 20: Crkovne oznake modulov.
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2.10 Primer strukturne analize Johnsonovega telesa

Oglejmo si primer strukturne analize parabiavgmentiranega dodekaedra J59 (na analo-
gen nacin sem analiziral vsa Johnsonova telesa, dobljeni parametri so zbrani v tabeli 8
v razdelku 2.13). Burnsidova lema, na katero se sklicujem, je predstavljena v Dodatku,
tako kot tudi pojem FEulerjevega stevila rotacijskih orbit Fog, ki sem ga vpeljal kot
enega od parametrov pri analizi poliedrov.

Parabiavgmentirani dodekaeder J59
POVZETEK STRUKTURNE ANALIZE V ENI VRSTICI: Ker je strukturna formula lic J59
= 510310, in ker ima s = 20 simetrij, ima njegov zemljevid orbit strukturno formulo lic

910310

O(J59) = 20 = 51/231/2.

Slika 21 prikazuje Johnsonovo telo J59, projekcijo njegovega plasca na valj, graf
rotacijskih orbit Tr(J59) in simetrijski graf T'(J59). Iz nje razberemo Stevilo rotacijskih
orbit porp = 24+ 8 + 6 = 16 in stevilo zrcalno-rotacijskih orbit po=1+443 =8.

T(J59)

Slika 21: Johnsonovo telo J59, njegov plas¢ na valju, ter graf rotacijskih orbit T7(J59)
in simetrijski graf 7'(J59), vrisana v ustrezna zemljevida orbit.

Na dolgo in siroko pa lahko to utemeljimo takole:

DRUZINA IN OPIS STRUKTURE: J59 je dodekaeder z dvema dodanima piramidama
nad dvema nasprotnima licema. Strukturo njegovih lic povzema formula 51931p.

ROTACIJSKE SIMETRIJE: Pola rotacije R;(27/5) sta vrhova dodanih piramid. Poli
petih rotacij Re(27/2) so srediséa skupnih robov po dveh petkotnikov.

Eor = 0: Ker je E, = 2 in ker je £y = —2, je po Burnsidovi lemi in Trditvi 38
Eogp=5(E+(n—1)Ey+n-Ey)=:(2+4-2+5-(-2)) = 5 =0.
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22,0, = 2,0y = 0, je vor = 5=(v+ (n— L)vp +n-vy) =
11—0(22 +4-245-0) = 55 = 3 (to so rotacijske orbite oglis¢ A, B in C na sliki 21).

eop = 5: Ker je e = 40,e, = 0,6y = 2, je eop = 5-(e + (n— Doy +n-ey) =
5(40+4-0+5-2) = =5.

for = 2: Ker je f =20,f, =0, fy =0, je for = ﬁ(f—i—(n—l)fp+n~f;)) =
L(20+4-0+5-0) = 2 = 2. To sta orbiti lic trikotnikov 3 in petkotnikov 5.

Ogr(P) xOT DEL F(P): Ogr(P) lahko nariSemo na sferi¢ni Sestkotnik v velikosti
desetine sfere, ki obsega eno trikotno in eno sosedno petkotno lice.

IZRACUN pog 1Z LIC PREDSTAVNIKOV ROTACIJSKIH ORBIT: Torej Ogr(P) vsebuje
2(3 4+ 5) = 16 praporov.

VALENCE OGLISC vV Og(P): V zemljevidu rotacijskih orbit Py je: walg(A4) =
1,valr(B) = valg(C) = 3.

[ZRACUN pog 1Z VALENC ROTACILISKIH ORBIT OGLISC: Torej je por = 2(1+4+3) =
16, kot ze vemo.

vor = 3: Ker je v

w =
g1 =g |

ZRCALNE SIMETRIJE: Obstaja pet navpic¢nih zrcalnih ravnin, vsaki dve sosedni se
sekata pod kotom 27/10.

V0 = VOR,e0 = eor — 1, fo = fogr: Zrcaljenja identificirajo rotacijski orbiti povezav
(CC)y in (CC)s.

po = 8: Ker ima telo zrcalne simetrije, je Stevilo vozlis¢ T'(P) enako po = P32 =
D=3

MOC ORBIT: Ker je por = 16, vor = 3,eor = 5, for = 2, je po = 8, vo = 3,e0 =
4,fo=2, Fo=vo—eo+ fo=1.

FUNDAMENTALNA DOMENA IN ZEMLJEVID ORBIT: Zemljevid orbit O(P) vsebuje
prapore sfericnega stirikotnika, ki obsega polovici lic 3 in 5.

STRUKTURNA MATRIKA GRAFA PRAPOROV: Strukturna matrika M (P) parabiavg-

mentiranega dodekaedra sestoji iz 3 x 5 modulov 1 x 1.

i/i | 1 2 3 4 5
1 [P PP PP PP PP
2 || bp* || DD* || DD* | DD* | DD~
3 | pp| PP PP || PP || PPy

SIMETRIJSKA GRUPA G(P): To je polna antiprizemska grupa [27,2 - 5], generirana
7z dvema zrcaljenjema in eno rotacijo: 2?7 = 22 = (2122)° = E. Stevilo vseh simetrij je
_ P _ 440 _
S(P)—ﬁ—T—QO
Klasifikacija Johnsonovih teles (in tudi drugih poliedrov razreda IP) glede na sStevilo
vozlis¢ v njihovih simetrijskih grafih T'(P) je (poleg vrednosti Stevilnih drugih parame-

trov) dana v razdelku 2.13 (tabele 8, 9 in 10).
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2.11 Karakterizacija poliedrov z minimalnim stevilom parametrov

Tu je opisana metoda, s katero je (v razdelkih 2.12, 2.13, 2.14 oziroma v KoviC [31])
reSen problem karakterizacije konveksnih poliedrov z regularnimi poligonalnimi lici s
¢im manjsim Stevilom parametrov (eden od njih je stevilo vozlis¢ v simetrijskem grafu
T(P) poliedra P). Vsakemu od poliedrov razreda C' = K P bomo priredili neki vektor,
katerega komponente so Stevilske vrednosti primerno izbrane mnozice parametrov. Ti
vektorji morajo biti razli¢ni za vsakega od poliedrov nasega razreda. Za taksno mnozico
parametrov bomo rekli, da karakterizira (ali separira) dane poliedre.

2.11.1 Problem karakterizacije

vvvvvv

jso mnozico parametrov (ki opisujejo neke lastnosti elementov danega razreda), za katero
velja, da je zaporedje stevilskih vrednosti teh parametrov (p1, p2, ..., pr) drugacno za vsak
element danega razreda.«

Ce najdemo taksne parametre, potem zaporedja (pi,p,...,pr) enoli¢no doloéajo
oziroma »kodirajo« elemente danega razreda. To pa Se ne pomeni, da lahko te elemente
rekonstruiramo iz njihovih kod, pomeni samo, da jih lahko s pomocjo teh kod razliku-
jemo. Z drugimi besedami, ni potrebno, da je nasa »generi¢na«, biti pa mora »sepa-
rarirajoca«. Problem, ki ga raziskujemo v zvezi s poliedri: » Poisc¢i minimalno mnoZico
parametrov, ki karakterizirajo konveksne poliedre z reqularnimi poligonskimi lici. « sodi v
to kategorijo problemov. Nasa » metoda ovrednotenja razlicnih mnoZic parametrov glede
na njihovo sposobnost razlikovanja elementov danega razreda«, uporabljena za resitev
tega posebnega problema, je uporabna tudi za druge karakterizacijske probleme. Po
drugi strani pa nas karakterizacijski problem sodi v veliko druzino problemov z isto
splogno temo: kako dobro razlicne mnoZice parametrov dolocajo konveksne poliedre®.
Metoda, ki jo bomo uporabili za karakterizacijo poliedrov naSega razreda C, je uni-
verzalno uporabna za karakterizacijo kakrsnegakoli razreda objektov, zato jo bomo tu
opisali v vsej njeni splosnosti.

Definicija 24 (KARAKTERIZIRAJOCI PARAMETRI:) Za dano mnoZico parametrov pi,
D2, ..., Pn, prirejenth danemu razredu objektov, bomo rekli da karakterizira elemente
tega razreda, ce vsakemu objektu x tega razreda pripadajo drugacne Stevilske vrednosti
teh parametrov oziroma drug vektor p(z) := (p1,p2,---,Pn)-

®Razli¢ne vrste taksnih problemov je predstavil ALEXANDROV v svoji knjigi o konveksnih poliedrih
([1]). Tam sta, na primer, obravnavani vprasanji enoli¢nosti in eksistence konveksnih poliedrov s pred-
pisanim razvitjem v plas¢, ali s predpisanimi orientacijami lic. Neki drug podoben, c¢eprav drugacen
problem kombinatori¢ne ekvivalence poliedrov, ki ostaja neresen od Eulerjevih ¢asov, obravnava GRUN-
BAUM v [15], str. 294.
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Da bi poiskali ¢im manjSo mnozico parametrov, ki karakterizira dani razred ob-
jektov, najprej poiséemo primerno mnozico parametrov, ki karakterizira te objekte.
Podatke o $tevilskih vrednostih razli¢nih parametrov vnagamo v tabelo. Ce dani na-
bor parametrov Se ne zadosca za karakterizacijo, dodajamo nove in nove parametre,
dokler je to potrebno. Nato pa zacnemo z obratnim postopkom — izpus¢amo odvecne
parametre in jih poizkusamo izpustiti ¢im ve¢. Ce je bilo zacetnih parametrov n, je
vseh njihovih moznih podmnozic 2", zato je zelo tezko presoditi, ali smo na koncu de-
jansko dobili minimalno mnozico parametrov. Prav tako je mogoce, da bi z vpeljavo
kaksnega drugega parametra, ki ga v nasi tabeli sploh nismo upostevali, lahko dobili Se
manjSo mnozico parametrov, ki bi karakterizirali elemente danega razreda. Vendar, ce
dobimo razmeroma majhno mnozico parametrov (npr. z do 4 parametri), smo v praksi
lahko zadovoljni — za enoli¢en opis elementov danega razreda lahko potlej uporabimo
ustrezni vektor stevilskih vrednosti teh parametrov. To je veliko bolje, kot uporabl-
jati razlicna imena za elemente danega razreda (npr. poliedre), saj vektor parametrov
dejansko vsebuje neko bistveno informacijo o elementih danega razreda oziroma dovolj
informacije, da lahko ta objekt razlikujemo od vseh drugih elementov danega razreda.

Da bi torej karakterizirali konveksne poliedre z regularnimi poligonalnimi lici z mi-
nimalnim Stevilom parametrov, najprej (poleg Ze znanih, kot so npr. Stevilo oglisc,
robov in lic) vpeljemo Se nekaj novih parametrov, nato analiziramo tabelo njihovih
vrednosti, da vidimo, kako dobro razlicne podmnozice dane mnozice parametrov raz-
likujejo dane poliedre, in konéno pois¢emo karakterizacijo poliedrov razreda C s ¢im
manj parametri. V razdelku 2.13 so podane vrednosti razliénih parametrov poliedrov iz
razreda C', v razdelku 2.14 pa iz njih izpeljana klasifikacija ter karakterizacija poliedrov
razreda C's $tirimi parametri®. Ce izkljué¢imo antiprizme, pa lahko poliedre preostalega
razreda (sestojecega iz Johnsonovih teles, arhimedskih teles, platonskih teles in prizem)
karakteriziramo Ze s tremi parametri.

2.12 Pregled parametrov

V tabelah 8,9,10 (v razdelku 2.13) so zbrane vrednosti 16 parametrov konveksnih
poliedrov z regularnimi poligonalnimi lici, za katere sem domneval, da mi lahko poma-
gajo resiti problem karakterizacije teh poliedrov z minimalnim stevilom parametrov.
Vnaprej nisem mogel vedeti, kateri od njih bodo koristni in kateri odve¢; to se je
izkristaliziralo sele po dolgotrajni analizi zbranih podatkov. Preglejmo zdaj po vrsti
uporabljene parametre.

5Ce je klasifikacija namenjena temu, da opozori na podobnosti med objekti danega razreda (s tem
ko podobne uvrsti v isti ekvivalenéni razred), pa karakterizacija omogoca razlikovati med njimi. Oba
postopka sta torej komplementarna in pomagata pri razumevanju podobnosti in razlik med elementi
danega razreda.
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(PARAMETRI v, e, f:) Za vsako od teles P € C najprej navajam stevila njegovih
oglis¢, povezav in lic (te podatke se da najti tudi v programu Great Stella), oznacena
po vrsti takole: v, e, f. Ti trije parametri, ki nastopajo v Eulerjevi formuli v —e+ f = 2
([33]), ocitno ne zadoscajo za razlikovanje teles iz razreda C' (saj so, na primer, pri
telesih J72, J73, J74 in J75 njihove vrednosti enake: v = 60, e = 120 in f = 62).

(PARAMETRA po, s:) Potem navajamo Stevilo orbit praporov po, in Stevilo simetrij
s poliedra P. Ker so vzdolz vsakega roba poliedra po stirje prapori, je skupno stevilo
praporov v grafu praporov enako 4e; in ker je Stevilo praporov v vsaki orbiti enako,
dobimo stevilo simetrij poliedra po formuli (BALABAN, PISANSKI [2]):

s(P) = 4e/po.

(PARAMETRI vo, eo, fo, Fo:) Sledijo Stevila vo, eo, fo orbit oglis¢, robov in lic, ter
»Eulerjevo stevilo zrcalno-rotacijskih orbit«, ki sem ga definiral s formulo:

Eo=wvo—eo+ fo.

V tabelah ne navajam Eulerjevega stevila rotacijskih orbit, definiranega s pomocjo
rotacijskih orbit oglis¢, robov in lic s formulo For = vor — eor + fog. Iz tabel 8, 9, 10
zlahka vidimo, da za vsak P € C velja nepricakovana neenakost:

0 < Fo<h.
Torej se Fo razlikuje od E za najve¢ 3 za vsak P € C:
|Eo— E| <3.

Iz tabel 8,9,10 sledi tudi, da je najpogostejSa vrednost parametra Fo za telesa iz
razreda C' enaka 2, in da je tudi povprecna vrednost Fo blizu 2.

(PARAMETRA N, n:) Naslednja dva parametra sta N, ki oznac¢uje Stevilo maksimal-
nih lic (takih z najveéjim Stevilom stranic v danem poliedru), in pa n, ki oznacuje tip
(torej stevilo stranic 3, 4, 5, 6, 8, ali 10) maksimalnega lica v danem telesu.

(PARAMETRI voP, eoP, foP:) Potem navajam stevila »polarnih orbit« oglis¢, povezav
in lic (to je orbit, katerih oglis¢éa, robovi ali lica so invariantni za neko netrivialno
rotacijo za kot 27 /a, kjer je a > 2). Te parametre oznac¢ujem voP, eoP, foP.

Trditev 13 (Fo KONVEKSNEGA POLIEDRA § CIKLICNO GRUPO SIMETRL:) Ce ima
konveksen polieder P samo eno rotacijsko os in nobenih zrcalnih simetrij, potem je
njegovo Fulerjevo stevilo orbit izracunljivo iz Stevila stranic, ki jih seka ta rotacijska
0s, takole: Fo =2 — eoP. Torej:

Eo =0, ce je vektor (voP,eol, foP) enak (2,0,0) ali (1,0,1) ali (0,0,2);

Eo =1, ce je vektor (voP,eod®, foP) enak (1,1,0) ali (0,1,1);

Eo =2, ce je (voP,edP, foP) enak (0,2,0).
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Dokaz. Za poljuben sfericen polieder je njegova Eulerjeva karakteristika £ =
v—e+ f =2. Ce je P sfericen polieder in ima eno samo rotacijsko os ter nima nobenih
zrcalnih simetrij, potem ima natan¢no dve polarni orbiti. Ker je grupa simetrij takega
poliedra I(P) = Z,, vse druge orbite (oglis¢, robov in lic) vsebujejo natanko m ele-
mentov. Naj voy,, €eon,, fo, 0znacujejo Stevila orbit vozlis¢, povezav in lic z m elementi.
Potem je Fo = (voP — eo? + foP) + (von, — €0y + fop,). In iz Eulerjeve formule sledi
relacija: 2 = E = (voP—eoP+ foP)- 14+ (vom —€e0m~+ fom)-m, iz nje pa: voy, —eom~+ fon, =
(2— (voP —eoP + foP))/m. Torej je: Eo = (voP —eoP + foP) + (2 — (voP —edP + foP))/m.
Edine mozne vrednosti vo? — eo? + foP so 2, 0 in —2. Ce je voP — ed? + foP = 2,
potem je Eo = voP — eoP + foP = 2. Ce je voP — eoP + foP = 0, potem je m = 2 in
Fo=0+2/2=1. Ceje voP —eoP+ foP = —2, potem jem = 21in Fo = —2+4/2 =0. O

(PARAMETRA 7,q:) Zadnja dva parametra, oznacena s ¢rkama r in ¢, sem vpeljal
potem, ko sem ugotovil, da celo vseh 14 prejsnjih skupaj ne zadosca za razlikovanje
teles iz razreda C. Odkril sem ju z opazovanjem taksnih parov teles (npr. J76 in J77)
in razmisljanjem, na kaksen nacin bi lahko opisal njihovo strukturno razlicnost.

Parameter r je definiran kot maksimalna vsota fi + ...+ fi vseh lic v zaporedjih
(f1,---, frx) z naslednjimi lastnostmi:

i) lica fi,..., fr sekajo isto zrcalno ravnino danega telesa;

ii) poljubni dve zaporedni lici f;, fi+1 si delita bodisi rob bodisi oglis¢e poliedra;

iii) imajo obliko (aP) or (aP.b?) (sestojijo iz p > 2 enakih lic tipa a, lahko pa imajo tudi
g > 2 lic tipa b). Ce ne obstaja nobeno tako zaporedje lic v danem poliedru, potem naj
bo vrednost tega parametra r = 0.

Parameter g je definiran kot maksimalna vsota fi 4+ ...+ fi vseh lic v zaporedjih

(f1,---, frx) z naslednjimi lastnostmi:

i) lica fi,..., fr sekajo isto zrcalno ravnino danega telesa;

ii*) poljubni dve sosedni lici f;, fi41 si delita povezavo;

iii*) vsaj dve zaporedni lici v tem zaporedju sta enaki. Ce ni nobenega takega zaporedja
lic, naj bo ¢ = 0.

Primer. Slika 22 prikazuje, kako dolo¢imo nekaj bolj zapletenih parametrov (za
Johnsonovo telo J36). To telo ima 12 orbit praporov, 2 orbiti oglis¢, 5 orbit robov in
4 orbite lic, nima nobenih polarnih orbit oglis¢, 1 polarno orbito povezav in 1 polarno
orbito lic. Vrednosti parametrov r in ¢ za to telo sta obe 14, vendar nista izracunani
na enak nacin: r je dobljen iz zaporedja 4-4-3-3 dveh kvadratov, ki jima sledita dva
trikotnika, medtem ko je ¢ dobljen iz zaporedja 3-4-4-3). Paziti moramo, da zaporedja
lic res sekajo isto zrcalno ravnino. Zato zaporedja 6 kvadratov vzdolz »ekvatorja« telesa
nismo mogli uporabiti za izraéun parametrov r in q.
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i r=24+23=14

Slika 22: Nekaj parametrov Johnsonovega telesa J36.
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2.13 Vrednosti parametrov

Zdaj pa si oglejmo tabele 8,9, 10 z vrednostmi teh 16 parametrov za vsa telesa iz razreda
C, najprej za 92 Johnsonovih teles, nato za 5 platonskih in 13 arhimedskih teles, in
nazadnje Se za dve neskon¢ni druzini n-kotniskih prizem in n-kotnih antiprizem.

’Jxx H v, e, f ‘po‘ s ‘vo,eo,fo ‘EO ‘ N,n ‘vf;?eg?fg’ ‘ r ‘ q ‘
J1 585 | 48] 2,22 | 2] 1,4] 1,0,1 0O
J2 6, 10, 6 4 110 | 2,2,2 2 11,5 1,0,1 01]0
J3 9,15,8 | 10| 6 2,4, 4 2 | 1,6 0,0,2 610
J4 || 12,20,10 | 10 | 8 2,4,4 2 11,8 0,0,2 | 12|20
J5 || 15,25,12 | 10 | 10 | 2,4, 4 2 |1,10| 0,0,2 010
J6 || 20,35,17 | 14 | 10| 3,5,5 3 11,10 0,0,2 |16 0O
J7 7,12, 7 8|6 3,4,3 2 | 3,4 1,0,1 010
J8 9,16, 9 8 | 8 3,4,3 2 | 5,4 1,0,1 |12 | 18
J9 |1 11,20,11 | 8 | 10| 3,4,3 2 | 1,5 1,0,1 010
JI0 || 9,20,13 | 10| 8 3, 4,4 3| 1,4 1,0,1 [ 12| 6
Ji1 || 11,25,16 |10 | 10| 3,44 | 3 | 1,5 | 1,0,1 | 6 | 6
J12 5,9,6 3 112 2,2,1 1 16,3 2,1,0 6 | 6
JI3 || 7,15,10 | 3 | 20| 2,2,1 1 ]110,3] 2,1,0 6 | 6
J14 8, 15,9 5 112 2,3,2 1] 3,4 1,1,1 |12 | 12
J15 1] 10,20,12 | 5 | 16 | 2,3,2 1] 4,4 1,1,1 | 16| 16
J16 || 12,2515 | 5 | 20| 2,3,2 | 1 | 5,4 | 1,1,1 |20 20
J17 11 10,24,16 | 6 | 16 | 2,3,2 1 116,3] 1,1,0 |12 6
J18 || 15,27,14 | 18 | 6 3,7,6 2 | 1,6 0,0,2 8 | 16
J19 || 18,36,20 | 18 | 8 3,7,6 2 | 1,8 0,0,2 |20 28
J20 || 25,45,22 | 18 | 10 | 3,7,6 2 |1,10| 0,0,2 8 |21
J21 || 30, 55,27 | 22 | 10 | 4,8,7 3 11,10 0,0,2 |16]| 0O
J22 || 15,33,20 | 22 | 6 4,7, 7 4 11,6 0,0,2 916
J23 || 20, 44,26 | 22 | 8 4,7, 7 4 1,10 0,0,2 | 12| 18
J24 |1 25,55,32 | 22 | 10 | 4,7, 7 4 (1,10 0,0,2 6 | 6
J25 || 30,65,37 | 26 | 10 | 5,8,8 511,10 0,0,2 916
J26 || 8,14,8 | 7| 8| 23,2 | 1| 44| 1,1,0 |8 |14
J27 11 12,24,14 | 8 | 12| 2,4,3 1] 6,4 0,2,1 |20 ]| 14
J28 || 16,32,18 | 8 | 16 | 2,4,3 1 110,41 0,2,1 |24 24
J29 |1 16,32,18 | 8 | 16 | 2,4,3 1 ]10,4] 1,0,1 | 12| 18
J30 || 20,40,22 | 8 | 20 | 2,4,3 1125 0,2, 1 8 | 18
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’ Jxx H v, e, f ‘ PO ‘ S ‘ Vo, €0y fo ‘ E, ‘ N,n ‘ vb eb fP ‘ T ‘ q ‘
J69 || 70, 120,52 | 24 | 20 5,9,6 2 110,10 | 0,1,1 010
J70 || 70, 120,52 | 120 | 4 | 20,35,18 | 3 | 10,10 | 0,2,0 | 16 | 22
J71 || 75,135,62 | 90 | 6 | 15,27,16 | 4 | 9,10 0,0,2 | 16 | 22
J72 || 60, 120,62 | 48 | 10 | 8,16,13 | 5 | 12,5 0,0, 2 8 | 16
J73 || 60, 120,62 | 24 | 20 4,8, 7 3| 12,5 0,0, 2 8 | 16
J74 || 60,120,62 | 120 | 4 | 17,34,22 | 5 | 12,5 | 0,0,2 |12 |22
J75 || 60,120,62 | 80 | 6 |12,24,17 | 5 | 12,5 0,0, 2 8 | 16
J76 || 55, 105,52 | 42 |10 | 7,14,11 | 4 | 1,10 0,0, 2 01]0
J77 || 55,105,52 | 42 |10 | 7,14,11 | 4 | 1,10 0,0, 2 8 | 16
J78 || 55, 105,52 | 210 | 2 [ 29,56,31 | 4 | 1,10 0,0,0 8 |23
J79 || 55, 105,52 | 210 | 2 | 29,56,31 | 4 | 1,10 0,0,0 010
J80 || 50,90,42 | 18 | 20 3,6,5 2 2,10 0,0, 2 010
J81 || 50,90,42 | 90 | 4 | 14,26,16 | 4 | 2,10 0,0, 2 010
J82 || 50,90,42 | 180 | 2 | 27,49,27 | 5 | 2,10 0,0,0 8 | 16
J83 || 45,75,32 | 50 | 6 | 9,16,11 | 4 | 3,10 0,0, 2 010
J84 8, 18, 12 9 8 2,4,2 0 | 12,3 0,3,0 6 | 6
J85 || 16, 40,26 | 10 | 16 3,4,3 2 2,4 0,1,1 010
J86 || 10,22,14 | 22 | 4 4,8, 5 1 2,4 0,2,0 8 | 14
J87 || 11,26,17 | 52 | 2 | 7,15,11 | 3 1,4 0,0,0 |12 6
J88 || 12,28,18 | 28 | 4 5,10, 6 1 2,4 0,2,0 8 | 14
J89 || 14,33,21 | 33 | 4 5,11, 8 2 2,4 0,1,1 |12 18
J90 || 16,38,24 | 19 | 8 3,7, 4 0 4,4 0,2,0 8 | 14
J91 || 14,26,14 | 13 | 8 3,5,4 2 4,5 1,1,1 |20 |10
Jo2 || 18,36,20 | 24 | 6 4,8, 7 3 1,6 0,0, 2 6 |0

Tabela 8: Parametri Johnsonovih teles.

To je bila tabela s parametri Johnsonovih teles. Parametri platonskih in arhimedskih
teles ter prizem in antiprizem so podani v tabelah 9 in 10.

2.14 Analiza teles in parametrov

Informacija, zbrana v tabelah 8, 9 in 10, nam omogoca ne samo primerjati in klasificirati
telesa (glede na razlicne mnozice parametrov), ampak tudi primerjati razline mnoZzice
parametrov (glede na njihovo zmoznost razlikovanja teh teles — da jih npr. razvrstijo v
kar se da veliko Stevilo razli¢nih ekvivalenénih razredov)!
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’ telo H v, e, f ‘ PO ‘ S ‘ Vo, €0y fo ‘ E, ‘ N,n ‘ vb, el fP ‘ r ‘ q ‘
33 4,6, 4 1]24] 1,1,1 [ 1] 43 ] 1,1,1 [6]6
34 6,12, 8 1| 48| 1,1,1 1 8,3 1,1,1 |12 ] 6
43 8,12, 6 1| 48 1, 1,1 1 6, 4 1,1,1 |16 | 16
3° 12, 30, 20 11120 1,1,1 1 | 20,3 1, 1,1 6 | 6
53 20,30,12 | 1 | 120 1,1,1 | 1 | 12,5 | 1,1,1 |10 10

3434 12,24,14 | 2 | 48 | 1,1,2 | 2 | 6,4 | 1,0,2 |16 0
3.5.3.5 30, 60, 32 2 120 1,1,2 2 | 12,5 1,0,2 |16 ] 0
3.62 12,18, 8 3 | 24 1,2,2 1 4, 6 0,1,2 |12 18
3.82 24, 36, 14 3 | 48 1,2,2 1 6, 8 0,1,2 | 32] 32
4.62 24,36,14 | 3 | 48 | 1,22 | 1 | 86 | 0,1,2 |12 20
3.102 || 60,90,32 | 3 |120| 1,2,2 | 1 |12,10| 1,0,2 |20 26
5.62 60, 90, 32 3 1120 1,2,2 1 | 20,6 1,0,2 |12 | 22
3.43 24, 48, 26 4 | 48 1,2,3 2 | 18,4 0,0,3 |32] 32
3454 || 60,120,62 | 4 | 120 | 1,2,3 2 12,5 0,0,3 0|0
4.6.8 || 120,180,62 | 6 | 48 1, 3,3 1 6, 8 0,0,3 01]0
4.6.10 24, 60, 38 6 | 120 | 1,3,3 1 112,10 | 0,0,3 010
34 16, 38,24 | 10 | 24 1,3,3 1 6, 4 0,1,2 010
35 60, 150,92 | 10 | 60 1,3,3 1 12,5 0,1,2 01]0

Tabela 9: Parametri platonskih in arhimedskih teles.

Nazadnje, tabela 10 prikazuje vrednosti parametrov dveh neskon¢nih druzin n-
kotnigkih prizem 4%.n in n-kotnigkih antiprizem 33.n:

[telo [ wef  [po[ s [veeofo| Bo | Non[uB e, f2 ] r [ q]
£2n | 2n,3n,n+2 | 3 |4n| 1,2,2 1| 2,n 1,1,1 | n? | n?
B 2m4dn,2n+2 | 4 |4n | 1,21 | 1 | 2,n | 0,21 0|0

Tabela 10: Parametri prizem in antiprizem.

Definicija 25 (DVA KOLICNIKA ZA ANALIZO PARAMETROV:) Ce mnoZica parametrov
{p1,...,pk} razdeli razred m objektov v ¢ ekvivalencnih razredov (dva objekta sta v is-
tem ekvivalenénem razredu natanko takrat, ko imata iste vrednosti vseh parametrov) in
ée ta mnozica parametrov izolira i objektov (objekt je izoliran, ce je sam v svojem ekvi-
valenénem razredu), nam to daje dve razmerji: »razredni kolicnik« m/c (pouvprecno
§tevilo objektov v ekvivalencnih razredih), in 0 < i/m < 1, imenovan »izolirajoci
kolicnik« i dane mnoZice parametrov (glede na dani razred objektov, ki smo ga klasifi-
cirali s temi parametri). Objekti so popolnoma separirani z neko mnoZico parametrov
{p1,...,pK}, Ce in samo ce je njegov izolirajoci kolicnik enak 1.
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Primer. Za mnozico parametrov {Eo, s} in razred Johnsonovih teles je razredni
koli¢nik enak m/c = 92/31, izolirajo¢i koli¢nik pa i/m = 10/92 (glej Tabelo 11).

Eo /s 2 4 5 6 8 10 | 12 | 16 | 20 | >
0 J44 | J84 | J46

0 J45 | J90 | J48 6
1 J86 J26 J12 | J15 | J13

1 J88 J14 | J17 | J16

1 J27 | J28 | J30

1 J36 | J29 | J39

1 J37 1 J59 | 17
2 J49 | J47 | J3 | J1 | J2 | J35 | J67 | J31

2 J50 J7 | J4 | J5 | J51 | J85 | J34

2 J53 J18 | J8 | J9 | J57 J38

2 Jb4 J19 | J20 J43

2 J56 J55 J69

2 J62 JI1 J80

2 J89 32
3 J87 | J52 J61 | J10 | J6 J42

3 J70 J63 | J66 | J11 J73

3 J64 J21

3 J65 J58

3 J92 16
4 J78 | J81 J22 | J23 | J24

4 J79 J71 J32

4 J83 J33

4 J40

4 J41

4 J68

4 J76

4 Jrr 15
) J82 | J60 J75 J25

) J74 J72 6
> 4 14 1 12 | 12 | 20 7 7 13 | 92

Tabela 11: Klasifikacija Johnsonovih teles s parametroma s in Fo.

Iz gornje tabele lahko razberemo tudi, da je najbolj pogosta vrednost Eulerjevega
stevila orbit na razredu Johnsonovih teles enaka 2.
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Odgovor na vprasanje, ali obstajata spodnja in zgornja meja vrednosti parametra
Fo za poljubne poliedre, je dan v Dodatku.

Tabela 12 kaze stevilo ekvivalen¢nih razredov c in Stevila izoliranih teles ¢ ki jih
dobimo pri nekaterih od 2'6 podmnozic nasih 16 parametrov:

mnozica parametrov c | 1
{Eo} 6 | 0
{n} 6|0
{s} 9 |1

{v8, b, 2} 9|1
{n} 14| 3

{s, Eo} 31| 10
(N, n} 34 3
{po} 36 | 16
{po, Eo} 53 | 33
{po, Eo, s} 72 | 60
{po, Eo, N,n} 86 | 80

{v,e, f,po,s,vo,eo, fo, Eo, N,n, vl el fP} | 87 | 82

Tabela 12: Vrednosti ¢ in ¢ za razlicne mnozice parametrov.

2.14.1 Dva enostavna trika za iskanje ekvivalenc¢nih razredov: sumacija

parametrov in leksikografsko sortiranje

Pri iskanju ekvivalen¢énih razredov teles glede na dano mnozico parametrov {p1, ..., px}
si lahko pomagamo tako, da pois¢emo vsoto vrednosti p; + ...+ pi teh parametrov.
Ce sta za dve telesi ti dve vsoti razli¢ni, potem morajo biti vrednosti nekaterih od
teh parametrov za ti dve telesi razlicne, in telesi morata biti v razlicnih ekvivalen¢nih
razredih. Potem moramo preveriti samo Se za telesa z isto vsoto p1 +. ..+ pg, ali imajo
kaksne parametre razlicne. To lahko storimo z leksikografskim sortiranjem vektorjev

(P, - - Pk)-

2.14.2 Problem kodiranja teles

Nekateri poliedri (J28, J29), (J32, J32), (J40, J419), (J76, J77), (J78, J79) se razlikujejo
samo v vrednostih parametrov r and ¢ (glej Tabele 10,11 in 12). To je bil tudi razlog,
zakaj smo vpeljali parametra r in q. Kateri od nasih 16 parametrov so odvec za namen

kodiranja teles razreda C'?
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Ce uporabimo sumacijski trik in leksikografsko sortiranje parametrov, lahko vidimo,
da parametri (v,e, f,po, s,n,m,q) zadoscajo, da razlikujemo med telesi razreda C.
Toda kaksno je minimalno Stevilo parametrov, s katerimi lahko kodiramo telesa iz

razreda C ¢

Naslednji primeri kazejo, zakaj doloc¢ene kombinacije treh parametrov ne zadoscajo
za razlikovanje teles iz razreda C"
(v, e, f) = (14,26,14) za telesi J55 in J56, (f,m,q) = (8,4,14) za J26 in J49,
(v,s,7) = (9,6,6) za J3 in J63, (s,q,m) = (10,0,10) za J5 in J6,
(e,m,q) = (80,5,0) za J31 in J59, (v, s,q) = (25,10,6) for J33 and J24,
(s,q,e) = (20,0,20) za J31 in J59, (s,q, f) = (10,0,27) za J21 in J32,
(s,q,po) = (6,0,28) za J44 in J45, (v,m,r) = (9,4,12) za J10 in J8,
(v,m,q) = (40,5,0) za J48 in J43, (po, N.n,q) = (4,60,0) za arhimedsko telo (3.4.5.4)

in za 30-kotno antiprizmo.

S preprostim »trikom mnozenja« lahko dobimo iz dveh parametrov N in n en sam

parameter N.n:

Trditev 14 (KARAKTERIZACIJA POLIEDROV RAZREDA C' S TREMI PARAMETRI:) Ure-
jene trojice parametrov (po, N.n, q) so razlicne za vsako telo iz razreda, sestojecega iz
92 Johnsonowvih teles, petih platonskih teles in 13 arhimedskih teles.

Dokaz. To zlahka vidimo, ¢e ta zaporedja leksikografsko sortiramo. (Tabela 13). O

Trditev 15 (KARAKTERIZACIJA POLIEDROV RAZREDA C'S STIRIMI PARAMETRI:) Ure-
jene cetverice parametrov (po, N, n, q) so razlicne za vsako telo razreda C'. Podobno,
cetverice (q, s, f, €)in (q, s, f, n) so drugacne za vsako telo razreda C.

Dokaz. Iz tabel Tabel 11, 12 in 15 vidimo, da so zaporedja parametrov (po, N.n,q) dru-
gacna za vsako telo razreda C razen za arhimedsko telo 3.4.5.4 in 30-kotno antiprizmo,
za kateri je (po, N.n,q) = (4,60,0). Ker se ti dve telesi razlikujeta v parametrih N in n,
so zaporedja stirih parametrov (po, N, n, ¢) druga¢na za vsako telo razreda C'. Podobno
lahko zlahka vidimo, da parametri (g, s, f) separirajo vsa Johnsonova, arhimedska in
platonska telesa razen dveh parov: J21 in J22, ki imata oba (g, s, f) = (0, 10,27), ter
J48 in J76, ki imata oba (q¢, s, f) = (0,10,52) in da sta vrednosti e in n razliéni tudi za
te pare teles. [

Tabela 13, skupaj z vrednostmi po = 3 za prizme in po = 4 za antiprizme iz Tabele
12, nam daje tudi klasifikacijo konveksnih poliedrov glede na stevilo orbit praporov.
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Trditev 16 (KLASIFIKACIJA POLIEDROV RAZREDA C' GLEDE NA STEVILO NJIHOVIH
ORBIT PRAPOROV:) Razred C konveksnih poliedrov z regularnimi poligonalnimi lici
razpade na 38 ekvivalencnih razredov glede na stevilo njihovih orbit praporov.

’ (po, N.n,q): telo ‘ (po, N.n, q): telo ‘ (po, N.n,q): telo ‘ (po, N.n, q): telo ‘

(1,12,6) : 33 (8,10,18): J30 (14,10,0): J6 (26,12,18): J56
(1,24,6) : 34 (8,12,0): J7 (14,55,10): J58 | (28,8,14): J88
(1,24,16) : 43 (8,20,18): J8 | (15,32,32): J67 | (28,10,10): J46
(1,60,6) : 3° (8,24,14): J27 | (16,50,40): J42 | (28,24,0): J44
(1,60,10) : 53 (8,40,18): J29 | (16,60,0): J43 | (28,35,16): J40
(2,24,0):3.4.3.4 | (8,40,24): J28 (17,4,6): J50 (28,35,18): J41

(2,60,0) :3.5.3.5 | (8,50,0): J59 (18,6,16): J18 (28,40,0): J45
(3,18,6) : J12 (9,36,6): J84 (18,8,28): J19 | (30,45,10): J61
(3,24,18) : 3.6 (10,4,6): J10 | (18,10,21): J20 | (33,8,18): J89
(3,30,6) : J13 (10,5,6): J11 (18,18,0): J65 (36,60,0): J48
(3,48, 20) : 4.6 (10,6,0): J3 (18,20,0): J8O | (40,50,10): J60
(3,48,32) : 3.82 (10,8,0): J85 | (19,10,22): J52 | (42,10,0): J76
(3,120,22) : 5.6 | (10,8,20): J4 | (19,16,14): J9O | (42,10,16): J77
(3,120,26) : 3.10 | (10,10,0): J5 (20,10,0): J32 | (42,55,22): J68

(4,4,0) : J1 (10,12,0): J57 | (20,10,10): J62 | (48,60,16): J72
(4,5,0) : J2 (10,15,6): J63 | (20,35,6): J33 (50,30,0): J83
(4,60,0) : 3.4.5.4 | (10,24,0):3%4 | (22,6,6): J22 (52,4,6): J8&T
(4,72,32) : 3.43 | (10,60,0):3*5 | (22,8,14): J86 (64,35,0): J47
(5,12,12) : J14 | (12,10,16): J39 | (22,10,0): J21 | (80,60,16): J75
(5,16,16) : J15 | (12,10,40): J38 | (22,10,6): J24 (90,20,0): J81
(5,20,20): J16 | (12,15,6): J64 | (22,10,18): J23 | (90,90,22): J71
(6,48,0) : 4.6.8 | (12,48,14): J36 | (22,12,26): J54 | (120,60,22): J74
(6,48,6) : J17 | (12,48,24): J35 | (23,10,14): J53 | (120,100,22): J70
(6,120,0) : 4.6.10 | (12,60,10): J34 | (24,6,0): J92 | (180,20,16): J82
(7,6,14) : J26 | (12,72,26): J37 | (24,40,30): J66 | (210,10,0): J79
(7,42,6) : J51 (13,8,4): J49 | (24,60,16): J73 | (210,10,23): J78
(8,5,0) : J9 (13,12,14): J55 | (24,100,0): J69
(8,10,0) : J31 (13,20,10): J91 | (26,10,6): J25

Tabela 13: Leksikografsko sortirane vrednosti parametrov (po,N.n,q) za Johnsonova,
platonska in arhimedska telesa.

Nazadnje je tu Se preprosta zvija¢a (zasnovana na izreku o enoli¢ni faktorizaciji
naravnih Stevil na produkt prastevil), s katero lahko razlikujemo telesa razreda C Ze z
enim samim parametrom:



66 2 SIMETRIJSKI GRAFI POLIEDROV Z REGULARNIMI LICIT

Trditev 17 (KLASIFIKACIJA POLJUBNEGA RAZREDA OBJEKTOV Z ENIM SAMIM SES-
TAVLJENIM PARAMETROM:) Ce so telesa kateregakoli razreda objektov razdeljena v ra-
zlicne ekvivalencne razrede s pomocjo k parametrov qi,q2, ..., qr, potem se jih da raz-
likovati Ze z enim samim sestavljenim parametrom 29 -39 . .. -pz’“, kjer je 2,3,5,. .., pk
zaporedje prvih k prastevil (torej se da telesa razreda C razlikovati Ze z enim samim

sestavljenim parametrom 2P° - 3N . 5" . 79),

2.14.3 Povzetek karakterizacije poliedrov s parametri

Da smo dobili karakterizacijo konveksnih poliedrov z regularnimi poligonalnimi lici z
minimalnim $tevilom parametrov, smo analizirali 16 parametrov (tabele 8,9,10). Neka-
teri od njih so dobljeni iz simetrijskih grafov teh teles. Vpeljali smo parameter Fo,
imenovan »Eulerjevo Stevilo orbit« in dokazali nekaj njegovih lastnosti. S primerjavo
razliénih vrednosti parametrov glede na to, kako dobro zmorejo razlikovati telesa smo
nasli karakterizacijo razreda C = KPP konveksnih poliedrov z regularnimi poligon-
skimi lici s samo Stirimi parametri. Klasificirali smo telesa razreda C' glede na stevilo
njihovih orbit praporov, in pokazali, da se da telesa razreda C' razlikovati ze z enim
samim sestavljenim parametrom 2P° - 3V . 57 . 79, Nagli smo torej njihovo »separira-
joco kodo«, kot smo zeleli. Ta sestavljeni parameter (oziroma parametri (po, N,n,q))
lahko torej sluzi pri razlikovanju Johnsonovih teles na podoben nacin kot sluzijo oglis¢ni
vzorci za razlikovanje uniformnih poliedrov. V primerjavi z Johnsonovo strukturno no-
tacijo (str. 52) teles J1, J2, ..., J92, ki uporablja za »molekularni« opis teh teles
kar precej atomarnih gradnikov (prizme, antiprizme, kupole, rotunde, piramide), ima
nasa koda to prednost, da opise telesa z manj osnovnimi informacijami. Johnsonova
rkemijska« notacija pa ima pred naso to prednost, da se da iz nje lazje rekonstru-
irati telesa. »Generi¢na koda«, ki bi omogocala preprosto algoritemsko izgradnjo
poljubnega poliedra P € P, pa bi bila nujno veliko bolj zapletena: polieder bi morali
opisati z naslednjima dvema klju¢nima elementoma: 1) z zemljevidom rotacijskih orbit
ORg(P) ter zemljevidom zrcalno-rotacijskih orbit O(P) oziroma z baricentri¢no razdel-
jeno rotacij-sko fundamentalno domeno FDpg(P) in fundamentalno domeno F'D(P);
2) z grupo rotacijskih simetrij Sg(P) in z grupo simetrij S(P) (lega zrcalnih ravnin
in poli ter stopnje rotacij bi morali biti vrisani na fundamentalni domeni — temu bi
lahko rekli »simetrijska shema« poliedra). Taksna zelo nazorna »geometrijska« rekon-
strukcija poliedra temelji na COXETER-MOSER-jevi rekonstrukceiji ploskev iz njihovih
fundamentalnih domen glede na njihove grupe avtomorfizmov [8]. Mozna pa je tudi »al-
gebrai¢na« rekonstrukcija poliedra P iz njegovega simetrijskega grafa T'(P) in simetri-
jske grupe S(P), ki temelji na dobro znani teoriji krovnih grafov in napetostnih grafov,
opisani npr. v disertaciji prof. PISANSKEGA [40] in v knjigi [42].
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3 Simetrijski grafi molekul

Simetrijske grafe, ki so jih doslej uporabljali predvsem pri tlakovanjih in zemljevidih
na sklenjenih ploskvah (in katerih uporabo pri poliedrih smo spoznali v prvem delu
disertacije), so enako uporabni tudi za zemljevide na ploskvah z robom. V tem poglavju
predstavim njihovo uporabo pri klasifikaciji t.i. »benzenoidnih molekul« (ravninskih
ogljikovodikovih molekul, v katerih ogljikovi atomi tvorijo Sestkotniske obroce). Vpe-
ljem tudi dve novi orodji za opisovanje simetrijskih lastnosti poljubnih ravninskih »ge-
ometrijskih molekul« iz pravilnih mnogokotnikov in pravilnih zvezd ter opiSem splosno
strukturo grafa praporov poljubne policiklicne »ploskovne« molekule.

MOTIVACIJA IN OSNOVNA IDEJA: Pobuda za ta drugi del disertacije prihaja iz
matematicne kemije. Grafe praporov in simetrijske grafe lahko priredimo tudi t.i. »poli-
cikliénim kemijskim molekulam«, (pretezno) sestavljenim iz ravninskih ciklov atomov
(npr. ogljikovih, medtem ko atome vodika pri opisu strukture molekul ignoriramo)
v obliki pravilnih mnogokotnikov, ¢e le-te interpretiramo kot lica in jih baricentri¢no
razdelimo na pravokotne trikotnike — prapore.

IZHODISCNA REFERENCA: Prof. PISANSKI in BALABAN sta 1. 2011 zacela raziskovati
grafe praporov pri t.i. benzenoidnih molekulah (ravninskih molekulah, katerih osnovna
struktura, ¢e zanemarimo vodikove atome, sestoji iz konc¢nega stevila Sestkotniskih
obrocev ogljikovih atomov); iz tega podroc¢ja smo napisali skupen ¢lanek » Classification
of benzenoid molecules by their symmetry-type graphs« (ki se ¢aka na objavo).

MATEMATICNI MODEL BENZENOIDNIH MOLEKUL: Za matemati¢ni model benzenoidov
se ponavadi uporablja ustrezen molekularni graf (s »praznimi« lici). Mi pa smo 6-
cikle tega grafa interpretirali kot pravilne Sestkotnike (da smo jih lahko baricentri¢no
razdelili na pravokotne trikotnike — prapore), in temu modelu (s »polnimi« lici) bomo
rekli »Sestkotniska molekula« (kemiki ustrezne matematiéne modele delijo dalje na
»benzenoidne sisteme« in »koronoidne sisteme«).

NOVA ORODJA: V tem poglavju je predstavljenih (in razsirjenih) nekaj osnovnih idej
iz zgoraj omenjenega clanka, v katerem sem kot dodatno orodje klasifikacije predlagal
t.i. binarno kodo in simetrijsko kodo benzenoidnih molekul.

DRUGE REFERENCE: V terminologiji in definicijah osnovnih pojmov sledim temeljni
knjigi o teoriji benzenoidnih ogljikovodikov GUTMAN, CYVIN [17], z eno samo izjemo:
ker je simetrijske grupe benzenoidov najenostavneje prikazati kot podgrupe diedrskih
grup D¢, Dy = Zox Z5 in D3, klasifikacijo v tej disertaciji (ker jo bodo brali matematiki)
podajam v teh oznakah ter navajam le referenco na analogno klasifikacijo ([17], str. 19,
31) s pomodjo grup Dgp, Cep, D3p, Cspy Dap, Cop, Cay, Cs, ki so bolj domace kemikom in
upostevajo poleg zrcaljenj v navpi¢nih ravninah tudi zrcaljenje v vodoravni ravnini, v
kateri lezi benzenoidna molekula (to pomenita oznaki v in h).



68 3 SIMETRIJSKI GRAFI MOLEKUL

SPLOSNA STRUKTURA SIMETRIJSKIH GRAFOV BENZENOIDNIH MOLEKUL: Opisal
bom tudi splosno (algebrai¢no in geometrijsko) strukturo grafov praporov in simetrij-
skih grafov benzenoidnih molekul. Bistvena novost, ki jo prinasajo grafi praporov
sestkotniskih molekul (ki jih lahko interpretiramo kot primer zemljevidov na ploskvah
z robom!) — v primerjavi z grafi praporov poliedrov in tlakovanj celotne ravnine — je,
da prapori, leze¢i ob robnih stranicah molekule, nimajo 2-sosedov!

RAZSIRITEV OSNOVNE IDEJE: Vendar ni nujno, da se omejimo na benzenoidne
molekule, dejansko obstojece v kemiji, ampak lahko priredimo simetrijske grafe tudi ve-
liko splosnejsim »geometrijskim« molekulam, sestavljenim iz poljubnih pravilnih mno-
gokotnikov (ali celo pravilnih zvezd!).

SPLOSNI PROBLEM KLASIFIKACIJE MOLEKUL: Na$ cilj je (na posebej preprostem
vzor¢nem primeru t.i. »benzenoidnih sistemov«) pokazati, »kako lahko klasificiramo
kakrsnekoli (ravninske ali prostorske) molekule, katerih gradniki so cikli atomov, glede
na njihove simetrijske lastnosti«. V ta namen kombiniramo nekaj klasi¢nih mate-
matic¢nih orodij, dobro znanih iz matemati¢ne kemije (simetrijske grupe, toc¢kovne
grupe) z nekaterimi relativno novimi matemati¢nimi orodji iz teorije grafov (grafi pra-
porov, simetrijski grafi).

POSEBNI PROBLEM KLASIFIKACIJE BENZENOIDOV: Praviloma je kemijskih molekul
v primerjavi z geometrijskimi molekulami iz istih gradnikov manj, saj jih vezejo do-
datne omejitve fizikalno-kemijske narave. Videli bomo, da Ze natan¢na formulacija, kaj
sele resitev nasega klasifikacijskega problema za t.i. »benzenoidne molekule«, sestav-
ljene iz Sestkotniskih obrocev, zahteva precej zahteven matemati¢ni aparat, pri cemer je
treba upostevati tudi doloc¢ene omejitve iz kemije. Razlog za to je v dejstvu, da obsta-
jajo »Sestkotniske geometrijske molekule«, ki ne predstavljajo benzenoidne molekule.
Grupo simetrij posamezne molekule, sestavljene iz Sestkotnikov, bomo identificirali z
ustrezno podgrupo simetrij Sestkotniske mreze v ravnini, v kateri so vsi Sestkotniki
razdeljeni na 12 skladnih pravokotnih trikotnikov (»praporov«), enakolezni trikotniki
pa so oznaceni z enakimi Stevilkami od 1 do 12. Grupe, ki ohranjajo posamezne tocke
Sestkotniske molekule (»tockovne grupe«) bomo predstavili s transformacijami ciklov
praporov (razporejenih okrog sredisca stranice, oglisca ali srediséa lica).

OSNOVNA TEZA O KLASIFIKACIJI MOLEKUL: Tako kot poliedre je tudi molekule zelo
naravno klasificirati glede na njihovo grupo simetrij (tistih, ki so porojene iz izometrij
evklidskega prostora) in glede na njihov simetrijski graf; pri podrobnejsi klasifikaciji
pa lahko upostevamo Se tockovne grupe (ter binarne in simetrijske kode) molekul. Pri
ravninskih molekulah je treba upostevati tiste simetrije, ki so dobljene iz izometrij
evklidskega prostora E?; pri prostorskih pa tiste, porojene iz izometrij prostora E>
(avtomorfizmi molekul, ki niso porojeni iz izometrij, nas v tem delu ne bodo zanimali).
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3.1 Matematicni model keluléjskih benzenoidov

Definicija »benzenoida« je zanimiva tako iz matemati¢nega kot kemijskega zornega
kota. Benzenoidne ogljikovodikove molekule so policiklicne molekule, oblikovane iz
ogljikovih atomov (z valenco 4), med katerimi so bodisi enojne ali dvojne vezi (v¢asih
pa si celo po vec ogljikovih atomov »deli« neke skupne elektrone!) ter vodikovih atomov
H (z valenco 1).

V ustreznem matemati¢nem modelu, t.i. »molekularnem (kemijskem) grafu« ben-
zenoidov ([18], str. 508) oz. v t.i. »benzenoidnem sistemu« (tri ekivalentne definicije
tega pojma so podane v [17], str. 11-16) so vodikovi atomi izpuscéeni, povezava med
dvema vozliS¢ema pa lahko predstavlja bodisi enojno vez bodisi dvoj-no vez med dvema
ogljikovima atomoma (ohranjena je torej le informacija, kateri ogljikovi atomi so sosedni
drug drugemu).

V kekuléjskih molekulah obstajajo t.i. kekuléjske strukture, v katerih ima vsak
ogljikov atom ima poleg dveh enojnih tudi eno dvojno vez. Policikli¢na struktura
kekuléjskih benzenoidov nam omogoca, da lahko o njih razmisljamo ne le kot o moleku-
larnih grafih, sestavljenih zgolj iz vozlis¢ in povezav, ampak si njihove Sestkotniske cikle
predstavljamo kot Sestkotniska lica nekega konc¢nega ravninskega zemljevida z robom.

Obstajajo tudi drugi (ne-kekuléjski) benzenoidi, imenovani »prosti radikali«, ki
imajo liho stevilo ogljikovih atomov, vendar pa se taksnih molekul ne da predstaviti s
Sestkotniskimi lici.

Kemiki klasificirajo te molekule v tri skupine takole:

Definicija 26 (SESTKOTNISKA GEOMETRIJSKA MOLEKULA IN KLASIFIKACIJA BEN-
ZENOIDOV:) Matematicni model kekuléjskega benzenoida je »Sestkotniska geometrijska
molekula«, sestavljena iz Sestkotnikov, zlepljenih po stranicah tako, da jo lahko vloZimo
v ravninsko Sestkotnisko tlakovanje, in v kateri sta vsaki dve lici povezani s »potjo iz
lic« (v kateri si dve zaporedni lici delita stranico. Dodatno zahtevamo se, da ima us-
trezni graf 1-faktor (ki je dolocen z razporeditvijo dvojnih vezi med ogljikovimi atomsi).
Ce je dualni graf aciklicen, se imenuje ustrezni benzenoid »kata-kondenziran« (ima ob-
liko verige ali splosneje drevesa iz Sestkotnikov), ce ima dualni graf cikle dolZine 3, je
»peri-kondenziran« (trije Sestkotniki imajo skupno »notranje oglisce), ce pa ima (vsaj)
dve robni komponenti in ce manjsa vsebuje vsaj 10 stranic, pa to ni vec benzenoidni,
ampak »koronoidni« sistem.
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Opomba k sliki 23. » Rumena« molekula iz $tirih Sestkotniskih gradnikov na sliki A
je primer »kata-kondenziranega« benzenoida (ker je njegov dual aciklicen). »Modra
molekula iz petih Sestkotniskih gradnikov, je primer »peri-kondenziranega« benzenoida
(ker njegov dual vsebuje trikotnike). »Zelena« molekula, sestavljena iz osmih Sestkot-
niskih gradnikov, je primer »koronoida« (ker njegov dual vsebuje n-kotnike, v katerih
je n > 6). »Rdeca« geometrijska molekula na sliki B, oblikovana iz Sestih Sestkot-
niskih gradnikov, pa ne predstavlja kekuléjskega benzenoida. Polozaji dvojnih vezi »na
robu« so enoli¢no doloceni, vendar vzorca ni mogoce nadaljevati na »kekuléjski« nacin
v vozlis¢éih a, b, ¢ in d. Na sliki C sta dva primera ne-benzenoidov.

C

Slika 23: A: primeri geometrijskih molekul, vlozenih v Sestkotnisko mrezo; B: primer
molekule, ki ni kekuléjski benzenoid; C: primera ne-benzenoidov.
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Slika 24: Primer »neravninskega« benzenoida v obliki spirale in vozla.
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Natanc¢no katerim dodatnim pogojem mora Sestkotniska molekula zadoscati, da
predstavlja molekulo benzenoida? Samo kemik, ne pa matematik, lahko odgovori na to
vprasanje. Da bi videli, kako zapleteno je to, si oglejmo primer Sestkotniske molekule,
ki je ni mogoce vloziti v ravninsko Sestkotnisko mrezo (slika 24 A), saj njeni Sestkot-
niski gradniki tvorijo dvigujaco se spiralo. Matematik bi rekel, da je taksna molekula
del Sestkotniske mreze, narisane na neko RIEMANN-ovo ploskev.

7 risanjem Sestkotnikov razli¢nih velikosti ni tezko predstaviti tudi taksnih »ner-
avninskih« molekul. Matematik bi si potlej zlahka zamislil tudi zapletenejse strukture,
sestavljene iz Sestkotniskih gradnikov, na primer tridimenzionalne »vozle« iz Sestkot-
nikov (na sliki 24 B se Sestkotniki nizajo vzdolz ukrivljene ¢rte in oblikujejo Sestkot-
niski vozel — cikel sestavljen iz Sestkotnikov). In tu se zastavlja odprto vprasanje: Ali
je mogoce, da taksni »ogljikovodikovi vozli« obstajajo v naravi (oziroma ali jih clovek
lahko naredi)?

3.2 Matematic¢ni model poljubnih policikli¢cnih molekul

Vendar nam za nas osnovni namen klasifikacije ravninskih benzenoidov ni potrebno

studirati taksnih spiralnih ali zavozlanih molekul niti nam ni treba iskati natancne

definicije benzenoidov, ki bo zadovoljila kemika (in bo izkljucila vse ne-benzenoide, vse

benzenoide pa vkljucila). Po drugi strani pa se nam tudi ni treba posebej globoko za-

kopati v ta posebni problem klasifikacije benzenoidov, ampak se lahko takoj obrnemo k

splosnemu problemu klasifikacije poljubnih policiklicnih molekul glede na njihove simetrij-
ske grupe in simetrijske grafe!

Precej bolj smiselno je torej razviti splosno strukturno teorijo (ravninskih in pros-
torskih) »geometrijskih molekul« (z robom ali brez njega), katerih lica so lahko poljubni
pravilni poligoni, potem pa jo aplicirati na tiste Sestkotniske molekule, ki se jih da
vloziti v ravninsko sestkotnisko mrezo. V okviru taksne splosne teorije, neodvisne od
trenutno znanih kemijskih molekul, lahko matematik obravnava in (ko sistemati¢no
preisce vse mozne geometrijske molekule danega razreda) morda slucajno odkrije tudi
kaksne kemij-ske molekule, ki Se niso bile sintetizirane, morda pa neko¢ bodo. Podoben
pristop je uporabil MENDELJEJEV, ko je klasificiral kemijske elemente v ¢asu, ko neka-
teri od njih Se niso bili odkriti, vendar je njihov obstoj predvidel in vnaprej uposteval.

Najsplosnejsa definicija geometrijske molekule, ki sem se je lahko domislil, da bi
lahko bila matemati¢ni model poljubne policiklicne kemijske molekule, je naslednja:
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Definicija 27 (GEOMETRIJSKA MOLEKULA:) Mnogokotnik definiramo (tako kot pri
parih zaporednih tock tega cikla. Geometrijska molekula je (ne nujno ravninski) ge-
ometrijski objekt, ki ga dobimo iz (ne nujno koncno mnogo, ne nujno pravilnih, ne
nujno ravninskih) mnogokotnikov z »lepljenjem« (identifikacijo parov) njihovih stranic,
(pri ¢emer ni nujno, da si isto stranico delita najve¢ dva mnogokotnika oz. »lici«
molekule). Rob molekule OM je unija stranic, ki pripadajo le enemu njenemu licu.
Molekula je ravninska, ce vsa njena lica leZijo v isti ravnini. Molekula je ploskovna, ce
st isto stranico delita najvec dve lici molekule.

Slika 25: Primer molekule z robom in tremi lici s skupno stranico.

Poljubni dve lici geometrijske molekule sta torej povezani s »potjo iz lick. Gornji
definiciji ustrezajo tudi spiralne in zavozlane molekule, ki dejansko nastopajo tudi v
kemiji (npr. molekula DNA ima spiralno obliko). Tudi t.i. fulereni, sestavljeni iz samih
petkotnigkih in Sestkotnikih obrocev ogljikovih atomov, ustrezajo gornji definiciji. Ce
si vsako stranico delita dva pravilna mnogokotnika, imamo opravka s poliedrom nasega
dobro znanega razreda P. Ce si isto stranico delita ve¢ kot dva mnogotnika, molekula
ne lezi ve¢ na nobeni ploskvi, ampak na neki hiperploskvi (simetrijske grafe taksnih
»hiperzemljevidov« na hiperploskvah definiram v Poglavju 4).

Definicija 28 (GRAF PRAPOROV PLOSKOVNE MOLEKULE:) Prapore poljubne ploskovne
molekule lahko definiramo kot urejene trojice ® = (v, e, f), kjer je f lice, e stranica
tega lica, v pa krajisce te stranice. Kot pri poliedrih definiramo sosedne prapore ®° =
(V' e, f), ®' = (v,€, f), ®> = (v,e, f') prapora ®, ki se od ® razlikujejo le v eni kom-
ponenti, s to razliko, da robni prapori (ki leZijo ob robu molekule) nimajo 2-sosedov. Na
mnoZici praporov P lahko definiramo tri involucije so(®) = @Y, 51(®) = @1, 55(®) = d?

M POTEM KOU PT1 POLLEaArin VeLja: Sy = ST = S5 = 14 1N S9S2 = §250/- Ve vsak prapor
in potem. kot pri poliedrih velja: s3 = s% = s3 = id i Ce vsak o
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predstavimo z vozliséem, povezave, ki povezujejo prapor ® s prapori so(P), s1(P), s2(P)
pa oznacimo s Stevilkami 0, 1 in 2 (ali pobarvamo z modro, rumeno in rdeco barvo),
dobimo graf praporov molekule. Simetrijski graf molekule T'(M) (in rotacijski simetrij-
ski graf Tr(M)) dobimo kot kvocient grafa praporov glede na ustrezno grupo simetrij
S(M) (oziroma Sr(M)) molekule M. Vozliséa simetrijskega grafa so orbite prvotnega
grafa praporov. Vsebujejo lahko tudi polpovezave, ki povezujejo orbite s seboj.

Za molekule, katerih lica so sami pravilni mnogokotniki ali pravilne zvezde, lahko
prapore ® = (v, e, f) predstavimo tudi s pravokotnimi trikotniki z oglis¢i v sredisc¢u lica
f, srediscu stranice e in oglis¢u v:

Definicija 29 (GRAFI PRAPOROV MOLEKUL PRAVILNIH LIC:) Geometrijska molekula
je reqularna, ce so vsa njena lica robovi pravilnih mnogokotnikov ali pravilne zvezde. 'V
tem primeru lahko vsako tako »prazno« lice »zapolnimo« z 2-celico in ga baricentricno
razdelimo na skladne pravokotne trikotnike — prapore. Na ta nacin dobimo graf praporov
ploskovne molekule kot pri poliedrih (pri ne-ploskovnih molekulah pa imajo nekateri
prapori lahko vec kot enega 2-sosedal), s to razliko, da »robni« prapori nimajo 2-sosedov.
Razred regularnih ploskovnih geometrijskih molekul oznacimo P'.

3.3 Simetrijske grupe prostorskih in ravninskih molekul

Kot ze vemo, so simetrijske grupe osnovno orodje pri studiju simetrij razli¢nih geometrij-
skih ali kemijskih objektov (npr. poligonov, poliedrov, tlakovanj, molekul). Njihovi
elementi, imenovani simetrije, so izometrije evklidskega prostora E? ali E3, ki ohran-
jajo dani geometrijski objekt. Pri molekulah lahko simetrijske grupe (podobno kot pri
poliedrih) najlepse vpeljemo prek grafov praporov.

Definicija 30 (SIMETRIJSKA GRUPA MOLEKULE:) Za wvsako ploskovno geometrijsko
molekulo M definiramo grupo njenih simetrij S(M) kot grupo vseh izometrij ustreznega
evklidskega prostora E? ali E3, ki ohranjajo njen graf praporov (pa tudi barve 0,1,2
povezav tega grafa). Podobno definiramo grupo Sr(M) rotacijskih simetrij molekule
M, ki vsebuje le rotacije. S tema grupama sta definirana (analogno kot pri poliedrih
in tlakovanjih) tudi zrcalno-simetrijski graf molekule T(M) in rotacijski graf molekule

Tr(M).

Medtem ko nekatera tlakovanja ravnine premorejo simetrije, porojene iz izometrij
ustreznega evklidskega prostora, ki nimajo nobenih fiksnih tock (translacije in t.i. drsna
zrcaljenja, sestavljena iz zrcaljenja in translacije), pa so simetrije poliedrov in molekul
iz kon¢no mnogo lic porojene le iz takih izometrij, ki premorejo vsaj eno fiksno tocko
(Cetudi ta ni nujno vsebovana v poliedru ali molekuli).
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Definicija 31 (TOCKOVNA GRUPA:) Simetrijska grupa, ki ohranja doloceno tocko T
(v ravninski ali v prostorski mrezi ali v poliedru ali v molekuli), se imenuje tockouvna
grupa. Oznacimo jo takole: St.

To podrocje je studiral ze Leonardo, ki je dokazal naslednji izrek:

Trditev 18 (LEONARDOV 1ZREK:) »Ce je G podgrupa evklidske grupe E ravnine (grupe
izometrij ravnine z evklidsko metriko d) in ¢e G ne vsebuje nobenih translacij, potem
obstaja tocka O ravnine, ki jo ohranja poljuben element grupe G.«

Od tod sledi, kot je pokazano v [23]:

Korolar 2 (TOCKOVNE GRUPE RAVNINE:) Vsaka netrivialna koncéna podgrupa evk-
lidske grupe E je bodisi ciklicna Cy, bodisi diedrska D,,.

Ta korolar lahko lepo ilustriramo s pojmom fundamentalne domene, ki smo ga ze
spoznali v zvezi s poliedri in sfero, uporaben pa je tudi za simetrijske grupe ravnine.

Korolar 3 (FUNDAMENTALNE DOMENE TOCKOVNIH GRUP RAVNINE:) Fundamentalne
domene grup Cy in D, lahko vselej predstavimo kot del ravnine med dvema poltrakoma
— pri ciklicni grupi je kot med poltrakoma enak 2w /n, pri diedrski pa w/n (slika 26).

Slika 26: »Standardni« fundamentalni domeni grup C5 in Ds v ravnini in fundamen-
talna domena molekule s simetrijsko grupo Cs

Sorodni pojem fundamentalne domene molekule je zelo koristen tako pri doloc¢itvi
kot pri samem opisu simetrijskega grafa molekule.

Definicija 32 (FUNDAMENTALNA DOMENA MOLEKULE:) Fundamentalna domena F'D
ploskovne geometrijske molekule M je taksen najmanjsi njen del, ki ga elementi njene
grupe simetrij S(M) preslikajo na celotno molekulo: Ugegag) 9(FD) = M. Analogno
definiramo rotacijsko fundamentalno domeno FDgr molekule.
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Fundamentalne domene ravninske molekule se ne da vselej lepo prikazati (vsaj ne
kot povezano obmocje) na »standardni« fundamentalni domeni ravnine za isto grupo
(Slika 26 desno). Izrazimo pa jo lahko kot unijo predstavnikov praporov orbit molekule.

Definicija 33 (ZEMLJEVID ORBIT MOLEKULE:) Zemljevid orbit O(M) ravninske ali
ploskovne molekule M sestoji iz tistih praporov, ki leZijo znotraj izbrane fundamentalne
domene. Iz njega zlahka razberemo orbite oglisc in robov ter konstruiramo simetrijski
graf — samo za prapore na robu te fundamentalne domene moramo posebej oznaciti,
kateri so njihovi 0-sosedi, 1-sosedi in 2-soseds.

Naslednja trditev lepo uvaja idejo o tockovnih grupah, predstavljenih s permutaci-
jami, uporabljeno tudi v Izreku 11.

Trditev 19 (TOCKOVNE GRUPE POLIEDROV:) Tockoune grupe, ki fiksirajo sredisce
poliedra (kadar obstaja), lahko opisemo kot grupe permutacij oglis¢ poliedra.

Dokaz. Vsaka simetrija poliedra, ki fiksira njegovo sredisce, je namre¢ popolnoma
opisana s permutacijo 7 : V' — V mnozice oglis¢ poliedra: V = {1,2,3,...,n}. O

Taksna tockovna grupa je, kot ze vemo (po COXETER-MOSER-jevi teoriji [8]) vselej
izomorfna eni od 17 grup izometrij evklidskega prostora E3. Pri poliedrih so zanimive
tudi tiste tockovne grupe, ki ohranjajo kaksno tocko na plaséu poliedra (npr. oglisce,
srediSce stranice ali lica). Te grupe so vselej podgrupe grupe simetrij poliedra.

UPORABA TOCKOVNIH GRUP — IZHODISCNE REFERENCE: Tockovne grupe se uporab-
ljajo npr. v matemati¢ni kemiji pri studiju simetrije molekul. Konkretna, jasna in
zelo natancna navodila za doloéitev tockovnih grup molekul so dana npr. v [27], str.
174-179. V zvezi s prostorskimi molekulami je matematike, ki bi za opis njihovih
simetrijskih grup raje uporabili npr. Coxeter-Moser-jevo notacijo, vredno opozoriti,
da imajo kemiki izdelan sistem oznacevanja grup izometrij trirazseznega prostora E3,
ki jim omogoca razlikovati med navpi¢nimi (te potekajo skozi glavno rotacijsko os) in
vodoravnimi zrcalnimi ravninami (KETTLE [27]).

BALABAN in PISANSKI sta klasificirala in opisala tockovne grupe sestkotniskih ravnin-
skih molekul s permutacijami njihovih lic, stranic in oglis¢ ([2]); njuno idejo sem razsiril
na tockovne grupe poljubnih ravninskih molekul:

Izrek 11 (KLASIFIKACIJA IN OPIS TOCKOVNIH GRUP RAVNINSKIH MOLEKUL S PER-
MUTACIJAMI LIC, STRANIC OZIROMA OGLISC MOLEKULE:) Obstajajo tri vrste tockovnih
grup (pa tudi tri vrste posameznih simetrij) ravninske geometrijske molekule M :

1. Simetrija, ki fiksira oglisée v, okrog katerega je cikel m lic F = {f1, fa,..., fm},
je popolnoma opisana s permutacijo w : F — F teh lic. Lahko jo gledamo kot element
diedrske grupe Dy,.
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2. Simetrija, ki ohranja povezavo ab (kar pa Se ne pomeni nujno, da ohranja tudi
opisana s permutacijo 7 : E — E mnoZice stirih stranic E = {ay,a2,b1, b2}, kjer imata
stranici a1 in az) za eno od krajis¢ tocko a, stranici by in ba pa imata za eno krajisce
tocko b. Lahko jo gledamo kot element diedrske grupe Ds.

3. Simetrija, ki ohranja lice f zn stranicami in fiksira njegovo sredisce, je popolnoma
opisana s permutacijo ™ : V. — V mnoZice oglis¢ lica: V = {1,2,3,...,n}. Lahko jo
gledamo kot element diedrske grupe D,,.

Nekatere simetrije so mesSanega tipa: 1-2, 1-3, 2-3.

Analogne simetrije tipov 1, 2, 3, ki ohranjajo kaksno oglis¢e, povezavo in njeno
sredisce ter lice in njegovo sredisce, lahko definiramo za poljubne molekule.

Trditev 20 (SIMETRIJE KOMBINIRANEGA TIPA 1-2-3:) Pri geometrijskih molekulah
iz samih sodih lic (ne nujno istega tipa) je vsaka simetrija s kombiniranega tipa 1-2-3
identiteta. Analogna trditev pa ne velja za geometrijske molekule, ki vsebujejo tudi lica
z liho mnogo stranicami (npr. za lica v trikotniski mreZi ali v trikotniski molekuli).

Dokaz. Ce s ohranja stranico ab in tocko ¢ izven nje (sredis¢e nekega lica), potem je
s bodisi identiteta bodisi zrcaljenje prek simetrale stranice ab. Ce to zrcaljenje ohranja
se kaksno oglisce, potem mora lezati na tej simetrali. Vendar na tej simetrali ne more
lezati nobeno oglisce, ¢e je molekula sestavljena iz samih sodih lic. Pri licih trikotniske
molekule npr. zrcaljenje prek simetrale trikotnika ohranja tako oglisce trikotnika kot
tudi sredisce trikotnega lica in srediS¢e ene njegove stranice. [

Moj prispevek k clanku o benzenoidih v zvezi s tockovnimi grupami pa je bila
naslednja uporaba grafa praporov, na podlagi katere je mogoce vse tri tockovne grupe
Sestkotniskih ravninskih molekul obravnavati na isti nacin (isti trik je uporaben tudi
za molekule iz samih kvadratov ali iz samih enakostrani¢nih trikotnikov).

Trditev 21 (OPIS TOCKOVNIH GRUP SESTKOTNISKE MOLEKULE S SIMETRIJAMI SEST-
KOTNISKE MREZE:) Vse tri tipe tockovnih grup Sestkotniske molekule lahko opisemo
kot podgrupe iste diedrske grupe Dg simetrij ravninske sestkotniske mreZe, v katero je
vlioZena molekula.

Dokaz. Vsako Sestkotnisko geometrijsko molekulo lahko (po definiciji) vlozimo v
sestkotnisko mrezo, v kateri so vsi Sestkotniki razdeljeni na 12 praporov, cikli¢no ostevil-
¢enih 1,2,...,12. Torej so tockovne grupe sestkotniske geometrijske molekule M hkrati
tudi tockovne grupe Sestkotniske mreze, v katero je molekula vlozena. Posledi¢no lahko
predstavimo tockovne grupe Dg, Do in D3 ter podgrupe teh grup s poenotenim
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pristopom — kot permutacijske grupe dvanajstih, stirih oziroma Sestih praporov Sestkot-
niske mreze (glej sliko 27 levo)! Prav tako lahko vsako simetrijo v mrezo vloZene
Sestkotniske molekule predstavimo s simetrijo celotne Sestkotniske mreze. [J

Slika 27: Levo: tockovne grupe Dg, Dy in D3, predstavljene kot permutacijske grupe
praporov; desno: dvo-koordinatna notacija praporov v Sestkotniski molekuli ali v

Sestkotniski mrezi.

Opomba k Sliki 27. Vsaka od 12 simetrij 0-1 cikla 12 praporov heksagona je enoli¢no
doloc¢ena s sliko prapora 1. Torej je smiselno vpeljati oznako s; za simetrijo, ki preslika
prapor 1 v prapor j poljubnega pravilnega n-kotnika. Lahko je videti:

Trditev 22 (SIMETRIJE PRAVILNEGA n-KOTNIKA:) Simetrije s; delujejo na 2n pra-
porih X v n-kotniku, kjer je (X € {1,2,3,...,2n}), takole:
Rotacije: s142;(X) = X + 2i (mod 2n), torej je s142i(1) =1+ 2i(mod 2n).
Zrcaljenja: s_142i-1(X) = —X +2i—1 (mod 2n), torej je s_y9;_1(1) = —1+2i—1
(mod 2n). Lahko je najti kompozitume teh simetrij sqsp(X) = sq(sp(X)). O

Gornja trditev ni ni¢ drugega kot s formulami konkretiziran Korolar 2 k Leonar-
dovemu izreku. Zdaj je mogoce pokazati:

Trditev 23 (GEOMETRIJSKO RAZLICNE PODGRUPE GRUPE Dg:) Grupa Dg ima v al-
gebraicnem smislu 16 podgrup ([1]), toda samo 7 od njih ni izomorfnih nobeni drugi od
njih in samo 10 od njih je geometrijsko razlicnih (slika 28).
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Dokaz. Prvi del trditve sta dokazala ze BALABAN in PISANSKI v [2]. Da je geometrij-
sko razli¢cnih le 10 podgrup, pa lahko pokazemo z uporabo zgoraj opisanih simetrij
sestkotniske mreze takole: Tri podgrupe, izomorfne Zy X Zo, so generirane s tremi pari
zrcaljenj: {so, se}, {s2, S8}, {s4, S10}; vsak od teh parov geometrijsko ustreza zrcaljenju
prek ene od diagonal d Sestkotnika ter zrcaljenju prek simetrale s neke stranice, pra-
vokotne na to diagonalo: sld (tukaj sta dve podgrupi »izgubljeni«). Tri podgrupe,
izomorfne Zs, so generirane z enim od zrcaljenj sg, s4, sg prek diagonale (tu sta dve
podgrupi »izgubljeni«). Nadaljne tri podgrupe, izomorfne Zs, so generirane z enim od
zrcaljenj s, S¢, S10 prek simetrale neke stranice (tukaj sta »izgubljeni« nadaljnji dve
podgrupi). Obstaja Se ena podgrupa, izomorfna Zy, generirana z rotacijo s7 (za kot
27/2). Obstaja ena podgrupa, izomorfna Zs, generirana z rotacijo sy (za kot 2m/3).
Obstaja tudi ena podgrupa, izomorfna Zs, ki je generirana z rotacijo ss (za kot 27 /6).
Obstajata tudi dve geometrijsko razlicni podgrupi, izomorfni Ds; ena je generirana z
rotacijo sy in zrcaljenjem si2, druga pa z rotacijo sy in zrcaljenjem so. Torej, skupaj
s celotno grupo Dg in trivialno grupo I, obstaja natanc¢no deset geometrijsko razlicnih
podgrup grupe Dg. [

Dg
D: ZyxZ Zg [|:'3
| >yl
Zz Zz Zg ZZ

|

BEnerirana Z generlrana z

generlra.ua F

zrcalj enjem zrcalj enjem
Pre]s diagu:rnale [DtaCijD za 1807 Prek simetrale ali
sestkotnilka

stranice festlotmika

Slika 28: Deset geometrijsko razli¢nih podgrup grupe Dg.

3.4 Dvo-koordinatna notacija praporov

Kako so povezane tockovne grupe Dg, D3, Dy in grupa izometrij Sestkotniske mreze?
Da bi lahko natan¢no odgovorili na to vprasanje, bomo vpeljali »dvo-koordinatno no-
tacijo« praporov, definirano takole: Vsak prapor Sestkotniske mreze (ali Sestkotniske
geometrijske molekule) ima dve koordinati (h, X'). Prva koordinata h je zaporedna
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stevilka heksagona h € {1,2,...}, druga koordinata je zaporedna Stevilka prapora X €
{1,2,...,12} (slika 27 desno). Opazimo lahko, da je prapor 1 vedno v spodnjem levem
vogalu vsakega Sestkotnika in da smo uporabili orientacijo nasprotno vrtenju kazalcev
na uri za prapore v ciklu 12 praporov. V zgornjem primeru (slika 27 desno) je prapor
(3,9) preslikan z rotacijo v nasprotni smeri urinih kazalcev za 27/3 v prapor (4,1):

(3,9) ~ (4,1), to pomeni: lezita v isti orbiti. Podobno je: (3,10) ~ (4,2),(3,11) ~
(4,3),(3,12) ~ (4,4),(3,1) ~ (4,4),(3,2) ~ (4,5),(3,3) ~ (4,6),(3,4) ~ (4,7),(3,5) ~
(4,8),(3,6) ~ (4,9),(3,7) ~ (4,10), (3,8) ~ (4, 11).

Trditev 24 (SIMETRIJE PRAPOROV SESTKOTNISKE MREZE:) Pri vsaki simetriji Sest-
kotniske mreze se druga koordinata njenih praporov transformira natancno tako kot v
pripadajoci diedrski grupi Dg.

Dokaz. Pri vsakem zrcaljenju Sestkotniske mreze preko neke premice p gre ta premica
skozi sredisce nekega lica z te mreze, zato je to zrcaljenje element tockovne grupe Dg,
ki ohranja sredisce tega lica. Vsaka rotacija Sestkotniske mreze ima svoje sredisce v
nekem vozliséu ali v sredis¢u neke povezave ali lica. Torej je element vsaj ene od grup
D3, Dy ali Dg. Toda vsak element iz D3 in Dy lahko izrazimo z eno od Sestih rotacij
s1, 83, S5, 87, 89,511 ali pa z enim od Sestih zrcaljenj so, s4, Sg, S8, S10, S12 V grupi Dg.
Torej lahko grupi D3 in Dy naravno vlozimo v Dg. [

3.5 Binarna in simetrijska koda molekul

Za vsako geometrijsko molekulo lahko dolo¢imo znacilne tocke ali daljice (sredisce lica,
srediSce stranice, oglisce, diagonala, simetrala, stranica mnogokotnika), ki se ohranjajo
s kaksno od simetrij tega objekta. Videli bomo, da pri Sestkotniskih molekulah te
elemente lahko predstavimo s Sestimi barvnimi tockami, tako kot 0-, 1-, 2-povezave
simetrijskih grafov predstavimo s tremi barvami, kar omogoca zelo nazorno predstavitev
njihovih simetrijskih grafov. Vpeljali bomo tudi dve kodi (»binarna koda« in »simetrij-
ska koda«) molekule, s katerima na preprost nac¢in opisemo, kateri od Sestih omenjenih
elementov molekule se ohranjajo pri razli¢nih simetrijah oziroma koliko jih je.

Definicija 34 (BINARNA IN SIMETRIJSKA KODA POLJUBNE MOLEKULE:) Poljubni
molekuli M lahko priredimo njeno binarno kodo b(M) = (VC, EC, FC;s,d,e;C), kjer
so stevila VC,EC,FC,s,d,e,C definirana takole: Ce ima M netrivialne rotacijske
simetrije, potem je sredisce C ustreznih rotacij bodisi neko oglisée (V'), bodisi sredisce
neke povezave (EC), ali pa sredisce nekega lica (FC); v teh treh primerih pisemo:
VC = 1,EC = 1,FC = 1. Ce sredisce C netrivialne rotacije pripada molekuli M,
pisemo C' =1 (sicer C =0).
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V Sestkotniski geometrijski molekuli bomo razlikovali tri vrste daljic (glej sliko 29):
simetrale stranic bomo oznacili s ¢érko s (ali z oranzno barvo), diagonale (spojnice
nasprotnih oglis¢ v sestkotniku) bomo oznacili s ¢rko d ali z vijolicno barvo, in stranice
sestkotnika bomo oznacili s ¢rko e (ali z zeleno barvo).

V . ogliste modra
EC  sredisce povezave rumensa
EC srediiée lica rdeéa
5 simetrala . oranna
d diagu:nnala v‘ljo]i&ua
e stranica zelena

v EC

Vsak sesthotmik ima 6V, 6EC, 1 FC, 3s, 3d, fe.

Slika 29: Pomembne tocke in daljice v Sestkotniku.

Ce ima M neke zrcalne simetrije, potem nas zanima, katere od teh daljic (v molekuli
M, ne samo v Sestkotniski mrezi!) se ohranjajo (zahtevamo, da se ohranjajo vse tocke
dane daljice!) pri vsaj eni od zrcalnih simetrij, pripadajocih S(M)? Ce se ohranja vsaj
ena simetrala molekule, pisemo s = 1 (sicer s = 0); ¢e se ohranja vsaj ena diagonala,
pisemo d =1 (sicer d =0); ce se ohranja stranica, pisemo e =1 (sicer e =0).

Podobno definiramo simetrijsko kodo s(M), pri kateri Stejemo $tevilo elementov
s,d, e, ki se ohranjajo pri vsaj enem od zrcaljenj v M .

Opazimo lahko (glej sliko 30) razliko med simetrijsko kodo (ki Steje daljice, ohranjene
pri vsaj eni simetriji), in binarno kodo, ki samo identificira, kateri tipi daljic (simetrale,

diagonale, stranice) se ohranjajo pri vsaj enem zrcaljenju molekule.

3.6 Primeri Sestkotniskih molekul vseh moznih simetrijskih tipov

Slika 31 prikazuje, katere Sestkotniske molekule so mozne pri dani simetrijski grupi S,
kadar neka netrivialna rotacija ohranja neko oglisce V' = 1 ali neko sredis¢e povezave
EC =1 ali neko sredisce lica (F'C' = 1), ali ¢e neko zrcaljenje ohranja eno ali ve¢ daljic:
simetrale s = (EC, FC, EC), diagonale d = (V, FC, V) ali stranice e = (V, EC, V).



3 SIMETRIJSKI GRAFI MOLEKUL 81

Binama koda molekule M:
BM)=(V=0,EC=0,FC=1;5=1,d=1,e=1;C=1)
M= --— - ® —— — _ alisamo: B(M)= FC+s+ e+d+C
Simetrljska koda molelule M:

5(M)=(V=0,EC=0,FC=1;5=1,d=1,e=2;C=1}
ali samo: M)=FC+s+2e+d+C

Slika 30: Binarna koda in simetrijska koda molekule M.

Dane so tudi simetrijske kode najmanjsih Sestkotniskih molekul z dano simetrijsko
grupo S. Oznaka C' pomeni sredis¢e molekule M (obstaja samo, Ce obstaja netrivialna
rotacija molekule M; ¢e obstaja, je lahko del molekule M (takrat piSemo C' = 1); ¢e
pa takega sredisca ni ali ¢e ni v M, piSemo C' = 0. Kot lahko vidimo, se koronoidne
molekule pojavljajo le v primerih C' = 0 (molekula nima sredis¢a ali pa srediS¢e ne
pripada nobenemu licu molekule).

[ T=0 T C
¢ |[me ©awm (oCatmtinM) &
fine

Slika 31: Najmanjse Sestkotniske molekule vseh moznih simetrijskih tipov.
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3.7 Grafi praporov in simetrijski grafi molekul

Izrek 12 (SPLOSNA STRUKTURA GRAFA PRAPOROV POLJUBNE PLOSKOVNE MOLE-
KULE:) i) Ce ima molekula f; lic z i < k stranicami, potem ima njen graf praporov
p = 2Zf:3 fi - i praporov. Razporejeni so v f = Z,];:S fi 0-1 ciklov, med katerimi
potekajo pari 2-povezav. Robni prapori pa 2-sosedov nimagjo.

ii) Ce je s = r.z Stevilo njenih simetrij, r pa stevilo rotacijskih simetrij, je z = s/r
bodisi 1 (¢e molekula zrcaljenj nima) ali 2 (ce jih ima,).

iii) Stevilo rotacijskih orbit praporov je por = p/r, stevilo orbit praporov pa po = p/s.

iv) Naj bo stevilo lic molekule f = 22-23 fi. Ce je molekula »aciklicna« (t.j. njen
»dualni graf« je drevo), potem je stevilo »notranjih« (t.j. me-robnih) povezav f — 1,
stevilo robnih povezav pa e, =Y fi-i— (f—1)=1+> f;- (i — 1) in to Stevilo mora
biti, ce je r > 3, deljivo s stevilom r rotacijskih simetrij molekule.

Dokaz. Trditev i) je ocitna, resni¢nost trditve ii) v primeru prostorskih molekul
dokazemo kot pri poliedrih, v primeru ravninskih molekul pa sledi iz dejstva, da je
vsaka grupa simetrij ravnine bodisi diedrska D,, bodisi ciklicna C,,, ki ima v njej indeks
2. Trditev iii) sledi iz ii). Trditev iv) sledi iz dejstva, da se pri rotaciji za 27/r, r > 3,
robne stranice preslikajo v robne in da nobena stranica ne preslika vase). [

Slika 32: Graf praporov in simetrijski zemljevid, vrisan v fundamentalno domeno
molekule M, katere strukturno formulo bi lahko »po kemijsko« zapisali takole: P1K4Tg
ali 514535. Zemljevid orbit ima strukturno formulo O(M) = 5; 1941 /231 /2.

Splosno strukturo simetrijskega grafa poljubne ravninske molekule si najlazje pred-
stavimo s pomoc¢jo njene rotacijske fundamentalne domene (ki jo poskusimo izraziti kot
unijo predstavnikov rotacijskih orbit lic) in pripadajocega rotacijskega simetrijskega
zemljevida, ki ga dobimo iz fundamentalne domene, razdeljene na prapore:
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Izrek 13 (SPLOSNA GEOMETRIJSKA STRUKTURA ROTACIJSKEGA SIMETRIJSKEGA ZEM-
LJEVIDA POLJUBNE RAVNINSKE MOLEKULE:) Rotacijsko fundamentalno domeno polju-
bne ravninske geometrijske molekule lahko sestavimo iz po enega predstavnika vsake
rotacijske orbite lic, ki ji je edino v primeru, da ima molekula pol rotacije za 2pi/r v
srediscu pravilnega n-kotnika, ki pripada molekuli, treba dodati 2 -n/r praporov tega n-
kotnika. Ce to rotacijsko fundamentalno domeno razdelimo na prapore, dobimo rotacij-
ski simetrijski zemljevid, iz njega pa s primerno identifikacijo stranic na robu te rotacij-
ske fundamentalne domene dobimo rotacijski simetrijski graf. Ko imamo enkrat rotaci-
jski simetrijski zemljevid, je samo Se korak do simetrijskega zemljevida (ki uposteva tudi
zrealjenja) oziroma do simetrijskega grafa.

Trditev 25 Simetrijska grupa fulerena ne more biti razsirjena oktaedrska grupa.

Dokaz. Graf praporov molekule t.i. »fulerenov« — molekul s strukturno formulo 65,512
iz h sestkotnikov in 12 petkotnikov, ima p = 12+ 120 praporov. Mo¢ simetrijske grupe
s = p/po fulerena mora deliti 120 (kajti toliko je praporov v petkotnikih), razsirjena
oktaedrska grupa pa ima 48 elementov — glej tabelo 2). [

Lahko je videti tudi:

Trditev 26 (POLI POLJUBNE RAVNINSKE MOLEKULE 1Z SAMIH PRAVILNIH MNOGOKOT-
NIKOV:) Pol rotacije, ¢e obstaja, je en sam. Ce je pol v stranici, gre lahko le za rotacijo
za 27 /2. Ce je pol v ogliscu, gre lahko le za rotacijo za kote 27 /i, kjer je i = 3,4,6. Ce
je pol v srediscu lica, imamo lahko rotacijo za poljuben kot 27 /i.

Rob molekule pove marsikaj o njenih simetrijah. Primer taksne trditve je:

Trditev 27 (ROTACIJSKE SIMETRIJE MOLEKULE Z ROBOM:) Naj bosta v, in v, =
v — v, Stevili robnih in notrangih oglis¢ ravninske molekule s konveksnimi lici. Ce je
v, prastevilo p, potem ima molekula eno samo lice, ki je pravilni p-kotnik; ce je v,
prastevilo p # 3, potem molekula nima nobenih rotacijskih simetrij.

Dokaz. Trditev je posledica dejstva, da se notranja oglis¢a preslikajo v notranja,
robna pa v robna, in da pol nobene rotacije ravninske molekule ne more biti v robnem
ogliséu (saj bi potlej molekula imela lica, ki imajo skupno le oglisce), prav tako pa
ne more biti v notranjem ogliSéu (saj so edine mozne rotacije v notranjem oglis¢u za
kote 27/3, 27 /4 in 27 /6). Torej rotacija ne ohranja nobenega notranjega in nobenega
zunanjega oglisca. To pa pomeni, da mora biti v vsaki rotacijski orbiti robnih oglis¢
enako stevilo robnih oglis¢, analogno pa velja tudi za notranja oglis¢a. Torej morajo
biti vsa robna oglis¢a v isti rotacijski orbiti, to pa je mozno le, ¢e je molekula pravilni
p-kotnik (in v tem primeru notranjih oglis¢ sploh ni). [
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Tu potegnimo ¢rto pod to poglavje, sicer bi to delo postalo preobsezno. Splosno
teorijo geometrijskih molekul in njihovih simetrijskih grafov je mogoce na podoben
nacin, kot je bilo na nekaj primerih prikazano tukaj, razvijati Se naprej. Sicer pa
bomo v okviru te disertacije geometrijske molekule srecali Se enkrat — in to na sferi (v
razdelku 4.3)!

REFERENCE O BENZENOIDIH: V matematicni kemiji obravnavajo benzenoide z najra-
zli¢nejsih vidikov. Problem enumeracije benzenoidnih grafov z danim stevilom Sestkot-
niskih obrodev obravnavata npr. DZONOVA-JERMAN-BLAZIC in TRINAJSTIC v [10].
Nekaj osnovnih lastnosti benzenoidnih grafov ter nekaj njihovih spektralnih lastnosti
je opisal GUTMAN ([19], str. 210-214); tako je npr. glede spektra teh grafov znana for-
mula Hévzla:j = (—=1)N2K?, Kjer je N &tevilo oglisé, {z1,...,zx} spekter grafa, K pa
stevilo njegovih kekuléjskih struktur. Mnogi avtorji, npr. KIRBY, MALLION in POLLAK
[29] (1993) Studirajo pokritja torusa s Sestkotniki (t.i. »polihekse na torusu«) in med
drugim (ibid. str. 1948-1949) opisejo, kako je tak poliheks (predstavljen z ravninsko
mrezo) mogoce generirati iz skladnih »modulov« (kopij izbrane fundamentalne domene
ustrezne simetrijske grupe). CYVIN in GUTMAN sta objavila izérpno delo v zvezi s
prestevanjem kekuléjskih struktur v benzenoidnih ogljikovodikih [5].

DRUGE REFERENCE 1Z MATEMATICNE KEMIJE: Dodatno motivacijo za obravnavo
simetrijskih grafov poljubnih ravninskih (geometrijskih) molekul, katere obrise pred-
stavljam v tem poglavju, sem dobil iz élankov s podro¢ja matemati¢ne kemije. Tako
GUTMAN ([19], str. 209) ze v ¢lanku iz 1974 ugotavlja: »Policiklicne molekule so bile
v preteklih letih intenzivno preucevane s pomocjo teorije grafov in Stevilne njihove
kemijske in fizikalne lastnosti so bile lahko opisane in napovedane«. T.i. »fulerene«
(poliedrske ogljikove kletke, v katerih so vsa lica bodisi pravilni petkotniki ali Sestkot-
niki) in njihove »skrite simetrije« (avtomorfizme njihovih grafov, ki niso porojeni z
rotacijami in zrcaljenji £3) je raziskoval KING [28] v ¢lanku o aplikacijah topologije in
teorije grup. JOHN [22] je podal formulo za Stevilo 1-faktorjev v benzenoidnih verigah
(t.j. nerazvejanih kata-kondenziranih benzenoidnih ogljikovodikih).
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4 Posplositve simetrijskih grafov

V tem poglavju definiram grafe praporov in simetrijske grafe hiperzemljevidov in kon-
figuracij in opisem njihovo uporabo pri sfernih poliedrih in sfernih molekulah. Tudi
vse te objekte lahko, podobno kot smo to videli pri poliedrih, klasificiramo glede na
njihove simetrijske grupe in simetrijske grafe. Mozna bi bila tudi posplositev grafov
praporov na vecdimenzionalne objekte, sestavljene iz n-simpleksov (npr. pri n = 3
bi vlogo praporov odigrale trikotniske piramide, involucije sg,s1,52,53 pa bi ustrezale
zrcaljenjem prek ravnin robnih trikotnikov piramid).

4.1 Simetrijski grafi hiperzemljevidov

OSNOVNA IDEJA: Simetrijske grafe lahko definiramo tudi za t.i. »hiperzemljevide«.
Nanje smo dejansko naleteli ze pri definiciji geometrijske molekule (Definicija 27 in
slika 27), kjer smo v matemati¢nem modelu predvideli moznost, da si isto stranico deli
vec ciklov kemijske molekule. Hiperzemljevide pa lahko definiramo tudi kot abstraktne,
kombinatori¢ne objekte, ne da bi natancno povedali, kaj so njihovi elementi (oglisca,
povezave in lica), medtem ko je geometrijska reprezentacija hiperzemljevida vloZena v
evklidski prostor E3; v tem primeru je vsako lice homeomorfno 2-disku, povezave so
homeomorfne intervalom [0, 1], oglis¢a pa so predstavljena s tockami.

Definicija 35 (HIPERZEMLJEVID:) Hiperzemljevid H je (bodisi geometrijski bodisi kom-
binatoricen) objekt, za katerega velja:

i) Sestoji iz treh vrst elementov, imenovanih ogliscéa, povezave (pari oglisc) in lica
(cikli oglisc), in vsaka dva ta objekta sta lahko incidentna ali ne.

i1) Za vsak hiperzemljevid z v oglisci, e povezavami in f lici bomo rekli, da pripada
razredu M(v,e, f).

iti) Hiperzemljevid, ki ima natancno k lic incidentnih z vsako povezavo, imenujemo
k-hiperzemljevid.

iv) Zemljevid je hiperzemljevid, ki zadoscéa dodatnemu pogoju: wvsaka povezava je
incidentna najve¢ dvema licema (a lahko je incidentna istemu licu dvakrat!).

Slika 33: Tri lica incidentna z isto stranico.
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v) trojice ®(v,e, f) lic f, njim incidentnih stranic e in njim incidentnih oglis¢ v
imenujemo prapori; vsak prapor ima 0-soseda ®(v', e, f), ki se od ® razlikuje le v ogliscu,
1-soseda ®(v, €', ), ki se od ® razlikuje le v stranici, in mnoZico 2-sosedov, ki se od ®
razlikujejo le v licu — z izjemo robnih praporov (katerih stranica e je robna), ki nimajo 2-
sosedov. Tako dobljeni graf imenujemo graf praporov hiperzemljevida, njegov kvocientni
graf glede na izbrano grupo simetrij pa simetrijski graf S(H) hiperzemljevida.

Orbite hiperzemljevidov se obnasajo presenetljivo drugace kot orbite zemljevidov
(tako se npr. dokaza Trditve 6 ne da posplositi na hiperzemljevide).

Izrek 14 (ORBITE HIPERZEMLJEVIDOV:) Pri hiperzemljevidih lahko obstajajo zrcal-
jenja, ki ohranjajo posamezne prapore (cesar pri zemljevidih ni). Posledi¢no pri hiper-
zemljevidih por ne deli vselej po, po ne deli vselej p, in orbite praporov so lahko razlicno
velike.

Dokaz. Vzemimo (sferi¢no) n-piramido M(n + 1,2n,n + 1) z n »ekvatorialnimi«
ogliséi Ay, ..., A, in vthom T v severnem polu sfere. Dodajmo k njenim n + 1 licem n
(»ekvatorialnih«) n-kotnikov A; 4,115, kjer je S sredisce krogle, nato pa Se n (»pold-
nevniskih«) trikotnikov A4;ST. Tako dobimo hiperzemljevid M'(n +2,3n +1,3n + 1)
z dodatnimi 2n lici, dodatnimi n + 1 povezavami in dodatnim ogliséem (S). Ce je
n = 3, potem je M’(5,10,10) ocitno 3-hiperzemljevid (Slika 34). Njegov graf praporov
ima po 6 praporov vzdolz vsake od 10 stranic. Rotacijskih orbit praporov je pop =
6 x 3+ 2 x 1 = 20, zrcalno-rotacijskih orbit praporov papo=4x24+3x1+2x1=13
(7 orbit ima po 6 praporov, 6 pa po 3). Prapori lic A1ST se pri zrcaljenju prek ravnine
tega lica ohranjajo. [J

Slika 34: 3-hiperzemljevid M’(5,10,10), dobljen iz sferne 3-piramide.
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Lahek nacin, kako lahko dobimo Se ve¢ primerov 3-hiperzemljevidov, katerih lica
so regularni poligoni, regularne zvezde in pravokotniki ali stirikotniki), je opisan v
naslednji trditvi.

Izrek 15 (HIPERZEMLJEVIDI 1Z ZEMLJEVIDOV S SREDISCNIM ZRCALJENJEM:) Vsak
konveksen polieder M, ki ima srediscno zrcaljenje, ki poslje vsak element x poliedra M
v nasprotni element x*, lahko vloZimo v hiperzemljevid M’ z istim stevilom oglisé na
najmanj dva nacina:

a) tako da dodamo vsa mozna pravokotna lica uvvu*v*,

b) tako da dodamo vsa moZna stirikotna »zasukana« lica uu*v*v. Ce je M §-
reqularen, potem ta konstrukcija proizvede 3-hiperzemljevid M’.

Dokaz. a) Naj bo M konveksen polieder, ki ima sredis¢no zrcaljenje. Naj bo sredisce
c inverzije zacetna tocka vektorjev cv in cw, ki kazeta v zacetno tocko v in kon¢éno tocko
w povezave e = vw. Lahko je videti, da sta za vsako povezavo e = vw vektorja e =
vw = cw — cv and e* = v*w* = cw* — cv™ = —e nasprotna, torej vzporedna. Trikotnika
uvc in u*v*c sta skladna in lezita v isti ravnini, podobno trikotnika vcu* in ucv*. Torej
je uvu*v* pravokotnik. Torej, ¢e povezemo pare e in e* s takimi pravokotniki, dobimo
hiperzemljevid M’ ki ima isto Stevilo oglis¢ kot M. S tem je dokazana tocka a). b)
Ce dodamo vsa mozna $tirikotna »ukrivljena« lica uu*v*v, dobimo e/2 novih lic in v/2
novih povezav. Ce ima oglisée u valenco k v M, potem je povezava uu* incidentna s k
novimi lici. Torej, ¢e je k = 3 za vsak u iz M, potem je M’ 3-regularen.

Konstrukcija a) transformira kocko v 3-hiperzemljevid z 12/2 = 6 dodatnimi lici
(ABGH, DAFG, FACG, EFCD, HEBC, BFHD) in 12 dodatnimi povezavami (F H,
BG, ED, FC, AC, EG, BD, FH, EF, DG, BE, CH), medtem ko konstrukcija b)
transformira kocko v 3-hiperzemljevid z 12/2 = 6 dodatnimi lici (ABHG, DAGF,
EAGC, EFDC, HECB, BFDH) in 8/2 = 4 dodatnimi povezavami (AG, BH, CE,
DF) (slika 35).

Podobno, a) transformira oktaeder v 3-hiperzemljevid s 3 = 6/2 dodatnimi lici
(ABCD, EDFB, EAFC) in istim stevilom povezav, medtem ko konstrukcija b) trans-
formira oktaeder v 3-hiperpovezavo z 3 = 6/2 dodatnimi lici (ABDC, EDBF, EACF)
in tremi dodatnimi povezavami (AC, BD, EF') (slika 36).

Ali je vsak (k + 1)-hiperzemljevid mogoce dobiti tako, da dodamo nekaj oglisc,
povezav in lic k nekemu k-hiperzemljevidu? Odgovor je presenetljiv: ne!

Trditev 28 (»IREDUCIBILNI« HIPERZEMLJEVIDIL:) Obstajajo 3-hiperzemljevidi, ki jih
ni mogoce dobiti z dodajanjem nekaj lic, povezav in oglis¢ k nekemu zemljevidu.
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Slika 36: Dodana pravokotna in zasukana lica v oktaedru.

Dokaz. Vzemimo oktaeder s pari nasprotnih oglis¢ A, A*, B, B*, C,C* in defini-
rajmo hiperzemljevid M z naslednjimi sedmimi lici: CABC*A*B*, CBAC*B*A*,
CB*AC*BA*, B*ABA*C*, CAB*A*B, CAC*B in CB*C*A*. Lahko je videti, da
je to 3-hiperzemljevid in da ne moremo izpustiti nekaj njegovih lic, povezav in oglis¢
in dobiti 2-hiperzemljevid (glej sliko 37) O.
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Slika 37: Sedem lic ireducibilnega 3-hiperzemljevida.

Torej ima smisel naslednja definicija:

Definicija 36 (IREDUCIBILEN HIPERZEMLJEVID:) k-hiperzemljevid je ireducibilen, ce
ga ni mogoce konstruirati tako, da dodamo nekaj oglisc, povezav in lic nekemu (k —1)-
hiperzemljevidu.

Primere reducibilnih 3-hiperzemljevidov lahko dobimo iz kateregakoli 3-regularnega
zemljevida z naslednjim postopkom:

Trditev 29 (KONSTRUKCIJA PRIMEROV REDUCIBILNIH 3-HIPERZEMLJEVIDOV:) Za
vsak k-regularen zemljevid M (vsako od njegovih oglis¢ je incidentno s k povezavamsi) je
njegov kartezicni produkt s potjo na dveh ogliscih M' = M x Py neki (k + 1)-regularen
hiperzemljevid (vsako njegovo oglisce je incidentno s k 4+ 1 povezavami); vsaka njegova
povezava je incidentna z bodisi tremi bodisi k lici in vsako od njegovih oglis¢ je inci-
dentno s k+k »starimi« in »novimiq) lici. Ce je k = 3 potem je M’ 3-hiperzemljevid.

Dokaz. Obstajata dve vrsti povezav in tri vrste lic v M’: vsaki povezavi e in vsakemu

licu f iz M pripadata dve povezavi (e? in e!) in dve lici (f° in f!) v M’ in vsakemu

ogli$éu v in povezavi e iz M pripada povezava v’v! in &tirikotno lice, ki povezuje €° in

el v M'. Torej, »kopije« povezav so incidentne enemu licu ve¢ kot prej (2 + 1 = 3), in
»nove« povezave, dobljene iz oglis¢, so sosedne k licem, dobljenim iz povezav.
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Slika 38: KG; P2 in Kﬁ X PQ.

Definicija 37 (ULOMLJEN ZEMLJEVID:) Ulomljen zemljevid M’ razreda Mp je zem-
ljevid, ki ga dobimo iz zemljevida ali hiperzemljevida M tako, da izbrisemo neko mnoZico
D njegovih praporov (Slika 39). Torej lahko vsebuje dele 0-1 ciklov, 1-2 ciklov in 2-0
ciklov praporov (torej ulomke tipa 3~ f, kjer m < 2n sestoji iz katerihkoli m trikotnikov
iz baricentricne subdivizije poligonalnega ali zvezdnega lica f z n oglisci).

Tako dobimo naslednjo hierarhijo razredov: zemljevidi C hiperzemljevidi C ulom-
ljeni zemljevidi.

Simetrijske grafe lahko ocitno definiramo tudi za ulomljene zemljevide. Ulomljene
zemljevide smo dejansko ze srecali kot simetrijske grafe geometrijskih molekul (npr.
Slika 32).

—

Slika 39: Ulomljeni zemljevid s strukturno formulo 65,1253/1046/833/6 In izracun stevila
njegovih praporov: 2 - (1—526 + 24 + %3 + %5) = 17.
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4.2 Simetrijski grafi konfiguracij

Osnovna ideja: Simetrijske grafe lahko definiramo tudi za t.i. »geometrijske konfigu-
racije«. Pravzaprav lahko prav s pomocjo 0-1 ciklov praporov najenostavneje defini-
ramo lica konfiguracij, s tem pa tudi zemljevid, prirejen konfiguraciji. Ker je ta zem-
ljevid zZe po konstrukciji razdeljen na prapore, lahko torej vsaki konfiguraciji priredimo
njen graf praporov; kvocientni graf tega grafa praporov glede na grupo simetrij konfi-
guracije je tedaj simetrijski graf konfiguracije. Ce ima konfiguracija kaksno rotacijsko
simetrijo, lahko torej poenostavimo njen grafi¢ni prikaz na ta nacin, da nariSemo le
tisti njen del, ki pripada ustrezni rotacijski fundamentalni domeni (ta postopek smo ze
spoznali in uporabili pri poliedrih in molekulah).

V tem razdelku predstavim, slede¢ terminologiji v [14] in [42], samo nekaj osnovnih
definicij, primerov in dejstev (oznacenih D;, E;, F;) v zvezi s konfiguracijami ter nji-
hovimi grafi praporov in simetrijskimi grafi. Ta osnovna predstavitev konfiguracij,
skupaj z zgoraj omenjeno osnovno idejo, nakazuje nekatere mozne smeri nadaljnjega
raziskovanja razli¢nih problemov v zvezi s konfiguracijami z vidika njihovih grafov pra-
porov in simetrijskih grafov.

D1. Realna projektivna ravnina je ploskev, dobljena iz sfere S? z identifikacijo vseh
parov njenih nasprotnih tock. Lahko jo predstavimo kot krog z identificiranimi pari
nasprotnih tock na robu.

D2. Ewvklidska ravnina z dodano tocko v neskoncnosti ustreza sferi S2. Projekcija s
severnega pola N (ki predstavlja tocko v neskonénosti) vpelje bijekcijo med S? — N in
evklidsko ravnino (stereografska projekcija).

D3. Kombinatoricna konfiguracija C je urejena trojica (V, B, I), kjer so elementi
V' imenovani vozlisca, elementi L pa bloki ali premice, in obstaja incidenc¢na relacija
I1CV xB.

D4. Levijev graf L(C) konfiguracije C je dvodelen graf, katerega ¢rna in bela vozlisca
ustrezajo oglis¢em in premicam C', in katerega povezave povezujejo incidencne pare
vozlis¢ in povezav v C.

D5. V geometrijski konfiguraciji G = G(C') so premice C' predstavljene s premicami
ali s konénimi odseki premic na evklidski ravnini (z dodano tocko v neskoné¢nosti) ali v
realni projektivni ravnini, relacija (v,b) € I pa implicira v € b. Medtem ko se vsaki dve
premici na projektivni ravnini sekata v natanéno eni tocki, pa vsaka presecna tocka
dveh premic ni nujno vozlisce G.

D6. Kombinatori¢na konfiguracija, v kateri je vsako oglis¢e incidentno z r premi-
cami, vsaka premica pa je incidentna s k oglis¢i, se oznadi takole: (v, b). Cejer =k,
potem taksno konfiguracijo imenujemo uravnoteZena konfiguracija in jo oznac¢imo v,..

F1. Ce je G = (v, by) potem je vr = bk.
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D7. Unijo vseh poligonov (z robom in notranjostjo) s samo konéno mnogo povezavami
(odseki premic med dvema oglis¢ema konfiguracije G, taksne, da ni nobenega drugega
oglis¢a G med njima), imenujemo koncna lupina F(G) konfiguracije G.

F2. Ocitno je F(G) povezana in obstaja enolicno cikli¢no zaporedje povezav na
robu F(G). Lahko se zgodi, da presecna toc¢ka P; = e; () e;+1 dveh taksnih zaporednih
povezav ni vozlisée konfiguracije.

D8. Cikli¢no zaporedje stevil s(G) = (n1,n2,...,ns), kjer je n; stevilo vozlis¢ kon-
figuracije na ¢-ti robni povezavi, imenujemo signatura konfiguracije G.

E1. Obstajajo lahko geometrijske konfiguracije, ki ustrezajo isti kombinatori¢ni kon-
figuraciji, imajo pa razlicne signature. Na Sliki 40 sta dve geometrijski konfiguraciji G
in Go, ki ustrezata dobro znani Pappusovi konfiguraciji, ki je ena od treh 93 kombi-
natori¢nih konfiguracij (PISANSKI, SERVATIUS, [42], str. 6-9). Lahko je videti, da sta
njuni signaturi s(G1) = (3,2,2,3,2,2) in s(G2) = (2,2,2,2,2,2).

Slika 40: Dve geometrijski konfiguraciji (93) z razlicnima signaturama.

D9. ViozZeni poligoni geometrijske konfiguracije G = G(C) so definirani takole:
postavi svinénik v blizino poljubne povezave (vendar ne na njo); potuj vzdolz te
povezave, dokler skoraj ne dosezes naslednjega vozlis¢a konfiguracije; nato nadaljuj
vzdolZz naslednje premice do naslednjega vozlis¢a konfiguracije; ponavljaj ta postopek
tako dolgo, dokler se ne vrnes v zacetno tocko. Vlozene poligone lahko na enak nacin
definiramo tudi za grafe, vloZene v ravnino (slika 41).

D10. Naj bo G = G(C) poljubna geometrijska konfiguracija. Potem je zemljevid
M(G(C)) konfiguracije G(C') definiran takole: Njegova vozlis¢a so vozlis¢a konfiguracije
G. Vsaka premica b konfiguracije je razdeljena (z zaporedjem vy, v, ..., v vozlis¢,
incidentnih z njo) na k povezav e; = viva, €3 = VU3 ..., €x_1 = Vk_1Vk, €k = VRV].
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Slika 41: Levo: dva vloZena poligona grafa, dobljenega iz konfiguracije (103, 103), Ce
od vsake premice ohranimo le konc¢ne odseke med oglis¢i; desno: zemljevid rotacijskih
orbit z dvema orbitama oglis¢ in Stirimi orbitami povezav.

Lica tega zemljevida ustrezajo vlozenim poligonom konfiguracije (v [42], str. 125—
126 je dana analogna konstrukcija za zemljevide namesto konfiguracije, je pa definirana
s pomocjo cikli¢nih zaporedij polpovezav, in jo imenujemo projekcijski zemljevid).

D11. Prapori zemljevida M(G(C)) = M(G) so definirani kot urejene trojice ® =
(U7 €, f) .

F2. Vsakemu praporu ® = (v, e, f) ustrezajo 0-sosedni, 1-sosedni in 2-sosedni pra-
pori @ = (v',e, f) , ®! = (v,¢/, f) in ®? = (v,e, ), ki se razlikujejo od ® samo v
ogliscéu, povezavi ali licu.

E2. Ce premice konfiguracije pripadajo projektivni ravnini, je 0-sosedni prapor
prapora (v, e, f) vzdolz poltraka z zacetkom v v »nasprotni« prapor (glej Sliko 42).
Torej je v grafu praporov konfiguracije (11, 22) na sliki 42 0-sosedni prapor prapora 1
prapor 19 = 8, podobno je 4° = 5, 12° = 13,16 = 9.

D12. Ustrezni 3-regularni povezavno oznaceni graf imenujemo graf praporov F(Q)
konfiguracije G.

F3. 0-1 cikli praporov: ®,®% @O @O0 §O101 ~~ ystrezajo vlozenim poligonom
konfiguracije.

D13. Oglisc¢a, povezave, lica in prapori M (G) so $tirje tipi elementov konfiguracije
G.

D14. Naj bo S(G) = Rot(G) U Refl(G) grupa simetrij G (t.j. grupa rotacij Rot(G)
ali zrcaljenj Refl(G) prek premice evklidskega prostora, ki ohranja konfiguracijo G).

F4. Poljubna simetrija s € S(G) inducira oznake povezav ohranjajo¢ avtomorfizem
grafa praporov F(G).
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Slika 42: Graf praporov konfiguracije (11, 22)

D15. Dva elementa x in y (istega tipa) konfiguracije G lezita v isti orbiti (oglisc,
povezav, lic ali praporov), ¢e obstaja simetrija s € S(G), tako da je s(z) = y.

D16. Graf Tr(G), katerega oglis¢a so rotacijske orbite praporov od G in katerega
povezave so rotacijske orbite povezav G, imenujemo rotacijski simetrijski graf G.

D16. Graf T(G), katerega oglis¢a so orbite praporov konfiguracije G in katerega
povezave so orbite povezav od G, imenujemo simetrijski graf konfiguracije G.

F5. Za vsako (ravninsko) geometrijsko konfiguracijo G je njena grupa rotacij ciklicna
grupa Rot(G) = C,, za nek n > 1.

Mimogrede smo v tem razdelku ugotovili tudi (slika 41), da lahko definiramo grafe
praporov tudi za grafe, necelicno vloZene v ravnino.

Naj sklenem ta razdelek z nekaj predlogi za nadaljnje raziskovanje:

1) Simetrijske grafe, narisane na fundamentalni domeni, je morda mogoce uporabiti
za konstruiranje konfiguracij.

2) S pomocjo simetrijskih grafov bi lahko nasli npr. vse teoreti¢no mozne kon-
figuracije z dvema rotacijskima orbitama vozlis¢ in najve¢ 5 premicami, incidentnimi
vsakemu vozlis¢u (potem pa bi za vsako od dobljenih moznosti morali Se preveriti, ali
se jo da realizirati kot geometrijsko konfiguracijo).

3) Ce za dve geometrijski konfiguraciji pokazemo, da nimata izomorfnih grafov pra-
porov, morata ustrezati kombinatori¢no razlicnima konfiguracijama.
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4.3 Uporaba simetrijskih grafov pri sferoedrih in sfernih molekulah

Skoraj vsi poliedri, s katerimi so se matematiki v zgodovini ukvarjali, so tako ali drugace
povezani s sfero (spomnimo se, da lahko vsem uniformnih poliedrom o¢rtamo sfero, vsa
Johnsonova telesa pa imajo plas¢, homeomorfen sferi); Sele v novejsem ¢asu raziskujejo
tudi poliedre na torusu’. Ze Platonu, po katerem se imenujejo najregularnejsi poliedri,
je sfera veljala za najpopolnejse telo (verjetno tudi zato, ker ima najveé simetrij). Nam
pa bo v tem razdelku sfera (z radijem 1) sluzila kot prizoris¢e oziroma kraj srecanja,
na katerem bomo lahko simultano obravnavali dva glavna razreda objektov, katerih
simetrijski grafi nas v tem delu zanimajo: poliedre (sferoedre) in (sferne) molekule.

4.3.1 Osnovni pojmi

Se enkrat se spomnimo na razliko med pojmi sfericni polieder, sferni polieder in sfe-
roeder, kot smo jih definirali v Definiciji 7: v sfericnem poliedru se povezave — glavni
krogelni loki — sekajo le v oglis¢ih poliedra, v sferoedru se lahko sekajo tudi izven
oglis¢, sferni polieder pa ima ravninska lica in se s sredis¢no projekcijo projicira na neki
sferoeder (slika 43). Torej je vsak sferoeder sferi¢ni polieder, ne velja pa obratno.

Slika 43: Konveksen in ustrezni sfericen polieder ter nekonveksen sferni polieder in
ustrezni sferoeder.

Definicija 38 (SFERNA MOLEKULA:) Sferna molekula je molekula M z ravninskimi
lici, ki ji lahko ocrtamo sfero (torej vsa njena oglisca lezijo na sferi). Ustrezni molekuli
na sferi pravimo sfericna molekula in jo oznacimo M*. Ce so vsa lica sferne molekule
pravilni poligoni ali pravilne zvezde, ji pravimo regularna sferna molekula.

"En tak primer so npr. STEWART-ovi toroidi [48], katerih slike ter njihove zrcalne ravnine ter osi in
stopnje njihovih rotacijskih simetrij so prikazane tudi v racunalniskem programu Great Stella. Drug tak
primer pa so tlakovanja torusa s Sestkotnimi lici — toroidni poliheksi. Tako npr. KIRBY argumentira, da
je — ¢eprav ustrezne policiklicne kemijske molekule doslej Se niso znane — vendarle smiselno raziskovati
njihove lastnosti, npr. njihove kekuléjske strukture, saj bi stabilnost taksnih molekul, ki ne vsebujejo
petkotnigkih ciklov, lahko bila celo ve¢ja kot pri buckminsterskem fulerenu Cgo [29], str. 1945, 1951 (in
tudi pri drugih sfernih fulerenih, ki vselej vsebujejo po 12 petkotnigkih ciklov).
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Kot smo jih definirali (v Definiciji 7), so sferni poliedri isto kot sferne molekule brez
roba! Ker ima sfera bogatejso grupo simetrij kot ravnina, se na sferi lahko pojavljajo
tudi molekule z bogatejSo grupo simetrij, kot jo imajo ravninske molekule (katerih
grupa simetrij je, kot ze vemo, vselej podgrupa neke diedrske grupe D,,)8.

Primer. Ce v prisekanem ikozidodekaedru (10.3.4), projiciranem na sfero, izbrisemo
vseh 12 desetkotniskih lic, dobimo sferi¢no molekulo z 20 Sestkotniskimi in 30 trikot-
niskimi lici ter 12 robnimi komponentami s po 10 robnimi stranicami; ta molekula ima
grupo simetrij ikozaedra.

Po zgledu ravninskih benzenoidov definirajmo glede na stevilo notranjih oglis¢ n; Se
splosna pojma peri-kondenziranih in kata-kondenziranih molekul:

Definicija 39 (PERI- IN KATA-KONDENZIRANA MOLEKULA:) Molekula je peri-konden-
zirana, ce vsebuje vsaj eno notranje oglisce: m; > 0 (ki ni krajisée nobene robne stra-
nice). Molekula je kata-kondenzirana, ce nima notranjih ogliscé: n; = 0.

Definicija 40 (OGLISCNI CIKEL LIC IN OGLISCNA POT 17 LIC:) Tudi za robna oglisca
lahko definiramo njihov ogliséni vzorec (ki pa ni cikel lic, ampak pot iz paroma sosednih
lic, incidentnih danemu ogliscéu). Da bi razlikovali med ogliscnimi vzorci notrangih in
robnih tock, bomo uporabljali izraza ogliscni cikel lic in oglisc¢na pot iz lic.

4.3.2 Problem dolocitve nekonveksnih poliedrov razreda P

Kot smo zZe omenili, razred regularnih nekonveksnih poliedrov razreda P Se ni siste-
matiziran. Regularni sferi¢ni poliedri pa so dobro znani in raziskani (njihova klasi-
fikacija glede na ustrezne simetrijske grupe je npr. opisana v Wikipediji [51]). Ce
povezemo ti dve dejstvi, dobimo naslednjo idejo: Morda je mogoce razmeroma enos-
tavno enumerirati tudi regularne sferoedre? Videli bomo, da je to res!

V' tem razdelku predstavim metodo (iz treh korakov), po kateri bo problem enu-
meracije nekonveksnih poliedrov mogoce algoritemsko resiti (s pomocjo racunalnikov)
vsaj za podrazred reqularnih sfernih nekonveksnih poliedrov.

(ENUMERACIJA REGULARNIH SFERNIH NEKONVEKSNIH POLIEDROV — 1. KORAK:)
Vsekakor lahko vsak nekonveksen regularen polieder (iz njegovega baricentra) projici-
ramo na (dovolj veliko) sfero (ki ta polieder vsebuje v svoji notranjosti), tako da so
stranice glavni krogelni loki (ne ve¢ nujno enake dolzine); pri tem se (tudi ¢e so vsa lica
poliedra konveksna) lahko zgodi, da se projekcije stranic na sferi sekajo, in da je ista
tocka na sferi v notranjosti vec lic!

8Ker se da (z izjemo sfere!) vsako orientabilno ploskev dobiti iz nekega 4n-kotnika s primerno iden-
tifikacijo parov njegovih usmerjenih stranic [8], str. 24, naceloma ni razloga, da se ne bi v prihodnosti
matematiki ukvarjali tudi s poliedri in molekulami na splosnejsih ploskvah.
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Primer. Ce ozna¢imo z L maksimalno $tevilo lic, v katerih se nahaja neka tocka
sfere, potem je npr. za sferoeder, dobljen iz pentagramske piramide, L = 2.

Obstoj nekaterih teles tega razreda lahko dokaZemo z »dinamiéno konstrukecijo«
(glej spodnji primer), potlej pa jih lahko shematic¢no prikaZemo npr. s SCHLAGL-ovim
diagramom [6], str. 152 (taksne »kinemati¢ne dokaze« je npr. rad uporabljal ARHIMED
pri odkrivanju novih trditev, ki jih je nato dokazal Se z obiCajnimi geometrijskimi
metodami).

Primer (konstrukcija pentagramskega kuploida). Pentagramski zvezdi v vodoravni
legi dodajmo v ravnini zvezde ob vsaki stranici po en kvadrat (to lahko storimo in
notranjosti dveh sosednih kvadratov se ne sekata, ker je vsota kotov teh likov v ravnini
90° 4 36° + 90° = 144° < 360°). Zdaj te kvadrate enakomerno »spuséamo« (rotiramo
okrog skupne stranice z zvezdo) toliko ¢asa, dokler ne dobimo med dvema sosednima
kvadratoma kota 60° (to lahko storimo, kajti ¢e bi bili kvadrati pravokotni na ravnino
zvezde, bi bil kot med dvema sosednima kvadratoma 0°, pri zveznem gibanju od 144°
do 0° pa morajo biti zavzeti vsi vmesni koti). Zdaj lahko tja vmes postavimo enakos-
trani¢ni trikotnik. Desetkotni cikel stranic na nasi sliki 44, ki dozdevno alternirajo med
trikotniki in kvadrati, se dejansko dvakrat navije na petkotni cikel (kjer si vsako stra-
nico tega cikla delita neki kvadrat in trikotnik), ki pa ni rob pravilnega petkotniskega
lica ustreznega sfernega poliedra — o tem se lahko prepricamo, Ce si ogledamo sliko tega
poliedra v programu Great Stella (kjer najdemo pod rubriko Miscellaneous Se nekaj
takih teles). Lahko je videti tudi, da je L = 3 (nekaj toc¢k je v notranjosti treh lic).
Strukturno formulo pentagramskega kuploida bi lahko »po kemijsko« zapisali takole:
(5/2)4535. Zemljevid rotacijskih orbit je sestavljen iz petine pentagramske zvezde ter
po enega kvadratnega in trikotnega lica, torej ima strukturno formulo (5/2); /54131 in
stevilo njegovih rotacijskih orbit praporov je enako pop = 2 + 8 + 6 = 16, medtem ko
je stevilno zrcalno-rotacijskih orbit enako po = 8.

Slika 44: Konstrukcija pentagramskega kuploida.
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Sferni poliedri razreda P so v 1-1 korespondenci z regularnimi sferoedri, kot to potr-
jujeta naslednji izrek:

Izrek 16 (VSAKEMU REGULARNEMU SFEROEDRU PRIPADA USTREZNI SFERNI POLIEDER
RAZREDA P:) i) Vsakemu regularnemu sferoedru S pripada sferni polieder P € P, ki se
s srediscno projekcijo projicira nazaj na S.

Dokaz. Ker so v S vsi loki poljubnega lica f regularnega sferoedra med oglis¢i enako
dolgi, velja to tudi za ustrezne tetive. Te pa lezijo v isti ravnini (ker smo v definiciji
sferoedra to zahtevali za oglisca vsakega lica sferoedra). Ker je f sferno poligonsko
ali zvezdno lice sferoedra, morajo tetive tega lica ustrezati robovom osnovne ploskve
navadne ali zvezdaste piramide z vrhom v srediscu krogle (slika 45).

Slika 45: Piramidi z vrhom v sredis¢u sfere in oglis¢i v sfernem pentagramskem in
regularnem petkotniskem licu.

Lahko je videti:

Trditev 30 (KDAJ JE P € P REGULAREN SFERNI POLIEDER:) Polieder razreda P je
regularen sferni polieder natanko takrat, ko so vsa njegova oglisca enako oddaljena od
njegovega baricentra (v tem primeru mu samo ocrtamo sfero in ga iz sredisca projici-
Tamo nanjo).

Primer. Vsi uniformni poliedri so regularni sferni poliedri, medtem ko obstajajo
Johnsonova telesa, ki niso regularni sferni poliedri, npr. podaljSana trikotna piramida
J7 ni sferni polieder, kajti v nasprotnem primeru bi (v oglis¢ih A, B in C — glej sliko 47)
v ustreznem sfericnem poliedru za sfericne trikotnike in kvadrate z notranjima kotoma
« in (8 dobili protisloven sistem enacb: 3a = 27, 2a 4+ 20 = 27, a + 20 = 2.

Primer. Se eno Johnsonovo telo, ki ni sferni polieder, je petkotniska dipiramida J13.
Obe njeni polovici nastopata kot dela ikozaedra (ki je sferni polieder) npr. ob njegovem
severnem in juznem polu, vendar ne iz¢rpata vsega ikozaedra.
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Slika 46: Podaljsana trikotna piramida J7 in ustrezni sferi¢ni polieder, ki pa ne more
biti regularen sferoeder.

(ENUMERACIJA REGULARNIH SFERNIH NEKONVEKSNIH POLIEDROV — 2. KORAK:)
Ce smo se (v 1. koraku) ze odlocili, da dolo¢imo sferne poliedre razreda P, za-
kaj ne bi hkrati dolocili tudi sfernih molekul? Ker pa je regularnih sfernih molekul
neskonéno mnogo (pomislimo le na kata-kondenzirane sferne molekule v obliki verig iz
samih enakostrani¢nih sfernih trikotnikov), je smiselno ta razred razslojiti oz. poskusiti
predstaviti kot neskonéno unijo konénih podrazredov, odvisnih od nekaj preprostih
parametrov. Ocitno velja:

Da bi dobili neki koncen razred regularnih sferoedrov in regularnih sfernih molekul s
pravilnimi poligonskimi ali zvezdnimi lici, moramo ocitno izkljuciti naslednje moznosti:
a) lica s poljubno mnogo stranicami; b) cikle lic poljubno velike dolzine; ¢) tocke na
sferi, ki bi bile pokrite s poljubno velikim Stevilom lic; d) molekule brez ciklov lic.

Torej je smiselno definirati:

Definicija 41 (RAZRED S(L, M, N) REGULARNIH SFERNIH POLIEDROV IN MOLEKUL:)
Razred S(L,M,N) = Sy (L, M, N)U Spot(L, M, N) je sestavljen iz dveh disjunktnih
podrazredov regularnih sfernih molekul z nepraznim robom Sp,o (L, M, N) in reqularnih
sfernih poliedrov Spoi(L, M, N), ki zadoscajo pogojem.:

1) nobena tocka sfere ne lezi v notranjosti ve¢ kot L lic;

2) nobeno oglisée nima vec kot M sosedov;

3) wsi cikli (ne nujno le ogliséni) imajo dolZino najve¢ N;

4) vsaka molekula ima vsaj en cikel lic (ne nujno ogliscni).

Ocitno velja, da je unija 72, U37—1 U=y S(L, M, N) vseh teh razredov ravno
razred vseh regularnih sfernih molekul.
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(ENUMERACIJA REGULARNIH SFERNIH NEKONVEKSNIH POLIEDROV — 3. KORAK:)
Videli bomo (Izrek 18), da je vsak od razredov Sy, (L, M,N) koncen in da je koncen
vsak od razredov Sy,o(L, M, N) () Pe, kjer je Pe razred peri-kondenziranih molekul.

Lema 3 (VELIKOST STRANIC LIC OGLISCNEGA VZORCA NA SFERIL:) i) Vsak ogliscni
cikel lic x = (p1 -+ - pm) iz pravilnih sfernih mnogokotnikov in sfernih zvezd z enako dol-
gimi stranicami a lahko na sferi nastopi kvecjemu pri koncéno mnogo velikostih stranice
a: torej obstaja neka koncéna mnozica A(x) = {a1,---ax}, tako da je a € A(x).

ii) Ce so vsa lica pravilni sferni n-kotniki in je presek notranjosti poljubnih dveh
lic prazen (L = 1), potem dani ogliscni cikel na sferi lahko nastopi le pri eni velikosti
stranice y wvseh lic (ki je torej neka funkcija y = f(x) oglisénega cikla, ki pa seveda ni
definirana za prav vsako ciklicno zaporedje lic).

Dokaz. i) Vsota kotov a, ..., o, danega zaporedja lic na sferi okrog danega oglisca
mora biti enaka nekemu celostevilskemu veckratniku stevila 27. Recimo, da je to res
pri neki velikosti stranice — sfernega loka a. Ali lahko a zmanjsamo ali povecamo tako,
da se velikost vsote spremeni za neki veckratnik Stevila 277 Nacelno da: tako npr.
pet trikotniskih lic lahko oblikuje ogliséni cikel (3.3.3.3.3) z vsoto kotov 27 kot pri
ikozaedru, ali pa oglis¢éni cikel kot pri pentagramski piramidi (kjer je vsota kotov vseh
teh trikotnikov 47). Toda vsota kotov m regularnih lic, katerih koti so vsi manjsi od
7, ne more prese¢i mm. Torej obstaja kveéjemu konéno mnogo naravnih stevil k, za
katere je a1 + ...+ ay, = k- 2.

ii) Ce so vsa lica konveksna in brez skupnih notranjih tock, je vsota kotov teh lic
okrog oglis¢a enaka 2. Ce a zmanj$amo, se vsi koti lic zmanj$ajo in njihova vsota ni
vec 2m; ¢e a povecamo, se vsi koti lic povecajo in njihova vsota ni ve¢ 2.

Izrek 17 (ZADOSTEN POGOJ, DA JE STEVILO SFERNIH POLIEDROV IN SFERNIH MOLE-
KUL Z DANIM OGLISCNIM CIKLOM LIC KONCNO MNOGO:) Naj bo L maksimalno stevilo
sfernih lic, ki vsebujejo kaksno tocko na sferi. Denimo, da dovolimo le lica z najvec M
stranicami. Potem obstaja le koncéno mnogo reqularnih sfernih poliedrov in le koncno
mnogo reqularnih peri-kondenziranih sfernih molekul z danim oglisénim ciklom lic.

Dokaz. To sledi iz Leme 3 i). Naj bo namre¢ y,,,;, () najmanjsa mozna stranica, ki je
mozna pri danem oglisénem ciklu lic . Ta stranica natanc¢no doloc¢a notranje kote vseh
pravilnih sfernih mnogokotnikov in zvezd - s tem pa je natancno dolo¢ena minimalna
ploscina vsakega od lic. Od pravilnih n-kotnikov z dano stranico ima najmanjso plos¢ino
sferni trikotnik. Od pravilnih zvezd na sferi pa ima najmanjso plos¢ino pentagramska
zvezda. Naj bo ¢ manjsa od teh dveh ploséin (trikotnika in zvezde). Ker je vsaka
tocka sfere kveéjemu v L licih, vsa lica poliedra (ali molekule) skupaj pa sfero pokrijejo
najve¢ L-krat, je njihova skupna plosc¢ina najve¢ L - 4w. To pa pomeni, da je stevilo lic
f poliedra ali molekule omejeno navzgor z razmerjem ploséin f < L - 4n/q.



4 POSPLOSITVE SIMETRIJSKIH GRAFOV 101

Konstruirajmo zdaj polieder ali molekulo okrog danega oglis¢nega cikla lic = tako,
da Ze postavljenim licem na sferi (teh lic je konéno mnogo) po vrsti dodajamo vzdolz
katerekoli robne stranice (tudi teh je konéno mnogo) po eno od konéno mnogo moznih
lic (vselej izbiramo med najve¢ M — 2 poligonskimi in M — 4 zvezdastimi lici). Ker je
stevilo lic, ki jih lahko na ta nacin dodamo, ne da bi kaksna tocka bila vsebovana v
vec¢ kot L licih, kon¢no (vemo zZe, da je manjse od L -4 /q), je jasno, da je poliedrov in
molekul, ki jih lahko na ta nac¢in konstruiramo, lahko le kon¢no mnogo. [

Izrek 18 (POLIEDROV RAZREDA Spo(L,M,N) IN PERI-KONDEMZIRANIH MOLEKUL
RAZREDA S,,0(L, M, N) () Pe JE KONCNO MNOGO:) %) Sfernih poliedrov in regularnih
peri-kondenziranih sfernih molekul razreda Spq (L, M, N)( Pe je koncéno mnogo;

i) Za moc vsakega od razredov Spe(L, M, N) in Spe(L, M, N)( Pe lahko dobimo
zgornjo mejo, izrazeno s parametri L, M, N.

Dokaz. i) Ker je dovoljenih tipov lic konéno mnogo (2M — 6), je iz njih mozno
oblikovati le konéno mnogo moznih oglisénih ciklov lic (saj je vsota notranjih kotov lic
okrog vsakega oglis¢a veckratnik kota 27, ki pa ne sme biti ve¢ji od L.27). Za vsakega
od teh oglisénih ciklov lic je (po Izreku 17) ustreznih regularnih sferoedrov in regularnih
sfernih molekul le konéno mnogo. Vsota konéno mnogo konc¢nih stevil pa je koncna.

ii) Iz GIRARD-ove formule pl(A(a, 5,7)) = a + [ + v — 7 neposredno sledi, da je
ploscina pl(j) sfernega mnogokotnika A; Ay ... A, okrog oglis¢a u;, katerega oglisca A;
so sredisca cikla lic (k1, ko, ..., ky) okrog u;, enaka

n n

pl(j) = Zai —(n—-2)r = ZQW/]%‘ —(n—2)7.
i=1 i=1
Vsak od teh sfernih mnogokotnikov natancno ustreza 1-2 ciklu praporov okrog danega
oglis¢a (idejo, uporabiti plos¢ino tega mnogokotnika, sem dobil pri COXETER-ju in
MOSER-ju [8]). Vsota plos¢in vseh teh sfernih mnogokotnikov pa ne presega L-kratnika
ploscine sfere 4w. Naj bo ¢ = min{pl(j)} najmanjsa od ploscin, ki jo dobimo na
ta nacin (iz konéno mnogo moznih kombinacij parametrov | < L,n < N,m < M.
Kvocient 4L7/q je potlej ze neka (Cetudi zelo groba) zgornja meja za Stevilo oglis¢
poliedrov oz. molekul razredov Spo(L, M, N) oz. Spme(L,M,N)(Pe. Iz te ocene
lahko izpeljemo tudi zgornji meji za Stevilo lic in stranic elementov teh razredov (saj
lahko vsak polieder ali molekulo teh razredov zgradimo tako, da nekemu ciklu lic na
sferi postopoma dodajamo po eno lice (vsako oglis¢ée ima kveéjemu N sosedov). O
Dejanska dolocitev stevila poliedrov ali molekul danega razreda S(L, M, N) je lahko
tudi za majhne vrednosti parametrov kar zahteven problem.
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Primer. Oglejmo si razred S,,(1,5,5) () Pe peri-kondenziranih molekul, katerih
lica so le regularni poligoni 3,4,5, v katerih ima cikel lic najvec 5 lic, preseki notranjosti
lic pa so prazni. V primeru L = 1 je vsota plos¢in vseh lic pri molekuli z robom
manjsa od plosc¢ine sfere 4m. Okrog oglisc¢ s ciklom iz treh lic imamo obmocja s plos¢ino
pl = 27(1/a+1/b+1/c—1/2), okrog oglis¢ s ciklom iz $tirih lic imamo obmo¢ja s plos¢ino
pl=27(1/a+1/b+1/c+1/d— 1), okrog oglis¢ s ciklom iz petih lic imamo obmodja s
plos¢ino pl =27(1/a+1/b+1/c+1/d+1/e—3/2). Vsi ti izrazi morajo biti pozitivni.
IS¢emo minimalno pozitivno vrednost ¢ teh ploséin pri pogoju, da za a,b, c,d, e lahko
vzamemo le Stevila 3,4,5. Od tod dobimo zgornjo mejo za Stevilo oglis¢ teh molekul:
v < 41 /q. Poiskati moramo torej minimum vrednosti najve¢ 3M—2 4 4M-2 4 5M—2
izrazov. To je ocitno problem, za katerega resitev lahko uporabimo rac¢unalnik.

Za konec tega razdelka samo omenimo dva trika, s katerima lahko bistveno zmanj-
samo stevilo moznosti, ki jih je potrebno pregledati:

1) Iz vsakega uniformnega poliedra, pa tudi iz (redkih!) sfernih Johnsonovih teles
lahko dobimo obilo informacij o plos¢inah sfernih mnogokotnikov pri razli¢nih oglis¢nih
vzorcih. Tako je npr. v peri-kondenzirani molekuli tipa L = 1 z ogliS¢nim vzorcem
ikozaedra (3.3.3.3.3) najve¢ 20 trikotnih lic. Ker ima vsak drug sferni mnogokotnik
iste molekule plos¢ino vecjo od ploscine sfernega trikotnika, je 20 tudi zgornja meja za
stevilo vseh takih molekul.

2) Nekateri oglis¢éni vzorci — cikli lic — so nekompatibilni - ne morejo nastopiti pri
isti regularni sferni molekuli! Primere taksnih nekompatibilnih oglisénih vzorcev lahko
dobimo npr. iz tistih Johnsonovih teles, ki jim ne moremo ocrtati sfere. Tako imamo
npr. v podaljSani trikotniski dipiramidi J14 oglis¢na vzorca (3.3.3) in (3.3.4.4), ki bi,
¢e bi to telo bilo sferno, dala protisloven sistem enacb 3a = 2pi in 2a + 20 = 27 za
notranje kote v in § lic 3 in 4.

vV
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5 Dodatek

POVZETEK POGLAVJA: Za vsak konveksen polieder P lahko konstruiramo njegov zem-
ljevid rotacijskih orbit Ogr(P), katerega oglis¢a, povezave in lica so orbite poliedra
P, dolocene z grupo ' = Sr(P) = ST(P) vseh rotacijskih simetrij P. Z uporabo
Burnsidove leme ([49], str. 229) lahko pokaZemo, da Eulerjeva karakteristika rotacijskih
orbit zemljevida O (P) vselej lezi med —1 and 2: E(Ogr(P)) € {—1,0,1,2} in da so te
meje eksaktne. Pokazemo lahko tudi, da je Or(P) sferi¢en zemljevid (t.j. homeomorfen
zemljevidu na sferi).

5.1 Burnsidova lema in Eulerjevo sStevilo rotacijskih orbit

IZHODISCNA REFERENCA: Euler je odkril enega od temeljnih izrekov o konveksnih
poliedrih, slavno relacijo v — e + f = 2 med stevili njihovih oglis¢ v, povezav e in lic f.

NAMEN POGLAVJA: V tem poglavju bomo izpeljali zelo podobno relacijo (vendar ne
v obliki enakosti, ampak dvojne neenakosti) glede stevila For := vor — eor + for, kjer
S0 VoR, eogr in fog Stevila rotacijskih orbit oglis¢, povezav in lic konveksnega poliedra
P. Temu stevilu bomo rekli Eulerjeva karakteristika rotacijskih orbit danega poliedra
(ali na kratko kar Eulerjeva rotacijska karakteristika poliedra).

MOTIVACIJA — ZELJA, TEORETICNO POJASNITI EMPIRICNO ODKRITO DVOJNO NEENA-
KOST: Neposredno motivacijo za to poglavije sem dobil iz empiricnega opazanja, da
vrednosti Fog za 92 Johnsonovih teles (t.j. konveksnih poliedrov z regularnimi poligon-
skimi lici (pri ¢emer nobeni dve sosedni lici ne smeta lezati v isti ravnini!) in vsaj dvema
orbitama oglis¢ [24]) ostaja v razmeroma majhnem razponu Stevil (med —1 in 2). Pri
racunanju Stevila orbit oglis¢, povezav in lic Johnsonovih poliedrov si bomo pomagali
s formulami, ki jih bomo izpeljali iz Burnsidove leme.

NOVI REZULTATI: Glavni rezultat tega poglavja je, da relacija —1 < Forp < 2
velja za vse konveksne poliedre (Izrek 20). Dokazemo ga z neposredno z uporabo
Burnsidove leme. Podobno bomo dobili dvojno neenakost —2 < Fogr < 2 za zemljevide
s konveksnimi lici na torusu. Obravnavali bomo tudi problem dolocitve zgornje in
spodnje meje za Stevilo Fo = vo — eo + fo, kjer so vo, eo, fo orbite oglis¢, povezav
in lic, definirane z grupo G(P) veh simetrij danega konveksnega poliedra P, vkljuéno
z zrcaljenji prek ravnine in s sredis¢no inverzijo. Dokazali bomo, da je —1 < Fo <
2 4 2eop.

5.2 Osnovni pojmi in notacija

Naj v, e, f pomenijo Stevila oglis¢, povezav in lic poljubnega zemljevida P (t.j. vlozenega
v kompaktno ploskev tako, da je vsako lice homeomorfno disku). Potem je njegova
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Eulerjeva karakteristika definirana kot stevilo E = v — e 4+ f. Po dobro znani
Eulerjevi formuli je E = 2 za vsak konveksen polieder. Podobni karakteristiki, oznaceni
Eor = Eor(P) in Eo = Eo(P), imenovani Eulerjeva karakteristika rotacijskih orbit
zemljevida P in Fulerjeva karakteristika zrcalno-rotacijskih orbit zemljevida P lahko
vpeljemo za vsak zemljevid, in dolocamo spodnje in zgornje meje teh karakteristiki na
dolo¢enem razredu poliedrov (tu smo to naredili za razred konveksnih poliedrov).

Definicija 42 (EULERJEVA KARAKTERISTIKA ROTACIJSKIH ORBIT ZEMLJEVIDA:) Naj
VOR, €0r, for pomenijo Stevila rotacijskih orbit oglisc, povezav in lic danega zemljevi-
da P na neki ploskvi S (te orbite so definirane z grupo Gr(P) vseh rotacij evklidskega
prostora E3, ki ohranjajo P). Eulerjeva karakteristika rotacijskih orbit zemljevida P je
definirana kot stevilo Eog := vor — eor + fog.

Isto stevilo bi lahko definirali tudi drugace — kot Eulerjevo karakteristiko E = v—e+f
zemljevidov rotacijskih orbit, katerih oglis¢a, povezave in lica ustrezajo orbitam oglisc,
povezav in lic poliedra P. Ce lahko dokazemo, da za vsak konveksen polieder P obstaja
zemljevid Or(P), katerega oglis¢a, povezave in lica ustrezajo orbitam oglis¢, povezav
in lic poliedra P (to zlahka sledi npr. iz nasega seznama fundamentalnih domen za
vseh 17 moznih simetrijskih grup poliedrov), potem je Eor(P) = E(OrP)). Podobno
definiramo Eulerjevo karakteristiko (zrcalno-rotacijskih) orbit Eo := vo — eo+ fo, kjer
S0 vo, eo, fo Stevila orbit oglis¢, povezav in lic zemljevida P.

5.3 Konstrukcija zemljevida rotacijskih orbit Og(P) konveksnega poli-
edra P

Najtezji del tega poglavja je verjetno dokaz izreka, da z grupo rotacij Ggr(P) doloceni
kvocientni zemljevid Or(P) = P/Gr(P) konveksnega poliedra P (imenovan zemljevid
rotacijskih orbit poliedra P) dejansko obstaja za vsak konveksen polieder P in da je
to nek sfericen zemljevid (dokaz obstoja fundamentalne domene je dan tudi v razdelku
4.5.1 o regularnih zemljevidih in fundamentalnih domenah v [42]).

Skica tega dokaza je podana, ¢eprav lahko spodnjo in zgornjo mejo za Fogr najdemo
tudi brez uporabe eksistence kvocientnega zemljevida Og(P).

GRAF PRAPOROV F(P): Vsi ti prapori skupaj z njihovimi grafi praporov sestavljajo
graf praporov F(P) poliedra P.

ROTACIJSKI SIMETRIJSKI GRAF Tr(P): To je kvocient grafa praporov F'(P), dobljen
z identifikacijo vseh praporov, ki leze v isti rotacijski orbiti.

Trditev 31 (OBSTOJ ZEMLJEVIDA ROTACLISKIH ORBIT:) Za vsak konveksen polieder
P obstaja zemljevid Or(P), katerega oglisca, povezave in lica so rotacijske orbite oglisé,
povezav in lic poliedra P, in ta zemljevid Or(P), imenovan zemljevid rotacijskih orbit
poliedra P, je sfericen zemljevid (t.j. homeomorfen nekemu zemljevidu na sferi).
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Dokaz. Dokaz lahko razdelimo na naslednje korake:

i) Vsako rotacijsko simetrijo sferi¢nega poliedra P lahko opisemo kot avtomorfizem
grafa praporov F(P).

ii) Ker je sfera orientabilna ploskev, lahko prapore okrog vsakega oglis¢a iste rotacij-
ske orbite ostevil¢imo z 1,2, ...,2m; pri tem so praporom iz iste rotacijske orbite dane
iste stevilke in orientacija vseh teh ciklov praporov je ista.

iii) Ce je 2m praporov okrog pola neke rotacije, potem vsaka rotacija poliedra, ki
ohranja ta pol, poslje lihe prapore {1,3,5,...,2m — 1} v lihe prapore in sode prapore
{2,4,6,...,2m} v sode prapore.

iv) Grupa vseh rotacij lahko reducira nekatere od teh ciklov praporov okrog neka-
terih oglis¢ v manjse sode cikle 1,2, ..., 2k. Ti cikli, skupaj z informacijo, kaj so 0-,1- in
2-sosedni prapori vsakega prapora definirajo lokalno orientacijsko shemo (podrobneje
opisano v doktoratu prof. Pisanskega s pomocjo usmerjenih lokov na povezavah) okrog
vsake orbite oglis¢. Taksna lokalna orientacijska shema definira ploskev, v katero je
graf lahko vlozen. Vsi prapori (trikotniki baricentri¢ne subdivizije poliedra P) in vse
povezave rotacijskega simetrijskega grafa lezijo na sferi. Torej je tudi (P) sferic¢en zeml-
jevid.

Skica alternativnega dokaza: Konveksen polieder lahko radialno preslikamo na sfero,
tako da se njegove simetrije ohranijo. Zemljevid rotacijskih orbit lezi na rotacijski
fundamentalni domeni F Dy, ki je dolo¢ena z grupo rotacijskih simetrij danega poliedra.
Ta pa je (po COXETER-MOSER-jevi teoriji in Johnsonovi aplikaciji te teorije na poliedre)
sfericni mnogokotnik, kateremu rotacije identificirajo stranice tako, da dobimo sfero
(da je to res, se prepricamo s podrobnim pregledamo vseh 17 moznih simetrijskih grup
oziroma vseh Sest njihovih utreznih rotacijskih podgrup). O

5.4 Glavni rezultat

Pokazali bomo, da relacija —1 < Fogr < 2 velja za poljuben konveksen polieder.

Trditev 32 (VREDNOSTI For ZA PLATONSKA IN ARHIMEDSKA TELESA:) Eor =1 za
vsako platonsko telo in n-prizme ter n-antiprizme, in For = 2 za vsako arhimedsko
telo.

Dokaz. V tabeli 14 so dana Stevila rotacijskih orbit platonskih in arhimedskih teles,
ki jih ze poznamo. Pet platonskih teles ima samo eno rotacijsko orbito oglis¢, povezav in
lic. Trinajst arhimedskih teles ima najvec 3 rotacijske orbite oglis¢ in najvec 3 rotacijske
orbite povezav. [
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’ razred H telo P ‘ ogliséni vzorec ‘ VOR ‘ €OR ‘ for ‘ FEog ‘
L tetraeder (3.3.3) 1 1 1 1
L. oktaeder (3.3.3.3) 1 1 1 1
I. kocka (4.4.4) 1| 1] 1|1
L ikozaeder (3.3.3.3.3) 1 1 1 1
L oktaeder (5.5.5) 1 1 1 1
II. kuboktaeder (3.4.3.4) 1 1 2 2
I1. ikozidodekaeder (3.5.3.5) 1 1 2 2
I1I. prisekani tetraeder (3.6.6) 1 1 2 2
I1I. prisekana kocka (3.8.8) 1 1 2 2
I1I. prisekani oktaeder (4.6.6) 1 1 2 2
I1I. prisekani dodekaeder (3.10.10) 1 1 2 2
I1I. prisekani ikozaeder (5.6.6) 1 1 2 2
IV. rombikuboktaeder (3.4.4.4) 1 2 3 2
IV. rombikozidodekaeder (3.4.5.4) 1 2 3 2
V. prisekani kuboktaeder (4.6.8) 2 3 3 2
V. prisekani ikozidodekaeder (4.6.10) 2 3 3 2
VL snub kocka (3.3.3.3.4) 1 3 3 2
VI snub dodekaeder (3.3.3.3.5) 1 3 3 2

VIIL. n-prizma (4.4.n) 1 2 2 1
VIIIL. n-antiprizma (3.3.n) 1 2 2 1

Tabela 14 : Vrednosti vog, eor, for za platonska in arhimedska telesa ter za
neskonc¢ni druzini n-prizem in n-antiprizem

Podobne meje za Fog obstajajo za Johnsonova telesa (t.j. za konveksne poliedre z
regularnimi poligonalnimi lici in najmanj dvema orbitama oglis¢ [24]).

Izrek 19 (MEJE For ZA JOHNSONOVA TELESA:) Za vsako Johnsonovo telo je —1 <
FEogr < 2.

Ta rezultat je bil stranski produkt in obenem korak h konstrukciji tabele razli¢nih
parametrov Johnsonovih teles, danih v ¢lanku [31]. Vendar, ker bomo kasneje dokazali
(in to neodvisno od te trditve, z uporabo Burnsidove leme), da ista relacija —1 <
Eopr < 2 velja za poljuben konveksen polieder (Izrek 20), ni potrebno, da tu poroc¢am,
kako sem dobil vrednosti za Stevila rotacijskih orbit oglis¢, robov in lic za vsako od
Johnsonovih teles posebe;j.

Definicija 43 (KONVEKSNO LICE:) Lice f zemljevida P na sferi ali na torusu se
imenugje konveksno, ce za vsak par tock A in B njegovih notranjih tock obstaja geodetska
krivulja AB, ki ne gre skozi noben rob zemljevida P.
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Lahko je videti, da lahko vsak konveksen polieder radialno projiciramo iz njegovega
tezis¢a na sfero (in da so proijicirana lica na sferi konveksna). Torej vsakemu konvek-
snemu poliedru pripada zemljevid na sferi (obratno ni res, kajti sferi¢ni zemljevid ima
lahko tudi dvokotnike, ki se ne pojavijo v nobenem poliedru).

Zdaj lahko formuliramo glavni rezultat tega poglavja:

Izrek 20 (MEJE Eog:) Natancni spodnji in zgornji meji za Eogr za zemljevide s kon-
veksnimi lici na sferi in torusu sta:

—1 < FEop <2 za zemljevide na sferi in

—2 < Fogr <2 za zemljevide na torusu.

Pri dokazu tega izreka bomo potrebovali nekaj priprav.

Definicija 44 (EULERJEVA POLARNA KARAKTERISTIKA ROTACLJE:) Naj bo P zem-
ljevid na sferi ali na torusu in naj bo R; poljubna rotacija, ki ohranja P. Poli rotacije
R; so tocke, v katerih os rotacije R; seka rob od P. Najv,(R;), ep(Ri), fp(Ri) pomenijo
Stevila polov v ogliscih, srediscih stramic in srediscih lic P. Stevilo Ey(R;) := vp(R;) —
ep(R;i) + fp(R;) bomo imenovali Eulerjeva polarna karakteristika rotacije R;.

Obstajajo tri mozne vrste »rotacij« na torusu: z osjo brez polov, z osjo s Stirimi poli
in s »krozno osjo«, potekajoCo po sredini torusa (tudi ta os je brez polov).

Lema 4 (RELACLIE V ZVEZIL Z vp,ep, [p,Ep:) Za vsako rotacijo R; sfericnega zemljevida
P veljajo naslednje relacije:

{UP(Ri)v eP(Ri)a fp(R’L)} - {Oa 1, 2}7
vp(Rs) + ep(Bs) + fp(Rs) = 2,
EP(RZ) € {_27 07 2}7
Ep(Rz) =2 - 2€p(Ri)-
Ce je ep = 0 potem je B, = 2, ce e, = 1 potem E, =1, in ce e, = 2 potem E, = —2.
Ce je red rotacije R; vecji od 2 (e je torej najmanjsi n, za katerega je R} =1, vecji
od 2, potem je ep(R;) =0 in Ep(R;) = 2).
Za vsako rotacijo R; torusnega zemljevida P veljajo naslednje relacije:
{Up(Ri)7 ep(Ri)a fp(Rz)} g {07 17 27 37 4}7
up(Ri) + ep(Ri) + fp(Ri) € {0,4},
EP(RZ) € {74’ 727 07 2a 4}7
Ce vy(R;) + ep(R;) + fp(Ri) = 4, potem E,(R;) = 4 — 2¢,(R;). Ce v,(R;) = ep(R;) =
fp(Ri) =0, potem Ep(R;) = 0.
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Dokaz. Vsaka rotacija R; sferi¢nega zemljevida P ima natanc¢no dva pola in vsak pol
je bodisi oglisce, sredisc¢e povezave ali sredisce lica. Obstaja samo Sest urejenih trojic
(vp(Ri), ep(Ri), fp(Ri)), za katere velja vp(R;) + ep(R;) + fp(Ri) = 2, in to so: (2,0,0),
(1,0,1), (0,0,2), (1,1,0), (0,1,1) in (0,2,0). Ce e, = 0, potem FE, = 2, ¢e e, = 1, potem
E, =1, in ée e, = 2, potem E, = —2. Torej formula E,(R;) = 2 — e,(R;) drzi. Ce je
red rotacije R; vecji od 2, potem R; ne more imeti pola v sredis¢u povezave, torej je
ep(R;) = 0 in posledi¢no E,(R;) = vp — ep(Ri) + fp(Ri) = vp(Ri) +ep(Ri) + fp(Ri) = 2.

Formule za torusne zemljevide se dokazejo na povsem enak nacin. [

Lema 5 (BURNSIDOVA LEMA:) Naj grupa G deluje na neki mnoZici Q. Naj |G| pomeni
moc¢ grupe G in naj |Fiz(g)| pomeni stevilo tistih elementov a mnoZice Q, ki se ohran-
jajo pri danem elementu g € G, za katere torej velja: g(a) = a. Potem lahko $tevilo

orbit Qo mnoZice Q) izracunamo po formuli

1 .
Qo= g 2 Fin(o)].

geG

Ce je grupa rotacijskih simetrij sferi¢nega zemljevida cikli¢na grupa C),, potem lahko
natan¢ne vrednosti Eulerjeve karakteristike For(P) dobimo z neposredno uporabo

Burnsidove leme.

Trditev 33 (MEJE Eor KONVEKSNEGA POLIEDRA S CIKLICNO GRUPO ROTACIJSKIH
SIMETRI1J:) Naj bo P konveksen polieder. Ce je Gr(P) = C,, kjer je Cy, generirana z
rotacijo Ry (torej je RY = 1), potem

n—1

EOR(P) =2 -ep(Rl) € {0,1,2}.

Dokaz. Identi¢na transformacija ohranja vsa oglis¢a, povezave in lica, medtem ko
preostalih n — 1 rotacij ohranja samo pole). Torej dobimo po Burnsidovi lemi in z
uporabo Eulerjeve formule v — e + f = 2 (ki velja za poljuben konveksen polieder)

naslednje formule za stevila rotacijskih orbit:

vor =~ (v + (n— 1)),

con= (e + (n~1)ey),

for = -/ +(n—1)f,)
Eop = -2+ (n— DE,(R),

n

in ker E,(Ry) € {—2,0,2}, imamo Fop € {0,1,2}.
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Ce gredo osi rotacije Ry skozi dve oglis¢i, dve lici ali skozi eno oglisée in eno lice,
je By = 2 in Fog = 2. Ce gre os skozi eno oglis¢e ali en rob ali skozi eno lice in en
rob, potem je n = 2, E}, = 1 in Fog = 1. Ce gre os skozi dva robova, potem je n = 2,
E, = —-21in For = 0. Torej, ce n > 2, potem Fo = 2. Enacba E,(R1) = 2 — 2e,(Ry)
implicira Eogr(P) = 2+("71)(272e”(3'1)) =2-21.¢(Ry)€{0,1,2}. O

Zdaj pa dokazimo prvi del glavnega rezultata — Izreka 20.

Trditev 34 (MEJE For NA SFERIL:) Naj bo P sfericni zemljevid s konveksnimi lici.
Potem je

—1 < FEogr <2.

Dokaz. Naj bo n stevilo elementov v grupi Ggr(P). Identi¢na transformacija ohranja
vsako oglisée, povezavo in lice. Vsak druga rotacija R; ohranja samo vpr(R;) oglis¢,
epr(R;) povezav in fpgr(R;) lic, in vpr(R;) + epr(R;) + fpr(R;) = 2. Zato, po Burn-
sidovi lemi:

i=n—1

Fog = %(EJr > Ep(Ry).
=1

In tako, ker je maksimalna mozna vrednost vsakega E,(R;) za sferi¢ne zemljevide
enaka 2, imamo:

—_

%(2+(n—1)2):2§EoR§E(2+(n—1)2):2-

Podobno, ker je najmanjsa mozna vrednost vsakega E,(R;) enaka —2, imamo:
1 1 4
Eop>—-24(n—-1)(-2)=—-(4+n(-2)) > -2+ —> -1,
n n n

ker je % > 0 in ker mora biti Fopg celo stevilo. [
Ali je spodnja meja Eor = —1 dejansko doseZena in (Ce je tako) za katere konveksne
poliedre?

Trditev 35 (FORMULA ZA Eog:) Naj bodo a,b,c Stevila rotacij R; v grupi Gr(P)
konveksnega poliedra, za katere je karakteristika E,(R;) enaka 2, 0in —2, v tem vrstnem
redu. Ce je n moc¢ grupe Gr(P), potem je

Bop(P) = %(2 ta-24¢(=2) = %(1 ta—c).

Torej je stevilo 1+ a — c celostevilski veckratnik od 5. Stevili a in c lahko (za vsako od

Stirih moznih vrednosti Eog) izrazimo s stevili b, n ind Fog.
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Dokaz. Ta formula sledi neposredno iz Burnsidove leme. Prav tako je jasno, da je
a+b+c+1=n,

torej je
a+c=n—->b-—1.

Enac¢ba 2(1+a — ¢) = Fop implicira 2(1 +a — ¢) = Eog - n in

FEogr-n
c—a=1-— .
2
Torej je (a+¢)+ (c—a)=2c=n—b—1+1— 28" = (Q_EQOR)'”—bin
(2 — Eog)n — 2b
c= .
4
Podobno dobimo 2a =n—b—1—1+ % in zato
n- (24 Eog) — (2b+4)
a= .
4
Na primer, ¢e je Fog = —1in b =0 potem jea =% —1inc= %”. V tem primeru

mora biti stevilo n deljivo s 4. I

Primer. Da bi nasli telo s Stirimi (rotacijskimi) simetrijami, moramo poiskati taksno,
ki ima tri rotacije reda 2 v srediséih robov! Spodnja meja For = —1 je dejansko
dosezena za Johnsonovo telo J84 (snub disfenoid), pri katerem je vop = 2,eor =
6, for = 3, torej je Eop =2 — 6+ 3 = —1. Tu je Stevilo simetrij enako 4 (identi¢na
transformacija in 3 rotacije reda dva z osmi, ki gredo skozi sredis¢a robov), b = 0,a = 0
in ¢ = 3. Torej je spodnja meja —1 natancna.

Zdaj pa dokazimo drugi del glavnega rezultata (Izrek 20).

Trditev 36 (MEJE zA Eor NA TORUSU:) Naj bo P torusni zemljevid s konveksnimi
lici. Potem je
—2< Fop £2.

Dokaz. Na enak nacin kot za sfericne zemljevide dobimo

Ker je E = 0 za torusne zemljevide s konveksnimi lici, in ker je —4 < E,(R;) < 4,
imamo
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Ker so vrednosti Fog cela stevila, dobimo —4 + % <3< FBop<3<4-— %. Ce
n =2, potem —2 < Fo < 2. Ce n > 2, potem ima vsaj polovica rotacij os brez polov,
torej je —2< 1(2.0+2-(-4) < Eo< L(Z2-0+2-4)<2. 0

Primer. Meji —2 in 2 sta natanc¢ni! Na primer, ¢e je n = 2 in gre os edine rotacije
skozi sredisca stirih povezav, potem je Fo = %4 = —2. Ce pa so poli edine rotacije le
oglisca in sredisca lic, potem je Fo = % = 2.

Tako obstajajo 4 razredi konveksnih poliedrov (z Eor € {—1,0,1,2}) in 5 razredov
torusnih zemljevidov s konveksnimi lici (kjer je Eor € {—2,1,0,1,2.})

5.5 [Eulerjeva karakteristika zrcalno-rotacijskih orbit

Definicija 45 (EULERJEVA KARAKTERISTIKA ZRCALNO-ROTACLIJSKIH ORBIT:) Za vsak
konveksen polieder P je njegova Eulerjeva karakteristika zrcalno-rotacijskih orbit defini-
rana kot stevilo Eo := vo—eo+ fo, kjer sovo, eo, fo orbite oglisc, povezav in lic poliedra
P, definirane z grupo vseh simetrij (rotacij, zrcaljenj prek ravnine, in srediséne inverz-
ije) poliedra P.

Primer. Za Johnsonovo telo J58 (avgmentirani dodekaeder) je vo = 5,e0 = 6, fo =
4, torej je Fo =vo — eo+ fo = 3. Za Johnsonovo telo J63 (trizmanjSani ikozaeder) je
vo=4,e0 =4, fo =4, torej je Fo =vo —eo+ fo=4.

Ni fiksne zgornje meje za Fo, kajti za polieder s samo eno zrcalno simetrijo (za
katerega je n = 2), ki ohranja samo oglis¢a in sredis¢a lic, je Eo lahko poljubno velik.
Podobno, lahko je videti:

Trditev 37 (NEKAJ RELACLJ V ZVEZI Z Fo:) Naj bo P konveksen polieder.

i) Ce P nima nobenih simetrij, potem je Eo = E = 2.

ii) Ce ima P samo srediséno inverzijo C (ki ne pusca nobenega elementa fiksnega)
in nobene druge simetrije, potem je po Burnsidovi lemi Eo = 3(1-(v—e+ f)+1-0) = 1.

iii) Ce ima konveksni polieder P zrcaljenje Z prek ravnine, ki gre skozi cikel v, oglisc,
e, sredisc povezav in f, sredisc lic, potem je najmang eden od dveh zaporednih elementov
v tem (sodem!) ciklu bodisi oglisce ali sredisce lica, torej je E, := v, —e, + f, > 0.

iv) Ce je edina simetrija P zrcaljenje Z prek ravnine, potem je 1 < Fo.

v) Za vsak konveksen polieder veljajo naslednje neenakosti:

—1 < FEo <2+ 2eo0p.

24E7 _

Dokaz. Primeri i,) ii), iii) so oéitni. V primeru iv) je Eo = Ey + 252 = 2]

1+ £2 > 1, saj iz iii) sledi E, > 0. V primeru v) imamo

1 n/2—1 n/2
Eo=—(E+ Y Bp(Ri)+ ) E(Z)).
i=1 j=1
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Vemo, da je E =2, Ey(R;) > —2 in E,(Z;) > -2, torej je Eo > %(2 —(n—-1)2) =
-2+ % — 1, kajti Fo mora biti celo stevilo. Zgornjo mejo dobimo takole:

Eo=vo—eo+ fo<wvo+ fo<wor+ for <

< (vor — eog + for) + 2eor = FEog + 2eor < 2 + 2eor. [

Dokazimo Se eno trditev, ki tudi pomaga pri izracunu stevila rotacijskih orbit neka-

terih Johnsonovih teles.

Trditev 38 (FORMULA zZA Eopr TELESA Z DVEMA ROTACIIAMA:) Ce ima konveksni
polieder rotacijsko simetrijsko grupo, generirano z dvema rotacijama R reda n in R’
reda 2, ki imata pravokotni rotacijski osi, potem je

1
Eor=—2+ (n—1)E, +nky),

2n
kjer so Stevila polov oglis¢, povezav in lic na teh rotacijskih oseh v, e, f;, in je E(p) =

! ! !
vy — €y + fp

Dokaz. Moc take grupe je 2n. Identiteta I fiksira vseh v oglis¢, vseh e povezav, vseh
f lic. Nadalje, vsaka od n— 1 rotacij R, R?, ..., R"~! fiksira po vy, 0glis¢, e, povezav, f,
lic. Ostali elementi grupe so R, R?R’, ..., R""'R’. Najprej R zamenja hemisferi, nato
R? rotira vsako od hemisfer. Fiksne tocke so torej kvedjemu na ekvatorju. In dejansko
vselej tudi so. Ce je n lih, dejansko dobimo n rotacijskih osi teh rotacij, in pri vsaki od
njih so stevila polov oglis¢, povezav in lic na teh rotacijskih oseh v;), e;), fZ’) enaka. Tako
dobimo po Burnsidovi lemi:

1
voR = %(v + (n—1L)v, +n-v)),

1
eop = %(e +(n—1)e,+n-ep),

for=5-(f + (=) fj

Fop = %((v et F)+ (n—1)(vp— ep+ fo+ n(vy — ey + fir)) =

1
2
in ¢e gre za konveksen (sfericen) polieder, je E = 2 in

(E+(n—-1)E, +nE,) =

1
Eop = %(2 +(n—-1)E, +nE,). O
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6 Sklep

Disertacija je sestavljena iz treh delov, ki jih povezuje rdeca nit uporabe simetrijskih
grafov pri razliénih geometrijskih objektih.

POVZETEK PRVEGA DELA DISERTACIJE: V prvem delu disertacije sem obravnaval
simetrijske grafe uniformnih poliedrov in Johnsonovih teles.

Hipoteza: » Uniformni poliedri z istim oglisénim tipom imajo iste simetrijske grafe.«,
ki sem jo oblikoval na podlagi klasifikacije platonskih in arhimedskih teles glede na
njihove simetrijske grafe [30], se je izkazala za resni¢no. Videli smo (Izrek 8), da sta
simetrijska grafa T'(P) in Tr(P) poljubnega uniformnega poliedra P odvisna samo od
njegovega oglisénega tipa.

Pri delu sem se naslonil predvsem na COXETER-MOSER-jevo teorijo diskretnih grup.
Pojme, kot je COXETER-jeva grupa [m, n] in oznake za njene podgrupe sem potreboval
pri klasifikaciji poliedrov (predvsem Johnsonovih teles) glede na grupo njihovih simetrij
in glede na njihov simetrijski graf (ali vsaj glede na stevilo njihovih orbit). Njun po-
jem fundamentalne domene ploskve mi je priSel prav pri dolocitvi simetrijskih grafov
poliedrov (pa tudi geometrijskih molekul) — na njegovi podlagi sem definiral funda-
mentalno domeno poliedra, ki po eni strani omogoca hitrejSo dolocitev simetrijskega
grafa, po drugi strani pa rekonstrukcijo poliedra iz njegovega simetrijskega zemljevida
in simetrijske grupe (isto idejo sta 2001 med prvimi uporabila GRUNBAUM in SHEP-
HARD [16] v ¢lanku o izoedrih s skladnimi nekonveksnimi stirikotniskimi lici).

POVZETEK DRUGEGA DELA DISERTACIJE: V drugem delu disertacije sem predstavil
uporabo simetrijskih grafov v matemati¢ni kemiji ter pojem simetrijskega grafa razsiril
na splosneje geometrijske molekule (torej tudi splosne policiklicne kemijske molekule).

Pri klasifikaciji benzenoidov s pomocjo njihovih simetrijskih grafov sem pokazal,
da lahko z uporabo praporov Sestkotniske ravninske mreze poenotimo obravnavo treh
razliénih tipov tockovnih grup ravninskih molekul, zgrajenih iz Sestkotniskih gradnikov.
Vpeljal sem tudi novi orodji za opisovanje simetrijskih lastnosti poljubnih molekul —
binarno kodo in simetrijsko kodo. Opisal sem tudi splosno strukturo grafa praporov
poljubne ploskovne molekule.

POVZETEK TRETJEGA DELA DISERTACIJE:

V tretjem delu disertacije sem razsiril definicijo grafov praporov in simetrijskih
grafov na hiperzemljevide in na konfiguracije in pokazal, da je sfernih poliedrov in
molekul ob dolocenih preprostih pogojih le konéno mnogo (Izrek 18).
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