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Poglavje 1

Uvod

Poznamo grafe razli¢nih oblik ter velikosti. S ¢asom se je pojavila teznja po tem, da bi jih nekoliko uredili.
Problem nastane, kako izbrati parametre, po katerem bomo graf ovrednotili. Strokovnjaki so najprej
predlagali, da se upoSteva Stevilo vozliS¢ in povezav ter stopnje vozlis¢. Nato so dodatno predlagali, da
se uposteva tudi razvejanost in ciklicnost ter simetrije. Vsak nadaljni predlog je vodil k novi metodi za

ocenjevanje grafa. V tem magistrskem delu so predstavljeni naslednji indekst:
e Wienerjev indeks (1947),
e Minoli indeks (1975),
e Minoli-Bonchev indeks (1987),
e Bonchev—Trinajsti¢ indeks (1989),
e Bertzov indeks (1983),
e Stevilo vpetih dreves (1987),
e indeksa TC in TC1 (1997),
e indeksa twc in wex (1993),
e Randicev indeks (2001);

H. Wiener je leta 1947 predstavil indeks, ki je imel tudi prakti¢no uporabnost in je bil delezen vecje
pozornosti raziskovalcev. Ena od raziskovanih podrocij Wienerjevega indeksa je tudi zgornja in spodnja

meja indeksa za poljuben graf z nekaterimi znanimi pogoji (npr. Stevilo vozlis¢, Stevilo povezav, ... ). Tako
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je v magistrskem delu posebno poglavje, namenjeno zgornji meji za Wienerjevega indeksa grafov z znanim

Stevilom vozlis¢ in stopnjo vozlisca.
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Poglavje 2

Osnovni matematicni pojmi

V tem poglavju bomo najprej definirali nekaj osnovnih pojmov o grafih.

Definicija 2.1 (Graf). Graf G je matemati¢ni objekt, ki vsebuje dve neprazni mnoZici; ena mnoZica,
ponavadi oznalena z V, je neprazna mnoZica vozlis¢ in druga mnoZica, ponavadi oznacena z E, je mnoZica
parov vozlis¢ - katere elemente imenujemo povezave. Ce je G graf, potem urejeno mnoZico vozlis¢ oznac¢imo

z V(G) in mnoZico povezav z E(G).

V nekaterih definicijah poimenujejo vozlis¢a tudi tocke ali krajisca.

Primer 2.1 Graf G na sliki [2.7] je sestavljen iz mnoZice vozlis¢
V ={A B,C,D,E,F}
in mnozice povezav

E={(AB),(A D), (B,C),(C,D),(CE)(C,F),(DE)E, F)}.

Definicija 2.2 (Enostaven graf). Naj bo G = (V(G), E(G)) graf. Graf G je enostaven, ¢e

.....

e med poljubnima dvema vozlis¢ema v, u € V(G) obstaja najvel ena povezava.

Primer 2.2 Graf na sliki [2.7] je enostaven graf. Grafi na sliki[2.2 niso enostavni grafi.
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B C
A F
D E

Slika 2.1: Enostaven graf.

B B B
C C C
(a) (b) (c)

Slika 2.2: Primeri grafov, ki vsebujejo zanke oziroma "dvojne povezave”.

Definicija 2.3 (Izomorfizem grafa). Naj bosta G = (V, Eg) in H = (Vi En) grafa. Bijektivno preslikavo

f: Vg — Vi imenujemo izomorfizem grafov, Ce velja

{(u,v)} € Eqg <= {(f(u), f(v))} € Epy, za vsak u,v € V.

Primer 2.3 Naj bosta V; = {1,2,3,4,5,6} in Vg = {a,b,c,d, e, f} mnozici vozlis¢ grafov G in H na
sliki [2.3] Potem je preslikava

1T—a, 2—1f 3—e 4—b, 5— ¢ 6—4d,

bijektivna preslikava iz V; na Vjy, ki povezave grafa G slika v povezave grafa H. Zato sta grafa G in H

izomorfna.
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1 4
a b
2 5 f c
3 6 e d
(@) G (b) H

Slika 2.3: Izomorfna grafa.

Definicija 2.4 (Avtomorfizem grafa oz. simetrija). Najbo G = (V, E) graf. Bijektivno preslikavof:V — V

imenujemo avtomorfizem oziroma simetrija grafa, ¢e velja

{(u,v)} € E = {(f(u),f(v))} € E, zavsaku,veV.

Primer 2.4 Preslikava

a—a,b—cc—dd—b

je avtomorfizem grafa na sliki[2.4a] saj povezave grafa slika v povezave grafa. Preslikava

g—er—w,were—(q

pa je avtomofizem grafa na sliki [2.4b]

d r
w
a
¢ b e q
(a) Graf G. (b) Graf P.

Slika 2.4: Primer grafov.
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Definicija 2.5. Naj bosta u in v vozlis¢i grafa G = (V, E). Ce obstaja tak avtomorfizem f grafa G, za

katerega velja, da je f(u) = v, pravimo, da sta vozlis¢i simetricni, sicer sta nesimetri¢ni.

Definicija 2.6. Naj bosta i in j povezavi iz grafa G = (V, E). Ce obstaja tak avtomorfizem g grafa G, za

katerega velja, da je g(i) = j, pravimo, da sta povezavi simetri¢ni, sicer sta nesimetricni.
Definicija 2.7 (Sprehod). Naj bo G graf z n vozlis¢i. Sprehod w je zaporedje vozlis¢ in povezav
Vo, €1, V1, €2, .., Vk=1, €k, Vk,
kiersovie V,i=0,...,k ine;€ E, j=1,...,k ter velja e; = (vj_1,v;) za vsak j =1,..., k. DolZina

sprehoda je enaka k, t.j. stevilo povezav v sprehodu.

Definicija 2.8 (Sled in pot). Naj bo G graf in naj bo w sprehod v grafu G. Ce so vse povezave v w razlitne,
potem sprehodu w rec¢emo enostavni sprehod ali sled. Ce je w enostavni sprehod in so vsa vozlis¢a v w

razli¢na, potem takemu sprehodu re¢emo pot.

Definicija 2.9 (Cikel). Naj bo G graf in naj bo w sprehod v grafu G. Naj bo w oblike
Vo, €1, V1,€2, ..., Vk—1, €k, Vk,

kiersov,e V,i=0,...,k, ine;€ E, j=1,... k terveljae; = (vi_1,v;) zavsak j =1,... k. Ce velja,
da je vp = v, potem reCemo sprehodu w sklenjen sprehod. Ce je sprehod w pot, potem poti w reCemo

sklenjena pot ali cikel.

Grafu, ki ne vsebuje cikla, re¢emo acikli¢ni graf.
Primer 2.5 Primer sprehoda v grafu je prikazan na sliki Prikazani sprehod je zaporedje sledetih
vozlis¢ in povezav:

Aer,B,eq,C e9,G,e5 D, es5, C e, E.

Ker se nobena povezava v sprehodu ne ponovi, lahko re¢emo temu sprehodu enostaven sprehod. Ta
enostavni sprehod pa ni pot, ker se vozlis¢e C pojavi dvakrat. Dolzina sprehoda je 6.

Primer 2.6 V grafu na sliki[2.6] je zaporedje
B, 6’1,A, €7, F, ey, G, eg, D, €5, C, €10, E

pot dolzine 6.
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€3

12

€7

Slika 2.5: Sprehod v grafu.

B C

Slika 2.6: Pot v grafu.

Primer 2.7 Na sliki so cikli oznalent z rde¢o barvo. Ne smemo pozabiti, da graf lahko vsebuje vet

ciklov.

(a) Graf vsebuje dva cikla. (b) Graf vsebuje vet ciklov. Oznacen je
samo eden od moznih.

Slika 2.7: Cikli v grafih.
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Definicija 2.10 (Podgraf). Naj bo G graf z mnoZico vozlis¢ Vi in mnoZico povezav Eg¢ in naj bo G’ graf
z mnoZico vozlis¢ Vi in mnoZico pavezav E¢:. Ce je Vg podmnoZica mnoZice Vi, in Ce je vsaka povezava

iz E¢ tudi v Eg, potem je G’ podgraf grafa G.

Definicija 2.11 (Povezan graf). Naj bo G graf. Graf je povezan, ¢e med vsakim parom vozlis¢ u,v € V

obstaja pot.

Primer 2.8 Slika [2.8b] prikazuje podgraf grafa na sliki[2.84]
Primer 2.9 Graf na sliki [2.8a] je povezan in graf na sliki na [2.8b] je nepovezan, ker ne obstaja nobena

povezava med vozlis¢em C in vozlis¢em A ali B.

o
B B

(a) Graf G. (b) Podgraf G’ grafa G.

Slika 2.8: Podgraf G’ grafa G.

Definicija 2.12 (Drevo). Naj bo G graf. Ce med vsemi pari vozlis¢ i, j € V(G) obstaja enolitno dolodena

pot, potem takemu grafu re¢emo drevo.
Trditev 2.1. Vsako drevo T z n vozlis¢i vsebuje n — 1 povezav.

Dokaz. To trditev dokazemo z indukcijo. Najprej poglejmo za n = 1. Taki grafi imajo n —1 = 0 povezav.
Za n = 2 dobimo dva grafa, in sicer enega s povezavo in enega brez povezave. Graf brez povezave je
nepovezan graf, ne vsebuje enoli¢ne povezave med dvema vozlis¢ema, zatorej tudi ni drevo. Drugi graf
s povezavo je povezan graf, ki ne vsebuje ciklov, zatorej je drevo. Za n = 3 obstajajo 4 grafi, eden z 0
povezavo, eden z 1 povezavo, eden z 2 povezavama in eden s 3 povezavami. Grafa brez povezav oziroma z
eno povezavo sta nepovezana grafa in graf s 3 povezavami vsebuje cikel. Graf z 2 povezavama je povezan
in ne vsebuje cikla. Tako smo pokazali, da trditev velja za n < 3. Predpostavimo, da smo dokazali trditev
za vsa drevesa, ki imajo manj kot n vozlis¢. Sedaj to dokazemo za drevo z n vozlis¢i.

Odstranimo povezavo e iz drevesa T, s katerim dobimo nov graf 7" = T —e. Ker je T drevo, potem je

T’ nepovezan graf. Vsak povezan podgraf T’ vsebuje eno od krajis¢ povezave e, zatorej mora T’ vsebovati
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natanko dva povezana podgrafa T{ in T;. Ker sta podgrafa T; in T, povezana in acikli¢na, morata biti
drevesi. Naj bo nq Stevilo vozlis¢, ki jih vsebuje Tj, in n, Stevilo vozlis¢, ki jih vsebuje T;. Ker smo iz
drevesa T odstranili samo povezavo in ne tudi vozlis¢i, potem mora veljati ny + ny = n. Se vef, v T je
n1 — 1 povezav in v T; je np — 1 povezav, kar pomeni, da je v T’ n — 2 povezav. Ce vrnemo povezavo e

nazaj v T’, potem ima T n — 1 povezav.

Primer 2.10 Primer dveh dreves lahko vidimo na sliki 2.9bl in sliki 2.8a

B C
/. eq o
Q/\
D
A .\ /o E
e % N
\o e7 \o/
F G

(b) Vpeto drevo grafa G.

Slika 2.9: Primer vpetega drevesa za graf G.

Definicija 2.13 (Vpeta drevesa). Naj bo G graf in naj bo drevo G’ podgraf grafa G. Ce velja V(G) = V(G),
potem drevesu G’ rec¢emo vpeto drevo.
Primer 2.11 Primer vpetega drevesa za graf na sliki [2.9a] lahko vidimo na sliki
Seveda ima v splodnem graf vet razli¢nih vpetih dreves.
Definicija 2.14 (Stopnja vozlis¢). Naj bo G graf in naj bo v € V. Stopnja st(v) vozlis¢a v je stevilo

povezav, ki imajo vozlisée v za svoje krajis¢e. Najveljo stopnjo med vsemi stopnjami vozlis¢ grafa G
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oznacimo z A(G), najmanjSo pa z a(G). Za vsako vozlisée v € V(G) torej velja
o(G) < st(v) < A(G).

Primer 2.12 Vzemimo kot primer graf na sliki z mnoZico vozlist V = {A, B, C, D}. Stopnje vozlis¢
A, B, C, D so:
st(A) = 2, st(B) = 3, st(C) = 4, st(D) = 1.

Slika 2.10: Graf z razli¢nimi stopnjami vozlisc.

Omeniti moramo graf poti in cikla.

Definicija 2.15 (Graf poti). Naj bo G = (V, E) drevo z n vozlis¢i. Potem je graf G pot P,, Ce je najdaljsa

pot v G dolga n — 1.

Definicija 2.16 (Graf cikla). Naj bo G = (V, E) graf z n vozlis¢i. Ce je stopnja st(v) = 2 za vsak v € V,

potem takemu grafu pravimo cikel C,.

Definicija 2.17 (Simetri¢ne matrike). Naj bo A poljubna matrika velikosti n x n in naj bo A;; ¢len matrike

A, ki se nahaja v i vrstici in j stolpcu. Matrika A je simetricna, ce velja
Aij = Aji

zavsak i=1,...,ninj=1,...,n.
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Primer 2.13 Sledeée matrike so simetri¢cne matrike:

01 00O0O0O
101 0 0 0O - 1

10 00
0101010 0 20

01 00
001010 0] 2 3 11,

0 010
0001010 010

0 0 01
0010101 B N
0 000O0T1TO

Definicija 2.18 (Matrika sosednosti). Naj bo G graf, ki vsebuje n vozlis¢. Naj bodo vozlis¢a oznalena

in urejena od 1, ..., n. Elementi matrike sosednosti A(G) so definirani kot

k, (e sta i in j sta sosednja
AG=1
., sicer,

kjer je k stevilo razli¢nih povezav med vozliséi i in j v grafu G.

V enostavnih grafih je kK = 1.
Primer 2.14 Matrika sosednosti grafa G na sliki [2.77] je

010 1
10 11
AlG) =
01 0 1
1110

Definicija 2.19 (Razdalja). Naj bo G graf in naj bosta i, j € V(G). Razdalja d(i, j) med vozlis¢ema i in j

je dolZina najkrajse poti med njima. Ce med i in j ne obstaja pot, potem razdaljo oznacimo z d(i, j) = oo.

Definicija 2.20 (Matrika razdalj). Naj bo G graf, ki vsebuje n vozliS$¢ in so oznalena in urejena od
1,....n. Naj bosta i,j € V(G). Potem so elementi matrike razdalj D(G), ki je velika n x n, definirani
kot

D(G)ij = d(i, ))-

Primer 2.15 Vzemimo kot primer graf G na sliki [2.71] Ker ima graf 4 vozlid¢a, je njena matrika razdalj
D(G) velikosti 4 x 4. Ce osteviltimo vozlista od 1 do 4 tako kot na sliki potem je matrika razdalj
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D(G) enaka
01 21
10 1 1
D(¢) =
21 01
11 10
1 2
4 3

Slika 2.11: Graf G

Clent matrike razdalj so seveda odvisni od ostevil¢enja vozlis¢ v grafu.

Definicija 2.21 (Laplaceova matrika). Naj bo G enostaven graf z n vozlis¢i in naj bo A(G) sosednostna

matrika grafa G. Laplaceova matrika L(G) grafa G je definirana kot

L(G) = A — A(G),

kjer so elementi matrike A enaki

st(i), cCejei=]|,
Aij =
0, sicer

zai="1,...,ninj=1,...,n. Tako so elementi Laplaceove matrike L(G) enaki

st(i), Cei=/,
L(G)y = —1, Ce sta si vozlis¢i i in j sosednji,

0, sicer.

Bralec se lahko hitro preprica, da je zaradi simetri¢nosti matrike sosednosti grafa Laplaceova matrika

grafa tudi simetri¢na.

Primer 2.16 Vzemimo kot primer graf G na sliki Laplaceova matrika L za graf G je velika 8 x 8 in
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je enaka

1 -1 0 0 0 0 O
1 2 -1 0 0 0 O
o -1 2 -1 0 0 O
LG={ o o -1 3 -1 -1 0
o o0 o0 -1 3 -1 -
o o0 0 -1 -1 2 0
0o o0 O 0O -1 0 1

3 2

4 1
6
5 7

Slika 2.12: Grafa G.

Definicija 2.22 (Invarianta grafa). Lastnosti grata, ki imajo poleg grafa samega tudi vsi z njim izomorfni

grafi, pravimo invarianta grafa.

Grafovske invariante so na primer: Stevilo vozlis¢ v grafu, Stevilo povezav v grafu, Stevilo podgrafoy,

Stevilo trikotnikoy, ...

Definicija 2.23 (Topoloski indeks). Topoloski indeks je funkcija, ki grafu priredi stevilo in predstavlja

grafovsko invarianto.

Topoloski indeksi se raziskujejo predvsem v molekularni kemiji, kjer se vsaki molekuli priredi graf. V

kemiji je znanih 200 topoloskih indeksov, njihovo Stevilo pa Se vedno narasca. V nekaterih primerih je

koristno uporabiti primerno kombinacijo razli¢cnih indeksov.
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Poglavje 3

Kriteriji za kompleksnostne indekse

Topoloske kompleksnostne indekse (TCl) se uporablja za primerjanje grafov. Predvsem se jih uporablja
pri aplikacijah teorije grafov pri raziskovanju struktur molekul. TCl morajo izpolnjevati nekatere kriterije,

ki si jih bomo ogledali v nadaljevanju. Prve kriterije za te indekse je predlagal Minoli [44] leta 1975:
e TCl se monotono poveluje, ¢e povetujemo Stevilo vozlis¢ v grafu;
e TCl se monotono povecuje, ¢e povecujemo Stevilo povezav v grafu;
e TCl se monotono poveluje, ¢e povecujemo stopnjo vozlis¢ v grafu.
Dvanajst let kasneje sta Bonch in Polansky [16] predlagala naslednje kriterije:
e TCl mora upostevati razlicne stopnje kompleksnosti;
e TCl mora kazati ve¢jo odvisnost med elementi sistema;
e TCl se mora monotono povecati s Stevilom razlicnih kompleksnih funkcij;
e TCl se mora razlikovati za neizomorfne sisteme.

Enajst let kasneje (1998) sta Bertz in Wright [7] preutila Minol-ove in Bonch-Polanskyeve kriterije in

na njihovi podlagi predlagala sledece kriterije:
e TCl se monotono povecuje z dejavniki, ki povecujejo kompleksnost, zajetth v homologne vrste;
e TCl naj bi se povecal, ¢e povecujemo razvejanost in cikli¢nost;
e TCl se poveluje s Stevilom mnogokratnih povezav;

e TCl mora upostevati simetrije kot poenostavitev funkcije.
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Dve leti po Bertz-u in Wright-u sta Riicker in Riicker [66] razpravljala o naslednjih primernih lastnostih

za T1Cl:

e TCl naj bi se povecal z velikostjo grafa;

TCI naj bi se povecal z ve¢anjem razvejanosti grafa;

TCl naj bi se povetal z vecanjem cikli¢nosti grafa;

TCI naj bi se povecal z veCanjem Stevila veckratnih povezav v grafu;

TCl naj bi se povecal z ve¢anjem stopenj vozlis¢ v grafu;

TCI naj bi se povecal in pri tem naj ne bi upostevali simetrije v grafu.

Vsi zgoraj navedeni kriteriji so koristni za TCI. TCl se povecuje, ¢e povetujemo velikost grafa, razvejanost,
ciklicnost, stopnjo vozlis¢ in z vecanjem veckratnih povezav. TCl pa se zmanjSuje z ve¢anjem simetrije.

Te kriterije bomo uporabili v nadaljevanju za dolocitev in uporabnost TCI.

3.1 Primeri topoloskih komplekstnostnih indeksov

Vecina indeksov temelji na povezanosti in na razdaljah v grafu. Eden prvih indeksov, in verjetno najbolj

znan, ki temelji na razdaljah v grafu, je Wienerjev indeks ali Wienerjevo Stevilo.

3.1.1 Wienerjev indeks

Leta 1947 je Henry Wiener [25] opazil zelo dobro korelacijo med vrelis¢em alkanovlﬂ in vsoto vseh razdalj

med atomi. Na osnovi te opazke je definiral indeks, ki danes nosi njegovo ime.

Definicija 3.1. Naj bo G enostavno povezano drevo. Wienerjevo Stevilo WI(G) je vsota vseh razdalj med

vozlis¢i v grafu G, torej

WI(G) = ) dalu,v).

uveV
Primer 3.1 Kot primer vzemimo graf G na sliki 3] Graf vsebuje 4 vozlista in razdalje med njimi so

sledece:

par vozlis¢ | {vi,va} {vi,vs} {vi,va} {v, vz} {v, v} {v3, v}

1 2 3 1 2 1

razdalja

"Wiener jih je danes nekoliko zastarelo terminologijo imenoval parafini.
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Po definiciji je Wienerjevo Stevilo WI(G) za graf G enako

WIG)=1+2+3+1+2+1=10.

V2 Vg4

V1 V3

Slika 3.1: Graf G s Stirimi vozlis¢i in s tremi povezavami.

Wienerjevo 3Stevilo zelo preprosto izratunamo iz matrike razdalj grafa, in sicer kot polovica vsote vseh
¢lenov v matriki razdalj.

Primer 3.2 Vzemimo graf G iz prejSnjega primera. Matrika najkrajsih razdalj D za graf G je

0123
101 2
D(G) =
2101
3210

Wienerjevo Stevilo je tako enako

4
> Dy

1j=1

M-Js

W(G) = 1)

O+1+2+341T4+0+1+2424+1+0+14+3+2+1+0)

Nl= N|=

<20 =10.

3.1.2 Minoli indeks
Minoli indeks je vpeljal Minoli [44] leta 1975.

Definicija 3.2. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf. Minoli indeks MI(G) za graf G je definiran,

kot
V|- |E
MI(G) = (|V|+|E|)§ Py, (3.1)

kjer je |V| Stevilo vozlis, stevilo povezav grafa G in Py Stevilo poti dolZine | v grafu G.
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Primer 3.3 Vzemimo kot primer graf G na sliki [3.1] in nariimo vse poti tako, kot nam kaZze slika [3.2]

NajkrajSa pot je dolga [ = 1 in najdaljSa pot je [ = 3. SeStejemo dolzine vseh poti
3
1=1

vstavimo v enacbo (3.9) in izratunamo indeks

MI(G) = %6%10.3

V2 V2 V4
V1 V3 V3

(a) Poti dolzine [ =1 v grafu G.

V2 Vo Vg4
V1 V3 V3

(b) Poti dolzine [ = 2 v grafu G.

V2 V4

V1 V3

(c) Poti dolzine [ = 3 v grafu G.

Slika 3.2: Vse poti grafa G na slikl

3.1.3 Minoli-Bonchev indeks

Leta 1987 so v tlanku [19] objavili Minoli-Bonchev indeks, ki se od Minoli indeksa razlikuje v tem, da

nadomesti Stevilo poti P, dolZzine [ s produktom [P;.

Definicija 3.3. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf. Minoli-Bonchev indeks MBI(G) za graf G je
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definiran kot

MBI(G) = (M) L, (32)

kjer je | V| stevilo vozlis¢ |E| stevilo povezav grafa G in

Ly=) [P,
l

kjer je | dolZina poti in P; Stevilo poti dolZine | v grafu G.

Primer 3.4 Vzemimo kot primer graf G na sliki 3.1} Na sliki 32 so prikazane vse poti grafa G, kjer je

najkrajsa pot dolga [ = 1 in najdaljSa pot [ = 3. Najprej izrac¢unajmo vsoto L,

Il
|\/|W

Ly, (L-Py)

1
3:-1+2-24+1-3=10,

nato vstavimo v enatbo (3.2) in izratunamo indeks

4.3
MBI(G) = ;5 - 10~ 17.1.

3.1.4 Bonchev-Trinajsti¢ indeks

Dve leti po Minoli-Bonchevem indeksu sta Bonchev in Trinajsti¢ v élanku [14] predlagala teoreti¢ni indeks,

ki temelji na razdaljah v grafu.

Definicija 3.4. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf. Bonchev-Trinajsti¢ev indeks BTI(G) za graf
G je definiran kot

BTI(G) = nlog,n— > nilog, ny, (3.3)
[

kjer je n; stevilo poti dolzine | v grafu G in n stevilo vseh poti v grafu G oziroma

HZZI’U.
l

Primer 3.5 Enako kot v prejSnjih zgledih vzemimo primer grafa iz slike [3.1] Na sliki[3.2 so prikazane vse

poti grafa G, kjer je najkrasa pot dolga [ = 1 in najdaljSa pot [ = 3. Dobljene razdalje vstavimo v enacbo
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(3-3) in dobimo

3
BTI(G) = nlog, n — Zn,log2 n;=6log, 6 —(3log,3 + 2log, 2+ 1log, 1) = 8, 8.
1=1

3.1.5 Bertzov indeks

Bertz v ¢lanku [8] “razsiri” Bonchev-Trinajsti¢ indeks.

Definicija 3.5. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf. Bertzov indeks BI(G) je definiran kot
BI(G) = 2nlog,n — ) n;log, n;, (3.4)

kjer je n Stevilo parov sosednjih povezav v grafu G in n; je Stevilo parov sosednjih povezav v grafu G

glede na simetrijo.

Enacba predstavlja pragmati¢no spremembo enatbe (3.3). Bertz doda enatbi (3.3) dodatni izraz
nlog, n in s tem prepreéi, da bi bil Bl = 0 za vse pare sosednjih povezav v grafu G, ki so enakovredni.
Prvi del enatbe (3.4), torej 2n log, n, uposteva zgradbo grafa G, kot so velikost, razvejanost in cikli¢nost.
V drugem delu enacbe , torej Z n;log, n;, obravnava simetrijo grafa G za enakovredne pare sosednjih
povezav. l
Primer 3.6 Grafu G na sliki[3.T] oznatimo simetrijo s ¢rtkano &rto in oznatimo enakovredne pare sosednjih

povezav tako, kot je na sliki[3.3] Bertzov indeks BI(G) za graf G je

BI(G) =2-2log,2 — (log, 1 + log, 1) = 2.

Slika 3.3: Simetrija grafa G in enakovredni par sosednjih povezav.
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3.1.6 Stevilo vpetih dreves

Prvi avtorii, ki so uporabljali drevesa za kompleksnostne indekse so Bonchev, Kamenski in Temkin [12].
Tt avtorjt so tudi predlagali metodo za racunanje $tevila vpetih dreves. Gutman je leta 1983 v ¢lanku [30]
s sodelavci predstavil enostavno metodo za izracun Stevila vpetih dreves za ravninske grafe, ki vsebuje

cikle. Za opis te metode potrebujemo sledeco definicijo.

Definicija 3.6 (Notranji dual). Naj bo G = (V, E) enostaven ravninski graf, ki vsebuje cikle. Notranji
dual G* = (V*, E*) grafa G dobimo tako, da dodamo vozlisée v vsako lice grafa G in iz teh vozlis¢ dobimo

nov graf G* tako, da je par vozlis¢ v G* povezanih, ¢e imata lici v G vsaj eno skupno povezavo.

Primer 3.7 Primer pretvorbe grafa G v njegov notranji dual je prikazano na sliki 3.4

Vg

V2

%1 V3

(a) Graf G. (b) Notranji dual grafa G.

Slika 3.4: Pretvorba grafa G v notranji dual G*.

Definicija 3.7. Naj bo G = (V, E) graf, ki vsebuje k ciklov, in naj bo G* notranji dual grafa G. Stevilo

vpetih dreves t(G) v grafu G je definirano kot

t(G) = det (A" — A", (35)

kjer je A* matrika sosednosti notranjega duala G* in A* je diagonalna matrika velikosti k x k z elementi

dolzina i-tega cikla, i=j

0, i#j

*
A =

zai=1,...,kinj=1,... k.

Stevilo vpetih dreves se lahko izracuna tudi z lastnimi vrednostmi Laplaceove matrike L grafa G
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[45} [69], in sicer kot

Vv
t(G) = [ |4 (3.6)

kjer so A; lastne vrednosti matrike L in velja Ay < A, < ... < Ay ter |V] je Stevilo vozlis¢ grafa G. Pozorni

moramo biti, da je najmanjSa lastna vrednost Laplaceove matrike A1 vedno enaka nic.

3.1.7 Indeks povezanih podgrafov
Bertz in Sommer [6] ter Bertz in Wright [7] priporo¢ajo uporabo vec vrst povezanih podgrafov.

Definicija 3.8. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf. Z Ng oznacimo Stevilo po obliki enakih

povezanih podgrafov in z Ny stevilo vseh povezanih podgrafov v grafu G.

Bonch [18] uporabi N; indeks za ocenjevanje kompleksnosti grafa in zato je predlagal dva nova indeksa

TC in TC1, ki temeljita na povezanih podgrafih.

Definicija 3.9. Naj bo G = (V, E) graf in naj bo s povezan podgraf grata G. Potem je TC indeks definiran

kot vsota stopenj vozlis¢ v vseh povezanih podgrafih s. Torej kot

TC = Z Z ste(si), (3.7)

kjer je s; i-to vozlis¢e v podgrafu s in stg(s;) stopnja tega vozlis¢a v grafu G.
Indeks TC1 se izracuna podobno le, da se pri tem uposteva stopnja vozlis¢a sts(s;) i-tega vozlis¢a v

podgrafu s. Torej kot
TC1=) > stys). (3.8)

Tako je TC vedno vecji od TC1, saj je stopnja i-tega vozlis¢a v podgrafu kvecjemu enaka stopniji istega
vozlis¢a v grafu G.
Primer 3.8 Vsi povezani podgrafi grafa na sliki [3.1] so prikazani na sliki [3.5] Hitro se lahko prepri¢amo,
da je Stevilo neizomorfnih podgrafov enako Ng = 4 in Stevilo vseh povezanih podgrafov enako Ny = 10.
Primer 3.9 Vzemimo graf iz prejSnjega primera in ozna¢imo stopnjo vozlis¢ za indeksa TC in TC1 tako, kot
nam kaZze slika in slika [3.6b] Stopnje vozlis¢ vseh podgrafov sestejemo in dobimo, da je TC1 = 20.
Podobno naredimo za TC indeks, pri katerem moramo gledati stopnjo vozliS¢ prvotnega (originalnega)

grafa. Sestejemo oznake vozliS¢ po vseh podgrafih in tako dobimo, da je TC = 32.
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V2 | Z1 V2 V2 Vg4
Vi V3 V1 V3 V3
(@) (b)
Vo V2 V4 V2 V4
V1 V3 V3 V1 V3
(c) (d)

Slika 3.5: Vsi podgrafi grafa G na sllki

3.1.8 Stevilo skupnih sprehodov

Riicker in Riicker [66] 61] sta predlagala indeks za racunanje $tevila skupnih sprehodov twc. Indeks twc
se lahko izra¢una z vsoto Stevil t.i. atomskih sprehodov awc in z vsoto Stevil t.i. molekularnih sprehodov

mwc.

Definicija 3.10. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf z n vozlis¢i. Potem je Stevilo atomskih

sprehodov avlvc(i) stevilo vseh mozZnih sprehodov dolZine |, ki se zaclnejo v vozliscu i:
N (
awc(i) = Y AL (3.9)
j=1
Stevilo molekularnih sprehodov mwc je vsota vseh atomskih sprehodov dolZine [

n
mwe = ; av[vc(t). (3.10)

Sedaj lahko definiramo twc in sicer kot vsoto vseh molekularnih sprehodov mwc. Torej

n—1
twe = Zm\[/\/c. (3.11)
(=1

Simetri¢no modificiran twc se imenuje sprehod kompleksnosti wex [66) 28],
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0 0 1 2
1 1 1 2 2 1
1 1 1 1 2 2
2 1 1 2 2 1
.\./. ./.\.
1 1 2 1 2 2
2 1 2 1
1 2 1 2
(a) Stopnje vozli&¢ za izratun TCT indeksa. (b) Stopnje vozli& za izratun TC indeksa.

Slika 3.6: Podgrafi in stopnje vozlis¢ za izracun TC in TC1 indeksa.

Definicija 3.11. Naj bo G = (V/, E) enostaven povezan graf z n vozlis¢i in naj bo a\?/c(i) stevilo atomskih

sprehodov doZine |, ki se zacnejo v vozlis¢u i. Naj bo awcs(i) sledeca vsota

n—1
() = (). 12
awcs(i) ; awc(i) (3.12)
Potem je indeks wex podan z naslednjo enacbo

wox = ) awes(i), (3.13)

eV
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kjer se vozlisce i prvi¢ pojavi glede na simetrijo.

Z drugimi besedamo wcx uposteva samo razlicna vozlis¢a glede na simetrijo.

Primer 3.10 Vzemimo primer grafa iz slike Sestavimo matriko sosednosti A in izratunajmo A? in A3:

01 00 1010 0 2 0 1

10 1 0 0 2 0 1 20 30
A: ,AZI ,A3=

01 0 1 10 2 0 0 3 0 2

00 10 01 0 1 10 20

Spomnimo se, da ¢e je A matrika sosednosti, potem [Ak]ij predstavlja vse poti dolZine k, ki se zacnejo v

vozlis¢u i in koncajo v vozliscu j. Stevilo atomskih sprehodov a\?/c(i) in Stevilo molekularnih sprehodov je

torej:
a\?/c(i) =1 (=2 =3
a\?vc(1) 1 2 3
av[vc(Z) 2 3 5
a\?/c(3) 2 3 5
a\?/c(4) 1 2 3
mwe 6 10 16

Sledi, da je

twc:m\1/vc+m\2/vc+m\3/vc=6+10+16=32.

Sedaj pa izracunajmo wcx. Podobno kot prej izratunamo

avlvc(i) =1 =2 [=3|awcs(i)
a\?/c(1) 1 2 3 6
av[vc(2) 2 3 5 10
avlvc(3) 2 3 5 10
avlvc(4) 1 2 3 6

Ker sta vozlis¢i 1 in 4 ter 2 in 3 simetri¢ni, pri izraCunu wex ne upoStevamo vozlis¢ 4 in 3. Tako je wex

enak

wex = awces(1) + awes(2) = 6+ 10 = 16.

Obstaja Se en nacin za izraCun skupnega Stevila sprehodov twc, in sicer z uporabo razmerja med
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Morganovimi podaljSanimi povezavami MEC [46] in sosednjimi vozlis¢i. To razmerje je najprej opazil
Razinger [57]; Riicker in Riicker [61] pa sta dokazala, da sta matriki MEC in awc identi¢ni. Matriko awc
(torej za sprehode dolZine [) dobimo tako, da vsakemu vozlis¢u v grafu G doloc¢imo novo utez, in sicer kot
vsoto utezi vseh sosednjih vozlis¢. Ta postopek ponovimo n — 1 krat. Zacetna utez vozlis¢a je stopnja
vozlis¢a v grafu G.

Zato je za izratun twc pri velikih grafih potrebno le zaporedje dodatnih korakov. Riicker in Riicker [61]
ta postopek poimenujeta vsota Morganovih postopkov. Na podlagi teh postopkov so pripravili ra¢unalniski
program MORGAN.

Primer 3.11 Kot primer vzemimo graf iz prejSnjega primera in oznacimo stopnjo vozlis¢ tako, kot nam
prikazuje slika Nato izvedemo n — 1 iteracij, kjer v vsaki iteraciji izraunamo novo utez vozlisca,

in sicer kot vsoto uteZi vseh njegovih sosedov. Na slikah [3.7b] - lahko vidimo potek treh iteracij. Iz

2 1 2 1
1 2 1 2

(a) Graf G. (b) mwe = 6
3 2 5 3
2 3 3 5
(c) m\2/vc:10 (d) m\3/vc:16

Slika 3.7: Molekularni sprehodi grafa G.

tega sledi, da je twc = m\1Nc+ m\2/vc+ mwe = 6 4+ 10 4+ 16. Podoben razmislek nam da wcx.

3.1.9 Kompleksnostni Randicev indeks
Randicev indeks (RCI) [55] je odvisen od simetrije indeksa, ki temelji na stopnijt vozlis¢ [54] 53].

Definicija 3.12. Naj bo G = (V, E) enostaven povezan graf z n vozlis¢i. Potem je Randicev komplek-

snostni indeks RCI(G) grafa G enak

RCI(G) = Z S ;Z(j/)) (3.14)
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kjer je n* Stevilo vozliS¢ ki niso simetri¢na, in (i, j) je razdalja od vozliséa i do vozlisca j.

Primer 3.12 Tudi tokrat kot primer vzemimo graf na sliki 3.1} RCl indeks najlaZje izratunamo s pomo&jo

matrike, kjer je ;}((’,), element i-te vrstice in j-tega stolpca. Najprej oblikujemo matriko Dgcy:

st(1) st(2) st(3) st(4) st(1) st(2) st(3) st(4)
0TA) 202 D3 LA AT 20Tz T3 04
st(1) st(2) st(3) st(4) st(1) st(2) st(3) st(4)
Mz1) 2022 D23 hzA) oMT2) 2022 223 20ZA)
Drcr = =

st(1) st(2) st(3) st(4) st(1) st(2) st(3) st(4)
2MGA) 232 233 2IB3A) T3] 2023 2033 2034
st(1) st(2) st(3) st(4) st(1) st(2) st(3) st(4

L Y ) Y (%) M (X)) T4 2024 234 J0EA)

Stopnja prvega in zadnjega vozlis¢a je enaka st(1) = st(4) = 1, stopnja drugega in tretjega vozlis¢a je

st(2) = st(3) = 2. Zato je matrika Dgrc| enaka

12 2 1 191 1 1
20 21 22 23 2 8
1 2 2 1 1 1
Do |7 T 7 o7 |_|[2 213
RCI= 1 2 2 1 N 1 1
¥ 7 ® o 7 12 3
1 2 2 1 1 1
> 2 7 »| [s 2 1V 1]

Vrstice matrike Dgrey seStejemo. Pri ¢emer iz vsakega simetrijskega razreda vzamemo le eno vozlis¢e. V

nasem primeru seStejemo elemente prve in druge vrstice in dobimo RCI = 6, 4.
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Poglavje 4

Uporabnost in ocenitev topoloskih

kompleksnostnih indeksov

V tem poglavju bomo videli, kako se doloceni indeksi obnasajo na posebnih primerih grafov.

4.1 Kompleksnostni indeksi poti

Obravnavali bomo poti, ki vsebujejo od dveh do osem vozlis¢. Preucili bomo, kako se obnasajo indeksi z
vecanjem Stevila vozliS¢. Poti so primerne za uporabo, saj njthova zgradba mocno vpliva na kompleksnost
in velikost. Vendar pa obstaja Se ena zgradba, ki je prisotna na drevesih in se ji ni mogoce izogniti. To
so simetrije. Obravnavane poti so upodobljene na sliki (#1), njihovi indeksi pa so navedeni v tabeli [£1]

Iz tabele [4.] je razvidno, da se indeksi povetujejo z vetanjem Stevila poti oziroma z velikostjo drevesa.

Definicija 4.1 (Graf poti). Naj bo G = (V, E) drevo z n vozlis¢i. Potem je graf G pot P,, ¢e je najdaljsa
pot v G dolga n — 1.

Primeri poti lahko vidimo na sliki [4.1] na strani [37]

41.1 Ml in MBI indeks

Trditev 4.1. MI(P,) za pot P, je enak

nz(n — 1)2

MIPa) = =20 =2
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Dokaz. Vseh povezav v drevesu je e = n — 1. Ker gre za pot, je Y_ P; enak
l
e
2 Po= X2 (n="1—1+1)
l =1
n—1
= (n—=1)
=1
n—1 n—1
= n—y |
(=1 (=1
— (n 1)” (n—21)n
— (n=D)n
= s
Ce to vstavimo v originalno formulo za MI, dobimo:
MI(P,) = 3% ; Py
_ n(n—1) . (n—1)n
—  n+(n-1) 2
— =1y
= 2004
— =1y
- 4n—-2 -
O
Trditev 4.2. MBI(P,,) indeks za pot P, je enak
2 2
n“(n 4+ 1)(n —1
MBI(P,) = ( Il ) (4.2)

6(2n — 1)

Dokaz. Vseh povezav v drevesu je e = n — 1. Ker gre za pot, potem sledi, da je

e
Y IP = Y l(n—=1)—=1L+1)
=1
: .
= l(n—1)
(=1
n—1 n—1
= In—5 P2
(=1 (=1
n—1 n—1
= n l— 2
=1 (=1
_ (n=Nn _ (n="1)n(2n—-1)
- 6
n 2n—1
= n(n—1)(§—( 3 ))
3
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Ce to vstavimo v originalno formulo MBI, dobimo:

29
MBI(P,) = &5 IP,
[
n(n—1 n+1
= n+((n71))”(”_1)( _g )
_ n?(n=1)%(n+1)
- 6(2n—1)

4.1.2 BTl in Bl indeks

Da se izognemo tezavam pri oznacevanju, bomo v tem podpoglavju Stevilo vozlis¢ v grafu oznacevali z m.
Trditev 4.3. BTI(P,,) indeks za pot P,, je enak

m—1
BTI(P,) = (';) log, (';) -

Z ilog, i.
Dokaz. Stevilo poti, ki imajo doZzino [, je v poti P, enako

(4.3)
i=2
n=V-—I, [=1,....,.n—=1
Ker je vseh poti v P,
m—1
n o= > n
=1
m=1
= Y (-1
=1
m=1 m—1
= m— )
(=1 1=1
= (m—=1)m- U";”'"
_ m(m=1)
= 2
= (3)
m—1
in ker lahko vsoto ) n,log, n; zapiSemo kot
[=1
m—=1
Y nilogyng = (m—1)logy(m—1)+ (m —2)logy(m —2) +--- 4+ 2log, 2 + 1 log, 1
= (m—1)logy(m — 1) + (m — 2) log,(m — 2) +
V=1
= ) ilogyi,
i=2

-+ 2log, 2
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dobimo:
m=1
BTI(P,) = nlogy,n— )_ nlog,n
l
m m m- . .
= (9)log, (5) — Zz ilog, i.
i=

O

Trditev 4.4. BI(P,) indeks za pot P, je enak

2(m — 2)log,(m —2) — (m —2), d{e je m sod,
iy = | 2= 2boglm =2 — (=2}, te )
2(m —2)log,(m —2) — (m — 3), Ce je m lih.

Dokaz. Vseh parov povezav, ki imajo eno skupno krajis¢e v grafu, je n = m —2. Najprej si oglejmo primer,

ko je Stevilo m sodo Stevilo. V tem primeru je vseh simetri¢nih povezav v drevesu enako 5 —1 = m—2

5 -

Ce podatke vstavimo v originalno formulo, dobimo

BI(Pn) = 2nlog,n—)_ n;log,n;
! m—2

—  2(m—2)logy(m —2)— 3 2log, 2

= 2(m—2)log,(m —2) — 32

= 2(m—2)logz(m—2)—”’T’2-2
= 2(m—2)logy(m —2)— (m —2).

V primeru, da je m liho Stevilo, je v drevesu simetri¢nih povezav '"74 -1= ’"’;’2 = % Ce podatke

vstavimo v originalno formulo, dobimo

BI(Pn) = 2nlog,n—3_ n;log,n;
i
n=3
— 2(m—2)logy(m —2)— Y 2log, 2
i=1

m—3

2

™

Il
N

= 2(m—2)logy(m—2)—

= 2(m—2)logy(m —2)— 253 .2
= 2(m—2)logy(m —2)— (m — 3).

41.3 t(P,) indeks

Indeks t(P,) ni podan, saj je P, acikli¢ni graf.
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4.1.4 Indeks povezanih podgrafov

Trditev 4.5. Indeksa Ng(P,,) in N¢(P,,) za pot P,, sta enaka

N(Pp) = m (4.5)
in
m(m +1
N(Pn) = % (4.6)
Dokaz. Naj bo n; = m — i Stevilo vseh podgrafov dolZine i, kjer je i = 0,..., m — 1. Stevilo razli¢nih

podgrafov je seveda enako m. Od tod sledi, da je Ns(Pn,) = m. Vseh podgrafov pa je enako

m—1
Ne(Pw) = >_m
i=0
m—1 .
= Y (m—1)
i=0
m—1 m—1
= Y m=> i
i=0 i=0
m—1
= m-m—) i
i=1
_ (m=1)m
= m-m="="

2m?—(m?—m)
- 2

2m%—m’+m
m’4+m

m(m+1)
- 2

O
41.5 TC in TC1 indeks
Trditev 4.6. Indeksa TC(P,,) in TC1(Py) za pot P,, sta enaka
TC(P,) = w (4.7)
in
2 _
TC1(P,,) = M (4.8)

Dokaz. Najprej dokaZimo formulo (#8). Vsota stopenj vozlis¢ podpoti v P,, dolzine 0 < [ < m —1, je
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enaka d; = 2l. Vseh podgrafov dolzine [ je n; = m — L. Torej indeks TC1(P,,) lahko zapiSemo kot

m—1

TC1(Pyn) = Y n;-d
(=0
m—1
= Y (m—1- 2l
l:_O1
= Y 2ml-2B)

(=0
m—1 m—1
= 2mY [—2Y P
(=0 (=0

— (m=T1) (m=1)m(2(m=1)+1)
— 2m m > m _2 m m 6n1

— (m=1)m2(m-1)+1)
— m(m_1)m_ m m3m

— m(m_1)(m_2m—32+1)

= m(m—1) (% - 220)

_ 3m—(2m—1)
= m(m-— 1)f
= m(m—1)2

m(m®—1)

Dokaz formule (.7) je dokaj podoben dokazu za formulo (4.8). Naj bo 0 < [ < m — 1 neka dolZina
podpoti v P,. Potem je Stevilo vseh podpoti enako n;. Ce vzamemo, da je stopnja vseh vozlis¢ enaka 2
(vklju€no s prvim in zadnjim vozlis¢em), potem je vsota vseh stopenj v vseh podgrafih enaka n; - 2({ + 1).
Vendar moramo upostevati, da je stopnja prvega in zadnjega vozlis¢a enaka 1, zato to vrednost zmanjSamo

za 2. Torej je vsota vseh stopenj v podgrafih dolzine [ enaka n;- 2({ + 1) — 2.

TC(P,) = nZ;:n,-Z(H—U—Z
= Y2041 -2
(=0

= Y 2wy )
(=0

= mi12((ml+m—lz—l)—1)

o

3

= Y 2((ml+m)— B —(+1))

S ~
]

= Y 2(ml+1) =R —(l+1))

T
)

= 2((m=1)(l+1)=13)

Il
o

m—1 m—

— -1+ -2% e
=

(=0 0
— 2(m _ 1)m(n£+‘|) _ 2(m71)m(26(m7‘|)+1)
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= m(m—=1)((m+1)—251)
_ 3(m+1)—(2m—1)
= m(m—-1)="=—5—
— 3m+3—2m+1
= m(m—1)3n3z2mel
— +4
= m(m— ‘I)"’T
_ m(m=1)(m+4)
- 3
O
4.1.6 RCI indeks
Trditev 4.7. RCI(P,,) za pot P, je enak
3m—6+2%, Ce je m sod,
RCI(Py,) = (m—1) (4.9)
3m—3-32 2" % jem lih.

2m=1

Dokaz. Preden zatnemo z dokazom, je dobro vedeti, da je

il_zmi”
._ 21T T
i=0

iz"ZZ(zx—n.
i=1

Pokazali smo, kako ustvarimo matriko, s pomocjo katere izracunamo RCI indeks. Ta ima v primeru poti

P,, obliko

1 2

20 pil

1 2 2

27 20 27

Dger =

1 2 2

2m-2 21 20
1

2/n—1

om—1

on—2

N

g~
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Matriko Dgrc) lahko zapiSemo v obliki

5oh wr | [ B0 0 ]

T @ 7 7 I
DRCIZZ' -

sk ok | |00

| e e h | 5 0 0 % |

Ker moramo za izratun indeksa izlo€iti simetrije, matriko Dgrci reduciramo na

[ 1 1 (A I
ZT 271 2m—1 2T 0 0
1 1 1. ) ) 1 1
\ @ o o 0 0
DRC' = 2 ’ . . . . . . . B
1 1 1 1 1 1
| 7 F 7o e | | 0 --- 0 .
¢e je sodo Stevilo vozlis¢ v P, in na
[ 1 1 L I
29T T w» 0 0
1 1 1 : ) ) 1 1
. P N S . o 0 0
DRCI = 2 ’ . . . . . . . -
1 1 1 1 1 1
| 2m+1 il 20 27 2m+1 | | 2m+1 O 0

¢e je liho Stevilo vozlis¢ v Py,.

Recimo najprej, da ima P, sodo mnogo vozlis¢, torej da je m sodo Stevilo. Potem je:

3

m—i m—1

i1
Lyt lo| L
j=0 j=1

Il
0y

Il
-

RCI(P,,)

3

21—1+17»| m=i_1 2m—1+17‘|
2i—1 + m—i )_ 2m—1

Il
N
1M

(21-1).2m-i+1 (2'"7';1)»2") . (2.2"7—2)
ST ym=i 2m 2m

Il
N
1M

3

om om om

Il
N
T

3

Il
e

2/n+1 _2m—[+1 +2m_2[ 2-2.m
+ ()

om om

sl
N

Il
e

Il
N

2 m 2 m

(
(
((21'42'"4“72'"*”1) n (2%"2"—2")) + (=22
(
(

3A2m_2m—i+1 _2[ 2-2.2m
)+ (52
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m
2(27 -1 2(27 1
= 2 (3/2n _ (2% ) _ 2 - ) +(=22)
2-2(2%71 22 2%71) -
= 3m-— L 2m + ( om )
427 -1 4(2% -1 "
= 3m_( (2% ) (2m ))_}_(222'7;2)
4(2% -1 4(2% 1
4(2%_1) 9 2-2.2"
= 3m— "5 (27 +1) + (=55)
— 42"-1) 2-2.2m
= 3m— 25—+ (55)
_ —4.2m4442-2.0m
= 3m4 SRS
— 3m 4 =062746
= 2
_ 6
Sedaj pa si oglejmo Se primer, ko je m liho Stevilo.
m+1 . .
2 i—1 1 m—i 1 m—1 1 1
RCI(Py) = 22 |1+ 5| — 2 55— —a
i=1 \ j=0 j=1 k=0 22
m+1
2 . . _ m—1
_ oy (Epmanst) oz T

Il
N

3
hs

(2i_1).2m—i+1 (2m—[_1).2i) . 21"_1+2ﬂzj
ST ym—it1 5m Sm—1

I
™M

Il
4

m+
_ 2 i (2[_2n)—i+1_2m—i+1) " (2/n—[_2[_2[) B M _142 mz—1
= = om 2m 2m=1
i=
m+1 ;
2 : m—
_ 2m+172m—(+1+2m721 2n171+2 7
= 2 Z ( om - 2m—1
i=1
m+1 ]
2 P P m—
_ 342m_2m—1+1 i 2m_142°7
= 2 Z ( om ) - 2m=1
i=1
m+1 ;
2 . m—
— 2 2! 2" 1427
= 2y (3-%-%)-z5%
i=1
m+1 m+1
2(27—1) 2(27—1) m—1
= 2(|3.m _ _2"1427 7
2 ﬂzﬂ om 2m—1
m+1 m+1
2(27—1 2 27—1) om_1 2%_71
= -1+
= 3 (m + 1) - 2%71 - 2m=T - 2m—1
m+1 m=1 m+1
2(2 12" 2(2 5 _1) 14
— 1422
= 3 (m + 1) - 2m=1 - om=1 - 2m=1
m+1 m+1

m=1 m=1
2 *1)2 2 +2(2 2 71)+2"’71+2 2

2(2
= 3(m+1)— I
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— 3(m41)— 2"7“—2%+2-2’2"3;—2+2"1—1+2”T’1
m_n. m=1 2. L—W7 m—1
= 3(m41)— 32227 +22mj 7 34277
m=1
= 3m43o 32T
m=1
= 3m + 3 - g;"%1 - 3‘22/:—173
(m=1)
= 3m-—3-2_-
O
4.1.7 Stevilo skupnih poti
Trditev 4.8. Indeks twc za pot P, je enak
m—1
twe = mwe —2m + Z Si, (4.10)
i=0
ker je
(-1
mwe=2'm—> 27" s, (1< m) (4.11)
i=0
in
2(:), ¢&ejem sod,
s = (). e (4.12)
2(%) e je m lih.
Dokaz trditve bralec lahko prebere v [61] 66].
4.1.8 Sprehod kompleksnosti
Trditev 4.9. Indeks wcx za pot Py, je enak
1 m—1
wex = 5 (mmwc —2m + Z 5[) (4.13)

i=0
in je definiran le za soda stevila m.

Dokaz trditve bralec lahko prebere v [61} [66].
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7N

(a) (b) (c) (d)
(e)

NN

(9)

Slika 4.1: Poti.

slika Topoloski kompleksnostni indeksi

MI] WI[ MBI BTI[ BI[Ng [N [ TC[TCI [ RCI| twc [ wex
4.1a 1 0.7 0.7 0 - 3 4 21 15 2 1
4.1b 4 3.6 48 | 28| 00 6| 14 8| 53 10 7
41d | 10 | 103 | 178 | 88| 20 10| 32| 20| 64 32| 16
41d | 20 | 222 | 444|185 | 75 15| 60| 40| 114 88 | 56
41e| | 35| 409 | 955 | 322|120 21 100 | 70 | 121 222 1 111
411 | 56 | 67.8 | 180.9 | 50.4 | 19.2 28 | 154 | 112 | 17.7 | 536 | 320
4.1g[ | 84 | 1045 | 3136 | 73.1 | 25.0 36 | 224 | 168 | 18.0 | 1254 | 617

0| N[ O O1 | WIN

Tabela 4.1: Topoloska kompleksnost indeksov za poti na sl'Lkl

Legenda:

WI = Wienerjev indeks; Ml = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajsti¢ indeks, Bl = Bertzov
indeks; Ns, Nt = Stevilo in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randi¢ev kompleksnosti indeks, twc
= skupni sprehodi; wex = sprehod kompleksnosti

4.2 Kompleksnost ciklov

V tem sklopu si bomo ogledali topoloske indekse ciklov C,. Na sliki prikazujemo cikle C, za
me{3,..., 8}, njihovi indeksi pa so navedeni v tabeli (4.2).

421 Ml in MBI indeks

Trditev 4.10. MI(C,,) indeks za cikel C,, je enak
MI(Cp) = ———. (4.14)

Dokaz. Poljubno vozlis¢e i je zaletek poti dolzine [ za 1 < [ < m —1. Vseh poti, ki se zatnejo v vozlis¢u
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ije m—1. Ker je v ciklu m vozlis, sledi, da je )P, = m(m —1). Ce to vstavimo v originalno formulo
]

za MI dobimo:
MI(C,) = ELY P
m VI+IET &= T
= mpn (M ="1)m

m?-(m—=1)m
2m

m?-(m—1)
= ——

Trditev 4.11. MBI(C,,) indeks za cikel C, je enak

m3(m —1)

MBI(Cyp) = 2

(4.15)

Dokaz. V ciklu C, je natanko m poti dolzine [, 1 < [ < m —1. Zato je

m—1
Y P = Y P
l I=11
= Y Im
(=1
m—1

= m) |
1=

- pmm=1)
= m—5

m?(m—1)
- 2

Vsoto vstavimo v originalno formulo za MBI in dobimo

MBI(Cy) = hrlh > 1P

m-m mz(m—1 )
2m 2

m3(m—1)
= —Z

4.2.2 BTI in Bl indeks

Trditev 4.12. BTI(C,) indeks za C, je enak

™ log,(m — 1) — ™=2 ¥ je m sod,
BTI(C,) = (%) log,( ) j

RS

(") log, 251, & je m lih.
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Dokaz. Privzemimo, da je m liho Stevilo. Potem je najdaljSa pot v C,, dolga ravno "5— . Stevilo vseh poti

v G, dolzine i, za 1 < i < ™1 pa je ravno m. Vseh poti v grafu je n = (’g) Ce to vstavimo v formulo

(3:3), dobimo

BTCn) = nlog,n—3 n;log,ny
[
m=1
2
= (9)log, (%) — 1; m log, m
= (3)logy (3) — 27 mlog, m
= (3) (logz (3) — log m)
= (%) (log, m + log, 25 — log, m)
— (2)tog, 25"
Naj bo sedaj m sodo Stevilo. Potem imamo v C, natanko % najdaljSih poti dolZzine 7. Preostalih
krajSih poti med vozlisci je m za vsako pot dolzine i =1, ..., % —1. Ce to vstavimo v formulo , dobimo
BTI(Cy) = nlogyn—3_ nilog, ny
[

z_4
) log, (5) — 3 mlog, m — 2 log, &

) log, m + (%) logy(m — 1) — (5) log, 2 — (% — 1) mlog, m — % log, m + 4 log, 2

5) = m (5 —=1) = 5)logym+ () logy(m = 1) = (3) + %

2

(
—  mi—m— mz+2m ’”logzm—i-( )lng(ITI—1) (mz—m_%)

H 7)

7)log, m + (5) logy(m — 1) — (5) — (% — 1) mlog, m — 2 log, m + 2
(

2

= Slog, m+ (5) logy(m — 1) — 52’"

= (5)logy(m — 1) — 2m=2),

Trditev 4.13. BI(C,;) za C,, je enak
BI(Cy) = mlog, m.

Dokaz. Bertzov indeks je v osnovi definiran kot

Bl =2nlog, n — Z n;log, n;,

kjer je n Stevilo vseh sosednjih povezav in n; Stevilo vseh sosednjih povezav glede na i-to simetrijo. Ker
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imamo opravka s cikli, sta n in n; enaka Stevilu m. Sledi, da indeks lahko poenostavimo v sledeo obliko

B(Cn) = 2nlog,n—7)_ n;log,n;

= 2mlog, m — mlog, m

= mlog, m.

4.2.3 t(C,) indeks

Trditev 4.14. t(C,) indeks za C, je enak
t(G) = m.

Dokaz. Notranji dual cikla je eno samo vozlis¢e brez povezav. |z tega sledi, da je matrika sosednosti

A* =[0] in A* =[m]. Ker je A* nitelna matrika, je L* = A*. Sledi, da je indeks enak

t(G)

det L*

det A*

= m.

4.2.4 Indeks povezanih podgrafov

Trditev 4.15. Stevilo povezanih podgrafov Ns(Cy,) za G, je enak

Ng(Cp) = m + 1.

Dokaz. V grafu imamo m podgrafov, ki imajo dolZino med 0 in m — 1 in vsi so poti. Tej mnoZici podgrafov

dodamo Se sam cikel (graf je tudi sam sebi podgraf). Torej Stevilo povezanih podgrafov je enako

Ng =m+1.

Trditev 4.16. Stevilo vseh povezanih podgrafov Ny(Cy) za C,, je enak

N(Cpn) = m? + 1.
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Dokaz. Stevilo vseh podgrafov dolzine [, 0 < [ < m (Ce je podgraf pot), je m. Le v primeru, ko je [ = m,

takrat imamo samo en podgraf in sicer kar sam cikel. S formulo zapisano

m—1
Ni(Cn) = E)m+1

= m-m+1

= m>+1.

4.2.5 TC in TC1 indeks

Trditev 4.17. TC(C,,) indeks za C,, je enak
TC(Cy) = m(m(m + 1) + 2).

Dokaz. Vsota stopenj vozlis¢ v grafu G, ki pripadajo podpoti dolzine [, kjer je 0 < [ < m (ko je podgraf
pot), je enaka 2({+ 1), saj so v G, vsa vozlis¢a stopnje 2. Izjema je podgraf dolzine [ = m (torej cikel). Ta

je samo eden in vsota njegovih stopenj je enaka 2m. Formula za TC(C,) indeks za cikle je zato sledeca.

TC(Cy) = m-2(L+ 1)+ 2m

= (m—"1)m?+2m? +2m
= m((m—"1)m+2m+2)
= m(m(m-—1)+2)+2)

= m(mm+1)+2).

Trditev 4.18. TC1(C,,) indeks za C, je enak
TC1(Cp) = m(m(m — 1) + 2)

Dokaz. Vsota stopenj vozlis¢ v podpoti podgrafa dolZine [, kjer je 0 < [ < m (Ce je podgraf pot), je enak
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2(L+1)—2 =2l in vseh podpoti dolzine [ je m. Izjema je podgraf dolZine [ = m (torej cikel). Ta je samo

eden in vsota njegovih stopenj je 2m. Formula za TC1(C,) indeks za cikle je torej sledeca:

m—1
> m-2l+2m
(=0

m=1
= 2m)_ l+2m
(=0

= ZmLmz_” +2m

TC1(Cy)

= m(mm-—1)+2).

4.2.6 RCI indeks

Trditev 4.19. RCI(C,,) indeks za C,, je enak

27 1 .
& o7 ), Ce je m sod,

RCI(C,,) =

6 — s, Ce jem lih.
27

Dokaz. Po enacbi (3.14) je RCI indeks enak

m* m d:
RCI = Z1 Z1 2[(1‘],/')'
i=1 j=

Ker imamo opravka s cikli, je vrednost m* = 11in d; =2 za 1 < j < m. Zato lahko enactbo zapiSemo kot

=
RCIC) =2} 55
j=1

Najprej predpostavimo, da je m liho Stevilo. Ker je potem v G, liho Stevilo vozlis¢, je RCI(C,) enak

3

RCI(C,)

|
N

-
Il
N
™

Il
N
|~

=

1 1 1 1 1 1
pHytatptE ot az o

22
1

_l’_
R T RO T S M I I
21—"_ 22+ + m—2+ m=1
22 22

1 1 1 1

m—1

Il

N
—
_l’_
N

+
N
™
N

Il
o

Il
N

I
N
— e~ ——
—_
+
N
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n
Ker je vsota }_ 5 enaka
i=1
—1_ 21,
Z 5 T on - ' ?’
i=1
lahko enacbo zapiSemo kot
m=1
=
RCHC,) = 2(1+2~ 21)
i=1
- 2(1 2. (1 1 ))
277
= 2422 (1- )
_ 1
2m—1 22
= 6 mj1—4
2
= 6 13—5
Sedaj pa predpostavimo, da ima C,, sodo Stevilo vozlis¢. Potem je RCI(C,,) enak
m 1
RCI(Cn) = 22 5
j=1
— 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2(2*0+27+27+?+ﬁ+"'+2% +2m771 +27%)
— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2(2*0+27+27+ﬁ+?+"'+2%71+2m?+2% 2F T %
= 2(1+2-21—1+2-21—2+~~+2'2"ﬁ+2 217, —2%)
= 2(142- (F+ g+ ) -5k
%
— 1 _ 1
— 2 (1 + 2 [:Z1 2i 2% )
_ 251 1
=2 (1 +2- 57 27 )
_ 2% J2%-1
= 2(%+2- 258 - 5k
_ 2% 1 2% 1
=2 ( 7 T % )
- 2 (3 . 2%—1 )
27
— .22
27
O

4.2.7 Stevilo skupnih poti in sprehod kompleksnosti

Trditev 4.20. Indeks twc(C,) za G, je enak

twe(Cy) = 2m(2™ 1 —1).
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Dokaz. Riicker in Riicker [61] sta dokazala, da sta MEC in awc, identi¢na, kjer je [ Stevilo sprehodov v
grafu. Zato bomo dokaz izpeljali s pomo¢jo Morganovega algoritma. Najprej vsako vozlis¢e na zacetku
oznacimo s stopnjo vozlisca, torej z 2. Nato v nasledniji iteraciji izratunamo novo vrednost vozlisca, ki pa
je enaka vsoti vrednosti vseh sosednjih vozlis¢ (glej sliko [4.2). To ponovimo (m — 1)-krat. Dobljena vsota

vseh vrednosti je enaka twc indeksu. Torej je indeks twc(C,,) enak

2 4
2 2 4 4
\ \
\ \
\ \
2 4
\ \
\ \
(a) 1. iteracija (zacetno stanje) (b) 2. iteracija
8
8 8
\\
\
8
\
\ \‘
(c) 3. iteracija (d) i. iteracija

Slika 4.2: Morganov algoritem na ciklih.

m—1 .
twe(Cp) > m-2
= m=1
= m-) 2
=1
= m-2(2"" —1)
= 2m (2" —1).

Trditev 4.21. Indeks wex(Cp) za Gy je enak

wex(Cy) = 221 —1).
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Dokaz. Dokaz je zelo podoben prejSnjemu dokazu. V tem primeru je zaradi simetrije indeks enak

m—1
wex(Cy) = Y2
i=1
= 2(2m 1),
O
(a) (b) () (d)
() (f)

Slika 4.3: Cikli

[ slika | Topolo$ki kompleksnostni indeksi \

WI | MI | MBI | BTI Bl | t| Ns | N¢g| TC| TC1 | RCI twe | wex
4.3a 3 9| 135 0] 438 10 | 42 24 | 4.00 18 6
4.3b) 8| 24| 480 | 55| 80 17 | 88 56 | 450 56 | 14
43d | 15| 50 | 125.0 | 10.0 | 11.6 26 | 160 | 110 | 5.00 | 150 | 30
43d| | 27 | 90 | 270.0 | 22.8 | 155 37 | 264 | 192 | 525 | 372 | 62
43el | 39 | 147 | 5145 | 33.3 | 19.7 50 | 406 | 308 | 550 | 882 | 126
4.3 47 | 224 | 896.0 | 54.6 | 24.0 65 | 592 | 464 | 5.63 | 2032 | 254

»

0| N O O | W
©O| O N| O O1f

Tabela 4.2: Topoloska kompleksnost indeksov za cikle na sllki

Legenda:

WI = Wienerjev indeks; Ml = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTl = Bonchev-Trinajsti¢ indeks, Bl = Bertzov
indeks; Ns, Nt = Stevilo in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randi¢ev kompleksnosti indeks, twc
= skupni sprehodi; wex = sprehod kompleksnosti

4.3 Razvejanost in komplekstnost na drevesih s Sestimi vozlisSci

V tem razdelku bomo pogledali razvejanost in kompleksnost na drevesih s Sestimi vozlis¢i. Drevesa so
upodobljena na sliki [4.4] in njihovi indeksi so prikazani v tabeli 4.3} Indeks Minoli ni vkljuten, saj ima

enako vrednost za vsa drevesa in sicer 40,9.
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Kot je razvidno iz tabele [4.3] simetrija ne vpliva na indekse Ny, TC, TC1 in twc. Ti indeksi se vedajo

z razvejanostjo grafa. Ravno obratni ucinek imata MBI in BTI, ki se z razvejanostjo manjSata. Za Bl,

N, RCI, wex in WI pa ne moremo napovedati obnasanija.

/\/\/)\/\

(a) (b)
(9) (d) ()

Slika 4.4: Drevesa

’ slika \ Topoloski kompleksnostni indeksi
WI | MBI | BTI Bl | Ns | Ne | TC | TC1 | RCI | twe | wex
4.4al | 10 | 955 | 322 | 120 6|21 | 100 70 | 121 | 222 | 111
4.4b( | 31 | 873 | 286 | 21.2 8|24 | 127 88 | 21.9 | 268 | 234
44q | 31 | 845 | 274 | 19.2 81251136 94 | 17.8 | 284 | 201
44d | 29 | 791 | 235 | 21.0 7128|164 | 112 | 9.8 | 330 | 124
4.4el | 28 | 764 | 226 | 29.8 8|30 (181 | 122|195 | 370 | 272

Legenda:

WI = Wienerjev indeks; MI = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajsti¢ indeks, Bl = Bertzov

Tabela 4.3: Drevesa

indeks; Ns, Nt = Stevilo in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCl = Randi¢ev kompleksnosti indeks, twc
= skupni sprehodi; wex = sprehod kompleksnosti
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4.4 Ciklicnost in komplekstnost

Ciklicnost lahko upoStevamo v obliki zapiranja ciklov ali pa z vecanjem Stevila ciklov. Ce primerjamo
indekse za poti iz tabele [4.7]in za cikle iz tabele [4.4] z enakim Stevilom vozlis¢, je iz tabele [4.4] razvidno,
da ima naslednjih osem indeksov (MI, MBI, N, Ny, TC, TC1, twc, wex) vedno vecjo vrednost za cikle kot
za poti, kar nakazuje, da je zgradba ciklov bolj zapletena. To je pricakovano, saj so cikli bolj simetricni.
Vendar je treba opozoriti, da so indeksi WI, BTI, RCI in wex vedno manjsi za cikle kot za poti.

Kot je navedeno zgoraj se cikli¢nost kaZze skozi vse vecje Stevilo ciklov. Za ponazoritev tega smo
uporabili tri ravninske grafe, ki vsebujejo cikle na Stirih vozlistih, ki so upodobljeni na sliki [4.5] njthovi

indeksi pa so navedeni v tabeli [4.4]

(c)

Slika 4.5: Planarni na Stirih vozliscih.

’ slika \ Topoloski kompleksnostni indeksi
Wi Ml | MBI | BTI Bl | t(G) | Ng | N¢ | TC | TC1 | RCI | twe | wex
4.5a 81240 | 480| 55| 80 41 5|17 | 88 56| 45| 56| 14
4.5b 71422 | 867 | 39 | 36.0 8] 9|33 |25 | 152|120 | 102 | 51
4.5¢ 7720 | 1584 | 0.0 | 43.0 16 | 10 | 64 | 648 | 372 | 75| 156 | 39
Tabela 4.4: Planarni grafi na stiri vozliscih.
Legenda:

WI = Wienerjev indeks; Ml = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTl = Bonchev-Trinajsti¢ indeks, Bl = Bertzov
indeks; Ng, Ny = Stevilo in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCl = Randic¢ev kompleksnosti indeks, twc
= skupni sprehodi; wex = sprehod kompleksnosti
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Poglavje 5

Wienerjev indeks v odvisnosti od

najvecje stopnje grafa

To poglavje je povzeto iz ¢lanka [67], kjer je Stevanovi¢ obravnaval zgornjo mejo Wienerjevega indeksa za
grafe z n vozlis¢i z najvisjo stopnjo A > 3.
V definiciji 274 smo definirali najvejo stopnjo vozlista v grafu G in jo oznatili z A(G) oziroma samo

A.

Definicija 5.1. Naj bosta n,A € N. Potem G, o oznacuje mnoZico vseh povezanih grafov z n vozlis¢i in

najvecjo stopnjo A.

V definiciji [2.79 smo definirali razdaljo med vozlis¢ema i in j v grafu G in jo oznatili z d¢(i, j). Sedaj

lahko definiramo vsoto vseh razdalj poljubnega vozlis¢a v grafu G do preostalih vozlisc.

Definicija 5.2. Naj bo G = (V, E) povezan graf z n vozlis¢i in naj bo u € V poljubno vozlis¢e v grafu.
Naj bo d¢li, j) razdalja med vozlis¢ema i in j v grafu G. Potem je vsota razdalj vozlis$éa u do vseh drugih

vozlis¢ v grafu G definirana kot

d(u) =) dg(u,v).

veV

Definicija 5.3 (List). Vozlis¢e u v grafu G = (V, E) stopnje st(u) =1 imenujemo list.

Definicija 5.4 (Prazen graf). Najbo G = (V, E) graf z n vozlis¢i. Grafu G reemo prazen graf, e mnoZica

E ne vsebuje nobene povezave. Tak graf oznac¢imo s K.

Definicija 5.5. Naj bo T, » drevo z n vozlisi, ki je dobljeno s poti P,_a,1 in praznega grafa Ka_4 tako,

da eno krajis¢e poti (t). list) poveZemo z ostalimi vozlis¢i grata Ka_4.
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Naj bo T drevo, kjer je n > A + 2, ki ga dobimo iz T,_1a tako, da dodamo novo vozlis¢e in to

vozlis¢e poveZemo z enim izmed listov drevesa T,_1a, ki so povezani z vozlis¢em stopnje A.

Primer 5.1 Primer grafov Tyo4 in T 4 vidimo na sliki@

(a) Drevo Tyg 4 (b) Drevo T3y 4

Slika 5.1: Drevesi Tyg4 in T1*0’4.

Definicija 5.6. Naj bosta m,A € N, tako daje0 < m < (A;1). Naj bo T, o, mnoZica dreves z n vozlis¢i,
ki so dobljena s poti P,_p41 in poljubnega grafa z A — 1 vozliséi in m povezavami tako, da eno krajisce
poti (t. list) poveZemo z ostalimi vozlis¢i grafa.

Vgrafu G € T, am pot P,_a41 imenujemo hrbtenica grafa G. Krajis¢e hrbtenice s stopnjo A imenujemo

atlas grafa G in drugo krajis¢e hrbtenice grafa, ki je stopnje 1, imenujemo oddaljeni list grafa G.

.\

Atlas Hrbtenica Oddaljent list

Slika 5.2: Hrbtenica, atlas in oddaljeni list.

Ker obravnavamo le povezane grafe, je za A =1 mozno le n = 2 (torej P,). Podobno velja v primeru,
ko je A = 2. Takrat mnozica G, A vsebuje le dva grafa, in sicer pot P, in cikel C,. Zato bomo odslej v
tem poglavju predpostavili, da je A > 3.
Definicija 5.7 (Premer). Naj bo G = (V, E) in naj bosta u,v € V poljubni vozlis¢i. Premer grafa G je

definiran kot

diam(G) = max dg(u, v).

uveV

Lema 5.1. Premer grafa G € G, A je najve¢ n — A + 1.

.....

in y. Najmanj A — 2 sosednjih vozliS¢ vozlis¢a u ne pripada poti P, ker v primeru:
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e ko vozlis¢e u pripada poti P (glej sliko , najve¢ dva soseda vozlis¢a u pripadata poti P. Ce bi
poti P pripadali veC kot dve sosedi vozlis¢a u, potem pot P ne bi bila najkrajSa pot med x in y, kar
je v nasprotju s predpostavko, da je P najkrajSa pot. Ce poti P pripada samo en sosed vozlis¢a u,
potem u = x ali u = y in A—1 sosedov vozlis¢a ne pripada poti P. Torej najve¢ dva soseda vozlis¢a
u pripadata poti P in sledi, da najdaljSa mozna pot P vsebuje najve¢ n — (A —2) = n—-A+2
vozlisc.

e ko vozliste u ne pripada poti P (glej sliko [5.3b), najvet dva od sosedov vozlista u pripada poti P.
Ce poti P pripada en sam sosed vozlis¢a u, ima P najve¢ n — A + 2 vozlis¢. Ce poti P pripadata
dva soseda vozlis¢a u, morata ta dva soseda biti na poti P sosednji, sicer P ne bi bila najdaljsa pot
med vozliS¢ema x in y. Torej v tem primeru P vsebuje najve¢ n —A —1 vozlisc. Ce poti P pripadata

vet kot dva soseda, pa oCitno P ni najdaljSa pot med x in y, kar pa je v protislovju s predpostavko.

Sledi, da pot P vsebuje najve¢ n — A + 2 vozlis¢, zato je njegova dolzina kve¢jemu n — A + 1.

r

N ‘ ;7
NN A
NN
SNt u
o o & o o
! oo oo
(a) Vozlis¢e u pripada poti P. (b) Vozlis¢e u ne pripada poti P.

Slika 5.3: Najvecji mozni premer grafa G.

Lema 5.2. Naj bo G graf v G, a. Potem velja

(n=A+1)(n+A-2)
2

dg(u) <

za vsako vozlisée u v grafu G. Enakost velja natanko tedaj, ko je G € T, p,m za neki m in je u oddaljeni

list v grafu G.

Dokaz. Naj bo ecc(u) razdalja od vozlis¢a u do njemu najbolj oddaljenega vozlis¢a v grafu G. Potem so
vozlis¢a na poti od v do (enega od) najbolj oddaljenih vozlis¢ na razdalji 1,2, ..., ecc(u) od vozlisca v,

medtem, ko je razdalja do ostalih vozlis¢ grafa G najvet ecc(u). Torej,

do(u) < (1+2+4---+ ecc(u)) + ecc(u)(n — 1 — ecc(u))

(u)+1
ecc(u) (n - %) .
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Vrednost funkcije f(x) = x(n — %) strogo narasta za x < n — 17 Zato za ecc(u) < diam(G) <

n—A+1 <n—%velja, da je

(n—A+1)(n+A—-2)

dg(u) < flecc(u)) < f(n—A+1) = :

Enakost velja natanko tedaj, ko je d¢(u) = f(ecc(u)) in ecc(u) = diam(G) = n — A+ 1. Sledi, da obstaja
natanko eno vozlis¢e na razdalji d od vozlis¢a u za vsak d = 1,2,...,ecc(u) — 1. Preostala vozlis¢a pa

so na razdalji ecc(u) od vozlis¢a u. Torej je G iz mnozice T, A in vozliste u kot oddaljent list grafa G.

O
Naj bo v oddaljent list v T, o tako kot v prej3nji lemi. Potem iz
WI(T,a) = WI(T,214) + dT(n,A)(U)
dobimo rekurzijo
n—A+1)(n+A-2
WI(T,0) = WI(T,10) + ¢ A ) (5.1)

2

S pomogjo te rekurzivne zveze lahko izpeljemo tudi splosno formulo

WI(T,n) = WI(T, 4 ) + =ansa=2)

= WI(T,_ja) + i lln=+ =24 1= 1)+A-2)

i=1
= WI(T,-ja) + i ((”—A+2)—i)2((n+A—1)—[)

i=1

! i 2
= WIHT_ja)+ Y ((n7A+2)(n+A71)7t(n7A+2+n+Af1)+L )

" i=_1 2
] .
—A+2 A—1 2n+1 5

- WI(Tn—j.A) —+ Z1 ((n + )2(n+ ) _ L( nz+ ) + l?)

i=
= WI(T,_ja) + Lo=2ncAt) _ @ndt) JUHD) 4 3G 0Rp)
= \NKTRJA)+-AWA+QW+A4)+IU?)(Q%4)_(L?U)

i(n—A+2 A— i(j 2j—6n—2
_ Wl(Tnfj,A)‘i‘](n +%(”+ 1) _i_l(l;q) L2 6'7 )

NajmanjSe mozno drevo T,_;, kjer je vrednost A fiksna, je zvezda. Sledi, da je vrednost n — j enaka
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A+ 1 oziroma j = n—A—"1. Naj bo k = n — A. Vrednosti vstavimo v formulo.

Wl(TnA) — W|(Tn7j,A) + j(an+2%(n+Af1) + j(j;ﬁ) . (2j7%n72)

= WI(To_patja) + (n—A—1)(n—§+2)(n+A—1) n (n—A—1)((r21—A—1)+1) ) (2(n—A—é)—6n—2)

_ A2, (n=A=N)(n=DA42(n+A=1)  (n=A—=1)(n—A)2n+A+2)
A+ 5 — =

= A2 heD2)(Rk420-1) (k= 1)k(2k+30+2)
= 2 6

= A2 4 BT (e q)(k 4 2)A — KIK2KED) (e q)4d
= A4 K32 () (k 4+ 2)A — Kk (k—1)kh

= A% 4 B2k 4 (k2 4 3k — 4)5

- A4 (k3+3l6<2+2k — 340k +1) n (M —ZA)

— k(k+16)(k+2) _ k(k2+3) + Ak(/;+3) + AZ —2A +1

— KkN)(k+2) (Ak(k+3) B k(k2+3) LA 1) TA2_3A 42

D

2

k+2

)+(Akk+3 M+A_1)+(A_1)(A—2)

) A — ) A 1yA - 2)

(*3

= (P)re-n (M2 e)re-ne-2
(*3
(" +2)+ _1)%+(A_1)(A_2)_

Torej lahko re¢emo, da je Wienerjev indeks drevesa WI(T, ) enak

WI(Tya) = (”_§+2) +(A—1)(”_A+1)2(”_A+2) +(A—1)(A—2).

Ce vrednost n fiksiramo in spreminjamo samo vrednost A (torej gledamo WI(T, ) kot funkcijo dveh

spremenljivk), potem velja sledeca relacija
WI(P,) = WI(T,2) > WI(T,3) > WI(Th4) > ... > WI(T,n—1) = WI(S,).

Preden nadaljujemo z izrekom, najprej definirajmo G — v.

Definicija 5.8. Naj bo G = (V, E) graf in naj bov € V. Potem je G —v graf, ki ga dobimo z odstranitvijo

vozlis¢a v iz grafa G ter vseh povezav e € E, ki ima vozlis¢e v za krajisce.

Izrek 5.1. Za vsak graf G € G, A velja
WI(G) < WI(T, ).

Enakost velja, ko je graf G izomorfen drevesu T, a.
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Dokaz. Naj bo G graf iz mnozice G, . Najprej opazimo, da se Wienerjev indeks strogo poveca pri
odstranitvi povezave med vozliS¢ema u in v iz grafa G. Saj se razdalja med poljubnimi pari vozliS¢ ne
zmanjSa, medtem ko se razdalja med vozlis¢i u in v strogo poveca. Sledi, da za vsako vpeto drevo T v
grafu G velja

WI(G) < WI(T).

Enakost velja natanko tedaj, ko je G = T. Ker ima poljuben graf iz moZice G, A vpeto drevo z maksimalno
stopnjo A, lahko v dokazu obravnavamo le taka drevesa.

Izrek bomo dokazali z indukcijo po n. Za n = A+ 1 obstaja samo eno drevo z A + 1 vozlis¢ in najvisjo
stopnjo A, in sicer Spay1 = Tar1.a. Torej trditev velja za n = A+ 1.

Sedaj predpostavimo, da ima drevo T, A, n > A+ 1, najvedji Wienerjev indeks v mnoZzici grafov G, a.
Naj bo T poljubno drevo iz G,11 .

Potem drevo T vsebuje tak list g, da se z njegovo odstranitvijo ne zmanjSuje najvecja stopnja v drevesu
T. V nasprotnem primeru, bi drevo T vsebovalo le eno vozlis¢e s stopnjo A in vsi listi bi bili sosednji
temu vozlis¢u. Torej bi bilo drevo T izomorfno zvezdi, kar pa je v nasprotju z n +1 > A+ 2.

Naj bo vozlis¢e p sosednje vozlis¢u g v drevesu T. Potem za vsako vozlis¢e u v drevesu T velja

dr(v, q) = dr_q(u,p) +1,

medtem ko razdalje med vsemi ostalimi pari vozliS¢ drevesa T — g ostanejo nespremenjene. Tako velja

WIT) = ¥ dr(uv)
{uvye(")

= Y drgluv)+ 3 dr(uq)
{uv}e(9) ueV(T—q)

= WI(T—q)+ ) (drqu.p)+1)
ueV(T—q)

= WI(T — q) + dr_q(p) +n.

Po induktivni predpostavki velja

WI(T — q) < WI(T5a) (5:2)

in s pomo&jo leme [5.2] dobimo, da je

(n—A+1)(n+A—-2)

; (5.3)

dr—q(p) <
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S pomo¢jo rekurzije (5.7) pa dobimo, da je

(n—A+1)(n+A—2)
2

WIT) < WI(Tpa) + +n =WI(Th41.4).

Zgornja enakost velja natanko tedaj, ko enakost velja v enatbah in (5.3). Induktivna predpostavka
pove, daje T —q = T, in vozliste p je oddaljeni list v T,A. S tem smo pokazali, da je T = T, 1.
Sledi, da je Tpi1,a edini graf v G,i1.4, ki doseze najvisjo vrednost Wienerjevega indeksa [67].

O
Lema 5.3. Najbo G € G, a. CvejeA < n—1, potem obstaja tako vozlis¢e u v grafu G, da je G—u € G,_1 .

Dokaz. Naj bo v vozlis¢e s stopnjo A v grafu G in naj bo T vpeto drevo v grafu G, ki vsebuje vse
povezave s krajis¢em v. Ker je A < n — 1, obstaja list u v drevesu T, ki ni soseden vozlis¢u v. Potem je

G — u € G,_1,a, saj vsebuje povezan podgraf T — u in stg_,(v) = A [67]

Izrek 5.2. Za graf G € G, 5 velja
WI(G) > WI(T,a) — (n — A), (5.4)

natanko takrat, ko je G € Tyam za nekim < n—A ali paje G= T

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je G € T, za neki m < n — A. Listi, ki so sosednji vozlis¢u s
stopnjo A v T, A, so med seboj na razdalji 2. Vendar izmed njih je m parov povezanih v G. Zato sledi, da
je

WI(G) = WI(Tpn) — m > WI(T,2) — (n — A).

Se vet, teje G = Tr3 (torej A = 3), potem je
WI(T;3) = WI(T,3) — (n —5) > WI(T, 3) — (n = 3).

Dokaz v nasprotni smeri bomo naredili z indukcijo po n za poljubno fiksno maksimalno stopnjo A.
Za n = A+ 1 po relaciji velja, da je WI(G) = WI(T, ) in po izreku v tem primeru velja
G=Tya €Thno

Predpostavimo, da smo to smer izreka dokazali za vse povezane grafe z manj kot n vozlis¢i, n > A+1.
Naj bo G € G, a graf, za katerega velja relacija . Naj bo u tako vozlis¢e v grafu G kot v leml

tj. G —u € G,_1a. Ko vozlisS¢e u odstranimo iz grafa G, se razdalja med dvema vozlis¢ema v G — u ne
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zmanjsa, in tako je
WI(G) < WI(G — u) + dc(u).
Po lemi[5.2] dobimo, da je

(n=A+1)(n+A-2)
2

dg(u) <

Ce v tej relaciji velja enakost, po isti lemi velja, da je G iz mnoZice 7T, za nek m in je vozlisce u
oddaljent list tega drevesa. |z prvega dela tega dokaza velja, da je WI(G) = WI(T, o) — m in iz relacije
(5.4) sledi, da je m < n — A. Zato lahko v preostalem delu dokaza predpostavimo, da je

(n—A+1)(n+A—2)
2

dg(u) < —1.

Ce G—une pripada mnoZici T,_1a,m za vsak m < (n — 1) — A, potem po induktivni predpostavki velja

WI(G — u) < WI(Tp_14) — (n — 1 = A).

Zato je,
WI(G) < WI(G —u) + dg(u)
< WITyr0) = (n =1 = 0)  (L=bstfrea=l q)
< WI(Tha) = (n = 4),

kar pa je v nasprotju z relacijo (5.4).

Sedaj predpostavimo, da G — u pripada 7,_1a,» za nek m < (n — 1) — A. Torej velja

WI(G — u) = WI(Th—1,4) = m < WI(Th—1,a).

Glede na tip soseda vozlis¢a u lo¢imo dva primera.
Prvi¢, Ce je u soseden listu, ki je soseden atlasu grafa G — u, potem je na razdalji najve¢ 3 od drugih

sosedov atlasa in je na razdalji 2,3,...,n — A+ 1 od drugih vozlis¢ na hrbtenici grafa G — u. Torej je

dg(u)

IA

1+4(A=2)-34+[24+3+...+(n—A+1)]

(=80=043) | 37 - 5.



Prodanovi¢ S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafov
Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 56

Enakost velja, ko je m = 0 in vozliS¢e v nima drugih sosedov v grafu G. Potem je

w(a)

IA

WI(G — u) + dg(u)

IA

WI(T,_qa) + 0=B=A%3) 4 3N _ 5
(n 1,A) 2 (55)

Wl(Tn’A) _ (n7A+1)2(n+A72) + (an)(IZ'I*A‘F:i) + 3A _ 5

WI(T, ) — n(A —2) + (A? — 4).

Ce je A =3, potem zgornjo neenakost zapisemo kot
WI(G) < WI(T,3) — (n—5).

Enakost velja natanko tedaj, ko je G —u = T, 13 in je vozlis¢e u list grafa G, oziroma, ko je G = Ty .
Ce velja stroga neenakost, potem po relaciji velja WI(G) = WI(T,3) — (n —4). Vendar, Ce je vozlisce
u sosedno drugemu vozlis¢u v G — u, stopnja d¢(u) postane manjSa od njegove zgornje meje vsaj za dva.
V tem primeru je WI(G) < WI(T,3) — (n — 3), kar je v nasprotju s . Podobno, ¢e je G —u 2 T,_13,
potem mora veljatt WI(G — u) = WI(T,—13) — 1, in po induktivni predpostavki G — u pripada Tp,_131.
V tem primeru razdalja od vozliS¢a u do drugega atlasa postane dve namesto tri. Tako stopnja dg(u)
postane manjsa kot njegova zgornja meja za najmanj ena. Tako zopet dobimo WI(G) < WI(T,3) — (n — 3),

kar je v nasprotju z (5.4).
(V:eje4§A§ n — 2, potem je

—nA=2)+(A* =4 < —n+A

in iz (5.5) dobimo WI(G) < WI(T,, a) — (n — A), kar je v nasprotju z neenakostjo (5.4).

Po drugi strani, e je vozlis¢e u sosedno vozlis¢em na hrbtenici, potem naj bo d v grafu G razdalja od
atlasa do najblizjega soseda vozlis¢a u na hrbtenici. Potrebno je upostevati, daje 0 < d < n—A -2,
ker vozlis¢e u ni nujno oddaljent list. Sledi, da je njegova razdalja do atlasa enaka d + 1 in razdalja
do sosedov atlasa, ki ne lezijo na hrbtenici, enaka d + 2, medtem ko je njegova razdalja od vozlis¢ na

hrbtenici od 1 do d + 1 v smeri atlasa in od 1 do n — A — d proti oddaljenemu listu G — u. Tako je

dc(u)

IN

A=Nd+2)+[1+2+...+(d+N]+[2+3+...+(n—A—d)]

_ (d+1)(d+2) | (n—A—d+2)(n—A—d—1)
= A-1)(d+2)+ ==+ o

= P—dn-20)+ (5 +5 —nA+5+% -2

= an(d)
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Meja f, A(d) je kvadratna funkcija spremenljivke d. Ker d pripada intervalu [0, n — A — 2], f, A(d), doseze

maksimum pri d = n — A — 2. Sledi, da je

WIG) < WIG = u)+ do(u)
< WI(T,_qa) + Z=A30430 4 )
= WI(T, ) — (=Bt ntA=2) | won?3ne30 4 5
= WI(T,a) = (n—3)
< WI(T,a) = (n = A),

kar pa je v nasprotju z 67].

5.1 Wienerjev indeks posebne druzine grafov

Naj bo Tf’A graf dobljen iz grafa T, A tako, da poveZzemo dve sosednji atlasovi vozlisci, od katerih je eno

vozlisce list in drugo leZi na hrbtenici. Potem velja
WI(T ) = WI(T, ) = (n = B).

Naj bo T, graf dobljen iz grafa 7,4 A, tako da naredimo duplikat oddaljemu listu. Potem je
WI(T; A) = WI(Tha) = (n = 3).

Primer 5.2 Grafa T17;,4 in Tj 4 sta prikazana na sllki

(a) Drevo T17:)’4 (b) Drevo T3, 4
Slika 5.4: Drevesi T17;’4 in T4

Na seznamu grafov iz G, a, ki je urejen po nenarascajoci vrednosti Wienerjevega indeksa, bodo grafi
iz Tpa,m m < n— A vedno prikazani prvi. 1z dokaza izreka je ocitno, da so grafi T,,TA, Tonin THa

visoko na seznamu. Slika [5.4] prikazuje prvih 24 grafov na takem seznamu za (n, A) = (10, 4).
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Kar najprej opazimo na sliki5.4 je bolj ali manj splo3na ugotovitev. Glede na doloeno mnoZico
grafov je Wienerjev indeks ved&ji pri grafih z vecjim premerom. To ni v skladu z rezultati v prvem delu
tega poglavja, ampak tudi z rezultati iz [25] 36 35]: tako pri minimiziranju Wiener-jevega indeksa pri
drevesih z najviSjo stopnjo najve¢ A kot pri maksimiranju Wienerje-vega indeksa pri druzini dreves samo
dvema razli¢nima stopnjama vozlis¢. Ta nacela izhajajo tudi iz starejSih rezultatov, da imajo poti najvedji
Wienerjev indeks med povezanimi grafi, medtem ko imajo popolni grafi in zvezde najmanjsi Wienerjev
indeks med povezanimi grafi oziroma drevesi.

Poleg tega imajo grafi na sliki [5.4] nekaj podobnih lastnosti kot 7, a:
e njihov premer je zelo blizu zgornji meji iz leme [5.1] v vseh grafih je enak 6 ali 7;
e vozlisce stopnje A se nahaja blizu krajiSc¢a najdaljSe poti, je na razdalji 1 ali 2 krajisc.

Stevilo grafov v G, A je veliko vecje kot najvecji Wienerjev indeks, zato bo kar nekaj grafov imelo enak
Wienerjev indeks. Da lazje sledimo spremembam Wienerjevega indeksa, lahko uporabimo mrezo grafov,
v kateri so pozicionirant po nivojih glede na Wienerjev indeks, saj so grafi urejeni tako, da iz prvega
grafa dobimo drug graf z majhno spremembo. lzreka [5.7] in 5.2] opisujeta vrh tega seznama. Blizu vrha
seznama se bo Wienerjev indeks v vecini primerov zmanjsal za ena, ko dodamo povezavo med listi, ki imajo
skupnega soseda. Nastale bodo pa tudi vecje spremembe, zlasti pri nizjih vrsticah, ko grafi postanejo
gostejSi. Pri drevesih z najvi$jo stopnjo najve¢ A je dno seznama zelo dobro opisano v delih [25] 36} [35].

Vendar pa je karakterizacija grafov iz G, a, ki imajo najmanjsi Wienerjev indeks, Se vedno odprt problem.
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(a) WI(G) = 146 b) WI(G) = 145 G) =144 d) WI(G) = 143 e) WI(G) = 140
(f) WI(G) = 139 ) WI(G) = 139 (h) WI(G) = 139 i) WI(G) = 138 (i) WI(G) = 138

E&.#H

LY

(k) WI(G) = 138 ) WI(G) = 138 m) WI(G) = 138 (n) WI(G) = 137 0) WI(G) = 137

edeeed]
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(p) WI(G) = 137 ) WI(G) = 137 1) WI(G) = 136 G) =136 t) WI(G) = 136
) WI(G) = 136 v) WI(G) = 136 w) WI(G) = 135 (x) WI(G) = 135

Slika 5.4: Prvih 24 grafov z n = 10 vozlis¢i in najvisjo stopnjo A = 4.
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