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Prodanović S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafovUniverza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 I
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Izvleček
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Prodanović S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafovUniverza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 II

Key words documentation
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Abstract

Master’s thesis is about topological indices as a way to evaluvate graph and it represents graph invariant.Thus, we can read about indices which authors were Wiener, Minoli, Trinajstić, Bertz, Bonchev, G. Rücker,C. Rücker in Randić. Also, we evaluated the usefulness of the indices on the graphs like paths, cycles andtrees with six vertices. Master’s thesis also contains a special chapter on graphs with given maximumdegree of vertices in the graph and upper limit of the Wiener index.
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Poglavje 1

Uvod

Poznamo grafe različnih oblik ter velikosti. S časom se je pojavila težnja po tem, da bi jih nekoliko uredili.Problem nastane, kako izbrati parametre, po katerem bomo graf ovrednotili. Strokovnjaki so najprejpredlagali, da se upošteva število vozlišč in povezav ter stopnje vozlišč. Nato so dodatno predlagali, dase upošteva tudi razvejanost in cikličnost ter simetrije. Vsak nadaljni predlog je vodil k novi metodi zaocenjevanje grafa. V tem magistrskem delu so predstavljeni naslednji indeksi:
• Wienerjev indeks (1947),
• Minoli indeks (1975),
• Minoli–Bonchev indeks (1987),
• Bonchev–Trinajstić indeks (1989),
• Bertzov indeks (1983),
• število vpetih dreves (1987),
• indeksa TC in TC1 (1997),
• indeksa twc in wcx (1993),
• Randićev indeks (2001);

H. Wiener je leta 1947 predstavil indeks, ki je imel tudi praktično uporabnost in je bil deležen večjepozornosti raziskovalcev. Ena od raziskovanih področij Wienerjevega indeksa je tudi zgornja in spodnjameja indeksa za poljuben graf z nekaterimi znanimi pogoji (npr. število vozlišč, število povezav, ... ). Tako
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je v magistrskem delu posebno poglavje, namenjeno zgornji meji za Wienerjevega indeksa grafov z znanimštevilom vozlišč in stopnjo vozlišča.



Prodanović S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafovUniverza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 3

Poglavje 2

Osnovni matematǐcni pojmi

V tem poglavju bomo najprej definirali nekaj osnovnih pojmov o grafih.
Definicija 2.1 (Graf). Graf G je matematični objekt, ki vsebuje dve neprazni množici; ena množica,

ponavadi označena z V , je neprazna množica vozlišč in druga množica, ponavadi označena z E , je množica

parov vozlišč - katere elemente imenujemo povezave. Če je G graf, potem urejeno množico vozlišč označimo

z V (G) in množico povezav z E(G).
V nekaterih definicijah poimenujejo vozlišča tudi točke ali krajišča.

Primer 2.1 Graf G na sliki 2.1 je sestavljen iz množice vozlišč
V = {A,B, C,D, E, F}

in množice povezav
E = {(A,B), (A,D), (B,C ), (C,D), (C,E), (C, F ), (D,E), (E, F )} .

Definicija 2.2 (Enostaven graf). Naj bo G = (V (G), E(G)) graf. Graf G je enostaven, če

• ima poljubna povezava e ∈ E(G) dve različni krajišči (t.j. graf, ki nima zank) in

• med poljubnima dvema vozliščema v, u ∈ V (G) obstaja največ ena povezava.

Primer 2.2 Graf na sliki 2.1 je enostaven graf. Grafi na sliki 2.2 niso enostavni grafi.
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Slika 2.1: Enostaven graf.
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A
B

C
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A
B

C

D

(c)
Slika 2.2: Primeri grafov, ki vsebujejo zanke oziroma ”dvojne povezave”.

Definicija 2.3 (Izomorfizem grafa). Naj bosta G = (VG , EG) in H = (VH , EH ) grafa. Bijektivno preslikavo

f : VG → VH imenujemo izomorfizem grafov, če velja

{(u, v )} ∈ EG ⇐⇒ {(f (u), f (v ))} ∈ EH , za vsak u, v ∈ VG .

.

Primer 2.3 Naj bosta VG = {1, 2, 3, 4, 5, 6} in VH = {a, b, c, d, e, f} množici vozlišč grafov G in H nasliki 2.3. Potem je preslikava
1 7→ a, 2 7→ f , 3 7→ e, 4 7→ b, 5 7→ c, 6 7→ d,

bijektivna preslikava iz VG na VH , ki povezave grafa G slika v povezave grafa H . Zato sta grafa G in Hizomorfna.
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Slika 2.3: Izomorfna grafa.
Definicija 2.4 (Avtomorfizem grafa oz. simetrija). Naj bo G = (V ,E) graf. Bijektivno preslikavo f : V → V

imenujemo avtomorfizem oziroma simetrija grafa, če velja

{(u, v )} ∈ E ⇐⇒ {(f (u), f (v ))} ∈ E, za vsak u, v ∈ V .

.

Primer 2.4 Preslikava
a 7→ a, b 7→ c, c 7→ d, d 7→ b

je avtomorfizem grafa na sliki 2.4a, saj povezave grafa slika v povezave grafa. Preslikava
q 7→ e, r 7→ w,w 7→ r, e 7→ q

pa je avtomofizem grafa na sliki 2.4b.

b

a

c

d

(a) Graf G.
q

w

e

r

(b) Graf P .
Slika 2.4: Primer grafov.
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Definicija 2.5. Naj bosta u in v vozlišči grafa G = (V ,E). Če obstaja tak avtomorfizem f grafa G, za

katerega velja, da je f (u) = v , pravimo, da sta vozlišči simetrični, sicer sta nesimetrični.

Definicija 2.6. Naj bosta i in j povezavi iz grafa G = (V ,E). Če obstaja tak avtomorfizem g grafa G, za

katerega velja, da je g(i) = j , pravimo, da sta povezavi simetrični, sicer sta nesimetrični.

Definicija 2.7 (Sprehod). Naj bo G graf z n vozlišči. Sprehod w je zaporedje vozlišč in povezav

v0, e1, v1, e2, . . . , vk−1, ek , vk ,

kjer so vi ∈ V , i = 0, . . . , k , in ej ∈ E , j = 1, . . . , k ter velja ej = (vj−1, vj ) za vsak j = 1, . . . , k . Dolžina

sprehoda je enaka k , t.j. število povezav v sprehodu.

Definicija 2.8 (Sled in pot). Naj bo G graf in naj bo w sprehod v grafu G. Če so vse povezave v w različne,

potem sprehodu w rečemo enostavni sprehod ali sled. Če je w enostavni sprehod in so vsa vozlišča v w

različna, potem takemu sprehodu rečemo pot.

Definicija 2.9 (Cikel). Naj bo G graf in naj bo w sprehod v grafu G. Naj bo w oblike

v0, e1, v1, e2, . . . , vk−1, ek , vk ,

kjer so vi ∈ V , i = 0, . . . , k , in ej ∈ E , j = 1, . . . , k ter velja ej = (vj−1, vj ) za vsak j = 1, . . . , k . Če velja,

da je v0 = vk , potem rečemo sprehodu w sklenjen sprehod. Če je sprehod w pot, potem poti w rečemo

sklenjena pot ali cikel.

Grafu, ki ne vsebuje cikla, rečemo aciklični graf.
Primer 2.5 Primer sprehoda v grafu je prikazan na sliki 2.5. Prikazani sprehod je zaporedje sledečihvozlišč in povezav:

A, e1, B, e4, C , e9, G, e8, D, e5, C , e10, E.
Ker se nobena povezava v sprehodu ne ponovi, lahko rečemo temu sprehodu enostaven sprehod. Taenostavni sprehod pa ni pot, ker se vozlišče C pojavi dvakrat. Dolžina sprehoda je 6.
Primer 2.6 V grafu na sliki 2.6 je zaporedje

B, e1, A, e2, F , e7, G, e8, D, e5, C , e10, E

pot dolžine 6.
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Slika 2.5: Sprehod v grafu.
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Slika 2.6: Pot v grafu.
Primer 2.7 Na sliki 2.7 so cikli označeni z rdečo barvo. Ne smemo pozabiti, da graf lahko vsebuje večciklov.

(a) Graf vsebuje dva cikla. (b) Graf vsebuje več ciklov. Označen jesamo eden od možnih.
Slika 2.7: Cikli v grafih.
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Definicija 2.10 (Podgraf). Naj bo G graf z množico vozlišč VG in množico povezav EG in naj bo G′ graf

z množico vozlišč VG′ in množico pavezav EG′ . Če je VG′ podmnožica množice VG in če je vsaka povezava

iz EG′ tudi v EG , potem je G′ podgraf grafa G.

Definicija 2.11 (Povezan graf). Naj bo G graf. Graf je povezan, če med vsakim parom vozlišč u, v ∈ V

obstaja pot.

Primer 2.8 Slika 2.8b prikazuje podgraf grafa na sliki 2.8a.
Primer 2.9 Graf na sliki 2.8a je povezan in graf na sliki na 2.8b je nepovezan, ker ne obstaja nobenapovezava med vozliščem C in vozliščem A ali B.

C

A

B

D

(a) Graf G.

C

A

B
(b) Podgraf G′ grafa G.

Slika 2.8: Podgraf G′ grafa G.
Definicija 2.12 (Drevo). Naj bo G graf. Če med vsemi pari vozlišč i, j ∈ V (G) obstaja enolično določena

pot, potem takemu grafu rečemo drevo.

Trditev 2.1. Vsako drevo T z n vozlišči vsebuje n− 1 povezav.

Dokaz. To trditev dokažemo z indukcijo. Najprej poglejmo za n = 1. Taki grafi imajo n− 1 = 0 povezav.Za n = 2 dobimo dva grafa, in sicer enega s povezavo in enega brez povezave. Graf brez povezave jenepovezan graf, ne vsebuje enolične povezave med dvema vozliščema, zatorej tudi ni drevo. Drugi grafs povezavo je povezan graf, ki ne vsebuje ciklov, zatorej je drevo. Za n = 3 obstajajo 4 grafi, eden z 0povezavo, eden z 1 povezavo, eden z 2 povezavama in eden s 3 povezavami. Grafa brez povezav oziroma zeno povezavo sta nepovezana grafa in graf s 3 povezavami vsebuje cikel. Graf z 2 povezavama je povezanin ne vsebuje cikla. Tako smo pokazali, da trditev velja za n ≤ 3. Predpostavimo, da smo dokazali trditevza vsa drevesa, ki imajo manj kot n vozlišč. Sedaj to dokažemo za drevo z n vozlišči.Odstranimo povezavo e iz drevesa T , s katerim dobimo nov graf T ′ = T − e. Ker je T drevo, potem je
T ′ nepovezan graf. Vsak povezan podgraf T ′ vsebuje eno od krajišč povezave e, zatorej mora T ′ vsebovati
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natanko dva povezana podgrafa T ′1 in T ′2. Ker sta podgrafa T ′1 in T ′2 povezana in aciklična, morata bitidrevesi. Naj bo n1 število vozlišč, ki jih vsebuje T ′1, in n2 število vozlišč, ki jih vsebuje T ′2. Ker smo izdrevesa T odstranili samo povezavo in ne tudi vozlišči, potem mora veljati n1 + n2 = n. Še več, v T ′1 je
n1 − 1 povezav in v T ′2 je n2 − 1 povezav, kar pomeni, da je v T ′ n − 2 povezav. Če vrnemo povezavo enazaj v T ′, potem ima T n− 1 povezav.
Primer 2.10 Primer dveh dreves lahko vidimo na sliki 2.9b in sliki 2.8a.

A

B

D

C

E

GF

e 1

e2 e3

e4
e10e 5

e9

e8e 6
e 11

e7
(a) Graf G.

A

B

D

C

E

GF

e 1

e2

e4

e8 e 11
e7

(b) Vpeto drevo grafa G.
Slika 2.9: Primer vpetega drevesa za graf G.

Definicija 2.13 (Vpeta drevesa). Naj bo G graf in naj bo drevo G′ podgraf grafa G. Če velja V (G) = V (G′),
potem drevesu G′ rečemo vpeto drevo.

Primer 2.11 Primer vpetega drevesa za graf na sliki 2.9a lahko vidimo na sliki 2.9b.Seveda ima v splošnem graf več različnih vpetih dreves.
Definicija 2.14 (Stopnja vozlišč). Naj bo G graf in naj bo v ∈ V . Stopnja st(v ) vozlišča v je število

povezav, ki imajo vozlišče v za svoje krajišče. Največjo stopnjo med vsemi stopnjami vozlišč grafa G
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označimo z ∆(G), najmanǰso pa z σ (G). Za vsako vozlišče v ∈ V (G) torej velja

σ (G) ≤ st(v ) ≤ ∆(G).
Primer 2.12 Vzemimo kot primer graf na sliki 2.10 z množico vozlišč V = {A,B, C,D}. Stopnje vozlišč
A,B, C,D so: st(A) = 2, st(B) = 3, st(C ) = 4, st(D) = 1.

A B

C D

Slika 2.10: Graf z različnimi stopnjami vozlišč.
Omeniti moramo graf poti in cikla.

Definicija 2.15 (Graf poti). Naj bo G = (V ,E) drevo z n vozlišči. Potem je graf G pot Pn, če je najdaljša

pot v G dolga n− 1.

Definicija 2.16 (Graf cikla). Naj bo G = (V ,E) graf z n vozlišči. Če je stopnja st(v ) = 2 za vsak v ∈ V ,

potem takemu grafu pravimo cikel Cn.

Definicija 2.17 (Simetrične matrike). Naj bo A poljubna matrika velikosti n×n in naj bo Aij člen matrike

A, ki se nahaja v i vrstici in j stolpcu. Matrika A je simetrična, če velja

Aij = Aji

za vsak i = 1, . . . , n in j = 1, . . . , n.
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Primer 2.13 Sledeče matrike so simetrične matrike:

0 1 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 00 1 0 1 0 1 00 0 1 0 1 0 00 0 0 1 0 1 00 0 1 0 1 0 10 0 0 0 0 1 0


,


0 2 02 3 10 1 0

 ,


1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1

 .

Definicija 2.18 (Matrika sosednosti). Naj bo G graf, ki vsebuje n vozlišč. Naj bodo vozlišča označena

in urejena od 1, . . . , n. Elementi matrike sosednosti A(G) so definirani kot

A(G)ij =
 k, če sta i in j sta sosednja0, sicer,

kjer je k število različnih povezav med vozlišči i in j v grafu G.

V enostavnih grafih je k = 1.
Primer 2.14 Matrika sosednosti grafa G na sliki 2.11 je

A(G) =


0 1 0 11 0 1 10 1 0 11 1 1 0

 .

Definicija 2.19 (Razdalja). Naj bo G graf in naj bosta i, j ∈ V (G). Razdalja d(i, j) med vozliščema i in j

je dolžina najkraǰse poti med njima. Če med i in j ne obstaja pot, potem razdaljo označimo z d(i, j) =∞.

Definicija 2.20 (Matrika razdalj). Naj bo G graf, ki vsebuje n vozlišč in so označena in urejena od1, . . . , n. Naj bosta i, j ∈ V (G). Potem so elementi matrike razdalj D(G), ki je velika n × n, definirani

kot

D(G)i,j = d(i, j).
Primer 2.15 Vzemimo kot primer graf G na sliki 2.11. Ker ima graf 4 vozlišča, je njena matrika razdalj
D(G) velikosti 4 × 4. Če oštevilčimo vozlišča od 1 do 4 tako kot na sliki 2.11, potem je matrika razdalj
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D(G) enaka

D(G) =


0 1 2 11 0 1 12 1 0 11 1 1 0

 .

1 2

34
Slika 2.11: Graf G

Členi matrike razdalj so seveda odvisni od oštevilčenja vozlišč v grafu.
Definicija 2.21 (Laplaceova matrika). Naj bo G enostaven graf z n vozlišči in naj bo A(G) sosednostna

matrika grafa G. Laplaceova matrika L(G) grafa G je definirana kot

L(G) = ∆ − A(G),
kjer so elementi matrike ∆ enaki

∆ij =
 st(i), če je i = j ,0, sicer

za i = 1, . . . , n in j = 1, . . . , n. Tako so elementi Laplaceove matrike L(G) enaki

L(G)ij =


st(i), če i = j ,

−1, če sta si vozlišči i in j sosednji,0, sicer.

Bralec se lahko hitro prepriča, da je zaradi simetričnosti matrike sosednosti grafa Laplaceova matrikagrafa tudi simetrična.
Primer 2.16 Vzemimo kot primer graf G na sliki 2.12. Laplaceova matrika L za graf G je velika 8× 8 in
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je enaka

L(G) =



1 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 00 −1 2 −1 0 0 00 0 −1 3 −1 −1 00 0 0 −1 3 −1 −10 0 0 −1 −1 2 00 0 0 0 −1 0 1


.

1
23

4 6
5 7

Slika 2.12: Grafa G.

Definicija 2.22 (Invarianta grafa). Lastnosti grafa, ki imajo poleg grafa samega tudi vsi z njim izomorfni

grafi, pravimo invarianta grafa.

Grafovske invariante so na primer: število vozlišč v grafu, število povezav v grafu, število podgrafov,število trikotnikov, . . .
Definicija 2.23 (Topološki indeks). Topološki indeks je funkcija, ki grafu priredi število in predstavlja

grafovsko invarianto.

Topološki indeksi se raziskujejo predvsem v molekularni kemiji, kjer se vsaki molekuli priredi graf. Vkemiji je znanih 200 topoloških indeksov, njihovo število pa še vedno narašča. V nekaterih primerih jekoristno uporabiti primerno kombinacijo različnih indeksov.
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Poglavje 3

Kriteriji za kompleksnostne indekse

Topološke kompleksnostne indekse (TCI) se uporablja za primerjanje grafov. Predvsem se jih uporabljapri aplikacijah teorije grafov pri raziskovanju struktur molekul. TCI morajo izpolnjevati nekatere kriterije,ki si jih bomo ogledali v nadaljevanju. Prve kriterije za te indekse je predlagal Minoli [44] leta 1975:
• TCI se monotono povečuje, če povečujemo število vozlišč v grafu;
• TCI se monotono povečuje, če povečujemo število povezav v grafu;
• TCI se monotono povečuje, če povečujemo stopnjo vozlišč v grafu.

Dvanajst let kasneje sta Bonch in Polansky [16] predlagala naslednje kriterije:
• TCI mora upoštevati različne stopnje kompleksnosti;
• TCI mora kazati večjo odvisnost med elementi sistema;
• TCI se mora monotono povečati s številom različnih kompleksnih funkcij;
• TCI se mora razlikovati za neizomorfne sisteme.

Enajst let kasneje (1998) sta Bertz in Wright [7] preučila Minol-ove in Bonch-Polanskyeve kriterije inna njihovi podlagi predlagala sledeče kriterije:
• TCI se monotono povečuje z dejavniki, ki povečujejo kompleksnost, zajetih v homologne vrste;
• TCI naj bi se povečal, če povečujemo razvejanost in cikličnost;
• TCI se povečuje s številom mnogokratnih povezav;
• TCI mora upoštevati simetrije kot poenostavitev funkcije.
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Dve leti po Bertz-u in Wright-u sta Rücker in Rücker [66] razpravljala o naslednjih primernih lastnostihza TCI:
• TCI naj bi se povečal z velikostjo grafa;
• TCI naj bi se povečal z večanjem razvejanosti grafa;
• TCI naj bi se povečal z večanjem cikličnosti grafa;
• TCI naj bi se povečal z večanjem števila večkratnih povezav v grafu;
• TCI naj bi se povečal z večanjem stopenj vozlišč v grafu;
• TCI naj bi se povečal in pri tem naj ne bi upoštevali simetrije v grafu.

Vsi zgoraj navedeni kriteriji so koristni za TCI. TCI se povečuje, če povečujemo velikost grafa, razvejanost,cikličnost, stopnjo vozlišč in z večanjem večkratnih povezav. TCI pa se zmanjšuje z večanjem simetrije.Te kriterije bomo uporabili v nadaljevanju za določitev in uporabnost TCI.
3.1 Primeri topoloških komplekstnostnih indeksov

Večina indeksov temelji na povezanosti in na razdaljah v grafu. Eden prvih indeksov, in verjetno najboljznan, ki temelji na razdaljah v grafu, je Wienerjev indeks ali Wienerjevo število.
3.1.1 Wienerjev indeks

Leta 1947 je Henry Wiener [25] opazil zelo dobro korelacijo med vreliščem alkanov 1 in vsoto vseh razdaljmed atomi. Na osnovi te opazke je definiral indeks, ki danes nosi njegovo ime.
Definicija 3.1. Naj bo G enostavno povezano drevo. Wienerjevo število WI(G) je vsota vseh razdalj med

vozlišči v grafu G, torej WI(G) = ∑
u,v∈V

dG(u, v ).
Primer 3.1 Kot primer vzemimo graf G na sliki 3.1. Graf vsebuje 4 vozlišča in razdalje med njimi sosledeče: par vozlišč {v1, v2} {v1, v3} {v1, v4} {v2, v3} {v2, v4} {v3, v4}razdalja 1 2 3 1 2 1 .

1Wiener jih je danes nekoliko zastarelo terminologijo imenoval parafini.
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Po definiciji je Wienerjevo število WI(G) za graf G enako

WI(G) = 1 + 2 + 3 + 1 + 2 + 1 = 10.

v1

v2

v3

v4

Slika 3.1: Graf G s štirimi vozlišči in s tremi povezavami.
Wienerjevo število zelo preprosto izračunamo iz matrike razdalj grafa, in sicer kot polovica vsote vsehčlenov v matriki razdalj.

Primer 3.2 Vzemimo graf G iz prejšnjega primera. Matrika najkrajših razdalj D za graf G je

D(G) =


0 1 2 31 0 1 22 1 0 13 2 1 0

 .

Wienerjevo število je tako enako
W (G) = 12 4∑

i=1
4∑
j=1Dij

= 12 · (0 + 1 + 2 + 3 + 1 + 0 + 1 + 2 + 2 + 1 + 0 + 1 + 3 + 2 + 1 + 0)= 12 · 20 = 10.
3.1.2 Minoli indeks

Minoli indeks je vpeljal Minoli [44] leta 1975.
Definicija 3.2. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf. Minoli indeks MI(G) za graf G je definiran,

kot MI(G) = ( |V | · |E ||V |+ |E |
)∑

l
Pl, (3.1)

kjer je |V | število vozlišč, |E | število povezav grafa G in Pl število poti dolžine l v grafu G.
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Primer 3.3 Vzemimo kot primer graf G na sliki 3.1 in narišimo vse poti tako, kot nam kaže slika 3.2.Najkrajša pot je dolga l = 1 in najdalǰsa pot je l = 3. Seštejemo dolžine vseh poti

3∑
l=1 Pl = P1 + P2 + P3 = 3 + 2 + 1 = 6,

vstavimo v enačbo (3.1) in izračunamo indeks
MI(G) = 4 · 34 + 3 · 6 ≈ 10.3

v1

v2 v2

v3 v3

v4

(a) Poti dolžine l = 1 v grafu G.

v1

v2

v3

v2

v3

v4

(b) Poti dolžine l = 2 v grafu G.

v1

v2

v3

v4

(c) Poti dolžine l = 3 v grafu G.
Slika 3.2: Vse poti grafa G na sliki 3.1.

3.1.3 Minoli-Bonchev indeks

Leta 1987 so v članku [19] objavili Minoli-Bonchev indeks, ki se od Minoli indeksa razlikuje v tem, danadomesti število poti Pl, dolžine l s produktom lPl.
Definicija 3.3. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf. Minoli-Bonchev indeks MBI(G) za graf G je
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definiran kot MBI(G) = ( |V | · |E ||V |+ |E |

)
Lp, (3.2)

kjer je |V | število vozlišč, |E | število povezav grafa G in

Lp =∑
l
lPl,

kjer je l dolžina poti in Pl število poti dolžine l v grafu G.

Primer 3.4 Vzemimo kot primer graf G na sliki 3.1. Na sliki 3.2 so prikazane vse poti grafa G, kjer jenajkrajša pot dolga l = 1 in najdalǰsa pot l = 3. Najprej izračunajmo vsoto Lp
Lp = 3∑

l=1(l · Pl)= 3 · 1 + 2 · 2 + 1 · 3 = 10,
nato vstavimo v enačbo (3.2) in izračunamo indeks

MBI(G) = 4 · 34 + 3 · 10 ≈ 17.1.
3.1.4 Bonchev-Trinajstíc indeks

Dve leti po Minoli-Bonchevem indeksu sta Bonchev in Trinajstić v članku [14] predlagala teoretični indeks,ki temelji na razdaljah v grafu.
Definicija 3.4. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf. Bonchev-Trinajstićev indeks BTI(G) za graf

G je definiran kot BTI(G) = n log2 n−∑
l
nl log2 nl, (3.3)

kjer je nl število poti dolžine l v grafu G in n število vseh poti v grafu G oziroma

n =∑
l
nl.

Primer 3.5 Enako kot v preǰsnjih zgledih vzemimo primer grafa iz slike 3.1. Na sliki 3.2 so prikazane vsepoti grafa G, kjer je najkraša pot dolga l = 1 in najdaljša pot l = 3. Dobljene razdalje vstavimo v enačbo
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(3.3) in dobimo

BTI(G) = n log2 n−
3∑
l=1 nl log2 nl = 6 log2 6− (3 log2 3 + 2 log2 2 + 1 log2 1) ≈ 8, 8.

3.1.5 Bertzov indeks

Bertz v članku [8] “razširi” Bonchev-Trinajstić indeks.
Definicija 3.5. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf. Bertzov indeks BI(G) je definiran kot

BI(G) = 2n log2 n−∑
i
ni log2 ni, (3.4)

kjer je n število parov sosednjih povezav v grafu G in ni je število parov sosednjih povezav v grafu G

glede na simetrijo.

Enačba (3.4) predstavlja pragmatično spremembo enačbe (3.3). Bertz doda enačbi (3.3) dodatni izraz
n log2 n in s tem prepreči, da bi bil BI = 0 za vse pare sosednjih povezav v grafu G, ki so enakovredni.Prvi del enačbe (3.4), torej 2n log2 n, upošteva zgradbo grafa G, kot so velikost, razvejanost in cikličnost.V drugem delu enačbe (3.4), torej∑

i
ni log2 ni, obravnava simetrijo grafa G za enakovredne pare sosednjihpovezav.

Primer 3.6 Grafu G na sliki 3.1 označimo simetrijo s črtkano črto in označimo enakovredne pare sosednjihpovezav tako, kot je na sliki 3.3. Bertzov indeks BI(G) za graf G je
BI(G) = 2 · 2 log2 2− (log2 1 + log2 1) = 2.

v1

v2

v3

v4

Slika 3.3: Simetrija grafa G in enakovredni par sosednjih povezav.
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3.1.6 Število vpetih dreves

Prvi avtorji, ki so uporabljali drevesa za kompleksnostne indekse so Bonchev, Kamenski in Temkin [12].Ti avtorji so tudi predlagali metodo za računanje števila vpetih dreves. Gutman je leta 1983 v članku [30]s sodelavci predstavil enostavno metodo za izračun števila vpetih dreves za ravninske grafe, ki vsebujecikle. Za opis te metode potrebujemo sledečo definicijo.
Definicija 3.6 (Notranji dual). Naj bo G = (V ,E) enostaven ravninski graf, ki vsebuje cikle. Notranji

dual G∗ = (V ∗, E∗) grafa G dobimo tako, da dodamo vozlišče v vsako lice grafa G in iz teh vozlišč dobimo

nov graf G∗ tako, da je par vozlišč v G∗ povezanih, če imata lici v G vsaj eno skupno povezavo.

Primer 3.7 Primer pretvorbe grafa G v njegov notranji dual je prikazano na sliki 3.4.

(a) Graf G.
v1

v2

v3

v4

(b) Notranji dual grafa G.
Slika 3.4: Pretvorba grafa G v notranji dual G∗.

Definicija 3.7. Naj bo G = (V ,E) graf, ki vsebuje k ciklov, in naj bo G∗ notranji dual grafa G. Število

vpetih dreves t(G) v grafu G je definirano kot

t(G) = det (∆∗ − A∗) , (3.5)
kjer je A∗ matrika sosednosti notranjega duala G∗ in ∆∗ je diagonalna matrika velikosti k × k z elementi

∆∗i,j =
 dolžina i-tega cikla, i = j0, i 6= j

za i = 1, . . . , k in j = 1, . . . , k .
Število vpetih dreves se lahko izračuna tudi z lastnimi vrednostmi Laplaceove matrike L grafa G
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[45, 69], in sicer kot

t(G) = 1
|V |

V∏
i=2 λi, (3.6)

kjer so λi lastne vrednosti matrike L in velja λ1 < λ2 ≤ . . . ≤ λV ter |V | je število vozlišč grafa G. Pozornimoramo biti, da je najmanjša lastna vrednost Laplaceove matrike λ1 vedno enaka nič.
3.1.7 Indeks povezanih podgrafov

Bertz in Sommer [6] ter Bertz in Wright [7] priporočajo uporabo več vrst povezanih podgrafov.
Definicija 3.8. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf. Z Ns označimo število po obliki enakih

povezanih podgrafov in z Nt število vseh povezanih podgrafov v grafu G.

Bonch [18] uporabi Nt indeks za ocenjevanje kompleksnosti grafa in zato je predlagal dva nova indeksaTC in TC1, ki temeljita na povezanih podgrafih.
Definicija 3.9. Naj bo G = (V ,E) graf in naj bo s povezan podgraf grafa G. Potem je TC indeks definiran

kot vsota stopenj vozlišč v vseh povezanih podgrafih s. Torej kot

TC =∑
s

∑
i

stG(si), (3.7)
kjer je si i-to vozlišče v podgrafu s in stG(si) stopnja tega vozlišča v grafu G.

Indeks TC1 se izračuna podobno le, da se pri tem upošteva stopnja vozlišča sts(si) i-tega vozlišča v

podgrafu s. Torej kot TC1 =∑
s

∑
i

sts(si). (3.8)
Tako je TC vedno večji od TC1, saj je stopnja i-tega vozlišča v podgrafu kvečjemu enaka stopnji istegavozlišča v grafu G.

Primer 3.8 Vsi povezani podgrafi grafa na sliki 3.1 so prikazani na sliki 3.5. Hitro se lahko prepričamo,da je število neizomorfnih podgrafov enako Ns = 4 in število vseh povezanih podgrafov enako Nt = 10.
Primer 3.9 Vzemimo graf iz preǰsnjega primera in označimo stopnjo vozlišč za indeksa TC in TC1 tako, kotnam kaže slika 3.6a in slika 3.6b. Stopnje vozlišč vseh podgrafov seštejemo in dobimo, da je TC1 = 20.Podobno naredimo za TC indeks, pri katerem moramo gledati stopnjo vozlišč prvotnega (originalnega)grafa. Seštejemo oznake vozlišč po vseh podgrafih in tako dobimo, da je TC = 32.
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Slika 3.5: Vsi podgrafi grafa G na sliki 3.1.

3.1.8 Število skupnih sprehodov

Rücker in Rücker [66, 61] sta predlagala indeks za računanje števila skupnih sprehodov twc. Indeks twcse lahko izračuna z vsoto števil t.i. atomskih sprehodov awc in z vsoto števil t.i. molekularnih sprehodovmwc.
Definicija 3.10. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf z n vozlišči. Potem je število atomskih

sprehodov awc
l

(i) število vseh možnih sprehodov dolžine l, ki se začnejo v vozlišču i:

awc
l

(i) = n∑
j=1 A

l
ij . (3.9)

Število molekularnih sprehodov mwc
l

je vsota vseh atomskih sprehodov dolžine l

mwc
l

= n∑
i=1 awc

l
(i). (3.10)

Sedaj lahko definiramo twc in sicer kot vsoto vseh molekularnih sprehodov mwc
l

. Torej

twc = n−1∑
l=1 mwc

l
. (3.11)

Simetrično modificiran twc se imenuje sprehod kompleksnosti wcx [66, 28].
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(a) Stopnje vozlišč za izračun TC1 indeksa.
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(b) Stopnje vozlišč za izračun TC indeksa.
Slika 3.6: Podgrafi in stopnje vozlišč za izračun TC in TC1 indeksa.

Definicija 3.11. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf z n vozlišči in naj bo awc
l

(i) število atomskih

sprehodov dožine l, ki se začnejo v vozlišču i. Naj bo awcs(i) sledeča vsota

awcs(i) = n−1∑
l=1 awc

l
(i). (3.12)

Potem je indeks wcx podan z naslednjo enačbo

wcx =∑
i∈V

awcs(i), (3.13)
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kjer se vozlišče i prvič pojavi glede na simetrijo.

Z drugimi besedamo wcx upošteva samo različna vozlišča glede na simetrijo.
Primer 3.10 Vzemimo primer grafa iz slike 3.1. Sestavimo matriko sosednosti A in izračunajmo A2 in A3:

A =


0 1 0 01 0 1 00 1 0 10 0 1 0

 , A
2 =


1 0 1 00 2 0 11 0 2 00 1 0 1

 , A
3 =


0 2 0 12 0 3 00 3 0 21 0 2 0

 .

Spomnimo se, da če je A matrika sosednosti, potem [Ak]ij predstavlja vse poti dolžine k , ki se začnejo vvozlišču i in končajo v vozlišču j . Število atomskih sprehodov awc
l

(i) in število molekularnih sprehodov jetorej: awc
l

(i) l = 1 l = 2 l = 3
awc
l

(1) 1 2 3
awc
l

(2) 2 3 5
awc
l

(3) 2 3 5
awc
l

(4) 1 2 3
mwc
l

6 10 16

.

Sledi, da je twc = mwc1 + mwc2 + mwc3 = 6 + 10 + 16 = 32.
Sedaj pa izračunajmo wcx. Podobno kot prej izračunamo

awc
l

(i) l = 1 l = 2 l = 3 awcs(i)
awc
l

(1) 1 2 3 6
awc
l

(2) 2 3 5 10
awc
l

(3) 2 3 5 10
awc
l

(4) 1 2 3 6
.

Ker sta vozlišči 1 in 4 ter 2 in 3 simetrični, pri izračunu wcx ne upoštevamo vozlišč 4 in 3. Tako je wcxenak wcx = awcs(1) + awcs(2) = 6 + 10 = 16.
Obstaja še en način za izračun skupnega števila sprehodov twc, in sicer z uporabo razmerja med
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Morganovimi podalǰsanimi povezavami MEC [46] in sosednjimi vozlišči. To razmerje je najprej opazilRazinger [57]; Rücker in Rücker [61] pa sta dokazala, da sta matriki MEC in awc

l
identični. Matriko awc

l(torej za sprehode dolžine l) dobimo tako, da vsakemu vozlišču v grafu G določimo novo utež, in sicer kotvsoto uteži vseh sosednjih vozlišč. Ta postopek ponovimo n − 1 krat. Začetna utež vozlišča je stopnjavozlišča v grafu G.Zato je za izračun twc pri velikih grafih potrebno le zaporedje dodatnih korakov. Rücker in Rücker [61]ta postopek poimenujeta vsota Morganovih postopkov. Na podlagi teh postopkov so pripravili računalniškiprogram MORGAN.
Primer 3.11 Kot primer vzemimo graf iz prejšnjega primera in označimo stopnjo vozlišč tako, kot namprikazuje slika 3.7a. Nato izvedemo n − 1 iteracij, kjer v vsaki iteraciji izračunamo novo utež vozlišča,in sicer kot vsoto uteži vseh njegovih sosedov. Na slikah 3.7b - 3.7d lahko vidimo potek treh iteracij. Iz

1

2

2

1

(a) Graf G. 1

2

2

1

(b) mwc1 = 6

2

3

3

2

(c) mwc2 = 10 3

5

5

3

(d) mwc3 = 16
Slika 3.7: Molekularni sprehodi grafa G.

tega sledi, da je twc = mwc1 + mwc2 + mwc3 = 6 + 10 + 16. Podoben razmislek nam da wcx.
3.1.9 Kompleksnostni Randícev indeks

Randićev indeks (RCI) [55] je odvisen od simetrije indeksa, ki temelji na stopnji vozlišč [54, 53].
Definicija 3.12. Naj bo G = (V ,E) enostaven povezan graf z n vozlišči. Potem je Randićev komplek-

snostni indeks RCI(G) grafa G enak

RCI(G) = n∗∑
i=1

n∑
j=1

st(j)2l(i,j) , (3.14)
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kjer je n∗ število vozlišč, ki niso simetrična, in l(i, j) je razdalja od vozlišča i do vozlišča j .

Primer 3.12 Tudi tokrat kot primer vzemimo graf na sliki 3.1. RCI indeks najlažje izračunamo s pomočjomatrike, kjer je st(j)2l(i,j) element i-te vrstice in j-tega stolpca. Najprej oblikujemo matriko DRCI:

DRCI =


st(1)2l(1,1) st(2)2l(1,2) st(3)2l(1,3) st(4)2l(1,4)st(1)2l(2,1) st(2)2l(2,2) st(3)2l(2,3) st(4)2l(2,4)st(1)2l(3,1) st(2)2l(3,2) st(3)2l(3,3) st(4)2l(3,4)st(1)2l(4,1) st(2)2l(4,2) st(3)2l(4,3) st(4)2l(4,4)

 =


st(1)2l(1,1) st(2)2l(1,2) st(3)2l(1,3) st(4)2l(1,4)st(1)2l(1,2) st(2)2l(2,2) st(3)2l(2,3) st(4)2l(2,4)st(1)2l(1,3) st(2)2l(2,3) st(3)2l(3,3) st(4)2l(3,4)st(1)2l(1,4) st(2)2l(2,4) st(3)2l(3,4) st(4)2l(4,4)


Stopnja prvega in zadnjega vozlišča je enaka st(1) = st(4) = 1, stopnja drugega in tretjega vozlišča jest(2) = st(3) = 2. Zato je matrika DRCI enaka

DRCI =


120 221 222 123
121 220 221 122
122 221 220 121
123 222 221 120

 =


1 1 12 1812 2 1 1414 1 2 1218 12 1 1


Vrstice matrike DRCI seštejemo. Pri čemer iz vsakega simetrijskega razreda vzamemo le eno vozlišče. Vnašem primeru seštejemo elemente prve in druge vrstice in dobimo RCI ≈ 6, 4.
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Poglavje 4

Uporabnost in ocenitev topoloških

kompleksnostnih indeksov

V tem poglavju bomo videli, kako se določeni indeksi obnašajo na posebnih primerih grafov.
4.1 Kompleksnostni indeksi poti

Obravnavali bomo poti, ki vsebujejo od dveh do osem vozlišč. Preučili bomo, kako se obnašajo indeksi zvečanjem števila vozlišč. Poti so primerne za uporabo, saj njihova zgradba močno vpliva na kompleksnostin velikost. Vendar pa obstaja še ena zgradba, ki je prisotna na drevesih in se ji ni mogoče izogniti. Toso simetrije. Obravnavane poti so upodobljene na sliki (4.1), njihovi indeksi pa so navedeni v tabeli 4.1.Iz tabele 4.1 je razvidno, da se indeksi povečujejo z večanjem števila poti oziroma z velikostjo drevesa.
Definicija 4.1 (Graf poti). Naj bo G = (V ,E) drevo z n vozlišči. Potem je graf G pot Pn, če je najdaljša

pot v G dolga n− 1.

Primeri poti lahko vidimo na sliki 4.1 na strani 37.
4.1.1 MI in MBI indeks

Trditev 4.1. MI(Pn) za pot Pn je enak

MI(Pn) = n2(n− 1)24n− 2 . (4.1)
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Dokaz. Vseh povezav v drevesu je e = n− 1. Ker gre za pot, je ∑

l
Pl enak

∑
l
Pl = e∑

l=1((n− 1)− l+ 1)
= n−1∑

l=1 (n− l)= n−1∑
l=1 n−

n−1∑
l=1 l= (n− 1)n− (n−1)n2= (n−1)n2 .

Če to vstavimo v originalno formulo za MI, dobimo:
MI(Pn) = ne

n+e∑
l
Pl

= n(n−1)
n+(n−1) · (n−1)n2= n2(n−1)22(2n−1)= n2(n−1)24n−2 .

Trditev 4.2. MBI(Pn) indeks za pot Pn je enak

MBI(Pn) = n2(n+ 1)(n− 1)26(2n− 1) . (4.2)
Dokaz. Vseh povezav v drevesu je e = n− 1. Ker gre za pot, potem sledi, da je

∑
l
lPl = e∑

l=1 l((n− 1)− l+ 1)
= n−1∑

l=1 l(n− l)= n−1∑
l=1 ln−

n−1∑
l=1 l2= n

n−1∑
l=1 l−

n−1∑
l=1 l2= n (n−1)n2 − (n−1)n(2n−1)6= n(n− 1)(n2 − (2n−1)6

)
= n(n− 1)( 3n−(2n−1)6

)
= n(n− 1) (n+16 ) .
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Če to vstavimo v originalno formulo MBI, dobimo:

MBI(Pn) = ne
n+e∑

l
lPl

= n(n−1)
n+(n−1)n(n− 1) (n+16 )= n2(n−1)2(n+1)6(2n−1) .

4.1.2 BTI in BI indeks

Da se izognemo težavam pri označevanju, bomo v tem podpoglavju število vozlišč v grafu označevali z m.
Trditev 4.3. BTI(Pm) indeks za pot Pm je enak

BTI(Pm) = (m2
) log2

(
m2
)
−

m−1∑
i=2 i log2 i. (4.3)

Dokaz. Število poti, ki imajo dožino l, je v poti Pm enako
nl = V − l, l = 1, . . . , n− 1.

Ker je vseh poti v Pm
n = m−1∑

l=1 nl= m−1∑
l=1 (m− l)

= m−1∑
l=1 m−

m−1∑
l=1 l= (m− 1)m− (m−1)m2= m(m−1)2= (m2)

in ker lahko vsoto m−1∑
l=1 nl log2 nl zapišemo kot

m−1∑
l=1 nl log2 nl = (m− 1) log2(m− 1) + (m− 2) log2(m− 2) + · · ·+ 2 log2 2 + 1 log2 1

= (m− 1) log2(m− 1) + (m− 2) log2(m− 2) + · · ·+ 2 log2 2
= V−1∑

i=2 i log2 i,
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dobimo: BTI(Pm) = n log2 n− m−1∑

l
nl log2 nl

= (m2) log2 (m2)− m−1∑
i=2 i log2 i.

Trditev 4.4. BI(Pm) indeks za pot Pm je enak

BI(Pm) =
 2(m− 2) log2(m− 2)− (m− 2), če je m sod,2(m− 2) log2(m− 2)− (m− 3), če je m lih.

(4.4)
Dokaz. Vseh parov povezav, ki imajo eno skupno krajišče v grafu, je n = m−2. Najprej si oglejmo primer,ko je število m sodo število. V tem primeru je vseh simetričnih povezav v drevesu enako m2 − 1 = m−22 .Če podatke vstavimo v originalno formulo, dobimo

BI(Pm) = 2n log2 n−∑
i
ni log2 ni

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−22∑
i=1 2 log2 2

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−22∑
i=1 2

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−22 · 2= 2(m− 2) log2(m− 2)− (m− 2).
V primeru, da je m liho število, je v drevesu simetričnih povezav m−12 − 1 = m−1−22 = m−32 . Če podatkevstavimo v originalno formulo, dobimo

BI(Pm) = 2n log2 n−∑
i
ni log2 ni

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−32∑
i=1 2 log2 2

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−32∑
i=1 2

= 2(m− 2) log2(m− 2)− m−32 · 2= 2(m− 2) log2(m− 2)− (m− 3).

4.1.3 t(Pn) indeks

Indeks t(Pn) ni podan, saj je Pn aciklični graf.



Prodanović S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafovUniverza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 31
4.1.4 Indeks povezanih podgrafov

Trditev 4.5. Indeksa Ns(Pm) in Nt(Pm) za pot Pm sta enaka

Ns(Pm) = m (4.5)
in Nt(Pm) = m(m+ 1)2 . (4.6)
Dokaz. Naj bo ni = m − i število vseh podgrafov dolžine i, kjer je i = 0, . . . , m − 1. Število različnihpodgrafov je seveda enako m. Od tod sledi, da je Ns(Pm) = m. Vseh podgrafov pa je enako

Nt(Pm) = m−1∑
i=0 ni= m−1∑
i=0 (m− i)

= m−1∑
i=0 m−

m−1∑
i=0 i= m ·m−
m−1∑
i=1 i= m ·m− (m−1)m2= 2m2−(m2−m)2= 2m2−m2+m2= m2+m2= m(m+1)2

4.1.5 TC in TC1 indeks

Trditev 4.6. Indeksa TC(Pm) in TC1(Pm) za pot Pm sta enaka

TC(Pm) = m(m− 1)(m+ 4)3 (4.7)
in TC1(Pm) = m(m2 − 1)3 . (4.8)
Dokaz. Najprej dokažimo formulo (4.8). Vsota stopenj vozlišč podpoti v Pm dolžine 0 ≤ l ≤ m − 1, je
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enaka dl = 2l. Vseh podgrafov dolžine l je nl = m− l. Torej indeks TC1(Pm) lahko zapišemo kot

TC1(Pm) = m−1∑
l=0 nl · dl= m−1∑
l=0 (m− l) · 2l

= m−1∑
l=0 (2ml− 2l2)

= 2m m−1∑
l=0 l− 2 m−1∑

l=0 l2= 2m (m−1)m2 − 2 (m−1)m(2(m−1)+1)6= m(m− 1)m− (m−1)m(2(m−1)+1)3= m(m− 1) (m− 2m−2+13 )
= m(m− 1)( 3m3 − (2m−1)3

)
= m(m− 1) 3m−(2m−1)3= m(m− 1)m+13= m(m2−1)3 .

Dokaz formule (4.7) je dokaj podoben dokazu za formulo (4.8). Naj bo 0 ≤ l ≤ m − 1 neka dolžinapodpoti v Pm. Potem je število vseh podpoti enako nl. Če vzamemo, da je stopnja vseh vozlišč enaka 2(vključno s prvim in zadnjim vozliščem), potem je vsota vseh stopenj v vseh podgrafih enaka nl · 2(l+ 1).Vendar moramo upoštevati, da je stopnja prvega in zadnjega vozlišča enaka 1, zato to vrednost zmanǰsamoza 2. Torej je vsota vseh stopenj v podgrafih dolžine l enaka nl · 2(l+ 1)− 2.
TC(Pm) = m−1∑

l=0 nl · 2(l+ 1)− 2
= m−1∑

l=0 (m− l) · 2(l+ 1)− 2
= m−1∑

l=0 2 ((m− l) · (l+ 1)− 1)
= m−1∑

l=0 2 ((ml+m− l2 − l)− 1)
= m−1∑

l=0 2 ((ml+m)− l2 − (l+ 1))
= m−1∑

l=0 2 (m(l+ 1)− l2 − (l+ 1))
= m−1∑

l=0 2 ((m− 1)(l+ 1)− l2))
= 2(m− 1) m−1∑

l=0 (l+ 1)− 2 m−1∑
l=0 l2= 2(m− 1)m(m+1)2 − 2 (m−1)m(2(m−1)+1)6
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= m(m− 1) ((m+ 1)− 2m−13 )
= m(m− 1) 3(m+1)−(2m−1)3= m(m− 1) 3m+3−2m+13= m(m− 1)m+43= m(m−1)(m+4)3 .

4.1.6 RCI indeks

Trditev 4.7. RCI(Pm) za pot Pm je enak

RCI(Pm) =
 3m− 6 + 62m , če je m sod,3m− 3− 3(2 (m−1)2 −1)2m−1 , če je m lih.

(4.9)
Dokaz. Preden začnemo z dokazom, je dobro vedeti, da je

x∑
i=0

12i = 2x+1 − 12x
in

x∑
i=1 2i = 2 (2x − 1) .

Pokazali smo, kako ustvarimo matriko, s pomočjo katere izračunamo RCI indeks. Ta ima v primeru poti
Pm obliko

DRCI =



120 221 · · · · · · 12m−1
121 220 221 . . . 12m−2... . . . . . . . . . ...
12m−2 . . . 221 220 121
12m−1 · · · · · · · · · 120


.
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Matriko DRCI lahko zapišemo v obliki

DRCI = 2 ·



120 121 · · · · · · 12m−1
121 120 121 . . . 12m−2... . . . . . . . . . ...
12m−2 . . . 121 120 121
12m−1 · · · · · · · · · 120


−



120 0 · · · 0 12m−1
121 0 · · · 0 12m−2... ... ... ... ...
12m−2 0 · · · 0 121
12m−1 0 · · · 0 120


.

Ker moramo za izračun indeksa izločiti simetrije, matriko DRCI reduciramo na

D∗RCI = 2 ·


120 121 · · · · · · · · · · · · 12m−1
121 120 121 . . . . . . . . . 12m−2... . . . . . . . . . . . . . . . ...
12 m2 · · · 121 120 121 · · · 12 m+12

−


120 0 · · · 0 12m−1
121 0 · · · 0 12m−2... ... ... ... ...
12 m2 0 · · · 0 12 m+12

 ,

če je sodo število vozlišč v Pm in na

D∗RCI = 2 ·


120 121 · · · · · · · · · · · · 12m−1
121 120 121 . . . . . . . . . 12m−2... . . . . . . . . . . . . . . . ...
12 m+12 · · · 121 120 121 · · · 12 m+12

−


120 0 · · · 0 12m−1
121 0 · · · 0 12m−2... ... ... ... ...
12 m+12 0 · · · 0 12 m+12

 ,

če je liho število vozlišč v Pm.Recimo najprej, da ima Pm sodo mnogo vozlišč, torej da je m sodo število. Potem je:
RCI(Pm) = 2 m2∑

i=1
(
i−1∑
j=0 12j + m−i∑

j=1 12j
)
−

m−1∑
k=0 12k

= 2 m2∑
i=1
( 2i−1+1−12i−1 + 2m−i−12m−i

)
− 2m−1+1−12m−1

= 2 m2∑
i=1
( (2i−1)·2m−i+12i−1·2m−i+1 + (2m−i−1)·2i2m

)
−
( 2·2m−22m )

= 2 m2∑
i=1
( (2i·2m−i+1−2m−i+1)2m + (2m−i·2i−2i)2m

)+ ( 2−2·2m2m )
= 2 m2∑

i=1
( 2m+1−2m−i+1+2m−2i2m

)+ ( 2−2·2m2m )
= 2 m2∑

i=1
( 3·2m−2m−i+1−2i2m

)+ ( 2−2·2m2m )
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= 2 m2∑

i=1
(3− 22i − 2i2m

)+ ( 2−2·2m2m )
= 2(3m2 − 2(2 m2 −1)2 m2 −

2(2 m2 −1)2m
)+ ( 2−2·2m2m )

= 3m− ( 2·2(2 m2 −1)2 m2 + 2·2(2 m2 −1)2m
)+ ( 2−2·2m2m )

= 3m− ( 4(2 m2 −1)2 m2 + 4(2 m2 −1)2m
)+ ( 2−2·2m2m )

= 3m− ( 4(2 m2 −1)2 m2 + 4(2 m2 −1)2m
)+ ( 2−2·2m2m )

= 3m− 4(2 m2 −1)2m (2 m2 + 1)+ ( 2−2·2m2m )
= 3m− 4(2m−1)2m + ( 2−2·2m2m )
= 3m+ −4·2m+4+2−2·2m2m= 3m+ −6·2m+62m= 3m− 6 + 62m .

Sedaj pa si oglejmo še primer, ko je m liho število.
RCI(Pm) = 2 m+12∑

i=1
(
i−1∑
j=0 12j + m−i∑

j=1 12j
)
−

m−1∑
k=0 12k − 12 m−12

= 2 m+12∑
i=1
( 2i−1+1−12i−1 + 2m−i−12m−i

)
− 2m−1+1−12m−1 − 2 m−122m−1

= 2 m+12∑
i=1
( (2i−1)·2m−i+12i−1·2m−i+1 + (2m−i−1)·2i2m

)
− 2m−1+2 m−122m−1

= 2 m+12∑
i=1
( (2i·2m−i+1−2m−i+1)2m + (2m−i·2i−2i)2m

)
− 2m−1+2 m−122m−1

= 2 m+12∑
i=1
( 2m+1−2m−i+1+2m−2i2m

)
− 2m−1+2 m−122m−1

= 2 m+12∑
i=1
( 3·2m−2m−i+1−2i2m

)
− 2m−1+2 m−122m−1

= 2 m+12∑
i=1
(3− 22i − 2i2m

)
− 2m−1+2 m−122m−1

= 23 · m+12 − 2(2 m+12 −1)
2 m+12 −

2(2 m+12 −1)2m
− 2m−1+2 m−122m−1

= 3 (m+ 1)− 2(2 m+12 −1)
2 m+12 −1 −

2(2 m+12 −1)2m−1 − 2m−1+2 m−122m−1
= 3 (m+ 1)− 2(2 m+12 −1)2 m−122m−1 −

2(2 m+12 −1)2m−1 − 2m−1+2 m−122m−1
= 3 (m+ 1)− 2(2 m+12 −1)2 m−12 +2(2 m+12 −1)+2m−1+2 m−122m−1
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= 3 (m+ 1)− 2m+1−2 m+12 +2·2 m+12 −2+2m−1+2 m−122m−1= 3 (m+ 1)− 3·2m−2·2 m−12 +22·2 m−12 −3+2 m−122m−1= 3m+ 3− 3·2m+3·2 m−12 −32m−1= 3m+ 3− 3·2m2m−1 − 3·2 m−12 −32m−1= 3m− 3− 3(2 (m−1)2 −1)2m−1 .

4.1.7 Število skupnih poti

Trditev 4.8. Indeks twc za pot Pm je enak

twc = mwc
m
−2m+ m−1∑

i=0 si, (4.10)
ker je

mwc
l

= 2lm− l−1∑
i=0 2l−1−isi (l ≤ m) (4.11)

in

si =
 2( ii2), če je m sod,2( i

i+12
)
, če je m lih.

(4.12)
Dokaz trditve bralec lahko prebere v [61, 66].

4.1.8 Sprehod kompleksnosti

Trditev 4.9. Indeks wcx za pot Pm je enak

wcx = 12
(mwc

m
−2m+ m−1∑

i=0 si
) (4.13)

in je definiran le za soda števila m.

Dokaz trditve bralec lahko prebere v [61, 66].
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f)

(g)
Slika 4.1: Poti.

slika Topološki kompleksnostni indeksiMI WI MBI BTI BI Ns Nt TC TC1 RCI twc wcx4.1a 1 0.7 0.7 0 - 2 3 4 2 1.5 2 14.1b 4 3.6 4.8 2.8 0.0 3 6 14 8 5.3 10 74.1c 10 10.3 17.8 8.8 2.0 4 10 32 20 6.4 32 164.1d 20 22.2 44.4 18.5 7.5 5 15 60 40 11.4 88 564.1e 35 40.9 95.5 32.2 12.0 6 21 100 70 12.1 222 1114.1f 56 67.8 180.9 50.4 19.2 7 28 154 112 17.7 536 3204.1g 84 104.5 313.6 73.1 25.0 8 36 224 168 18.0 1254 617
Tabela 4.1: Topološka kompleksnost indeksov za poti na sliki 4.1.

Legenda:WI = Wienerjev indeks; MI = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajstić indeks, BI = Bertzovindeks; Ns, Nt = število in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randićev kompleksnosti indeks, twc= skupni sprehodi; wcx = sprehod kompleksnosti

4.2 Kompleksnost ciklov

V tem sklopu si bomo ogledali topološke indekse ciklov Cm. Na sliki 4.3 prikazujemo cikle Cm za
m ∈ {3, . . . , 8}, njihovi indeksi pa so navedeni v tabeli (4.2).
4.2.1 MI in MBI indeks

Trditev 4.10. MI(Cm) indeks za cikel Cm je enak

MI(Cm) = m2(m− 1)2 . (4.14)
Dokaz. Poljubno vozlišče i je začetek poti dolžine l za 1 ≤ l ≤ m− 1. Vseh poti, ki se začnejo v vozlišču
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i je m − 1. Ker je v ciklu m vozlišč, sledi, da je ∑

l
Pl = m(m − 1). Če to vstavimo v originalno formuloza MI dobimo: MI(Cm) = |V ||E |
|V |+|E |∑

l
Pl

= m·m
m+m · (m− 1)m= m2·(m−1)m2m= m2·(m−1)2 .

Trditev 4.11. MBI(Cm) indeks za cikel Cm je enak

MBI(Cm) = m3(m− 1)4 . (4.15)
Dokaz. V ciklu Cm je natanko m poti dolžine l, 1 ≤ l ≤ m− 1. Zato je

∑
l
lPl = m−1∑

l=1 lPl= m−1∑
l=1 lm= m
m−1∑
l=1 l= mm(m−1)2= m2(m−1)2 .

Vsoto vstavimo v originalno formulo za MBI in dobimo
MBI(Cm) = |V ||E |

|V |+|E |∑
l
lPl

= m·m
m+m m2(m−1)2= m·m2m m2(m−1)2= m3(m−1)4 .

4.2.2 BTI in BI indeks

Trditev 4.12. BTI(Cm) indeks za Cm je enak

BTI(Cm) =

(m2) log2(m− 1)− m(m−2)2 , če je m sod,(m2) log2 m−12 , če je m lih.
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Dokaz. Privzemimo, da je m liho število. Potem je najdalǰsa pot v Cm dolga ravno m−12 . Število vseh potiv Cm dolžine i, za 1 ≤ i ≤ m−12 pa je ravno m. Vseh poti v grafu je n = (m2). Če to vstavimo v formulo(3.3), dobimo BTI(Cm) = n log2 n−∑

l
nl log2 nl

= (m2) log2 (m2)− m−12∑
l=1 m log2m

= (m2) log2 (m2)− m−12 m log2m= (m2) (log2 (m2)− log2m)= (m2) (log2m+ log2 m−12 − log2m)= (m2) log2 m−12 .

Naj bo sedaj m sodo število. Potem imamo v Cm natanko m2 najdaljših poti dolžine m2 . Preostalihkrajših poti med vozlišči je m za vsako pot dolžine i = 1, . . . , m2 −1. Če to vstavimo v formulo (3.3), dobimo
BTI(Cm) = n log2 n−∑

l
nl log2 nl

= (m2) log2 (m2)− m2 −1∑
l=1 m log2m− m2 log2 m2

= (m2) log2m+ (m2) log2(m− 1)− (m2) log2 2− (m2 − 1)m log2m− m2 log2m+ m2 log2 2= (m2) log2m+ (m2) log2(m− 1)− (m2)− (m2 − 1)m log2m− m2 log2m+ m2= ((m2)−m (m2 − 1)− m2 ) log2m+ (m2) log2(m− 1)− (m2)+ m2= m2−m−m2+2m−m2 log2m+ (m2) log2(m− 1)− (m2−m2 − m2
)

= 02 log2m+ (m2) log2(m− 1)− m2−2m2= (m2) log2(m− 1)− m(m−2)2 .

Trditev 4.13. BI(Cm) za Cm je enak BI(Cm) = m log2m.
Dokaz. Bertzov indeks je v osnovi definiran kot

BI = 2n log2 n−∑
i
ni log2 ni,

kjer je n število vseh sosednjih povezav in ni število vseh sosednjih povezav glede na i-to simetrijo. Ker
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imamo opravka s cikli, sta n in ni enaka številu m. Sledi, da indeks lahko poenostavimo v sledečo obliko

BI(Cm) = 2n log2 n−∑
i
ni log2 ni

= 2m log2m−m log2m= m log2m.

4.2.3 t(Cm) indeks

Trditev 4.14. t(Cm) indeks za Cm je enak t(G) = m.

Dokaz. Notranji dual cikla je eno samo vozlišče brez povezav. Iz tega sledi, da je matrika sosednosti
A∗ = [0] in ∆∗ = [m]. Ker je A∗ ničelna matrika, je L∗ = ∆∗. Sledi, da je indeks enak

t(G) = det L∗= det ∆∗= m.

4.2.4 Indeks povezanih podgrafov

Trditev 4.15. Število povezanih podgrafov Ns(Cm) za Cm je enak

Ns(Cm) = m+ 1.
Dokaz. V grafu imamo m podgrafov, ki imajo dolžino med 0 in m− 1 in vsi so poti. Tej množici podgrafovdodamo še sam cikel (graf je tudi sam sebi podgraf). Torej število povezanih podgrafov je enako

Ns = m+ 1.

Trditev 4.16. Število vseh povezanih podgrafov Nt(Cm) za Cm je enak

Nt(Cm) = m2 + 1.
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Dokaz. Število vseh podgrafov dolžine l, 0 ≤ l < m (če je podgraf pot), je m. Le v primeru, ko je l = m,takrat imamo samo en podgraf in sicer kar sam cikel. S formulo zapisano

Nt(Cm) = m−1∑
l=0 m+ 1

= m ·m+ 1= m2 + 1.

4.2.5 TC in TC1 indeks

Trditev 4.17. TC(Cm) indeks za Cm je enak

TC(Cm) = m(m(m+ 1) + 2).
Dokaz. Vsota stopenj vozlišč v grafu Cm, ki pripadajo podpoti dolžine l, kjer je 0 ≤ l < m (ko je podgrafpot), je enaka 2(l+1), saj so v Cm vsa vozlišča stopnje 2. Izjema je podgraf dolžine l = m (torej cikel). Taje samo eden in vsota njegovih stopenj je enaka 2m. Formula za TC(Cm) indeks za cikle je zato sledeča.

TC(Cm) = m−1∑
l=0 m · 2(l+ 1) + 2m

= 2m m−1∑
l=0 (l+ 1) + 2m

= 2m(m−1∑
l=0 l+ m−1∑

l=0 1)+ 2m
= 2m( (m−1)m2 +m

)+ 2m
= (m− 1)m2 + 2m2 + 2m= m ((m− 1)m+ 2m+ 2)= m (m ((m− 1) + 2) + 2)= m (m (m+ 1) + 2) .

Trditev 4.18. TC1(Cm) indeks za Cm je enak

TC1(Cm) = m(m(m− 1) + 2)
Dokaz. Vsota stopenj vozlišč v podpoti podgrafa dolžine l, kjer je 0 ≤ l < m (če je podgraf pot), je enak
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2(l+ 1)− 2 = 2l in vseh podpoti dolžine l je m. Izjema je podgraf dolžine l = m (torej cikel). Ta je samoeden in vsota njegovih stopenj je 2m. Formula za TC1(Cm) indeks za cikle je torej sledeča:

TC1(Cm) = m−1∑
l=0 m · 2l+ 2m

= 2m m−1∑
l=0 l+ 2m

= 2mm(m−1)2 + 2m= m (m(m− 1) + 2) .

4.2.6 RCI indeks

Trditev 4.19. RCI(Cm) indeks za Cm je enak

RCI(Cm) =


6(2 m2 −1)2 m2 , če je m sod,6− 12 (m−5)2 , če je m lih.

Dokaz. Po enačbi (3.14) je RCI indeks enak
RCI = m∗∑

i=1
m∑
j=1

dj2l(i,j) .
Ker imamo opravka s cikli, je vrednost m∗ = 1 in dj = 2 za 1 ≤ j ≤ m. Zato lahko enačbo zapišemo kot

RCI(Cm) = 2 m∑
j=1

12l(i,j) .
Najprej predpostavimo, da je m liho število. Ker je potem v Cm liho število vozlišč, je RCI(Cm) enak

RCI(Cm) = 2 m∑
j=1 12l(i,j)

= 2( 120 + 121 + 121 + 122 + 122 + · · ·+ 12 m−22 + 12 m−22 + 12 m−12 + 12 m−12
)

= 2(1 + 2 · 121 + 2 · 122 + · · ·+ 2 · 12 m−22 + 2 · 12 m−12
)

= 2(1 + 2 · ( 121 + 122 + · · ·+ 12 m−22 + 12 m−12
))

= 2(1 + 2 · m−12∑
i=1 12i

)
.
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Ker je vsota n∑

i=1 12i enaka
n∑
i=1

12i = 2n − 12n = 1− 12n ,
lahko enačbo zapišemo kot

RCI(Cm) = 2(1 + 2 · m−12∑
i=1 12i

)
= 2(1 + 2 · (1− 12 m−12

))
= 2 + 22 · (1− 12 m−12

)
= 2 + 22 − 222 m−12= 6− 12 m−12 ·2−2= 6− 12 m−1−42= 6− 12 m−52 .

Sedaj pa predpostavimo, da ima Cm sodo število vozlišč. Potem je RCI(Cm) enak
RCI(Cm) = 2 m∑

j=1 12l(i,j)
= 2( 120 + 121 + 121 + 122 + 122 + · · ·+ 12 m−12 + 12 m−12 + 12 m2

)
= 2( 120 + 121 + 121 + 122 + 122 + · · ·+ 12 m−12 + 12 m−12 + 12 m2 + 12 m2 − 12 m2

)
= 2(1 + 2 · 121 + 2 · 122 + · · ·+ 2 · 12 m−12 + 2 · 12 m2 − 12 m2

)
= 2(1 + 2 · ( 121 + 122 + · · ·+ 12 m−12 + 12 m2

)
− 12 m2

)
= 2(1 + 2 · m2∑

i=1 12i − 12 m2
)

= 2(1 + 2 · 2 m2 −12 m2 − 12 m2
)

= 2( 2 m22 m2 + 2 · 2 m2 −12 m2 − 12 m2
)

= 2( 2 m2 −12 m2 + 2 · 2 m2 −12 m2
)

= 2(3 · 2 m2 −12 m2
)

= 6 · 2 m2 −12 m2 .

4.2.7 Število skupnih poti in sprehod kompleksnosti

Trditev 4.20. Indeks twc(Cm) za Cm je enak

twc(Cm) = 2m(2m−1 − 1).
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Dokaz. Rücker in Rücker [61] sta dokazala, da sta MEC in awcl identična, kjer je l število sprehodov vgrafu. Zato bomo dokaz izpeljali s pomočjo Morganovega algoritma. Najprej vsako vozlišče na začetkuoznačimo s stopnjo vozlišča, torej z 2. Nato v naslednji iteraciji izračunamo novo vrednost vozlišča, ki paje enaka vsoti vrednosti vseh sosednjih vozlišč (glej sliko 4.2). To ponovimo (m− 1)-krat. Dobljena vsotavseh vrednosti je enaka twc indeksu. Torej je indeks twc(Cm) enak

222
2

(a) 1. iteracija (začetno stanje)

444
4

(b) 2. iteracija

888
8

(c) 3. iteracija

2i2i2i
2i

(d) i. iteracija
Slika 4.2: Morganov algoritem na ciklih.

twc(Cm) = m−1∑
i=1 m · 2i= m ·

m−1∑
i=1 2i

= m · 2 (2m−1 − 1)= 2m (2m−1 − 1) .

Trditev 4.21. Indeks wcx(Cm) za Cm je enak

wcx(Cm) = 2(2m−1 − 1).
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Dokaz. Dokaz je zelo podoben preǰsnjemu dokazu. V tem primeru je zaradi simetrije indeks enak

wcx(Cm) = m−1∑
i=1 ·2i= 2 (2m−1 − 1) .

(a) (b) (c) (d)

(e) (f)
Slika 4.3: Cikli

slika Topološki kompleksnostni indeksiWI MI MBI BTI BI t Ns Nt TC TC1 RCI twc wcx4.3a 3 9 13.5 0 4.8 3 4 10 42 24 4.00 18 64.3b 8 24 48.0 5.5 8.0 4 5 17 88 56 4.50 56 144.3c 15 50 125.0 10.0 11.6 5 6 26 160 110 5.00 150 304.3d 27 90 270.0 22.8 15.5 6 7 37 264 192 5.25 372 624.3e 39 147 514.5 33.3 19.7 7 8 50 406 308 5.50 882 1264.3f 47 224 896.0 54.6 24.0 8 9 65 592 464 5.63 2032 254
Tabela 4.2: Topološka kompleksnost indeksov za cikle na sliki 4.3

Legenda:WI = Wienerjev indeks; MI = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajstić indeks, BI = Bertzovindeks; Ns, Nt = število in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randićev kompleksnosti indeks, twc= skupni sprehodi; wcx = sprehod kompleksnosti

4.3 Razvejanost in komplekstnost na drevesih s šestimi vozlǐsči

V tem razdelku bomo pogledali razvejanost in kompleksnost na drevesih s šestimi vozlišči. Drevesa soupodobljena na sliki 4.4 in njihovi indeksi so prikazani v tabeli 4.3. Indeks Minoli ni vključen, saj imaenako vrednost za vsa drevesa in sicer 40,9.
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Kot je razvidno iz tabele 4.3, simetrija ne vpliva na indekse Nt, TC, TC1 in twc. Ti indeksi se večajoz razvejanostjo grafa. Ravno obratni učinek imata MBI in BTI, ki se z razvejanostjo manjšata. Za BI,Ns,RCI, wcx in WI pa ne moremo napovedati obnašanja.

(a) (b)

(c) (d) (e)
Slika 4.4: Drevesa

slika Topološki kompleksnostni indeksiWI MBI BTI BI Ns Nt TC TC1 RCI twc wcx4.4a 10 95.5 32.2 12.0 6 21 100 70 12.1 222 1114.4b 31 87.3 28.6 21.2 8 24 127 88 21.9 268 2344.4c 31 84.5 27.4 19.2 8 25 136 94 17.8 284 2014.4d 29 79.1 23.5 21.0 7 28 164 112 9.8 330 1244.4e 28 76.4 22.6 29.8 8 30 181 122 19.5 370 272
Tabela 4.3: Drevesa

Legenda:WI = Wienerjev indeks; MI = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajstić indeks, BI = Bertzovindeks; Ns, Nt = število in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randićev kompleksnosti indeks, twc= skupni sprehodi; wcx = sprehod kompleksnosti
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4.4 Ciklǐcnost in komplekstnost

Cikličnost lahko upoštevamo v obliki zapiranja ciklov ali pa z večanjem števila ciklov. Če primerjamoindekse za poti iz tabele 4.1 in za cikle iz tabele 4.4 z enakim številom vozlišč, je iz tabele 4.4 razvidno,da ima naslednjih osem indeksov (MI, MBI, Ns, Nt, TC, TC1, twc, wcx) vedno večjo vrednost za cikle kotza poti, kar nakazuje, da je zgradba ciklov bolj zapletena. To je pričakovano, saj so cikli bolj simetrični.Vendar je treba opozoriti, da so indeksi WI, BTI, RCI in wcx vedno manjši za cikle kot za poti.Kot je navedeno zgoraj se cikličnost kaže skozi vse večje število ciklov. Za ponazoritev tega smouporabili tri ravninske grafe, ki vsebujejo cikle na štirih vozliščih, ki so upodobljeni na sliki 4.5, njihoviindeksi pa so navedeni v tabeli 4.4.

(a) (b)

(c)
Slika 4.5: Planarni na štirih vozliščih.

slika Topološki kompleksnostni indeksiWI MI MBI BTI BI t(G) Ns Nt TC TC1 RCI twc wcx4.5a 8 24.0 48.0 5.5 8.0 4 5 17 88 56 4.5 56 144.5b 7 42.2 86.7 3.9 36.0 8 9 33 254 152 12.0 102 514.5c 7 72.0 158.4 0.0 43.0 16 10 64 648 372 7.5 156 39
Tabela 4.4: Planarni grafi na štiri vozliščih.

Legenda:WI = Wienerjev indeks; MI = Minoli indeks; MBI = Minoli-Bonchev indeks; BTI = Bonchev-Trinajstić indeks, BI = Bertzovindeks; Ns, Nt = število in vrste povezanih podgrafov; TC, TC1 = Boncheva indeksa; RCI = Randićev kompleksnosti indeks, twc= skupni sprehodi; wcx = sprehod kompleksnosti
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Poglavje 5

Wienerjev indeks v odvisnosti od

največje stopnje grafa

To poglavje je povzeto iz članka [67], kjer je Stevanović obravnaval zgornjo mejo Wienerjevega indeksa zagrafe z n vozlišči z najvišjo stopnjo ∆ ≥ 3.V definiciji 2.14 smo definirali največjo stopnjo vozlišča v grafu G in jo označili z ∆(G) oziroma samo∆.
Definicija 5.1. Naj bosta n,∆ ∈ N. Potem Gn,∆ označuje množico vseh povezanih grafov z n vozlišči in

največjo stopnjo ∆.

V definiciji 2.19 smo definirali razdaljo med vozliščema i in j v grafu G in jo označili z dG(i, j). Sedajlahko definiramo vsoto vseh razdalj poljubnega vozlišča v grafu G do preostalih vozlišč.
Definicija 5.2. Naj bo G = (V ,E) povezan graf z n vozlišči in naj bo u ∈ V poljubno vozlišče v grafu.

Naj bo dG(i, j) razdalja med vozliščema i in j v grafu G. Potem je vsota razdalj vozlišča u do vseh drugih

vozlišč v grafu G definirana kot

dG(u) = ∑
v∈V

dG(u, v ).
Definicija 5.3 (List). Vozlišče u v grafu G = (V ,E) stopnje st(u) = 1 imenujemo list.

Definicija 5.4 (Prazen graf). Naj bo G = (V ,E) graf z n vozlišči. Grafu G rečemo prazen graf, če množica

E ne vsebuje nobene povezave. Tak graf označimo s K n.

Definicija 5.5. Naj bo Tn,∆ drevo z n vozlišči, ki je dobljeno s poti Pn−∆+1 in praznega grafa K∆−1 tako,

da eno krajišče poti (t.j. list) povežemo z ostalimi vozlišči grafa K∆−1.
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Naj bo T ∗n,∆ drevo, kjer je n ≥ ∆ + 2, ki ga dobimo iz Tn−1,∆ tako, da dodamo novo vozlišče in to

vozlišče povežemo z enim izmed listov drevesa Tn−1,∆, ki so povezani z vozliščem stopnje ∆.

Primer 5.1 Primer grafov T10,4 in T ∗10,4 vidimo na sliki 5.1.

(a) Drevo T10,4 (b) Drevo T ∗10,4
Slika 5.1: Drevesi T10,4 in T ∗10,4.

Definicija 5.6. Naj bosta m,∆ ∈ N, tako da je 0 ≤ m ≤ (∆−12 ). Naj bo Tn,∆,m množica dreves z n vozlišči,

ki so dobljena s poti Pn−∆+1 in poljubnega grafa z ∆ − 1 vozlišči in m povezavami tako, da eno krajišče

poti (t.j. list) povežemo z ostalimi vozlišči grafa.

V grafu G ∈ Tn,∆,m pot Pn−∆+1 imenujemo hrbtenica grafa G. Krajišče hrbtenice s stopnjo ∆ imenujemo

atlas grafa G in drugo krajišče hrbtenice grafa, ki je stopnje 1, imenujemo oddaljeni list grafa G.

Oddaljeni listAtlas Hrbtenica
Slika 5.2: Hrbtenica, atlas in oddaljeni list.

Ker obravnavamo le povezane grafe, je za ∆ = 1 možno le n = 2 (torej P2). Podobno velja v primeru,ko je ∆ = 2. Takrat množica Gn,∆ vsebuje le dva grafa, in sicer pot Pn in cikel Cn. Zato bomo odslej vtem poglavju predpostavili, da je ∆ ≥ 3.
Definicija 5.7 (Premer). Naj bo G = (V ,E) in naj bosta u, v ∈ V poljubni vozlišči. Premer grafa G je

definiran kot diam(G) = max
u,v∈V

dG(u, v ).
Lema 5.1. Premer grafa G ∈ Gn,∆ je največ n− ∆ + 1.

Dokaz. Naj bo u vozlišče s stopnjo ∆ v grafu G in naj bo P pot dolžine diam(G) v grafu G s krajišči xin y. Najmanj ∆ − 2 sosednjih vozlišč vozlišča u ne pripada poti P , ker v primeru:
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• ko vozlišče u pripada poti P (glej sliko 5.3a), največ dva soseda vozlišča u pripadata poti P . Če bipoti P pripadali več kot dve sosedi vozlišča u, potem pot P ne bi bila najkrajša pot med x in y, karje v nasprotju s predpostavko, da je P najkraǰsa pot. Če poti P pripada samo en sosed vozlišča u,potem u = x ali u = y in ∆−1 sosedov vozlišča ne pripada poti P . Torej največ dva soseda vozlišča
u pripadata poti P in sledi, da najdaljša možna pot P vsebuje največ n − (∆ − 2) = n − ∆ + 2vozlišč.

• ko vozlišče u ne pripada poti P (glej sliko 5.3b), največ dva od sosedov vozlišča u pripada poti P .Če poti P pripada en sam sosed vozlišča u, ima P največ n − ∆ + 2 vozlišč. Če poti P pripadatadva soseda vozlišča u, morata ta dva soseda biti na poti P sosednji, sicer P ne bi bila najdalǰsa potmed vozliščema x in y. Torej v tem primeru P vsebuje največ n−∆−1 vozlišč. Če poti P pripadataveč kot dva soseda, pa očitno P ni najdaljša pot med x in y, kar pa je v protislovju s predpostavko.
Sledi, da pot P vsebuje največ n− ∆ + 2 vozlišč, zato je njegova dolžina kvečjemu n− ∆ + 1.

u
(a) Vozlišče u pripada poti P .

u

(b) Vozlišče u ne pripada poti P .
Slika 5.3: Največji možni premer grafa G.

Lema 5.2. Naj bo G graf v Gn,∆. Potem velja

dG(u) ≤ (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2
za vsako vozlišče u v grafu G. Enakost velja natanko tedaj, ko je G ∈ Tn,∆,m za neki m in je u oddaljeni

list v grafu G.

Dokaz. Naj bo ecc(u) razdalja od vozlišča u do njemu najbolj oddaljenega vozlišča v grafu G. Potem sovozlišča na poti od u do (enega od) najbolj oddaljenih vozlišč na razdalji 1, 2, . . . , ecc(u) od vozlišča u,medtem, ko je razdalja do ostalih vozlišč grafa G največ ecc(u). Torej,
dG(u) ≤ (1 + 2 + · · ·+ ecc(u)) + ecc(u)(n− 1− ecc(u))= ecc(u)(n− ecc(u)+12

)
.



Prodanović S. Wienerjev indeks in sorodne invarante grafovUniverza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2012 51
Vrednost funkcije f (x) = x(n − x+12 ) strogo narašča za x < n − 12 . Zato za ecc(u) ≤ diam(G) ≤

n− ∆ + 1 < n− 12 velja, da je
dG(u) ≤ f (ecc(u)) ≤ f (n− ∆ + 1) = (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 .

Enakost velja natanko tedaj, ko je dG(u) = f (ecc(u)) in ecc(u) = diam(G) = n−∆ + 1. Sledi, da obstajanatanko eno vozlišče na razdalji d od vozlišča u za vsak d = 1, 2, . . . , ecc(u)− 1. Preostala vozlišča paso na razdalji ecc(u) od vozlišča u. Torej je G iz množice Tn,∆,m in vozlišče u kot oddaljeni list grafa G.
Naj bo u oddaljeni list v Tn,∆ tako kot v prejšnji lemi. Potem iz

WI(Tn,∆) = WI(Tn−1,∆) + dT (n,∆)(u)
dobimo rekurzijo WI(Tn,∆) = WI(Tn−1,∆) + (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 . (5.1)
S pomočjo te rekurzivne zveze lahko izpeljemo tudi splošno formulo

WI(Tn,∆) = WI(Tn−1,∆) + (n−∆+1)(n+∆−2)2= WI(Tn−j,∆) + j∑
i=1 ((n−i+1)−∆+1)((n−i+1)+∆−2)2

= WI(Tn−j,∆) + j∑
i=1 ((n−∆+2)−i)((n+∆−1)−i)2

= WI(Tn−j,∆) + j∑
i=1
( (n−∆+2)(n+∆−1)−i(n−∆+2+n+∆−1)+i22

)
= WI(Tn−j,∆) + j∑

i=1
( (n−∆+2)(n+∆−1)2 − i(2n+1)2 + i22

)
= WI(Tn−j,∆) + j(n−∆+2)(n+∆−1)2 − (2n+1)2 j(j+1)2 + 12 j(j+1)(2j+1)6= WI(Tn−j,∆) + j(n−∆+2)(n+∆−1)2 + j(j+1)2

( (2j+1)6 − (2n+1)2
)

= WI(Tn−j,∆) + j(n−∆+2)(n+∆−1)2 + j(j+1)2 · (2j−6n−2)6 .

Najmanjše možno drevo Tn−j,∆, kjer je vrednost ∆ fiksna, je zvezda. Sledi, da je vrednost n − j enaka
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∆ + 1 oziroma j = n− ∆ − 1. Naj bo k = n− ∆. Vrednosti vstavimo v formulo.

WI(Tn,∆) = WI(Tn−j,∆) + j(n−∆+2)(n+∆−1)2 + j(j+1)2 · (2j−6n−2)6= WI(Tn−(n−∆−1),∆) + (n−∆−1)(n−∆+2)(n+∆−1)2 + (n−∆−1)((n−∆−1)+1)2 · (2(n−∆−1)−6n−2)6= ∆2 + (n−∆−1)(n−∆+2)(n+∆−1)2 − (n−∆−1)(n−∆)(2n+∆+2)6= ∆2 + (k−1)(k+2)(k+2∆−1)2 − (k−1)k(2k+3∆+2)6= ∆2 + (k−1)(k+2)(k−1)2 + (k − 1)(k + 2)∆ − (k−1)k(2k+2)6 − (k − 1)k ∆2= ∆2 + k3−3k+22 + (k − 1)(k + 2)∆ − k3−k3 − (k − 1)k ∆2= ∆2 + k3−7k+66 + (k2 + 3k − 4)∆2= ∆2 + ( k3+3k2+2k6 − 3k2+9k6 + 1)+ (∆(k2+3k)2 − 2∆)
= k(k+1)(k+2)6 − k(k+3)2 + ∆k(k+3)2 + ∆2 − 2∆ + 1= k(k+1)(k+2)6 + (∆k(k+3)2 − k(k+3)2 + ∆ − 1)+ ∆2 − 3∆ + 2
= (k+23 )+ (∆k(k+3)2 − k(k+3)2 + ∆ − 1)+ (∆ − 1)(∆ − 2)
= (k+23 )+ (∆ − 1)( k(k+3)2 + 1)+ (∆ − 1)(∆ − 2)
= (k+23 )+ (∆ − 1) (k+1)(k+2)2 + (∆ − 1)(∆ − 2)= (n−∆+23 )+ (∆ − 1) (n−∆+1)(n−∆+2)2 + (∆ − 1)(∆ − 2).

Torej lahko rečemo, da je Wienerjev indeks drevesa WI(Tn,∆) enak
WI(Tn,∆) = (n− ∆ + 23

)+ (∆ − 1) (n− ∆ + 1)(n− ∆ + 2)2 + (∆ − 1)(∆ − 2).
Če vrednost n fiksiramo in spreminjamo samo vrednost ∆ (torej gledamo WI(Tn,∆) kot funkcijo dvehspremenljivk), potem velja sledeča relacija

WI(Pn) = WI(Tn,2) > WI(Tn,3) > WI(Tn,4) > . . . > WI(Tn,n−1) = WI(Sn).
Preden nadaljujemo z izrekom, najprej definirajmo G − v .

Definicija 5.8. Naj bo G = (V ,E) graf in naj bo v ∈ V . Potem je G− v graf, ki ga dobimo z odstranitvijo

vozlišča v iz grafa G ter vseh povezav e ∈ E , ki ima vozlišče v za krajišče.

Izrek 5.1. Za vsak graf G ∈ Gn,∆ velja

WI(G) ≤ WI(Tn,∆).
Enakost velja, ko je graf G izomorfen drevesu Tn,∆.
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Dokaz. Naj bo G graf iz množice Gn,∆. Najprej opazimo, da se Wienerjev indeks strogo poveča priodstranitvi povezave med vozliščema u in v iz grafa G. Saj se razdalja med poljubnimi pari vozlišč nezmanjša, medtem ko se razdalja med vozlišči u in v strogo poveča. Sledi, da za vsako vpeto drevo T vgrafu G velja WI(G) ≤ WI(T ).
Enakost velja natanko tedaj, ko je G = T . Ker ima poljuben graf iz možice Gn,∆ vpeto drevo z maksimalnostopnjo ∆, lahko v dokazu obravnavamo le taka drevesa.Izrek bomo dokazali z indukcijo po n. Za n = ∆+1 obstaja samo eno drevo z ∆+1 vozlišč in najvišjostopnjo ∆, in sicer S∆+1 ∼= T∆+1,∆. Torej trditev velja za n = ∆ + 1.Sedaj predpostavimo, da ima drevo Tn,∆, n ≥ ∆ + 1, največji Wienerjev indeks v množici grafov Gn,∆.Naj bo T poljubno drevo iz Gn+1,∆.Potem drevo T vsebuje tak list q, da se z njegovo odstranitvijo ne zmanǰsuje največja stopnja v drevesu
T . V nasprotnem primeru, bi drevo T vsebovalo le eno vozlišče s stopnjo ∆ in vsi listi bi bili sosednjitemu vozlišču. Torej bi bilo drevo T izomorfno zvezdi, kar pa je v nasprotju z n+ 1 ≥ ∆ + 2.Naj bo vozlišče p sosednje vozlišču q v drevesu T . Potem za vsako vozlišče u v drevesu T velja

dT (u, q) = dT−q(u, p) + 1,
medtem ko razdalje med vsemi ostalimi pari vozlišč drevesa T − q ostanejo nespremenjene. Tako velja

WI(T ) = ∑
{u,v}∈(V (T )2 )dT (u, v )

= ∑
{u,v}∈(V (T−q)2 )dT−q(u, v ) + ∑

u∈V (T−q)dT (u, q)
= WI(T − q) + ∑

u∈V (T−q)(dT−q(u, p) + 1)
= WI(T − q) + dT−q(p) + n.

Po induktivni predpostavki velja WI(T − q) ≤ WI(Tn,∆) (5.2)
in s pomočjo leme 5.2 dobimo, da je

dT−q(p) ≤ (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 . (5.3)
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S pomočjo rekurzije (5.1) pa dobimo, da je

WI(T ) ≤ WI(Tn,∆) + (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 + n = WI(Tn+1,∆).
Zgornja enakost velja natanko tedaj, ko enakost velja v enačbah (5.2) in (5.3). Induktivna predpostavkapove, da je T − q ∼= Tn,∆ in vozlišče p je oddaljeni list v Tn,∆. S tem smo pokazali, da je T ∼= Tn+1,∆.Sledi, da je Tn+1,∆ edini graf v Gn+1,∆, ki doseže najvišjo vrednost Wienerjevega indeksa [67].

Lema 5.3. Naj bo G ∈ Gn,∆. Če je ∆ < n−1, potem obstaja tako vozlišče u v grafu G, da je G−u ∈ Gn−1,∆.

Dokaz. Naj bo v vozlišče s stopnjo ∆ v grafu G in naj bo T vpeto drevo v grafu G, ki vsebuje vsepovezave s krajiščem v . Ker je ∆ < n− 1, obstaja list u v drevesu T , ki ni soseden vozlišču v . Potem je
G − u ∈ Gn−1,∆, saj vsebuje povezan podgraf T − u in stG−u(v ) = ∆ [67].
Izrek 5.2. Za graf G ∈ Gn,∆ velja

WI(G) > WI(Tn,∆)− (n− ∆), (5.4)
natanko takrat, ko je G ∈ Tn,∆,m za neki m < n− ∆ ali pa je G ∼= T ∗n,3.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da je G ∈ Tn,∆,m za neki m < n − ∆. Listi, ki so sosednji vozlišču sstopnjo ∆ v Tn,∆, so med seboj na razdalji 2. Vendar izmed njih je m parov povezanih v G. Zato sledi, daje WI(G) = WI(Tn,∆)−m > WI(Tn,∆)− (n− ∆).
Še več, če je G ∼= T ∗n,3 (torej ∆ = 3), potem je

WI(T ∗n,3) = WI(Tn,3)− (n− 5) > WI(Tn,3)− (n− 3).
Dokaz v nasprotni smeri bomo naredili z indukcijo po n za poljubno fiksno maksimalno stopnjo ∆.Za n = ∆ + 1 po relaciji (5.4) velja, da je WI(G) = WI(Tn,∆) in po izreku 5.1 v tem primeru velja

G ∼= Tn,∆ ∈ Tn,∆,0.Predpostavimo, da smo to smer izreka dokazali za vse povezane grafe z manj kot n vozlišči, n > ∆+1.Naj bo G ∈ Gn,∆ graf, za katerega velja relacija (5.4). Naj bo u tako vozlišče v grafu G kot v lemi 5.3,t.j. G − u ∈ Gn−1,∆. Ko vozlišče u odstranimo iz grafa G, se razdalja med dvema vozliščema v G − u ne
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zmanjša, in tako je WI(G) ≤ WI(G − u) + dG(u).
Po lemi 5.2 dobimo, da je

dG(u) ≤ (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 .

Če v tej relaciji velja enakost, po isti lemi velja, da je G iz množice Tn,∆,m za nek m in je vozlišče uoddaljeni list tega drevesa. Iz prvega dela tega dokaza velja, da je WI(G) = WI(Tn,∆) − m in iz relacije(5.4) sledi, da je m < n− ∆. Zato lahko v preostalem delu dokaza predpostavimo, da je
dG(u) ≤ (n− ∆ + 1)(n+ ∆ − 2)2 − 1.

Če G − u ne pripada množici Tn−1,∆,m za vsak m < (n− 1)− ∆, potem po induktivni predpostavki velja
WI(G − u) ≤ WI(Tn−1,∆)− (n− 1− ∆).

Zato je, WI(G) ≤ WI(G − u) + dG(u)
≤ WI(Tn−1,∆)− (n− 1− ∆) + ( (n−∆+1)(n+∆−2)2 − 1)
≤ WI(Tn,∆)− (n− ∆),

kar pa je v nasprotju z relacijo (5.4).Sedaj predpostavimo, da G − u pripada Tn−1,∆,m za nek m < (n− 1)− ∆. Torej velja
WI(G − u) = WI(Tn−1,∆)−m ≤ WI(Tn−1,∆).

Glede na tip soseda vozlišča u ločimo dva primera.Prvič, če je u soseden listu, ki je soseden atlasu grafa G − u, potem je na razdalji največ 3 od drugihsosedov atlasa in je na razdalji 2, 3, . . . , n− ∆ + 1 od drugih vozlišč na hrbtenici grafa G − u. Torej je
dG(u) ≤ 1 + (∆ − 2) · 3 + [2 + 3 + . . .+ (n− ∆ + 1)]= (n−∆)(n−∆+3)2 + 3∆ − 5.
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Enakost velja, ko je m = 0 in vozlišče u nima drugih sosedov v grafu G. Potem je

W (G) ≤ WI(G − u) + dG(u)
≤ WI(Tn−1,∆) + (n−∆)(n−∆+3)2 + 3∆ − 5= WI(Tn,∆)− (n−∆+1)(n+∆−2)2 + (n−∆)(n−∆+3)2 + 3∆ − 5= WI(Tn,∆)− n(∆ − 2) + (∆2 − 4).

(5.5)

Če je ∆ = 3, potem zgornjo neenakost (5.5) zapišemo kot
WI(G) ≤ WI(Tn,3)− (n− 5).

Enakost velja natanko tedaj, ko je G − u ∼= Tn−1,3 in je vozlišče u list grafa G, oziroma, ko je G ∼= T ∗n,3.Če velja stroga neenakost, potem po relaciji (5.4) velja WI(G) = WI(Tn,3)− (n− 4). Vendar, če je vozlišče
u sosedno drugemu vozlišču v G − u, stopnja dG(u) postane manjša od njegove zgornje meje vsaj za dva.V tem primeru je WI(G) ≤ WI(Tn,3)− (n− 3), kar je v nasprotju s (5.4). Podobno, če je G − u � Tn−1,3,potem mora veljati WI(G − u) = WI(Tn−1,3) − 1, in po induktivni predpostavki G − u pripada Tn−1,3,1.V tem primeru razdalja od vozlišča u do drugega atlasa postane dve namesto tri. Tako stopnja dG(u)postane manǰsa kot njegova zgornja meja za najmanj ena. Tako zopet dobimo WI(G) ≤ WI(Tn,3)− (n− 3),kar je v nasprotju z (5.4).Če je 4 ≤ ∆ ≤ n− 2, potem je

−n(∆ − 2) + (∆2 − 4) ≤ −n+ ∆
in iz (5.5) dobimo WI(G) ≤ WI(Tn,∆)− (n− ∆), kar je v nasprotju z neenakostjo (5.4).Po drugi strani, če je vozlišče u sosedno vozliščem na hrbtenici, potem naj bo d v grafu G razdalja odatlasa do najbližjega soseda vozlišča u na hrbtenici. Potrebno je upoštevati, da je 0 ≤ d ≤ n − ∆ − 2,ker vozlišče u ni nujno oddaljeni list. Sledi, da je njegova razdalja do atlasa enaka d + 1 in razdaljado sosedov atlasa, ki ne ležijo na hrbtenici, enaka d + 2, medtem ko je njegova razdalja od vozlišč nahrbtenici od 1 do d+ 1 v smeri atlasa in od 1 do n− ∆ − d proti oddaljenemu listu G − u. Tako je

dG(u) ≤ (∆ − 1)(d+ 2) + [1 + 2 + ...+ (d+ 1)] + [2 + 3 + ...+ (n− ∆ − d)]= (∆ − 1)(d+ 2) + (d+1)(d+2)2 + (n−∆−d+2)(n−∆−d−1)2= d2 − d(n− 2∆) + (n22 + ∆22 − n∆ + n2 + 3∆2 − 2)= fn,∆(d).
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Meja fn,∆(d) je kvadratna funkcija spremenljivke d. Ker d pripada intervalu [0, n−∆− 2], fn,∆(d), dosežemaksimum pri d = n− ∆ − 2. Sledi, da je

WI(G) ≤ WI(G − u) + dG(u)
≤ WI(Tn−1,∆) + n2−∆2−3n+3∆2 + 2= WI(Tn,∆)− (n−∆+1)(n+∆−2)2 + n2−∆2−3n+3∆2 + 2= WI(Tn,∆)− (n− 3)
≤ WI(Tn,∆)− (n− ∆),

kar pa je v nasprotju z (5.4) [67].

5.1 Wienerjev indeks posebne družine grafov

Naj bo T †n,∆ graf dobljen iz grafa Tn,∆ tako, da povežemo dve sosednji atlasovi vozlišči, od katerih je enovozlišče list in drugo leži na hrbtenici. Potem velja
WI(T †n,∆) = WI(Tn,∆)− (n− ∆).

Naj bo T �n,∆ graf dobljen iz grafa Tn−1,∆, tako da naredimo duplikat oddaljemu listu. Potem je
WI(T �n,∆) = WI(Tn,∆)− (n− 3).

Primer 5.2 Grafa T †10,4 in T �10,4 sta prikazana na sliki 5.4.

(a) Drevo T †10,4 (b) Drevo T �10,4

Slika 5.4: Drevesi T †10,4 in T �10,4.
Na seznamu grafov iz Gn,∆, ki je urejen po nenaraščajoči vrednosti Wienerjevega indeksa, bodo grafiiz Tn,∆,m, m < n − ∆ vedno prikazani prvi. Iz dokaza izreka 5.2 je očitno, da so grafi T †n,∆, T �n,∆ in T ∗n,∆visoko na seznamu. Slika 5.4 prikazuje prvih 24 grafov na takem seznamu za (n,∆) = (10, 4).
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Kar najprej opazimo na sliki5.4, je bolj ali manj splošna ugotovitev. Glede na določeno množicografov je Wienerjev indeks večji pri grafih z večjim premerom. To ni v skladu z rezultati v prvem delutega poglavja, ampak tudi z rezultati iz [25, 36, 35]: tako pri minimiziranju Wiener-jevega indeksa pridrevesih z najvišjo stopnjo največ ∆ kot pri maksimiranju Wienerje-vega indeksa pri družini dreves samodvema različnima stopnjama vozlišč. Ta načela izhajajo tudi iz starejših rezultatov, da imajo poti največjiWienerjev indeks med povezanimi grafi, medtem ko imajo popolni grafi in zvezde najmanjši Wienerjevindeks med povezanimi grafi oziroma drevesi.Poleg tega imajo grafi na sliki 5.4 nekaj podobnih lastnosti kot Tn,∆:
• njihov premer je zelo blizu zgornji meji iz leme 5.1, v vseh grafih je enak 6 ali 7;
• vozlišče stopnje ∆ se nahaja blizu krajišča najdaljše poti, je na razdalji 1 ali 2 krajišč.
Število grafov v Gn,∆ je veliko večje kot največji Wienerjev indeks, zato bo kar nekaj grafov imelo enakWienerjev indeks. Da lažje sledimo spremembam Wienerjevega indeksa, lahko uporabimo mrežo grafov,v kateri so pozicionirani po nivojih glede na Wienerjev indeks, saj so grafi urejeni tako, da iz prvegagrafa dobimo drug graf z majhno spremembo. Izreka 5.1 in 5.2 opisujeta vrh tega seznama. Blizu vrhaseznama se bo Wienerjev indeks v večini primerov zmanjšal za ena, ko dodamo povezavo med listi, ki imajoskupnega soseda. Nastale bodo pa tudi večje spremembe, zlasti pri nižjih vrsticah, ko grafi postanejogostejši. Pri drevesih z najvišjo stopnjo največ ∆ je dno seznama zelo dobro opisano v delih [25, 36, 35].Vendar pa je karakterizacija grafov iz Gn,∆, ki imajo najmanǰsi Wienerjev indeks, še vedno odprt problem.
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(a) WI(G) = 146 (b) WI(G) = 145 (c) WI(G) = 144 (d) WI(G) = 143 (e) WI(G) = 140

(f) WI(G) = 139 (g) WI(G) = 139 (h) WI(G) = 139 (i) WI(G) = 138 (j) WI(G) = 138

(k) WI(G) = 138 (l) WI(G) = 138 (m) WI(G) = 138 (n) WI(G) = 137 (o) WI(G) = 137
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(p) WI(G) = 137 (q) WI(G) = 137 (r) WI(G) = 136 (s) WI(G) = 136 (t) WI(G) = 136

(u) WI(G) = 136 (v) WI(G) = 136 (w) WI(G) = 135 (x) WI(G) = 135
Slika 5.4: Prvih 24 grafov z n = 10 vozlišči in najvišjo stopnjo ∆ = 4.
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[38] M. Kunz, A Möbius inversion of the Ulam subgraphs conjecture, Journal of Mathematical Chemistry

9 (1992), 297–305.
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