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Povzetek

V zakljuéni projektni nalogi je bil namen preuciti lastnosti modulov nad kolobarjem. Na
zacetku naloge si pogledamo nekaj osnovnih definicij o grupah, kolobarjih in poljih. Ker
so moduli posplositev vektorskih prostorov, so v osrednjem delu zajeti tudi vektorski pros-
tori. Zakljuéni del projektne naloge sestavljajo moduli, kjer so zajeti vsi trije izreki o
izomorfizmu, prosti moduli in direktna vsota. V sledecem podpoglavju pogoji konénosti je
poudarek na Noetherianovih in Artinianovih modulih.

Kljucne besede:

kolobar, grupa, vektorski prostor, linearna preslikava, vektor, baza, modul, podmodul, ho-
momorfizem modulov, izomorfizem, direktna vsota, Artinianov modul, Noetherianov modul



Poglavje 1
Uvod

Namen projektne naloge je preuciti lastnosti modulov nad kolobarjem s posebnih poudarkom
na posebnih druzinah modulov, kot so cikli¢cni moduli, prosti moduli. Za teoreti¢no pod-
lago je bila uporabljena strokovna literatura. Zaklju¢na projektna naloga je razdeljena na
pet poglavij. Uvodu sledi predstavitev dejstev o osnovnih algebrskih strukturah. To so
grupe, kolobarji, obsegi in polja. Sledi podrobnejsa predstavitev vektorskih prostorov. V
tem poglavju je definirano kaj je linearna preslikava, kdaj je podmnozica vektorskega pros-
tora nad poljem K vektorski podprostor, kaj je linearna ogrinjaca, kaj je baza in dimenzija
vektorskega prostora. Cetrto poglavie je namenjeno predstavitvi modulov. Razdeljeno je
na S§tiri podpoglavja. Prvo podpoglavje govori o homomorfizmu modulov, sledi mu pod-
poglavije, v katerem so predstavljeni vsi trije izreki o izomorfizmu modulov. V predzadnjem
podpoglavju definiramo proste module in direktno vsoto, kjer razsirimo koncept baz v vek-
torskih prostorih na koncept baz v modulih. V zadnjem poglavju, ki govori o pogojih
konc¢nosti, so opisani Artinianovi in Noetherianovi moduli.



Poglavje 2

Osnovne algebrske strukture

To poglavje je povzeto iz [2]. Predstavljena so dejstva o osnovnih algebrskih strukturah.

Definicija 2.1. Naj bo S neprazna mnozica. Preslikavi ¢ : S x S — S recemo notranja
dvomestna operacija na mnozici S.

Sliko urejenega para (a,b) € S x S s preslikavo ¢ pisemo apb (namesto ¢(a,b)) in ji re¢emo
tudi kompozitum elementov a in b. Pogosto piSemo notranjo dvomestno operacijo z o ali -.
V slednjem primeru notranjo operacijo imenujemo mnozenje.

Definicija 2.2. Naj bo (S,0) mnozica z notranjo dvomestno operacijo o. Operacija o je
asociativna na mnozici S, c¢e velja:

e Va,b,ce S:(aob)oc=ao(boc).
Operacija o je komutativna, c¢e velja:
e Vabe S:aob="boa.

Ce je notranja dvomestna operacija o na mnozici S asociativna je element, dobljen s ses-
tavljanjem elementov ay, as,...,a, € S enolicno dolo¢en z vrstnim redom teh elementov in
ni odvisen od postavitve oklepajev.

2.1 Grupe

Grupa je najpogostejsa algebrska struktura z eno dvomestno notranjo operacijo.

Definicija 2.3. Naj bo G neprazna mnoZica z notranjo dvomestno operacijo -. Strukturi
(G,-) pravimo grupa, ce so izpoljeni naslednji pogogi:

(G1) operacija - je asociativna: Ya,b,c € G: (a-b)-c=a-(b-c);
(G2) obstaja nevtralni element 1 € G:1-x =x-1=2z,Vx € G;
(G3) vsak element a € G je obrnljiv: t.j. Va € GIa~* € G:a-at=1=a"' qa;

Definicija 2.4. Naj bo (G,o) grupa. Potem je podmnozica H C G glede na operacijo o
podgrupa grupe G, ce je (H, o) grupa. Oznaka H < G.
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Definicija 2.5. Ce je operacija - v grupi (G, ) komutativna, recemo, da je (G,-) komuta-
tivna grupa ali abelska grupa.

Grupo (G, -) ponavadi oznacujemo krajse samo z G. Produkt elementa a - b, a,b € G,
pisemo krajse ab.

Zgledi:
e (Z,+) je sestevajoca grupa za obicajno sestevanje celih stevil.

e (N, +) ni grupa, ker nima nevtralnega elementa.

(

(
e (Q,+) je grupa.
e (Q,-) ni grupa, ker element 0 ni obrnljiv.

Definicija 2.6. Naj bosta (G, o) in (H,*) grupi. Tedaj je preslikava f : G — H homomor-
fizem, ce velja:

flaob) = f(a) % f(b),Va,b e G.
Definicija 2.7. Naj bo f : G — H homomorfizem grup.
e Ce je f injektivna preslikava, f imenujemo monomor fizem,
o Ce je f surjektivna preslikava, f imenujemo epimor fizem,

Ce je [ bijektivna preslikava, f imenujemo izomor fizem,

Ce je G = H, f imenujemo endomor fizem,

Ce je f endomorfizem in izomorfizem, f imenujemo avtomor fizem.

2.2 Kolobarji, obsegi in polja

Kolobar je algebrska struktura z dvema notranjima dvomestnima operacijama; eno ozna¢imo
z + in ji reCemo seStevanje, drugo oznacimo z - in ji reCemo mnozenje.

Definicija 2.8. Naj bo K neprazna mnoZica in + ter - notranji dvomestni operaciji na K.
Potem pravimo, da je algebrska struktura (K, +,-) kolobar, ¢e veljajo naslednje lastnosti:

(K1) (K,+) je komutativna grupa,

(K2) (K,-) je neprazna mnoZica z notranjo dvomestno operacijo, ki je asociativna,
(K3) wveljata distributivna zakona: Va,b,c € K : (a+b)c = ac+be , a(b+ ¢) = ab+ ac.
Kolobar (K, +,-) krajse oznacujemo s K.

Definicija 2.9. Kolobar z identiteto (ali enico) je kolobar (K, +,-), v katerem velja:

JdleK:1l-a=a-1=a, VaeckK.



Definicija 2.10. Naj bo (K, +,-) kolobar. Potem pravimo, da je kolobar K komutativen,
ce je operacija - na mnozici K komutativna. Ce K premore nevtralni element za operacijo
mnozenja, je K kolobar z identiteto (nevtralni element za operacijo mnoZenja oznacimo z

1).
Elemente kolobarja z identiteto, ki imajo inverz za mnozenje imenujemo enote.
Zgledi:

e 7= ({0}, +,-) je najmanjsi kolobar, imenujemo ga trivialni kolobar.

e (Z,4+,") je kolobar, saj je (Z,4+) abelova grupa in (Z,-) polgrupa. Se ve¢ kolobar
(Z,+,-) ima identiteto in je komutativen.

o (R?*2 +..) je za obitajno sestevanje in mnoZenje matrik kolobar z identiteto

18]

e (N, +-) ni kolobar, saj (N, +) ni komutativna grupa.

Definicija 2.11. Podmnozica K’ kolobarja K je podkolobar kolobarja K, ce je (K',+,-)
kolobar. Z drugimi besedami, K' je podkolobar ce velja:

o O € K';
e Va,be K':a—be K';
e Va,be K':abe K'.
Zgled: 27 je podkolobar kolobarja Z.
Definicija 2.12. PodmnoZica L v kolobarju K je levi ideal, ce velja:
e (L1): L+LCL (Va,beL:a+bel),
o (L2): L C L, Vre K (NVaeL:za€l).
PodmnoZica D v kolobarju K je desni ideal, ce velja:
e (DI)D+DCD,
e (D2) Dx C D,Vx € K.

Ce je podmnozica I levi in desni ideal kolobarja K, jo imenujemo (dvostranski) ideal kolo-
barja K.



Zgledi:
e 27 je ideal kolobarja Z.

e V vsakem kolobarju K sta {0} in K ideala. Ideal I v kolobarju K, ki je razlicen od
{0} in K, imenujemo pravi ideal.

e Vsak ideal je tudi podkolobar. Narobe pa ni res, da bi bil vsak podkolobar tudi ideal;
to nam pove tale zgled: Kolobar Z je podkolobar kolobarja Q racionalnih stevil.
Vendar Z ni ideal v Q. Produkt stevila 1 € Z s Stevilom % € Q ni celo stevilo, torej
ni v Z. Pogoj (D2) v tem primeru ni izpoljen in zato Z ni ideal kolobarja Q.

Trditev 2.13. Ce ideal I kolobarja K vsebuje enoto, je I nepravi ideal, t.j. [ = K.

Dokaz. Naj bo K kolobar z identiteto 1 € K in [ ideal kolobarja K, ki vsebuje enoto a € I.
Po lastnosti (L2) vemo, da za vsak x € K element x-a € I. Torej tudi 1 =a'-a € I.

S ponovno uporabo lastnosti (L2) dobimo, da je -1 = z € [ za vsak x € K in zato
I =K. ]

Definicija 2.14. Obseg je kolobar z identiteto, v katerem je vsak nenicelni element obrnljiv.
Komutativen obseq je polje, tj. ce v obsequ velja a-b="0>-a za vse elemente a,b.

Zgledi:
e (Z,+,-) ni obseg, ni polje.

e (Q +,-),(R,+,-),(C,+,-) so obsegi in polja.



Poglavje 3

Vektorski prostori

Vektorski prostor je algebrska struktura z dvema binarnima operacijama, eno notranjo in
eno zunanjo. Notranja operacija je binarna, zunanja operacija je definirana na kartezi¢nem
produktu polja in vektorskega prostora. Elemente vektorskega prostora imenujemo vektor;,
elemente polja pa skalarje.

Definicija 3.1. Naj bo K polje. MnozZica V' z notranjo (binarno) operacijo +, ki jo imenu-
jemo sestevanje
+:VxV—V

n zunanjo operacijo -, ki jo imenujemo mnozenje
K xV —V

je wvektorski prostor nad poljem K, ¢e za poljubne elemente o, € K in u,v € V velja
naslednje:

(i) (V,+) je komutativna grupa za;

(i) MnozZenge vektorja s skalarjem je asociativno,

i distributivno

(#i) Za produkt nevtralnega elementa za mnozZenje 1 € K in poljubnega vektorja v € V
velja:
1l-v=wv.

Operaciji v vektorskem prostoru oznacujemo s + in -. Na katero operacijo se dan znak
nanasa je navadno enoumno razvidno iz konteksta, v nasprotnem primeru pa dodamo po-
jasnilo. Na zacetku zaradi lazjega razumevanja oznako za zunanjo operacijo pisemo, v
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nadaljevanju pa jo izpustimo. Najpomembnejsi zgledi vektorskega prostora so realen in
kompleksen vektorski prostor kon¢éne dimenzije, vektorski prostor matrik in vektorski pros-
tor funkcij.

Zgledi:
(i) V.= R" je vektorski prostor nad R za obi¢ajno seStevanje po komponentah in
mnozenje s skalarjem: za u= (uy,...,uy) ER"ins€Rjes-u=(suy,...,Ssu,).

(ii) V = R™*" je vektorski prostor nad R za operaciji seStevanje matrik in mnozenje
matrik s skalarjem.

(i) V = RJz] je vektorski prostor nad R za obi¢ajno sestevanje polinomov ter mnozenje
s skalarjem, ki je definirano kot mnozenje polinoma s skalarjem.

Naslednji trditvi veljata v poljubni grupi. Tu ju navajmo za vektorske prostore.

Trditev 3.2. Vsak vektorski prostor V. nad poljem K ima natanko en nevtralni element
0 €V za sestevanje.

Dokaz. Predpostavimo, da sta 0 in 0’ aditivni identiteti za vektorski prostor V. Potem
velja,

0=0+0=0.
Prva enakost velja, ker je 0 aditivna identiteta. Prav tako drzi druga enakost, ker je 0
aditivna identiteta. Torej 0’ = 0, dokazuje, da ima vsak vektorski prostor V en sam
nevtralni element O. ]

Trditev 3.3. Naj bo V wvektorski prostor nad poljem K. Za vsak v € V obstaja natanko
en tak w €V, da je v+w = 0.

Dokaz. Naj bo V vektorski prostor in v € V. Predpostavimo, da sta elementa za sestevanje
w in w’ nasprotna elementa elementa v. Potem velja:

wW=w+0=w+(v+w)=(w+tv)+w =0+w =w"
0

Torej w = w'. ]
Trditev 3.4. Naj bo V' wektorski prostor nad K, vV in 0 € K. Potem je 0-v =0.
Dokaz. Za vsak element v € V' imamo

0-v=(040)-v=0-v+0-v.
Uporabimo pravilo krajsanja v (V,+) in dobimo Zeljen rezultat. ]
V nadaljevanju bomo znak - za mnozenje vektorjev s skalarjem izpustili.

Definicija 3.5. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K. Potem je podmnozica U C V
vektorski podprostor prostora V', c¢e je zaprta za obe operaciji:
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(i) (U,+) je podgrupa grupe (V,+),
(ii)) a-ueU zavsea € K invseueU.

Trditev 3.6. Podmnozica U C V' je vektorski podprostor vektorskega prostora V- nad poljem
K natanko tedaj, ko je au+ v za vse a, f € K in vse u,v € U.

Dokaz. Naj bo U vektorski podprostor prostora V. Potem je u+ v € U za poljubna
u,veUina-ueUzavsak a € K in vsak u € U. Izberemo o, € K in u,v € U. Potem
sta po definiciji 3.5 o - u in S - v elementa vektorskega prostora U in tudi au + v € U.
Obratno, naj bo U C V podmnozica, za katero je au+ v € U za vsaka «, € K in vsaka
u,v € U. Izberimo @ = 1in f = —1. Potem jeu—v € U za vse u,v € U in zato je (U, +)
podgrupa v (V, +). Ce vzamemo 3 = 0, dobimo, da je au € U za vse o € K in vse u € U.
Zato je U res vektorski podprostor prostora V. O]

Bralec se lahko hitro preprica sam, da je {0} je vektorski podprostor v vsakem vektorskem
prostoru. Oznac¢imo ga z 0 in imenujemo trivialni podprostor ali tudi nicelni podprostor.
Sliko vektorja u s preslikavo A oznac¢ujemo z Au v kolikor ni nevarnosti za nejasnost.

Definicija 3.7. Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem K. Preslikava A:U —V
je linearna, ce velja

1.) aditivnost: A(u; + uz) = A(uy) + A(uz) za vse uy,uy € U,
2.) homogenost: A(au) = a(Au) za vsak o € K in vsaku € U.

Trditev 3.8. Preslikava A : U — V med vektorskima prostoroma U in 'V nad poljem K je
linearna, natanko tedaj, ko velja

A(ou; + fuy) = aAdu; + fAu,
za vse o, B € K in vse uy,uy € U.

Dokaz. Ce je A linearna preslikava, potem iz aditivnosti in homogenosti sledi
A(au; + fuy) = A(au;) + A(fus) = aAdu; + fAu,

za vse a, f € K in vse uj,us € U.
Obratno, naj bo A(au; + fuy) = aA(uy) + fA(uy) za vse a, f € K in vse uj,us € U.

Izberimo o« = 5 = 1. Potem je A(u; + uz) = Auy + Aus za vse uj,uy € U in zato je A
aditivna. Ce vzamemo ( = 0, dobimo A(au;) = a.Au; in zato je A tudi homogena. ]

Definicija 3.9. Naj bo A : U — V linearna preslikava med vektorskima prostoroma U in
V' nad poljem K. Potem mnoZico

ker(A) = {u € U|A(u) = 0},
imenujemo jedro linearne preslikave A.

Opomba: Bralec se lahko preprica sam, da je A(0) = 0 in zato 0 € ker(A). Zato je jedro
vedno neprazna mnozica.
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Izrek 3.10. Jedro linearne preslikave A : U — V' med vektorskima prostoroma U in'V nad
poljem K je vektorski podprostor prostora U.

Dokaz. Naj bosta uj,us € U v jedru ker(A) linearne preslikave A. Potem je zaradi adi-
tivnosti in homogenosti preslikave A

A(O./lll + BUQ) = O./.All1 + B.Allg =0.

Torej je au; + fuy € ker(A) za vse a, f € K in zato je po trditvi 3.6 ker(A) vektorski
podprostor prostora U. O

Definicija 3.11. Naj bo A : U — V linearna preslikava med vektorskima prostoroma U in
V' nad poljem K. MnoZico

im(A)={veV|GuelU: v=Au}
imenujemo slika linearne preslikave A : U — V.

Definicija 3.12. Naj bo A : U — V linearna preslikava med vektorskima prostoroma U in
V' nad poljem K.

o Ce je A injektivna, A imenujemo monomorfizem,

o Ce je A surjektivna, A imenujemo epimorfizem,

e Ce je A bijektivna, A imenujemo izomorfizem,

o CejeU =1V, A imenujemo endomorfizem,

o CejeU =1V inje A bijektivna, A imenujemo avtomorfizem.

Ce je linearna preslikava A obrnljiva, je njen inverz A~! tudi linearna preslikava in v tem
primeru A imenujemo izomorfizem. Mnozico vseh avtomorfizmov vektorskega prostora V'
nad poljem K skupaj z obicajnim komponiranjem preslikav tvori grupo, ki jo oznac¢ujemo
z GL(V).

Definicija 3.13. Naj bo V wektorski prostor nad poljem K. Potem wvektor au + v
imenujemo linearna kombinacija vektorjev u in v. Podobno za ay,as,...,qr € K in
Vi,Va,...,vi € V wvektor

k
V] + QaVe + ...+ Qi Vg = E (6]
=1

imenujemo linearna kombinacija vektorjev vi,va, ..., vy € V.

Trditev 3.14. Naj bo V wvektorski prostor nad poljem K in vi,vsy,...,vi € V. Potem je
mmnoZzica vseh linearnih kombinacij teh vektorjev vektorski podprostor prostora V.
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Dokaz. Naj bosta Zle ;V; in Zle B;v; dve linearni kombinaciji vektorjev vy, vy, ..., Vi €
V in v, € K. Potem je

k k k
7(2 a;v;) + 5(2 Bivi) = (Z(WO%‘ +053;)vi
i=1 i=1 i=1
spet linearna kombinacija vektorjev vi,vs,...,vg. Zato je po trditvi 3.6 mnozica vseh
linearnih kombinacij vektorjev vy, vo, ..., vy € V vektorski podprostor prostora V. O]

Definicija 3.15. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K in vy, vso,...,vi € V. MnoZico
vseh linearnih kombinaciy vektorjev vi,va,..., Vi imenujemo linearna ogrinjaca vektorjev
Vi, Va,...,Vg. Oznacimo jo z L(V1,Va, ..., Vi)

Po prejsnji trditvi je linearna ogrinjaca vektorski podprostor prostora V. Naslednja trditev
pa nam pove, da je linearna ogrinjaca vektorjev vy, va,. .., vy najmanjsi vektorski podprostor
prostora V', ki vsebuje vy, va,... ,Vg.

Trditev 3.16. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K in vi,vs,..., vy € V. Potem je

linearna ogrinjaca L(vy,Va,...,Vy) najmanjsi vektorski podprostor prostora V', ki vsebuje
vektorje vi,Va,. .. ,Vg.

Dokaz. Naj bo U najmanjsi tak vektorski podprostor, ki vsebuje vse vektorje vy, va, ..., vi.
Ker je U vektorski podprostor, vsebuje tudi vektorje a;vi,asvs,...,apVvy za poljubne
skalarje aq, o, ..., € K, ter tudi njihovo vsoto a;vy + asvy + ... + agvg. Torej U
vsebuje vse linearne kombinacije vektorjev vy, va, ..., Vv, in zato je

L(V17V27"'7vk) g U.

Ker je po trditvi 3.14 L(vy, Vs, ..., Vi) vektorski podprostor, zaradi minimalnosti podpros-
tora U sledi, da je L(vy,vay,...,vy) =U. O]

Definicija 3.17. Naj bodo vi,Vs,... vy vektorji iz vektorskega prostora V nad polje K.
Recemo, da so vektorji vi,vs,. .., vy linearno odvisini, ce obstqjajo taki skalaryi aq, ao, . . .,
ag, ne vsi enaki nic, da je aq1vi + agve + ... + apvy = 0. Ce vektorji vi,Va,... Vi Niso
linearno oduvisini, potem so linearno neodvisni.

Trditev 3.18. Vektorji vi,vs, ..., vy vektorskega prostora V nad poljem K so linearno
neodvisni natanko tedaj, ko iz enakosti a1 vy + agvo + ...+ vy =0 sledi oy =g = ... =
ap = 0.

Dokaz iztrditve 3.18 si lahko bralec ogleda v [9] na strani 103.

Trditev 3.19. Naj bo V wvektorski prostor nad poljem K. Ce mnoZica {v1,va,...,Vi}
vsebuje vektor 0, potem so vi,Va,..., Vi linearno odvisni.

Dokaz. Recimo, da je vi = 0. Potemjel-vi+0-va+0-v3+...+0-vy = 0in so
V1, Vo, ...,V po trditvi 3.18 linearno odvisni. [

Trditev 3.20. Naj bo V' wvektorski prostor nad polje K, U = L(v1,Va,..., V) in naj bo v;
linearna kombinacija vektorjev vi,...,v;_1,Vji1,...,vi. Potem je

U=L(Vi,.. ., Vj_1,Vjt1, -, Vk).
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Dokaz. Naj bodo vy,...,v, € L(vy,...,Vy) taki, da je v; linearna kombinacija vektorjev
Vi,...,Vj_1,Vjt1,...,Vi. Potem obstajajo taki skalarji oy, aq,...,a; € K, ne vsi enaki 0
in a; # 0, da je

a1V + agvy + ...+ ag vy = 0.

; ) i = _o _ — P o _ Ok i
Ker je o; # 0, dobimo v; = V1T V-1 oy Vitl T e T Gove in zato

L(Vl,...,vk):£(V1,...,V]',I,Vj+1,...,vk). O

Definicija 3.21. Naj bo V' wektorski prostor nad poljem K. Neprazni mnozici M C V
recemo ogrodje vektorskega prostora V', ce je linearna ogrinjaca L(M) mnozice M enaka

prostoru V., L(M) =V.

Enakovredno je lahko reci, da je M ogrodje vektorskega prostora V', ¢e se vsak vektor iz V'
linearno izraza z vektorji iz M.

Definicija 3.22. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K. Vektorski prostor V' je koncnoraz-
sezZen, ce premore koncéno ogrodje.

Definicija 3.23. MnoZico vektorjev B = {v1,Va,..., vk} imenujemo baza vektorskega pros-
tora V nad poljem K, ¢e velja

-V= ﬁ(Vl,Vg,. .. ,Vk),
- vektorji vqi,Vs,. .., Vi so linearno neodvisni.
Elemente baze Z imenujemo bazni vektorji. Trivialni vektorski prostor {0} nima baze.

Trditev 3.24. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K. MnozZica A je baza vektorskega
prostora V' natanko tedaj, ko se vsak vektor prostora V da enolicno izraziti kot linearna
kombinacija baznih vektorjev.

Dokaz. Prva lastnost v definiciji baze nam pove, da je vsak vektor linearna kombinacija
vektorjev iz baze . Najbostau ="  a;v;inu= )", f;v; dvarazvoja po bazi. Potem

je0=u—u=> " (a; — B;)vi. Kersovy,vs,...,v, linearno neodvisni, je oy — 5; = 0 za
vsak i € {1,...,n}. Torej o; = f; za vsak i € {1,...,n} in u se res da enoli¢no izraziti kot
linearna kombinacija baznih vektorjev. ]

Izrek 3.25. Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem K. Vektorji ui,uy, ..., u,, naj se dajo
vsi linerano izraziti z vektoryi vi,va,...,v,. Ce je m > n, so vektorji ui,us,...,u,, med
seboj linearno odvisni.

Dokaz. Vektorji up, us, ..., u,, so gotovo med seboj linearno odvisni, ¢e je eden med njimi
enak ni¢. Zato bomo privzeli, da so vsi uy # 0,k € {1,...,m}. Izrazimo vektor u; z
vektorji vy, v, ..., v,. Ker u; # 0, niso vsi koeficienti v tem izrazu enaki nic in je zato vsaj
eden od vektorjev v;, brez skode za splosnost, lahko recemo, da je vy, linearna kombinacija
vektorjev uy, vo, ..., vy,

Prav tako izrazimo uy z vektorji v;, nato pa v tem izrazu Se v; nadomestimo s pravkar
dobljeno linearno kombinacijo vektorjev uy,va,...,v,. Tako smo dobili us kot linearno
kombinacijo vektorjev uy, va, . .., V. Ce so v tej linearni kombinaciji koeficienti pri vo, . . ., vy,
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vsi enaki ni¢, se up izraza z u;. Torej so v tem primeru uy,...,u, med seboj linearno
odvisni. V nasprotnem primeru je en koeficient, naprimer v,, razlicen od ni¢ in lahko
izrazimo v, kot linearno kombinacijo vektorjev uy, us, v, . . ., v,,. Tako nadaljujemo. Ce ni
noben vektor ug, k € 2,...,n, linearna kombinacija vektorjev uy, ..., u;_1, dobimo nazad-
nje, da se vektorji vy, va, ..., Vv, izrazajo z u, us, ..., u,. Ker je m > n, imamo Se vektor
u,.1. Tudi ta je linearna kombinacija vektorjev v;. Ce v tej linearni kombinaciji izrazimo
vektorje v; z vektorji uy, us, ..., u,, smo vektor u,; izrazili kot linearno kombinacijo vek-
torjev uy, s, ..., u,. Torej so res vektorji uy, us, ..., u,+; med seboj linearno odvisni. [

Izrek 3.26. Naj bosta B, = {vi,Va,..., v} in By = {ug, vy, ..., u,} dve bazi vektorskega
prostora V' nad poljem K. Potem je m = n.

Dokaz. Vektorji v bazi so med seboj linearno neodvisni in vsak vektor iz V' se da z njimi
linearno izraziti. Torej so vektorji ug, k € {1,...,m} linearne kombinacije vektorjev v;, i €
{1,...,n}. Ce bi bil m > n, bi bili vektorji u po izreku 3.25 med seboj linearno odvisni,
a to ni res. Na enak nacin se lahko prepricamo, da n ¥ m in torej n = m. [

Definicija 3.27. Razseznost (dimenzija) netrivialnega koncénorazseznega vektorskega pros-
tora je moc¢ katerekoli njegove baze. Oznaka: dim V. Razseinost trivialnega vektorskega
prostora je 0, dim{0} = 0.
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Poglavje 4
Moduli

To poglavje je povzeto iz [1] , [2] in [6],.

Definicija 4.1. (Levi modul) Naj bo K kolobar z identiteto (enico) 1 € K in M aditivno
pisana komutativna grupa. M je levi modul nad kolobarjem K (oziroma levi K-modul), ¢e
vsakemu elementu A € K in vsakemu elementu a € M pripada nek element iz M, ki ga
pisemo kot produkt \a € Min veljajo naslednja racunska pravila:

(L1) Ma+b) =Xa+ b zaVA\ pu€ K inVa,be M,
(L2) (A + p)a= A a+ pa za VA, p€ K inVae M,
(L3) (M)a = A(pa) za YA, p € K in VYa,b € M,
(L{) 1-a=a zaVa€ M.

Elemente kolobarja K imenujemo skalarne mnozitelje ali skalarje.
Zgledi:

(i) Direktno iz definicije modula sledi, da v primeru, ko je K polje koncept modulov
soupade s konceptom vektorskih prostorov nad polje K.

(ii) Naj bo K komutativna grupa. Potem je

K'=Kx-xK
—_——

n—krat

levi K-modul, ¢e skalarno mnozenje definiramo:
AAL, e An) = (AA, - AN,
kjer so A\, A\, ..., A\, € K.

(¢) Naj bo A komutativen kolobar in K polje matrik razseznosti m x n nad kolobarjem A.
Naj bo M komutativna grupa n stolpénega vektorja v A". Potem je M levi K-modul,
¢e privzememo, da je mnozenje matrik skalarno mnozenje.
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Lastnosti 4.2. Naj bo K kolobar z enico 1 € K in M levi K-modul. Potem velja naslednje:
e Oxa =0y, za vsak a € M;
e N0y = Opy, 2a vsak X\ € K
o (—N)a=—(Aa) = A(—a), za vsak a € M in vsak \ € K.

Pravilo (L1) nam pove, da je x + Az pri izbranem elementu A\ € K endomorfizem grupe
M. Po pravilu (L4) pripada elementu 1 identi¢ni endomorfizem. Ker je M aditivna grupa,
vsebuje nevtralni element 0,,. Vsak element a € M ima nasprotni element —a. Kolobar K
vsebuje nevtralni element Ox za sestevanje. Po pravilu (L2) je Aa = (A+0x)a = Aa+0k - a.
Od tu sledi, da je Ox - a = 0p. Nadalje je 0py = (A — X)a = Aa + (—=A)a. Dobimo
(=N)a = —(Xa). Torej, ¢e pomnozimo poljuben element a € M s skalarjem —\, dobimo
nasprotni element produkta Aa. Najmanjsi modul vsebuje samo element 0. To je modul
{0}. Podobno definiramo desni modul M nad kolobarjem K.

Definicija 4.3. (Desni modul) Naj bo K kolobar z enico 1 € K in M aditivno pisana
komutativna grupa. Potem je M desni modul nad kolobarjem K (oziroma desni K-modul),
ce vsakemu elementu \ 1z K in vsakemu elementu a 1z M pripada neki element iz M, ki ga
pisemo kot produkt a in veljajo naslednje lastnosti:

(D1) (a+b)\ = aX+ b\, VA € K,Va,be M,
(D2) a(A+ ) = aX+ap, YA\, u € K,Va € M,
(D3) a(Au) = (aN)p, YA\, pu € K,Ya € M,
(D4) a-1=a,Vae M.

Razlocevanje med levim in desnim modulam ni zgolj formalno. Ce pogledamo pravilo (L3)
in (D3). Pri produktu elementa A iz kolobarja K z elementom a iz modula M se (L3) glasi:
a(Ap) = (aX)p, to pa ni pravilo (D3), ¢e kolobar K ni komutativen. Pri komutativnem
osnovnem kolobarju K ni razlike med desnim in levim modulom. Vseeno je ali piSemo Aa
ali al.

Levi K-modul v nalogi véasih poimenujemo kar samo modul.
Zgledi:
e Vsak kolobar K z enico 1 € K je levi in desni K-modul nad samim seboj.

e Ce je G aditivna komutativna grupa, potem lahko ¢ x --- x ¢ pisemo kot kg in tako
—_—

k—krat
GG postane levi Z-modul, saj za poljubne k, ki, ks € Z in poljubne g, g1, go € G velja

k(g1 +92) = kg1 + kg,

(k1 +ka)g = Fkig+ kag,
(kik2)g = ki(k2)g,
lg = g.
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e Naj bo R™ mnozica vseh urejenih n-teric
(x1,29,...,2,), x; €ER, kjerjeie {1,...,n}
Mnozica R" je komutativna grupa glede na operacijo sestevanja

(xlax%"'vmn)+(y17y27"'ayn):(xl_’_yl)m?_’_y%"'axn_’_yn)'

Nevtralni element je

0=(0,0,...,0),
in nasprotni element elementa (xy, s, ..., z,) € R" je
—(x1, T2y ) = (—x1, =T, ..., —p).
Ce definiramo mnozenje R x R® — R™ s predpisom
a(xy, Toy ..., x,) = (@1, 022, ..., aLy),
je R™ modul nad poljem R, ki ga imenujemo n-dimenzionalni realni vektorski prostor.

Definicija 4.4. Naj bo K komutativen kolobar z enico 1 € K. Potem je K-modul M K-
algebra, ce je na mnozici M definirano mnoZenje, ki skupaj s sestevanjem tvori kolobar, in
velja:

k(zy) = (kx)y = x(ky)

za vse x,y € M in vsak k € K.

Zgledi:
e Vsak komutativen kolobar K je algebra nad samim seboj.

o Ce je K komutativen kolobar, potem sta kolobar polinomov K[X] s koeficienti iz K
in cel kolobar matrik M, (K) primera K-algebr.

Definicija 4.5. Naj bo K kolobar z enico 1 € K in M modul nad kolobarjem K. Potem
je neprazna podmnozica L C M podmodul modula M (oziroma K -podmodul modula M ), ce
velja:

e rvt+ye L Vr,yelL
e kxe LVNxe L inVke K

Definicija 4.6. Ce je M R-algebra, potem je N podalgebra algebre M, ¢e je N podmodul,
ki je podkolobar.

Zgledi

e Ce je I levi ideal kolobarja K, je I podmodul K-modula K.
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e Naj bo M K-modul in x € M. Potem je mnozica
Kz = {kz|k € K}
podmodul modula M, saj je
kix — kox = (k1 — ko)z € Ku
ki(kox) = (k1ko)x € K,
za vsak ki, ko € K.

Naj bo M K-modul in L podmodul modula M. Potem je L podgrupa aditivne grupe M.
Zato eksistira faktorska grupa M/L, ki sestoji iz vseh odsekov a + L, a € M. Pomnozimo
poljuben element a + x € a + L s skalarjem . Ker je x € L in je L podmodul , je Ax € L
in posledi¢no produkt A(a+ x) = Aa + Az pripada odseku Aa+ L. Zato v M /L definiramo,
da je produkt skalarja A z odsekom a + L enak odseku Aa + L. Po tej definiciji je mnozenje
odsekov s skalarji enoli¢no dolo¢eno. To mnozenje ustreza vsem pravilom od (L1) do (L4).
Zato je mnozica odsekov M /L levi K-modul nad kolobarjem K. Imenujemo ga faktorski
modul.

Opomba: Levi ideal J kolobarja K je levi K-modul. Ker je kolobar K tudi K-modul, je
ideal .J podmodul modula K. Faktorska mnozica K/.J je prav tako levi K-modul. Ce J ni
dvostrani ideal, K/J ni kolobar.

Naj bosta L in L’ taka podmodula K-modula M, da je

i) LNL = {0}
(i) L+ L' = M.

V tem primeru imata podmodula L in L’ skupen samo element 0 € M. Z L+ L’ oznacujemo
mnozico vsot = + y, ko pretece x ves modul L in y ves modul L'. Ker je po predpostavki
(ii) zgoraj vsota L + L' enaka modulu M, se da vsak element z € M zapisati v obliki vsote

z=z+yxelLyel.
To izrazanje je mogoce samo na en nacin. Denimo namrec, da je tudi z = 2’ +y/, 2’ € L,y €
L'. Potem je 2’ +1y' = x4y oziromax' —x =y—y'. Kerjex'—x € Liny—y' € L', pripada
razlika 2’ —x = y—1 preseku LN L', ki vsebuje edino element 0. Zato je 2’ —x = y—y' = 0,
torej ' =z iny =y.

4.1 Homomorfizem modulov

Definicija 4.7. Naj bo K kolobar ter M in M' K-modula. Homomorfizem K- modula M
v K- modul M’ je preslikava f : M — M’, ki ustreza pogojema

flx+y) = f2)+ f(y), (4.1)
fQx) = Mf(x), (4.2)

kjer sta x in y poljubna elementa modula M in X poljuben element kolobarja K.
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Povratno enolicen homomorfizem imenujemo izomorfizem. Za dva modula med katerima
obstaja izomorfizem pa pravimo, da sta izomorfna. Iz enacbe (4.1) je razvidno, da je f
homomorfizem za aditivno grupo M. Pogoja (4.1) in (4.2) lahko zdruzimo v eno samo
enacbo:

fx+py) =Af(z)+pfly) Ve,ye MinVA pe K. (4.3)

Iz pogojev (4.1) in (4.2) namrec¢ dobimo f(Ax+ py) = f(Ax)+ f(pny) = Mf(x) +pf(y). Naj
bo zdaj f: M — M’ preslikava, ki ustreza enachi (4.3) za vse z,y € M in \,u € K. Ce v
(4.3) vstavimo naprej A = p = 1 in nato Se p = 0, dobimo pogoja (4.1) in (4.2). Torej f je
homomorfizem. Mnozico vseh slik oznac¢ujemo z f(M), ki je podmodul modula M’. Ce pa
je L' podmodul modula M’ je inverzna slika f~1(L’), ta sestoji iz vseh elementov modula
M, ki se preslikajo v L', podmodul modula M. V posebnem primeru, ko vsebuje L' samo
element 0, je inverzna slika f~!(0) podmodul, ki se imenuje jedro homomor fizma f. Torej
v jedru so vsi elementi modula M, ki se s homomorfizmom f preslikajo v element 0 € M.

Mnozico vseh homomorfizmov modula M v M’ oznac¢imo s Hom(M, M'). Trivialni ho-
momorfizem preslika vsak element modula M v element 0 modula M’'. Od tod sklepamo,
da mnozica Hom(M, M") ni nikoli prazna.

Trditev 4.8. Naj bosta f in g homomorfizma K modula M v K-modulu M', torej f,g €
Hom(M,M'"). Vsota f(x)+ g(x), pri cemer je x € M, je element modula M'. Preslikava,
ki priredi elementu x € M element f(x)+ g(x) € M'je homomorfizem iz K-modula M'. Ta
homomorfizem imenujemo vsota homomorfizmov f in g in ga oznacimo z f + g, torej

(f +9)(x) = f(z) + g(z). (4.4)

Dokaz. Da je vsota f + g homomorfizem ugotovimo takole:

(f+9) Az +py) = fAr+py) +g(hx + py) =
= M(z)+pfly) + Ag(z) + pgly) =
= M +9)@) +pulf+9)(y)

Od tod sledi, da je f+¢g € Hom(M,M').

4.2 1Izreki o izomorfizmu za module

Ce je J podmodul K-modula M, potem je J aditivna podgrupa grupe M in lahko tvorimo
faktorsko grupo M/.J na obicajen nacin. Pravzaprav faktorska grupa postane K-modul, ¢e
skalarno mnozenje definiramo takole:

rle+J)=re+J

kjer r € K in z € M. To mnozenje je dobro definirano, saj ¢e = pripada podmodulu J
potem tudi rz pripada podmodulu J. Ker je skalarno mnozenje v kvocientnem modulu
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M/ J definirano preko skalarnega mnozenja v prvotnem modulu M, se lahko bralec hitro
preprica sam, da M /.J zadosca aksiomom z definicije modula (glej tudi stran 19). Kanoni¢na
preslikava f: M — M/J je homomorfizem modulov z jedrom J. Tako kot pri teoriji grup
in teoriji kolobarjev lahko tudi za module dokazemo osnovne izreke o izomorfizmu.

Trditev 4.9. Poljuben homomorfizem modulov f : M — M’, katerega jedro vsebuje pod-
modul J, lahko faktoriziramo preko M /J. Z drugimi besedami, obstaja enolicno dolocen
homomorfizem modulov f : M/J — M', za katerega velja f(x+ J) = f(x). Poleg tega velja

o f je epimorfizem natanko tedaj, ko je f epimorfizem;
e f je monomorfizem natanko tedaj, ko je ker(f) = J;

e f je izomorfizem natanko tedaj, ko je f epimorfizem in ker(f) = J.

M-t

| A

M/J
Bralec si lahko podrobno razlago trditve 4.9 in njenega dokaza ogleda v [10] na strani 46.

Izrek 4.10. (Prvi izrek izomorfizma modulov) Ce je f : M — M' homomorfizem modulov
z jedrom J, je slika homomorfizma f izomorfna faktorskemu modulu M/ J.

Dokaz. Homomorfizem f iz trditve 4.10 je zdaj injektiven. Saj, ce je odsek Z = z+ J v
njegovem jedru, iz f(z) = f(Z) = 0 dobimo, da z € J, torej Z = J, to pa je nicelni element
faktorskega modula M/J. Vsak element modula f(M) ima obliko f(z) za neki x € M in

je zato slika odseka X =z + J. Od tod sledi, da je f povratno enolicen, torej izomorfizem
med faktorskim modulom M/J in modulom f(M). O

Izrek 4.11. (Drugi izrek izomorfizma modulov) Naj bosta S in T podmodula modula M
nad kolobarjem K in najbo S+ T ={x+vy:x € S,y € T}. Potem sta S+T in SNT
podmodula modula M in obstaja izomorfizem:

£:S/(SNT) — (S +T)/T.

Dokaz. Definirajmo f : S — M/T tako, da f(x) = x + T. Bralec se lahko hitro preprica
sam, da je f homomorfizem modulov in da je im(f) = (S+T)/T. Poleg tega je

ker(f) ={r € S:s+T =0s4ryr}={re€S:s€T}=5nNT.
Zato je po prvem izreku o izmomofizmu modulov (glej izrek 4.10) S/SNT = (S+T)/T. O

Izrek 4.12. (Tretji izrek izomorfizma modulov) Naj bo M modul nad kolobarjem K ter J
i L njegova podmodula. Ce je J < L < M, potem obstaja izomorfizem

n:(M/J)/(L)J) = M/L

kjer je n((m+ J)+ L/J) =m+ L, za vsak m € M.
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Dokaz. Ker je J < L, definirajmo preslikavo f : M/J — M/L tako, da je f(m+J) = m+L,
za vsak m € M. Naj bosta m, m’ € M taka elementa, da velja m + J = m’ + J. Potem je
m—m' € J < L in zato m + L = m/ + L oziroma preslikava f je dobro definirana. Bralec
se lahko hitro preprica sam, da je f pravzaprav homomorfizem modulov z jedrom

ker(f) = {m+J:meMinm+L=0y/.}
= {m+J:melL}=L/J,

rezultat sledi iz prvega izreka o izomorfizmu modulov. [

Definicija 4.13. K-modul M je ciklicen, ¢e je generiran z enim samim elementom x € M.
Z drugimi besedams,

M=Kz={kr:ke K},x € M.

Vsak element ciklicnega K-modula M je skalarni mnogokratnik elementa z. (Ce je 2 = 0 je
M = {0}, kar imenujemo nicelni modul, pisemo pa kar 0.) Ciklicen vektorski prostor nad
poljem je eno-dimenzionalen prostor ob predpostavki, da je z # 0. Anihilator elementa y
v K-modulu M je mnozica I, = {k € K : ky = 0}, ki je levi ideal kolobarja K, saj ce je
s1y = 0 in sey = 0, potem je (s1 + $2)y = s1y + soy = 0 in Ce je sy = 0, potem je tudi
(ks)y = k(sy) = 0 za vsak k € K. Ce je K komutativen kolobar in M cikli¢en modul z
generatorjem x, potem je M = K/I,. Da to vidimo, uporabimo prvi izrek o izomorfizmu
za preslikavo

K — M,
k— km.

Anhilator za modul M je Iy = {k € K : ky = 0 za vsak y € M}.Naj omenimo Se, da je I
dvostranski ideal, saj za poljubne k,l € Iy in s € K velja:

o I+ky=Ily+ky=0+0=0zavsaky € M in zato | + k € I,
o (sk)y =s(ky) =s-0zavsak y € M in zato sk € I,
o (ks)y = k(sy) =0 za vsak y € M in zato ks € I.

Ko je K komutativen, je anhilator generatorja ciklicnega modula enak annihilatorju celega
modula M.

4.3 Prosti moduli in direktna vsota
V tem poglavju bomo razsirili koncept baz v vektorskih prostorih na koncept baz v modulih.
Naj bo S podmnozica elementov K-modula M. S KS bomo oznacevali mnozico vseh

koncnih vsot oblike Y 7 | x;s;, kjer je n pozitivno celo stevilo, z; € K in s; € S za vsak
ie{l,...,n}.
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Definicija 4.14. Mnozico S = {s;}ics elementov K-modula M imenujemo mnoZica gen-
eratorjev modula M, ¢e je M = K .S, torej, c¢e lahko vsak element modula M zapisemo kot
linearno kombinacijo elementov iz S s koeficienti iz kolobarja K .

Za vsak modul obstaja sistem generatorjev, saj lahko vzamemo kar S = M.

Definicija 4.15. Pravimo, da je mnoZica S = {s;}ic; elementov K-modula M linearno
neodvisna (ali K-prosta), ¢e za vsako koncéno linearno kombinacijo elementov iz S s koefi-
cienti 1z kolobarja K velja:

ce je ri, iy + TigSip + -+ 18, =0, je 1y =1, = =15,

Prin = 1 imamo samo en element a € M. Ta element je linearno neodvisen, ¢e velja A\a = 0
le za A = 0. Ko je Aa = 0 za nek element A\ # 0, je a sam sebi linearno odvisen.

Definicija 4.16. Mnozica S = {s;}ic1 elementov K-modula M je baza modula M nad K
(ali K-baza), ce je linearno neodvisna in mnoZica generatorjev modula M.

Tako kot pri vektorskih prostorih tudi pri modulih lahko dokazemo naslednjo trditev (glej
poglavje o vektorskih prostorih).

Trditev 4.17. Mnozica S = {s;}icr elementov K-modula M je baza natanko tedaj, ko
lahko vsak element m € M na enolicen nacin izrazimo kot koncno linearno kombinacijo

M = T4 Sy + TipSiy + 0+ 14,84,
kjer ri, € K in s;;, € S za vsak j € {1,...,t}.

Definicija 4.18. Naj bo S = {s;}ier neskoncéna podmnozica modula M. MnoZica S je
linearno neodvisna natanko takrat, ko je vsaka njena koncéna podmnoZica linearno neodvisna.

Zal nima vsak modul baze. Na primer, Zg kot Z-modul nima baze. O tem se prepri¢amo
takole. Za vsak element a € Zg velja, da je 6a = 0 in 6 # 0 v Z. Posledi¢no lahko sklepamo,
da nobena podmnozica modula Zg ni linearno neodvisna in zato Zg nima baze.

Definicija 4.19. Ce K-modul M premore bazo, potem pravimo, da je M prost.

V modulu, ki sestoji iz n—teric (£1,&s, .. .,&,) elementov kolobarja K z enico 1 € K, si
oglejmo naslednje n—terice

er =(1,0,...,0),e5 =1(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).
Ti elementi so med seboj linearno neodvisni. Linearna kombinacija
1€ + ages + ...+ ape,

je namre¢ enaka n-terici (o, ag, ..., ;) in ta je enaka ni¢, ¢e so vse komponente enake 0,
a; = ag =...=0. Vsak element z = (&, &, ...,&,) iz modula n-teric pa lahko zapisemo v
obliki vsote

5161 + §2€2 4+ ...+ fnen.

Zato je mnozica {ej, e, ..., e,} baza in to pomeni, da je ta modul n-terice prost.
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Zgledi:
(i) Za vsak n > 0 je K" prost K-modul.

(ii) Mnozica Z x Z je prosti modul nad samim seboj z operacijo mnozenja po komponentah
(n,m)(a,b) = (na, mb)

in z bazo {(1,1)}. Podmodul Z x {0} ni prost modul, ker nima linearno neodvisnih
elementov in nima baze.

(iii) Kolobar polinomov K[X] je prost K-modul z bazo 1, X, X?, .. ..

Definicija 4.20. Ce v modulu M obstajata podmodula L in L', ki ustrezata pogojema
(1) LN L' = {0},
(ii)) L+ L =M,
pravimo, da je M direktna vsota modulov L in L' in pisSemo
M=LaL.

Modul M nad kolobarjem Z je obicajna komutativna grupa. V tem primeru govorimo o
direktni vsoti grup L in L'.

Definicija 4.21. Druzina {M;};,c; podmodulov K- modula M je neodvisna, ¢e za vsak
indeks 1 € 1 velja

M0 (> M) = (0).
J#
Definicija 4.22. Naj bo { M, }ic; druzina podmodulov K -modula M. Potem je M (notranja)
direktna vsota podmodulov druzine {M;}icr, in zapisSemo M = @;c;M;, ce je ta druZina
neodvisna in generira modul M. Z drugimi besedami M je (notranja) direktna vsota
podmodulov iz druzine {M;}icr, Ce velja:

(i) YViel: M;N (Z#i M;) = (0),
(ii) M =0 M.
IZkazZe se, da sta zgornja pogoja ekvivalnetna naslednjemu:

3.) Vsak element a iz modula M lahko enolicno zapisemo kot a = a;, + a;, + -+ + ay,,
kjer je a;, € M;,, 1 < j <t.

V primeru, ko {a;}ier tvori K-bazo modula M, je M direktna vsota M = @®;c;Ra;.

Definicija 4.23. Podmodul L K-modula M je direktni sumand, ce obstaja tak podmodul
L', daje M = L& L. Modul, ki ne vsebuje netrivialnih direktnih sumandov, se imenuje
nerazstavljiv modul.
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Lema 4.24. Naj bo L podmodul K- modula M. Potem je L direktni sumand modula M, ce
in samo ce obstaja endomorfizem f: M — M za katerega velja: fo f = f in Im(f)=L.

Dokaz. Dokaz v =
Naj bo L podmodul K- modula M direktni sumand. Potem obstaja tak podmodul L', tako
da je M = L & L'. Preslikava

M=LoL — L
m=1+101

je homomorfizem modulov, za katerega velja

(f o f)(m) = f(f(m)) = f(I) = fU+0) =1

Dokaz v «:

Naj bo f: M — M endomorfizem za katerega velja: fo f = fin Im(f) = L. Vemo, da
sta ker(f) in im(f) podmodula modula M. Se veé, M/ker(f) = im(f) in zato zadostuje
pokazati, da je ker(f)Nim(f) = {0}. V ta namen vzemimo poljubni element x € ker(f) N
im(f) = {0}. Potem x € im(f) in zato obstaja tak y € M, da je f(y) = x. Ker je
po predpostavki f o f = f, dobimo, da je (f o F)y) = F(f(y)) = f(y) = f(z) = O, saj
x € ker(f). Torej je y € ker(f) in zato iz f(y) = x sledi, da je x = 0. O

Homomorfizem f : M — M v zgornji lemi imenujemo projekcija modula M na podmodul
L.

4.4 Pogoji koncénosti

Definicija 4.25. Naj bo M modul nad komutativnem kolobarjem K z enico 1 € K. Ker je
K komutativen, ni razlike med desnim in levim K-modulom. Pravimo, da modul M zadosca
pogoju narascujocih verig, ce vsaka narascujoca veriga podmodulov modula M

My C My ©--- CM; C -

vsebuje samo koncéno mmnogo razlicnih c¢lenov. Torej, ¢e obstaja tak indeks t, da je My =
M,y; za vsak i > t. Ce M zadosca pogoju narascujocih verig pravimo, da je modul M
Noetherianov modul. Kolobar K je levo Noetherianov, ko je K kot levi K-modul Noetheri-
anov in desno Noetherianov, ko je K kot desni K-modul Noetherianov.

Opomba: Ce je kolobar K desno Noetherianov, ni nujno, da je tudi levo Noetherianov.
Primer taksnega kolobarja je matrika 2 x 2 nad kolobarjem Q oblike

2]

kjer je element a € Z in elementa b,c € Q. V nadaljevanju bomo obravnavali samo kolo-
barje, ki so levo Noetherianovi.

Zgled: Ker so vsi ideali v kolobarju Z glavni (glej [1]) in za poljubne a,b € Z velja,
da je aZ, C bZ e in samo ¢e b deli a, se lahko bralec hitro preprica, da je kolobar Z modul
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nad samim seboj in to Noetherianov modul.

Preden spoznamo Zornovo lemo, poglejmo nekaj definiciji, s katerimi bomo razjasnili po-
jme, kdaj je relacija antisimetri¢na, kdaj je mnozica delno urejena, urejena ali linearno
urejena mnozica, kaj je maksimalen, minimalen, najvec¢ji element, kaj je zgornja in spodnja
meja. Definicije so povzete iz [6].

Definicija 4.26. Relacija R na mnozici X je antisimetricna, ce za poljubne elemente
xz,y € X velja:

ce xRy i yRx, potem je x =y.

Relacija deljivosti na mnozici naravnih stevil je antisimetriécna. Ce je namre¢ Stevilo a
deljivo z b, potem obstaja tako Stevilo k£ € N, da je a = bk. Ce je tudi b deljiv z a, potem

je b = aky, za nek k; € N. Iz obeh enakosti sedaj sledi, da je a = akky, torej kky = 1 in
zato k = k; = 1 oziroma a = b.

Definicija 4.27. Relacija R na mnozici X je tranzitivna, ce za poljubne elemente z,y, z €
X wvelja:
ce xRy wn yRz, potem je rRz.

Definicija 4.28. Relacija R na mnoZici X je refleksivna, ¢e za poljuben element x € X
velja:
xRx.

Definicija 4.29. Relacija R na mnoZici X, ki je refleksivna, antisimetricna in tranzitivna
se imenugje relacija delne urejenosti. Delno urejena mnoZica je mnozica z relacijo delne
urejenosti R.

Ce je R relacija delne urejenosti in velja aRb, bomo zapisali
a <D

Zapis beremo tako: Element a je pod elementom b in element a je vsebovan v elementu b
ali kvecjemu enak b. V delno urejeni mnozici A je za par elementov a, b relacija a < b lahko
izpoljena, lahko pa tudi ni izpoljena. Vedno pa velja naslednje:

e a < a,Va e A.
e Iza<binb=<asledia=0>0.

e lza<binb=csledia=c.

Z znakom < so zapisane lastnosti: refleksivnost, antisimetricnost in tranzitivnost.

Zgled:V mnozici N naj pomeni a < b, da je Stevilo a manjse ali kve¢jemu enako b. Potem
so naravna Stevila s to relacijo urejena po velikosti.

Vcasih je urejenost taka, da sta poljubna elementa iz mnozice A primerljiva. Elementa
a in b sta primerljiva, ¢e a < b ali pa b < a. Ce sta elementa a in b primerljiva, tedaj
velja za vsak par a,b € A ena izmed relacij a < b ali b < a. V tem primeru pravimo, da je
mnozica A urejana ali tudi linerano urejena mnozica.

Zgled: Linearno urejana mnozica so realna Stevila, ki so urejena po velikosti.
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Definicija 4.30. Naj bo A delno urejena mnozica. Elementu € A, nad katerim ni nobenega
drugega elementa, imenujemo maksimalen element. V tem primeru je relacija u < a
1zpolnjena le za a = u.

Definicija 4.31. Naj bo A delno urejena mnozica. Element v € A imenujemo minimalni
element, ¢e ni pod njim nobenega drugega elementa. Torej velja a < v le, ¢e je a = v.

Maksimalen element moramo loc¢iti od najvecjega elementa. Element m mnozice A je
najvecji, ¢ée so vsi drugi elementi pod njim, torej ¢e velja a < m, za vsak a € A. Ce
obstaja najvecji element je obenem maksimalen in je vedno en sam. Maksimalnih elementov
pa je lahko ve¢. Najmanjsi element je tak element, da so vsi drugi elementi iz A nad
njim. Naj bo B podmnozica delno urejene mnozice A. Element u € A, za katerega so vsi
elementi podmnozice B pod njim, torej da velja x < u za vsak x € B, se imenuje zgornja
meja podmnozice B. Podobno je v € A spodnja meja podmnozice B, ¢e so vsi elementi
iz podmnozice B nad v. Sedaj, ko smo razjasnili pojme lahko zapisemo Zornovo lemo,
podroben dokaz Zornove leme si bralec lahko pogleda v [5].

Lema 4.32. (Zornova lema) Naj bo mnozica A delno urejena mnozica. Ce ima v mnoZici
A wsaka veriga podmnozic (linearno urejeno zaporedje podmnozic) zgornjo mejo, potem
mnozica A vsebuje maksimalen element.

Za kon¢ne mnozice Zornova lema ocitno velja, pogoj o eksistenci zgornje meje je v tem
primeru seveda vedno izpoljnena. Ideal I komutativnega kolobarja K z identiteto je mak-
simalen ideal, ¢e velja :

Videal JCK:ICJ=J=1TaliJ=K
Ve¢ o maksimalnih idealih si lahko ogledate v [9].

Zgledi:
(i) Za mnozico celih §tevil ideal (4) ni maksimalen ideal, saj (4) C (2) # Z.

(i) Ideal I = 6Z = {6n|n € Z} v kolobarju K = 3Z = {3n|n € Z} je maksimalen. Dokaz:
Naj bo J tak ideal v K, da je I C J C K. Radi bi pokazali, daje J =1 ali J = K.
Ce je J = I smo koncali. Torej naj bo J # I. Potem obstaja nek a € K : a € J in
a # I, element a = 6k+3, zanek k € Z. Ker je J ideal v K, velja: J+J C J. Ideal J
poleg vseh elementov 6n,n € Z vsebuje tudi vse elemente 6n + 3. Ideal J =3Z = K
iz tega sledi, da je ideal I = 6Z maksimalen ideal v kolobarju K = 3Z.

Lema 4.33. Kolobar K z enico 1 € K wvsebuje pravi maksimalen ideal.

Dokaz. Naj bo F mnozica vseh idealov J kolobarja K, J # K. Trdimo, da ima vsaka
delno urejena podmnozica mnozice F zgornjo mejo. Ce je {Ji}ies del taksnih druzin,
potem pogledamo U;erJ;. Ker je J; # R, za vsak i € 1,1 ¢ J;,i € I in 1 # UerJ;, torej
Uierd; € F. Iz Zornove leme sledi, da F vsebuje maksimalen element. O

Izrek 4.34. Naj bo M modul nad komutativnim kolobarjem K z enico 1 € K. Ce modul
M wvsebuge dve konéni bazi By = {vy,...,vn} in By = {ws, ..., w,} sledi, da je n =m.
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Dokaz izreka 4.34 si lahko bralec ogleda v [1].

Definicija 4.35. Naj bo M prost modul nad komutativnem kolobarjem K z enico 1 € K s
koncno bazo. Potem Sstevilo elementov v poljubni bazi modula M imenujemo rang modula

M.
Z uporabo Zornove leme bomo v naslednjem izreku karakterizirali Noetherianove module.
Izrek 4.36. Naj bo M K-modul. Potem so naslednje trditve ekvivalnetne:

(i) Vsaka neprazna druzina podmodulov modula M vsebuje maksimalen element.

(i1) Vsak podmodul modula M je konocno generiran.
(iii) Modul M je Noetherianov.

Dokaz. (i) = (i)
Dokaz s protislovjem. Predpostavimo, da obstaja tak podmodul N modula M, ki ni kon¢no
generiran in naj bo Ny maksimalen element v druzini

F ={S C M:S je podmodul modula N, S je koncno generiran}.

Potem je Ny konéno generiran. Naj bo {ni,...,n;} konéna mnozica generatorjev maksi-
malnega elementa Ny. Ker podmodul N ni konéno generiran, velja Ny # N. Torej obstaja
element x € (N \ Ny). Naj bo Ny = Ny + Kz podmodul modula N generiran z Ny in
elementom z. Potem se lahko hitro prepri¢camo, da je mnozica {ni,...,n;, z} generator
modula Ny in Ny € F. Vendar Ny C Ny in Ny # N,. Po predpostavki pa je Ny maksimalen
element in s tem pridemo do protislovja.

Naj bo
M, C My, C--- C M

N

narascujoca veriga podmodulov modula M. Potem se lahko bralec preprica sam, da je
N = U7 M; podmodul modula M in ker velja (ii) je N konéno generiran. Naj bo
{n1,...,n;} konéna mnozica generatorjev podmodula N. Potem vsak od teh elementov
pripada nekemu podmodulu zgornje verige, recimo, da n; € M;;,1 <@ < t. Ce vzamemo,
da je k = max{iy,... 0} je n; € My za vsak i, 1< i < t. Iz tega sledi, da je N C M. Ker
je M; C My, za vsak i, iz tega sledi, da je My = M;, ¢e je ¢ > k. Torej ima veriga konc¢no
mnogo razlicnih elementov.

Na bo F zbirka podmodulov modula M. Uporabimo Zornovo lemo za F. Ker je M Noethe-
rianov zadostuje pogoju narascujocih verig, torej ima vsaka urejena druzina podmodulov
zbirke F zgornjo mejo. Po Zornovi lemi F vsebuje maksimalen element. [

Definicija 4.37. Pravimo, da K-modul M zadostuje pogoju padajocih verig, ce se vsaka
veriga podmodula modula M :

My DMy 2D -2 M; D ---
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konca, to je natanko takrat, ko obstaja tak indekst, tako da je My = M;y;, za vsako pozitivno
stevilo i. Ce podmoduli modula M zadoscajo pogoju padajocih verig, pravimo moduly M
Artinianov modul. Kolobar K se imenuje levi Artinian kolobar, ce je K kot levi K-modul
Artinianov in desno Artinianov, c¢e je K kot desni K-modul Artinianov.

Ce je kolobar levo Artinianov ni nujno da je tudi desno Artinianov. Ko govorimo, da je
kolobar Artinianov mislimo, da je kolobar levo Artinianov.

Izrek 4.38. Naj bo M K-modul. Naslednji trditvi sta si ekvivalentni:

(i.) Vsaka neprazna druzina podmodulov modula M vsebuje minimalen element.
(i.) Modul M je Artinianov.
Dokaz izreka 4.38 si lahko bralec ogleda v [11] na strani 59.

Izrek 4.39. Naj bo N podmodul K-modula M. Potem je modul M Noetherianov (Artini-
anov) ¢ée in samo ce sta N in M/N oba Noetherianova (Artinianova).

Dokaz. Recimo, da sta oba N in M /N Noetherianova in naj bo
My CMyC--- CM; C---

naraScujoca veriga podmodulov modula M. Oglejmo si sledeci verigi:
(MiNnN)C (MysnN)C---C(M;NnN)C---

M1+NCM2+NC CM,-—i—N
N N N

Ker sta N in M /N Noetherianova se obe verigi koncata. Zato lahko dolo¢imo pozitivno
celo Stevilo k tako, da velja:

M;,N"N=M,NN
M;+ N =M+ N

za vsako pozitivno stevilo ¢ > k. Vemo, da M, C M;, za i > k, pokazati pa zelimo Se, da
je My D M;. Za element x € M; nam druga enakost zgoraj pove, da obstaja tak element
y € My, daje x + N = y+ N, torej, da je x —y € N. Ker je M, C M; vidimo, da je
r—y €€ M;,NN = M,NN. Torej x —y € M}, in zato tudi element x € M}, kot smo zeleli
dokazati. Posledi¢no je My = M;, za vsak ¢ > k in veriga se zaklju¢i. Dokaz v nasprotno
smer, gre na podoben nacin kot tudi dokaz v primeru, ko sta N in M /N Artinianova. Dokaz
si lahko bralec ogleda v [11] na straneh 60-61. O

Posledica 4.40. Naj bo {M;}1<i<n taka druzina podmodulov K-modula M, da je M =
> v M;. Potem je modul M Noetherianov (Artinianov), ée in samo ce je vsak podomodul
M; Noetherianov (Artinianov).

Trditev 4.41. Koncéno generiran modul M nad kolobarjem K, ki je Noetherianov (Artini-
anov) je Noetherianov (Artinianov).
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Dokaz. Naj bo {my,...m;} konéna mnozica generatorjev modula M nad kolobarjem K.
Potem je M = Zle Km,. Preslikave f; : K — Km; so epimorfizmi, zato je vsak modul
Km; izomorfen kolobarju K in posledi¢no Neoetherianov (Artinianov), 1 <i < . Rezultat
tedaj sledi iz posledice (4.40). O

Naj bo M K-modul. Potem M vedno vsebuje verigo podmodulov: M D (0). Ce je modul
M enostaven, torej brez nenicelnih pravih podmodulov, je to edina veriga. V nasprotnem
primeru, ¢e modul M ni enostaven, pa vsebuje pravi podmodul N in je M D N D (0) veriga
podmodulov v modulu M. Naslednja definicija je poslositev koncepta kompozicijskih vrst
s teorije grup [1].

Definicija 4.42. Veriga podmodulov K-modula M
M:MODMlg"'DMn:(())

se imenuje kompozicijska vrsta modula M, ce so vsi moduli M;/M;.1 enostavni. Module
M;/M;yy imenujemo faktorji vrste. Stevilo faktorjev vrste imenujemo dolZina vrste. Mod-
ulu, ki 1ma kompozicijsko vrsto pravimo modul koncne dolZine.

Prvo si bomo pogledali pogoje za obstoj kompozicijske vrste.
Izrek 4.43. K-modul M je koncéne dolZine, ¢e in samo ce je Artinianov in Noetherianov.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da je modul M Artinianov in Noetherianov, ker je Noethe-
rianov, druzina vseh pravih podmodulov modula M vsebuje maksimalen element M. Ce
je My # 0 nam, ker je Noetherianov, podoben argument pove, da M; vsebuje maksimalen
podmodul M. S ponavljanjem tega procesa lahko dolo¢imo verigo podmodulov:

M:MQDMlDMQD"'

Ker je modul M tudi Artinianov se more veriga zakljuéiti, torej je M, = (0) za neko
pozitivno celo stevilo n. Potem pa je

M:MoDMlDMQDDMn:<O)

kompozicijska vrsta modula M.

Sedaj predpostavimo, da modul M ima kompozicijsko vrsto. Dokaz nadaljujemo z in-
dukcijo glede na dolzino n kompozicijske vrste minimalne dolzine modula M. Ce je n =1
potem je modul M enostaven in tako Artinianov in Noetherianov. Predpostavimo sedaj,
da je
M:MoDMlDMQD"'DMn:<O)

kompozijska veriga minimalne dolzine modula M. V tem primeru rezultat drzi za module
z vrsto dolzine n — 1. Ker je M; D --- D M, = (0) kompozicijska veriga modula Mj, iz
indukcijske predpostavke sledi, da je M; tako Artinianov kot Noetherianov. Prav tako, ker
je M /M enostaven, je Artinianov in Neotherianov, in poslediéno po izreku 4.39 je tudi
modul M tako Artinianov kot Noetherianov. O

Sedaj predpostavimo, da ima modul M dve ali ve¢ kompozicijskih vrst in jih primerjamo
med seboj.
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Definicija 4.44. Kompozicijski vrsti
M:MoDMlDMQD"'DMn:(O)

M:NoDNlDNQD"'DNt:(O)

se imenujeta ekvivalentni, ¢e sta enakih dolZin in ce obstaja taka bijekcija med faktoryi vrst,
da so pripadajoci faktorji izomorfni.

Naslednji izrek je posplositev Jordan-Holderjevega izreka s teorijo grup. Vec¢ o Jordan-
Hoélderjevem izreku bralec lahko izve v [4].

Izrek 4.45. (Jordan-Holder) Dve kompozicijski vrsti K-modula M sta vedno ekivalentns.

Lema 4.46. Naj bo L podmodul K-modula M. Potem je modul M koncne dolzine, ¢e in
samo ¢e sta L in N = M/L konéne dolzine. V tem primeru velja:

(M) =1(L)+I(N).
Dokaz. Prva trditev je direktna posledica izreka 4.42 in izreka 4.46 Naj bosta
L=Ly>L D---DL=(0)
in
N=NyDN;D---DN,=(0)

kompozicijski vrsti za L oziroma N. Ker je N = M/L, lahko poistemo tako zaporedje

podmodulov
M=My>DM D---DM,=1L,

da je M;/L ~ N;, 1 <i <r in ker velja

My  M;_/L N,
M, — M;/L — N;’

dobimo, da je vsak podmodul M; maksimalen v M;_q, 1 <1 < r. Torej je
M:MQDMlD"'DMr:LoDLlD"'DLt:(O)

kompozicijska vrsta modula M. Zato je [((M) = r + t, kar je zeljen rezultat. O
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Poglavje 5
Zakljucek

Tekom projektne naloge smo ugotovili, da so moduli nad kolobarjem posplositev koncepta
vektorskih prostor. Medtem ko v vektorskem prostoru skalarji pripadajo nekemu polju, v
modulu skalarji pripadajo kolobarju. Teorija modulov obsega veliko lastnosti vektorskih
prostorov. Prav tako smo spoznali, da so moduli zelo tesno povezani s teorijo grup. Teorija
modulov je obsezna. Namen projektne naloge je bil preuciti lastnosti modulov nad kolobar-
jem s posebnih poudarkom na posebnih druzinah modulov, kot so cikli¢cni moduli, prosti
moduli. Veliko ve¢ o modulih si lahko bralec ogleda v [7]. Na zacetku knjige si lahko bralec
pogleda ve¢ o prostih modulih, projektivnih modulih. O tenzorskem produktu modulov pa
ve¢ v [6] in [8].
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