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vozlisca v grafu G. [4,8,10,12,14,16] ABC indeks je uvedel Ernesto Estrada leta 1998.
Karakterizacija oz. opredelitev grafov z najmanjso ABC vrednostjo, kljub Stevilnim
poskusom, je Se vedno odprt problem. Znano je le, da povezan graf z minimalnim ABC
indeksom mora biti drevo, bile pa so Se dolocene nekatere strukturne znacilnosti teh
dreves. Ve¢ domnev o strukturi minimalnih ABC dreves je bilo ovrzenih s proti primeri.
V zadnjih nekaj letih se je povecalo zanimanje za matemati¢ne lastnosti indeksa ABC
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Abstract: The atom-bond connectivity index (or ABC index) of a graph G is defined
as the sum over all pairs of adjacent vertices u, v of the term 4/ %, where d(v)
denotes the degree of the vertex v of the graph G. [4,8,10,12,14,16] The ABC index
was introduced by Ernesto Estrada in 1998. The characterization of the graphs with
smallest ABC-value, in spite of numerous attempts, is still an open problem. What
only is known is that the connected graph with minimal ABC index must be a tree,
and some structural features of such trees have been determined. Several conjectures
on the structure of the minimal-ABC trees, were disproved by counterexamples. In the
last few years the interest in the mathematical properties of the ABC index increased,
which has led to the fact that there were published several papers. [1,16] The theoretical
part is considered for the analysis. There are analyzed various sources and professional
articles dealing with this topic with an emphasis on trees with a minimal ABC index.

Research methods that are used in writing the thesis are the analysis of the professional

literature and a descriptive method.
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1 Uvod

Indeks povezanosti atomske vezi (ang. Atom-bond connectivity index ali ABC index)

(d(w)+d(v)=2)
d(u)d(v) 7

kjer d(v) oznacuje stopnjo vozlisca v grafu G. [4,8,10,12,14,16] ABC indeks je uvedel

Ernesto Estrada leta 1998. Karakterizacija oz. opredelitev grafov z najmanjso ABC

grafa G je definiran kot vsota vseh parov sosednjih tock u, v in pogoja

vrednostjo, kljub stevilnim poskusom, je Se vedno odprt problem. Znano je le, da
povezan graf z minimalnim ABC indeksom mora biti drevo, bile pa so Se dolocene
nekatere strukturne znacilnosti teh dreves. Ve¢ domnev o strukturi minimalnih ABC
dreves je bilo ovrzenih s proti primeri. V zadnjih nekaj letih se je povecalo zanimanje
za matematicne lastnosti indeksa ABC kar je pripeljalo do tega, da je bilo objavljenih
kar nekaj dokumentov. [1,16] Zato sem se tudi odlo¢ila za obravnavo ABC indeksa, saj
je to aktualna tema, ki Se ni do dobra odkrita, saj se stevilni raziskovalci iz vseh koncev
sveta ukvarjajo z njo. Obravnavala bom teoreti¢ni del. Analizirala bom razli¢ne vire
oziroma strokovne clanke, ki se ukvarjajo s to tematiko, Se posebej pa se bom poglobila
v analizo dreves z minimalnim ABC indeksom.

Kar zadeva strukturo diplomskega dela, v nadaljevanju sledijo kratka poglavja, kjer
so zapisani namen in cilj diplomskega dela, vprasanja ter predvidene metode raziskova-
nja. Tem poglavjem sledi poglavje, kjer je predstavljen ABC indeks, nato pa $e podat-
kovna struktura drevesa. Po tem, sta v sledecih dveh poglavij predstavljeni spodnja
in zgornja meja ABC indeksa. Tem sledi poglavje, kjer je predstavljeno oznacevanje
zaporedij stopenj dreves, nato pa so v nadaljevanju zapisana Se drevesa z minimal-
nim ABC indeksom, drevesa, ki imajo stopnjo najve¢ 30 in drevesa, ki imajo stopnjo
vecjo od 30. Pred zalkjuckom pa so Se predstavljene nekatere znane strukturne lasnosti

dreves z minimalnim ABC indeksom.
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2 Namen in cilj diplomskega dela

Namen diplomskega dela je poglobiti se v analizo teoreti¢nih vsebin ABC indeksa.
Cilj diplomskega dela je analizirati literaturo o ABC indeksu, s posebnim poudarkom
na analizo dreves z minimalnim ABC indeksom.

S pomocjo razlicnih virov bom poskusala preuciti indeks povezanosti atomske vezi

(ABC indeks).
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3 Vprasanja diplomskega dela

V diplomskem delu se bom osredotocila na naslednja raziskovalna vprasanja:

e kaksne vsebine o ABC indeksu so bile do sedaj preucene,

e kaj je bilo raziskano oziroma do katere tocke so se razvile analize v zvezi z drevesi

z minimalnim ABC indeksom.
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4 Predvidene metode raziskovanja

Metode raziskovanja, ki jih bom uporabila pri zapisovanju diplomskega dela, so:

e analiza strokovne literature,

e deskriptivna metoda.

Pri metodi raziskovanja bom uporabila deskriptivno metodo. Torej opisovala bom

ter razlagala s pomocjo uporabe strokovne literature.
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5 Predstavitev ABC indeksa

Molekulski deskriptorji [26] so matemati¢ne koli¢ine, ki opisujejo strukturo ali obliko
molekule, ter tako pomagajo pri napovedi aktivnosti in lastnosti molekul v komple-
ksnih eksperimentih. Med njimi igrajo, tako imenovani topoloski indeksi pomembno
vlogo. Topoloske indekse [18], lahko klasificiramo po strukturni lastnosti grafov, ki
se uporabljajo za njihovo izracunavanje. Na primer, Wienerjev indeks [19] in indeks
Balaban J [20], ki temeljita na razdalji vozlis¢ v grafu, indeks Estrada [25] in energija
grafa [21], ki temeljita na spektru grafa, skupina Zagreb indeksov [22] in Randiéev in-
deks povezljivosti [23] sta odvisna od stopenj vozlis¢, medtem ko je indeks Hosoya [24]
izracunan s sestevanjem ne-incidenénih robov v grafu. [1-3,11]

Leta 1998 je Estrada predlagal nov graficni topoloski indeks, ki temelji na stopnji
vozlisca, tj. indeks povezanosti atomske vezi (ABC indeks) in pokazal, da je ta lahko
dragoceno orodje za predvidevanje v studiji toplotne tvorbe v podobah. Deset let
kasneje je Estrada izdelal novo kvantno teorijo, kot utemeljitev za topoloski indeks. Po
tem razkritju, je interes za ABC indeks hitro zrasel. [3,11]

Naj bo G = (V, E) preprost neusmerjen graf reda n = |V| in reda m = |E|. Za
v € V(G), stopnja od v, oznacena z d(v), je stevilo robov, ki so incidenéni z v. Potem

je indeks povezanosti atomske vezi od G definiran kot [1-3,9-11]

d(u)+d(v)—2
ABC(G) = Eneno “iics
Kot nova invarianta grafa je indeks ABC pritegnil veliko zanimanja v zadnjih nekaj

letih v matematicnih in kemijskih raziskovalnih skupinah. [3]

Naj bo G = (V, E). Ce je V(G) disjunktna unija dveh nepraznih mnozic V;(G) in
V5(G) tako, da vsaka tocka v V1 (G) ima stopnjo 7 in vsaka tocka v V5(G) ima stopnjo
s(r — s), potem je G (r,s) - semiregularen graf. Ko je r = s, se ta imenuje regularen
graf. Ce je (r,s) - semiregularni graf drevo, potem se imenuje (r,1) - semiregularno
drevo. [2]
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6 Podatkovna struktura drevesa

Drevo je nelinearna podatkovna struktura. Osnovni elementi v drevesu so vozlisca.
Vsako vozlisce ima lahko ve¢ naslednikov, vendar kve¢jemu enega predhodnika. Koren

je vrhnje vozlisce, edino vozlisée v drevesu brez prednika. [31]

Vozlisce: je osnovni element drevesa. Vsebuje podatek in informacijo o iz njega

izhajajoc¢ih poddrevesih. Ima lahko ve¢ potomcev, vendar najve¢ enega prednika. [31]

Oce ali prednik: 1 je oce vozlis¢ema 2 in 3. 2 je oce vozliScema 4 in 5. 3 je oce
vozliséema 6 in 7. Koren drevesa je edino vozlisée brez oCeta (v nasem primeru je koren
drevesa 1). [31]

—— | 1ieote svojima sinovoma 2 in 3

2 ie ofe svojima sinovoma < in 3

3 ie ofe svojima sinovoma & in 7

Slika 1: Oce ali prednik [31]
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Sin ali naslednik: je koren poddrevesa, ki izhaja iz njegovega oceta. [31]

21in 3 stasinova ofeta 1

\ fin 7 sta sinowa ofeta 3

Slika 2: Sin ali naslednik [31]

Stopnja vozlis¢a: je stevilo poddreves, ki izhajajo iz vozliscéa. [31]

Stopnja drevesa: je maksimalna stopnja vozlise. [31]

List ali konéno vozlis€e: je vozlisce, ki nima sinov. [31]

Notranja vozlis€a: so vsa vozliica, razen listov. [31]

Nivo vozlis¢a: ce ima ocCe nivo n, ima sin nivo n + 1. Koren ima nivo 1, njegovi

sinovi nivo 2, sinovi sinov nivo 3, itd. [31]

B = nivo 2

4 5 6 7 Do

Slika 3: Nivo vozlisca [31]

Visina drevesa: je enaka najvec¢jemu nivoju vozliséa v drevesu. [31]
Urejeno drevo: je drevo, pri katerem je vrstni red poddreves (sinov) pomemben.

Pri tem nas urejenost podatkov v vozliséih ne zanima. [31]
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Izrojeno drevo: je drevo, pri katerem ima vsako vozlisée (razen lista) le enega
sina. [31]

Polno drevo stopnje k: je drevo, kjer ima vsako vozlisce (razen listov) natanko
k sinov. Vsi listi so na istem nivoju. [31]

Prazno drevo: je drevo brez vozlisé. [31]

Gozd: mnozica disjunktnih dreves. [31]

Drevo se imenuje ukoreninjeno drevo, ce je bila ena tocka imenovana korenina.
Tocka stopnje ena je pendantna tocka. [3] > Breadth — first search < (> iskanje
v §irino <) je algoritem za iskanje v grafu, ki se zac¢ne v korenu in raziskuje vse svoje
tocke, ki predstavljajo otroke, zacensi z najbolj desnim otrokom in se konca z najbolj
levim otrokom. Nato pa za vsakega od teh otrok raziskuje svoje neraziskane tocke, ki
predstavljajo otroke, in tako naprej, dokler ne pride do cilja, oziroma dokler ne razisce
vse tocke. [3]

Naj bo Sy = vov1 ... Uk, Vgy1, k < n — 3, zaporedje tock grafa G z d(vg) > 2 in
dvi) =2,i=1,...k — 1. [3] Ce d(v;) = 1, potem je Sy pendantna pot (povezava)
dolzine k + 1. Ce d(vi) > 2, potem je Sy notranja pot (povezava) dolzine k. [3]
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7 Spodnja meja ABC indeksa

Za povezan graf G reda n z m robovi, je najvi§ja tocka stopnje oznacena z A, Stevilo
pendantnih tock s p in Stevilo ne-pendantnih robov, ki imajo vsaj eno kon¢no tocko
stopnje 2 z [. Oznacimo z x;; Stevilo robov od grafa G, ki povezujejo tocke stopnje ¢ in
j, kjer je 1 < i < j < A. Oznac¢imo z n; Stevilo tock stopnje i v G za1=1,2,... A.

ZJ” 2 [15] Ce je V(G) disjunktna unija dveh nepraznih mnozic Vi (G) in

Naj bo ij =
Vo(G), tako da ima vsaka tocka v Vi (G) stopnjo r in vsaka tocka v V5(G) ima stopnjo
s (r > s), potem je G (r, s)-semiregularen graf. [15] Drugi modificiran Zagreb indeks
M3 (@), je enak vsoti produktov recipro¢nih stopenj parov sosednjih vozlis¢ osnovnega

molekularnega grafa G, ki je,

Mék(G) = ZW €E(G) d [15]

Lema 7.1. [15] Naj 7Ty = ,/”Zyy 2 — % i— xly , kjer jex > 1. Potem je 2z = \/75
Lema 7.2. [15] Naj Ty = ‘Hy 2 Ce jex <y, potem je 1z < 1y.

Dokaz. [15] Ce je < y potem yy;l —z=1l= o =0

Potem 1y — 1z = yy;l— =1 > 0. O

zy
fiksna, potem je f(x,y) padajoca za x.

Lema 7.3. [27] Naj bo f(z,y) = \/Ly—QZ \/%—1—%—3@  kjerz,y>1. Cejey > 2

Posledica 7.4. [15] Naj bo Ty = ,/%yy_Q . Ce je y > 2 fiksna, potem je 2y > Ty za
z (x>2).

Dokaz. [15] Po Lemi 7.3, ¢e je y > 2 fiksna, potem je Ty padajoca za z, kjer je z > 2.
Potem 2y > 7. O

Naj bo I' razred povezanih grafov G, katerega vsi robovi imajo vsaj eno konc¢no

tocko stopnje 2. [15]
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Naj bo I'* razred povezanih grafov G, kjer je vsaj en rob, ¢igar stopnji dveh konénih

vozlis¢ sta obe A | in vsi drugi robovi imajo vsaj eno konéno tocko stopnje 2. [15]

Naj bo I'"* razred grafov H = (V, E), tako da je H povezan graf z minimalno sto-
pnjo tocke 6 = 2, s ¢ robovi vv; € E(G) tako, da d; = d; = A(> 3) in preostalimi
m — g robovi vv; € E(H) tako, da d; = 2 ali d; = 2 ali d; = d; = 2, kjer je A najvisja

stopnja vozliséa in ¢ je definiran kot g = M;n—\/AZ—r [15]

Izrek 7.5. [15] Naj bo G enostaven povezan graf z m robovi, najvisjo tocko stopnje
oznaceno z A, p pendantnimi tockami. Oznacimo z |l ne-pendantne robove, ki imajo

vsaj eno koncéno tocko stopnje 2. Potem

ABO(G) 2 Y220 o (m — p — 1) V232,
Enakost velja, ce in samo, ce je G reqularen graf ali G € " ali G € '™ ali G = C,
ali G = P,.

Dokaz. [15] Po Lemi 7.1, 7.2 in 7.3 imamo

ABC(G) = Y ocien wyli + D aci<a 22 + D s<icj<a i)

= (ZzgigA 1;)12 + (ZQSigA 9:)2A + (Z?,gigng zij) AA

= —ﬁ%)H) + (m —p—1)¥=2= 22_2.

Sedaj upostevajmo enakost. Enakost velja, ¢e in samo, ¢e je
21; =083 < i < A), ;=08 <i<j < Aln (4, )) # (AA)).

Primer 1: A = 2.
Ce Ty # 0 in x15 = 0, potem G = C),.
Ce 299 # 0 in x19 # 0, potem G = P,.
Ce 299 = 0 in z19 # 0, potem G = P,.

Primer 2: A > 3.
Ce je zaa = 01in 9, 99, . .., Taa nNiso vsi enaki ni¢, potem G € T'.
Ce je Taa # 01n o1 = T9g = ... = x9a = 0, potem je G regularen graf.

Ce je xaa # 0 1in x99, T29, . . ., Toa Niso vsi enaki ni¢, potem G € T'™*. O
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Izrek 7.6. [2] Naj bo G enostaven povezan graf stopnje n z m robovi, p pendantnimi
tockamsi, najvisjo tocko stopnje oznacene z A in minimalno stopnjo o, ne-pendantne

tocke. Potem

ABC(G) = py/1— 5+ + Va(m—p)(n—2M5(G)—p(1- % ))\/m

VAS(ZVA—T+EVa-T)

kjer je M3 (G) drugi modficiran Zagreb indeks od G. Poleg tega enakost velja, ce in
samo, ce je G izomorfen (A, 1) - semireqularnemu grafu ali G je izomorfen reqularnemu
grafu ali G € I'™*.

Opomba 7.7. [15] Izrek 7.5. je podal drugo mejo, ki je o¢itno boljsa kot v Izreku 7.6.

po parametrih in vrednostih, ki je izboljsava meje.

Posledica 7.8. [15] Naj bo G enostaven povezan graf z m robovi in najvisjo stopnjo

tocke oznaceno z /A . Potem
ABC(G) > m¥22=2,

Enakost velja, ¢e in samo, ce je G reqularen graf ali G = C,, ali G = P,.

Dokaz. [15] Po Izreku 7.5., imamo

ABO(G) > (L2 — V2222y(p 4 ) 4+ m¥Y2R=2 > /222

Enakost velja, ¢e in samo, ¢e je G regularen graf ali G = (), ali G = P,,. O

Posledica 7.9. [15] Naj bo G* enostaven povezan kemijski graf z m robovi. Potem
ABC(G") > 8.

Enakost velja, ¢e in samo, ce je G*4-reqularni graf.

Dokaz. [15] Ker je A < 4, po Posledici 7.8, je o¢itno, da je ABC(G*) > @. Enakost

velja, ¢e in samo, ce je G* 4-regularni graf. O]

Izrek 7.10. [2] Naj bo G enostaven povezan graf z m robovi in najvigjo stopnjo tocke

oznaceno z A. Potem
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T
ABC(G) > 2/mvA-l
AT (VA+V?2)

Enakost velja, ce in samo, ce je G = P,.

Opomba 7.11. [15] Ker

V2A—2 24m\/ _ \/7f A4 24)2 >0

m A A4(\/7+\/>) \/7-‘!-\/») -

spodnja meja za ABC indeks grafa GG dolocena v Posledici 7.8 je izboljSava meje

podane v [zreku 7.10..
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8 Zgornja meja ABC indeksa

Naj bo ¥, razred povezanih grafov G, kjer je vsaj en rob katerega stopnji dveh konc¢nih

stopnji tock, in vsi drugi robovi imajo vsaj eno kon¢no tocko stopnje 2. [15]

Izrek 8.1. [15] Naj bo G povezan graf z m robovi, najvigjo stopnjo vozliséa oznaceno
z A, p pendantnimi tockami. Oznacimo z | Stevilo ne-pendantnih robov, ki imajo vsaj

eno koncéno tocko stopnje 2. Potem

ABC(G) < py/1— % + 321 4 2mp)

Enakost velja, ce in samo, ce je G izomorfen 3-regularnemu grafu ali G € ¥y ali
G e V,.

Dokaz. [15] Po Lemi 7.1, 7.2 in 7.3, imamo
ABC(G) = Y ogcion T1ili + D pion 220 + D s<icj<a i)
< (ZzgigA xli)m + (Z2§i§A x2i)ﬂ + (23§i§j§A xij)ﬁ

=py/1— % + i+ 2=l

Sedaj upostevajmo enakost. Enakost velja, ¢e in samo, ¢e je

Primer 1: x33 # 0.
Ce je Tia = o9 = ... = xaa = 0, potem dobimo, da je G izomorfen 3-regularnemu
grafu.

Ce x1a,T99, ..., Taa Niso vsi enaki ni¢, potem G € Uy,
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Primer 2: x33 = 0.

Ce x1a, X929, ..., Toa Niso vsi enaki ni¢, potem G € Vs, O

Lema 8.2. [27] Naj bodo i,j in A pozitivna cela Stevila zi < j < A in A > 3.

Naj bo hi j,8) =20F = /1= )G +5 -5 - %)+ - ¢

Potem h(i,j,A) <0 za (i,7) # (1, A), (2, A).

Naj bo U** mnozica povezanih grafov, ¢igar robovi imajo eno konc¢no tocko stopnje

A in druga stopnja konéne tocke je 1 ali 2.

Izrek 8.3. [15] Naj bo G povezan graf reda n z m robovi, najvisjo stopnjo vozlisca

oznaceno z A, kjer 2 < A <n—1. Potem

ABC(G) < \/1—L(2n—m —Z) +2(m + 2 —n)

Enakost velja, ¢e in samo, ce je G € U** | zm = 0(modA).

Dokaz. [15] Ker je G graf reda n z m robovi in najvecjo stopnjo A, imamo

N +ne+...+naA=n
niy+2ns + ...+ Anp = 2m

EzgigA L1 = M

Zlgngmj;éi‘Iij +2.I“ :an (Z = 2,3,...,A).

Predpostavimo

wy = ZQSigA—l L1i
Wy = Z1§j§A—1m#2 Toj + 292
w; = Zlgjgmnj;éi zij + 2z (0 =3,4,...,A)

wa = Z:nggA—l Tin + 22
t].
w; = N1 — 1A

’LU2:2712—$2A
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wa = Anp — T — Taa.
Potem imamo

ZlgigA Ww; = 2m — 2(1‘1A + ZL’QA)

Siciea b =n =1+ Pois = (F+ Do

Iz tega sledi, da

Tia = 2n — Z1<Z<A(‘ - 5 - %)wi
=2n—m— R} Zl<z<]<A (i ,J) a1, A)(Q A)(Z + % —-1- %)%’

=2m+ 2K —2n+ Z1§z‘§j§A,(i,j)7é(1,A)(2,A)(Z +2-2- Xz

Po Lemi 8.2, imamo

ABC(G) = \/g(%z—m—x)—i- f(2m—i— —2n)

Ficicien ira)2a) 10T A)ay

<\ /AR 2n—m—Z) +V2(m+ 2 —n).

Enakost velja, ¢e in samo, ¢e x;; = 0, kjer (¢,7) # (1,A)(2, A), potem

TiA = 2n —m — 2 =, ng—Qm—l— —2n, zm = 0(modA), t.j. G € U*. O

Naj bo U* razred povezanih grafov G, Cigar vozlis¢a imajo stopnjo vsaj 2 in vsi

robovi imajo vsaj eno konéno tocko stopnje 2.

Izrek 8.4. [2] Naj bo G enostaven povezan graf reda n z m robovi, p pendantnimi
tockami, najvisjo stopnjo vozlis¢a oznaceno z A in minimalno stopnjo ne-pendantne

tocke oznaceno z 9.

ABC(G) <py/1— 5 + 522000 - 1)

Enakost velja, ce in samo, ce je G izomorfen (A, 1) - semireqularnemu grafu ali G

je izomorfen regularnemu grafu ali G € Uy ali G € U*.
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Opomba 8.5. [15] V primerjavi z zgornjo mejo iz [zreka 8.4., meja iz [zreka 8.3. ima

manj parametrov in je vcasih boljSa od prejsnje.
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9 Oznacevanje zaporedij stopen]

dreves

Dejstvo, da dodajanje roba v grafu strogo poveca indeks ABC (ali dejstvo da brisanje

roba v grafu strogo zmanjsa indeks ABC) ima dve posledici. [3, 11]

Posledica 9.1. [3, 11] Med vsemi povezanimi grafi z n tockami, popoln graf K, ima

maksimalno vrednost indeksa ABC.

Posledica 9.2. [3, 11] Med vsemi povezanimi grafi z n tockami, graf z minimalnim
ABC indeksom je drevo.

Ceprav je dokaj enostavno pokazati, da je graf zvezde S, drevo z maksimalnim
ABC indeksom, kljub stevilnim poskusom v zadnjih letih, je zaznamovanje dreves z
minimalnim indeksom ABC Se vedno odprt problem. Za opravljanje te naloge, po-
leg teoreticno dokazanih lastnosti drevesa z minimalnim indeksom ABC, racunalnisko
podprto iskanje je lahko v neizmerno pomoc. [3,11] Dober primer za to, je delo, ki ga
je opravil Furtula, kjer so bila izra¢unana drevesa z minimalnim indeksom ABC do
velikosti 30. [3]

Tam, je bil uporabljen > surov < pristop generiranja vseh dreves dolo¢enega
vrstnega reda, ki je bil pospesen s pomocjo porazdeljene racunalniske platforme. [3]

Tukaj smo izboljsali racunalnisko iskanje na dva nacina. Prvi¢, upostevajmo le za-
poredja stopenj dreves. Radi bi poudarili, da je stevilo zaporedij stopenj dane dolzine
n manjse kot Stevilo vseh dreves reda n. Na primer, stevilo dreves s 32 tockami je
109972410221, medtem ko je stevilo zaporedij stopenj dolzine 32 enako 5604 (glej Ta-
belo 1). Drugi¢, da bi pospesili ra¢unanje, smo generirali le zaporedja stopenj dreves,
ki ustrezajo nekaterim znanim strukturnim lastnostim dreves z minimalnim ABC inde-
ksom. Tako smo, z uporabo enega racunalnika identificirali vsa drevesa z minimalnim
ABC indeksom do reda 300. Dobljeni rezultati so podkrepili mnenje, da so nekatere
domneve resni¢ne in zavracajo druge domneve. [3]

V nadaljevanju bomo predstavili nekaj dodatnih rezultatov in zapisov, ki bodo
uporabljeni v nadaljevanju. Tocka stopnje ena je pendantna tocka. Zaporedje vozlisc
grafa G, S, = wovy...vg, se imenuje pendantna pot (povezava), Ce sta vsaki dve
zaporedni tocki v Sy sosednji v G, d(vg) > 2,d(v;) =2,zai=1,...,k—1,ind(v;) = 1.
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Dolzina pendantne poti (povezave) Sy je enaka k. Zaporedje D = (dy,dy, ..., d,) je
graficno, ¢e obstaja graf ¢igar stopnje vozlisé so d;,i = 1,...,n. Ce je poleg tega
dy > dy > ...,d,, potem je D zaporedje stopenj. Naj bo D, mnozica vseh zaporedij
stopenj dreves dolzine n. [3] Wang je definiral > poZresno drevo <, kot [28]:

Izrek 9.3. [28] Recimo, da so dane stopnje od ne-pendantnih tock, > poZresno

drevo < doseZemo z naslednjim algoritmom:

1. Oznacimo tocko, ki ima najvecjo stopnjo z v.

2. Oznacimo sosedne tocke od v kot vy, vs, ..., dodelimo jim najvecjo mozno stopnjo

tako, da d(vy) > d(ve) > ...

3. Oznacimo sosedne tocke od vy (razen od v) kot viy,v1a,... tako, da dobijo vse
najvecje mozne stopnje in da d(vy1) > d(vi2) > ... ; potem naredimo enak posto-

pek Se za vo, s, . ..

4. Ponovimo 3. tocko za vse na novo oznacene tocke, pri cemer vedno zacénemo s

sosednjimi tockami od oznacene tocke, z najvecjo, katere sosedje Se niso oznaceni.

Naslednji rezultat, ki ga je pridobil Gan, Liu in You [29] oznacuje drevesa z mini-

malnim ABC indeksom s predpisanimi zaporedji stopenj. [3]

Izrek 9.4. [3] Glede na podano zaporedje stopenj, poZresno drevo zmangjSuje indeks

ABC.

Ker ima Izrek 9.4. kljuéno vlogo pri nasem izracunu, prvo pomembno vprasanje
je, kako ucinkovito nasteti zaporedja stopenj dreves. Ta tezava je obravnavana v na-

daljevanju. [3]

Obstaja veliko algoritmov za Stetje zaporedij stopenj grafov. Jasno je, da se vsak
od teh algoritmov lahko uporablja za Stetje zaporedij stopenj dreves le z upostevanjem
(samo) zaporedij stopenj z vsoto stopenj enako 2n — 2, kjer je n dolzina zaporedij
stopenj. [3] Vendar pa to ni u¢inkovit pristop, saj vecina ustvarjenih zaporedij stopenj
niso zaporedja stopenj dreves. Za ponazoritev, stevilo vseh zaporedij stopenj dolzine
29 je 2022337118015338, medtem ko je stevilo zaporedij stopenj, ki ustrezajo drevesom
dolzine 29 enako 3010 (glej Tabelo 1). Tako ni presenetljivo, da je najvecje osteviléeno
zaporedje stopenj grafov bilo le dolzine 29, z uporabljenim teko¢im ¢asom od 6733 dni,

porazdeljenim na 200 osebnih racunalnikov, ki imajo priblizno 700 jeder. [3] Ker ne
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poznamo algoritma specializiranega samo za Stetje zaporedja stopenj dreves, predsta-
vljamo taksen algoritem v tem poglavju. Na$ algoritem je povezan z algoritmom za
Stetje zaporedij stopenj grafov, ki ga je predstavil Ruskey in uporablja tako imenovano
> nasprotno iskanje <, izraz, ki sta ga ustvarila Avis in Fukuda. Glavni rezultat,

na katerem temelji nas algoritem, je sledeca opredelitev zaporedja stopenj dreves. [3]

Izrek 9.5. [3] Zaporedje celih Stevil D = (dy,da,...,dy) z2n—1 > dy > dy >

o2 dyg > dypyr = ... = d, = 1, je zaporedje stopenj dreves, ¢e in samo, Ce je
C = (c1,¢2 ... Cnaq,_,,+1) 2aporedje stopenj dreves, kjer
di 1<n—m—1;
C;, = )
1 sicer.
Dokaz. [3] Naj bo T drevo z zaporedjem stopenj C' = (¢, ¢y ..y Cpeq, ,.+1), Z C1 >
Co 2 ... 2 Cpeme1l > Cpem = ... = Cn—dpy_mtl = 1lin ¢yt = dpem > 2, ki

zadoSca zgornji enachi. Za dokaz lazje smeri enakosti, preprosto dodajmo d,_,, —
1 pendantnih tock pendantnemu vozlis¢u Ty tako, da dobimo drevo Tp. Zaporedje
stopenj, ki pripada Tp je D = (dy,dg,...,dy), zn—1>dy > dy > ... > dp_yy >
dy—mi1 = ... = d, = 1. Drugo smer enakosti dokazemo na slede¢ nac¢in. Naj bo
D = (dy,dy,....dy),zn—12>dy >dy > ... > dpyy >dppy1 = ... =d, =1,
zaporedje stopenj od drevesa Tp. Naj bo v,_,, vozlisée stopnje d,_,,. Ce ima v,_,
dp—m — 1 pendantnih vozlis¢, jih zbrisimo tako, da dobimo drevo Tp. Ce to ne drzi,
Un—m 1ma d > 1 sosednjih vozlis¢ stopnje vecje od ena, ki sestavljajo mnozico U =
{uy,us,...,uq}. Naj bo U; mnozica sosednjih vozlisé od u;. Najprej, obrisimo vse
robove med u; in vozlisci v Uy \ {v,—n} in dodajmo robove med vozliséi v Uy \ {vn—m }
in pendantnim vozlis¢em, ¢igar razdalja do u; je vec¢ja od njegove razdalje do nekega
drugega vozlisca v U. Opazimo, da Tp ima vec kot d,,_,, pendantnih tock, potemtakem
eno tako pendantno vozlisée mora obstajati. Ponovimo postopek uporabljen za u; Se
za ostala vozlisca ug, us, . .., ug, upostevajoc eno vozlisée po koraku dokler v,,_,, nima
dy—m—1 pendantnih vozlis¢, da dobimo drevo T’ 'D. Opazimo, da ima Tjj enako zaporedje

stopenj kot Tp. Na koncu ibrisimo v 7' ll) vsa d,,_, — 1 pendantna vozlisca, ki so sosednja

Un—m, in tako dobimo drevo 1. O
Naj bo S; mnozica vseh zaporedij D; = (dy,ds,...,d;), s fiksirano dolzino i, kjer
l<i<ninn—1>d;>dy>...>dp, >dp1 =...=d; =1. [3] Opazimo, da dp,

oznacuje najmanjso stopnjo v D;, ki je ve¢ja od ena. [3] Definirajmo funkcijo f; : S; x
dp, — Si_dhﬁl X dp,—1 tako, da za dan D; € S;, in C = (cq,¢9,. .. 7Ci—chi+1); drzi, da
(07 Chi_l) = fl<Dl7 dhi)’ ce
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dy
C =
g 1

Po Izreku 9.5. in definiciji funkcije f;, imamo sledeci posledici. [3]

sicer. [3]

Posledica 9.6. [3/ Zai > 0 in D; € S;, zaporedje D; € D;, ée in samo ce fi(D;,dp,) =
(Di-dy, +1, dn—1) € Di—a 1

Posledica 9.7. [3] Naj bo C = (c1, o, ..

najmanjsa stopnja vecja od ena, in 2 < z < c¢y,. Zaporedje D; = (dy,ds,. ..

oy Cimzy Cizy1) € Di_oyq, kjer je cp,

.,Chi,.

f;l(c, ¢h,), Ce in samo ce

cr k< hg
dp =1 z k=h;+1;
1 sicer. [3]

Slede¢ primer ponazarja Posledico 9.7. [3]:

f7H(65111111111) D {655111111111111,65411111111111,6531111111111, 652111111111}

Mozno je neposredno izpeljati Posledico 2.3, s pomocjo rekurzije, za nastevanje
zaporedij stopenj dreves. Izpeljava C ++ je bila izvedena z 2.3 GHz Intel Core i5
procesorjem s 4 GB 1333 MHz DDR3 RAM. Delovanje algoritma je predstavljeno v
Tabeli 1. [3]

Tabela 1: Uspesnost algoritma za Stetje zaporedja stopenj dreves. Za zaporedje stopenj
dolzine n, S(n) oznacuje stevilo zaporedij stopenj, T'(n) oznacuje skupni cas poteka in

S(n)/T(n) oznacuje amortiziran ¢as izvajanja za tvorjenje zaporedja. [3]

” 12 I S{n) | T(n) | T{n)/S(n)[ms] || n l S(n) [ T(n) I T(n)/S(n)ms ”
211 4801 3.031ms 0.00618571 34 3349 0.041s 0.00502455
22 627 3.9891ms 0.00636204 35 10143 0.051s 0.00501538
23 792 4.8751ms 0.00615530 40 26015 0.098s 0.00378359
24 | 1002 6.082ms 0.00606986 50 147273 0.612s 0.00415907
25 | 1255 [ 7.884ms 0.00628207 G0 715220 3.230s 0.00451627
26 | 1575 9.9961ms 0.00634667 70 3087735 15.300s 0.00495518
27 | 1958 | 13.083ms 0.00668182 80 12132164 1m3s 0.00520256
28 | 2436 | 14.434ms 0.00592529 S50 44108100 4mbs 0.00556759
20 | 3010 | 20.086ms 0.00667309 || 100 150198136 14m27s 0.00577865
30 | 3718 | 18.821ms 0.00506213 || 110 483502844 51m26s 0.00635496
31 | 4565 | 23.031ms 0.00504513 || 120 1482074143 2h39mRs (.00647126
32 1 5604 | 29.523ms 0.00526820 (I 130 4351078600 | 7Th36m43s 0.00629813
33 | 6842 | 33.430ms 0.00488600 || 140 | 12292341831 | 21h7m4ds 0.00618793
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Cas, potreben za tvorjenje zaporedja stopenj nakazuje, da algoritem tece v konstan-
tnem amortiziranem c¢asu, tako da je skupni ¢as delovanja celotnega programa enak
O(S(n)). Podobno kot v primeru splosnih grafov, je precej tezko dolociti natanéno
kompleksnost algoritma kot funkcijo n, kar ostaja odprt problem. [3]

Testirali smo in analizirali algoritem nastevanja zaporedij stopenj do n = 140, za ka-
terega je algoritem porabil priblizno 21 ur. Ker imamo vsa zaporedja stopenj dolo¢ene
dolzine, bomo v naslednjem poglavju nadaljevali z dolo¢anjem dreves z minimalnim

indeksom ABC. [3]
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10 Drevesa z minimalnim

indeksom povezanosti atomske vezi

Nas algoritem za prepoznavanje dreves z minimalnim indeksom ABC je sestavljen iz

naslednjih korakov [3]:
1. Osteviléimo vsa zaporedja stopenj, kot je opisano v prejsnjem poglavju. [3]

2. Pois¢imo ustrezna > pozZresna drevesa < za vsako ustvarjeno zaporedje stopenj,

z uporabo Izreka 9.4. [3]

3. Izracunajmo indeks ABC vsakega > poZresnega drevesa < in izberimo drevo z

minimalno vrednostjo. [3]

Trditev 10.1. /3] Ce je n > 10, potem drevo z n vozliiéi, ki ima najmanjsi ABC

indeks ne vsebuje pendantne povezave dolZine k > 4.

Trditev 10.2. /3] Ce je n > 10, potem drevo z n vozliiéi, ki ima najmanjsi ABC

indeks vsebuje vsaj eno pendantno povezavo dolzine k = 3.

Trditev 10.3. [3/ Ce je n > 10, potem vsaka pendantna tocka drevesa G z n vozliiéi,
ki ima nagmangst ABC indeks pripada pendantni povezavi dolZine k, 2 < k < 3.

Upostevajo¢ vse te rezultate, ki vidno zmanjsujejo Stevilo zaporedij stopenj, smo
izvedli algoritem, ki identificira drevesa z minimalnim indeksom ABC. Na sami plat-
formi procesorja, smo izracunali vsa drevesa z minimalnim indeksom ABC do reda 300
v priblizno 15 dneh. Vsa pridobljena drevesa z minimalnim indeksom ABC so povzeta
na Sliki 4 in Sliki 5. Zaradi popolnosti, smo vkljucili tudi rezultate za 7 < n < 31. Za
n < 6, so drevesa z minimalnim ABC indeksom, poti (povezave) P, in te so izpuscene
na slikah. [3] Iz primerov na Sliki 4 in Sliki 5 lahko opazimo: Ce je A; maksimalna
drevesa z minimalnim ABC indeksom z n + 1 vozliséi, potem Ay = Ay £ 1. Ne poza-

bimo, da ta ugotovitev ni nujno resni¢na za vecja drevesa z minimalnim ABC indeksom.
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Vendar z uporabo zgoraj navedenih omejitev, lahko bistveno pospesimo izracune. Na
ta nacin nam je uspelo dobiti rezultate, ki privedejo do zavracanja nekaterih obstojecih
hipotez. Verjetni strukturni racunski model temelji na glavni predpostavki, da drevo
z minimalnim ABC indeksom poseduje osrednje vozlisce, ali navedeno z drugimi be-
sedami, temelji na predpostavki, da vozlis¢a drevesa z minimalnim ABC indeksom, ki
je stopnje > 3 inducirajo graf zvezde. Konfiguracija Ty na Sliki 6, za n = 4(mod7) in

n > 312, je protiprimer za to domnevo. [3]
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m
n = 43, 50,57
———
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n=2 (mod7)
n= n=16 n == 23
=37 44 < n < 163 170 < m < 206

Slika 4: Drevesa reda n, 7 < n < 300, z minimalnim ABC indeksom, pridobljena z
racunalniskim iskanjem - primeri n = 0, 1, 2(mod7). (3]
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Slika 5: Drevesa reda n, 7 < n < 300, z minimalnim ABC indeksom, pridobljena z

racunalniskim iskanjem - primeri n = 3,4, 5, 6(mod7). [3]
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7 uporabo zgornje omejitve na maksimalni stopnji drevesa z minimalnim ABC
indeksom, smo dobili tudi drug protiprimer. Namre¢, konfiguracija T, na Sliki 6 kaze
razlicne strukture drevesa z minimalnim ABC indeksom, v primeru, ko je n = 2(mod7)
inn > 1185. [3]

Kot posledico teh protiprimerov predstavljamo popravljeno razli¢ico domnev po
Gutmanu in Furtuli [17] o drevesih z minimalnim indeksom ABC. Preden jo navedemo
je vredno omeniti, da so prvotne razli¢ice domneve po Gutmanu in Furtuli, z nekoliko
popravki, vendar Se vedno podpirajoc¢ idejo o obstoju osrednje tocke, bile predstavljene

kot resni¢ne za tako imenovana Kragujevac drevesa [6]. [3]

Domneva 10.4. [3,5] Naj bo G drevo z najmanjsim indeksom ABC med vsemi drevesi

velikosti n.

(i) ¢en =0 (mod7)in n > 175, potem ima G strukturo Ty, prikazano na Sliki 6.
(ii) ¢e jen =1 (mod 7) inn > 64, potem ima G strukturo Ty, prikazano na Sliki 6.
(ii1) ¢cen =2 (mod 7) in n > 1185, potem ima G strukturo Ty, prikazano na Sliki 6.
(iv) ée jen =3 (mod 7) in n > 80, potem ima G strukturo T, prikazano na Sliki 6.
(v) cen=4 (mod7) inn > 312, potem ima G strukturo Ty, prikazano na Sliki 6.
(vi) cen=>5 (mod 7) inn > 117, potem ima G strukturo Ty, prikazano na Sliki 6.

(vii) ¢e jen =6 (mod 7) in n > 62, potem ima G strukturo Tg, prikazano na Sliki 6.

Dobljeni racunski rezultati kazejo tudi sledeco razsiritev Trditve 10.2. . [3]

Domneva 10.5. [3] Drevo z minimalnim ABC indeksom reda n > 1178 ne vsebuje

pendantne poti (povezave) dolZine tri.

Zeleli bi poudariti, da izracuni kazejo le manjse krsitve domnev za srediséno tocko.
Da bi ugotovili, kako velika je ta krsitev je Se vedno odprta tezava. Izracuni so tudi
okrepili ze obstojece verovanje, da je drevo z minimalnim ABC indeksom edinstveno

za drevesa reda vecjega od 168. [3]
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Slika 6: Primeri dreves z minimalnim ABC indeksom, ki pripadajo Domnevi 10.4.. [3]
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11 Drevesa z minimalnim ABC

indeksom s stopnjo n = 30

V tem delu bomo predstavili rezultate, pridobljene z obseznim racunalniskim iskanjem
dreves z minimalnim ABC indeksom. Dolocili smo drevesa, ki imajo najve¢ 30 vozlisc.
Tabela 2 prikazuje sStevilo dreves z n vozlisci, ki so bila upostevana v tem eksperi-

mentu. [7]

Tabela 2: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s stopnjo n = 30 [7]

n  number of trees H n number of trees

7 i) 19 317955
8 23 20 823065
9 47 21 2144505
16 106 22 96237536
il 235 23 14828074
12 HH1l 24 39299897
i3 1301 25 104636890
14 3159 26 279793450
15 T741 2T 751065460
16 19320 28 2023443032
17 48629 29 5469566585
18 123867 30 14830871802

V Tabeli 3 so upodobljena drevesa, ki imajo minimalni ABC indeks med drevesi z
danim n stevilom tock, n € [7,30]. Za n € [4,6], je edino drevo z n vozlisci, ki ima

minimalni ABC indeks, povezava P,. [7]
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Tabela 3: Drevesa, ki imajo minimalni ABC indeks, z danim n Stevilom tock, n &€
[7.30] [7]

# vertices Trees with minimal ABC index
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# vertices Trees with minimal ABC index
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# vertices Trees with minimal ABC index
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# vertices Trees with minimal ABC index
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# vertices Trees with minimal ABC index
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# vertices Trees with minimal ABC index
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Na podlagi podatkov, prikazanih v Tabeli 3, lahko sklepamo naslednje: [7]

Ugotovitev 1: Ne obstaja edinstveno drevo z n vozliséi, ki ima minimalni ABC
indeks. [7]

Ugotovitev 2: Za n < 9, drevo z n vozliséi (ali eden od dreves z n vozlisci), ki ima
minimalni ABC indeks je povezava P,. Za n > 10 se to ne more zgoditi, saj je vedno
mogoce zgraditi drevo 7'z ABC(T) < ABC(P,). [7]
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12 Drevesa z minimalnim ABC

indeksom stopnje n > 30

indeks ABC, popolni graf in zvezda. Po drugi strani pa, struktura drevesa z n vozliséi,
ki ima minimalni ABC indeks (ki je prav tako povezan graf z n vozliséi ter minimalnim
ABC indeksom) je za zdaj Se nejasna. [17] V prejdnjem poglavju so bila predstavljena
drevesa z minimalnim ABC indeksom in n vozliséi za n = 30. Z analizo strukture
teh dreves lahko vidimo, da so ta sestavljena iz osrednjega vozliSca visoke stopnje za
katerega so povezane veje tipa By, By in Bjs, glej Sliko 7. [17] Dokazano je tudi, da
drevo z minimalnim ABC indeksom lahko poseduje najve¢ eno zunanjo povezavo z

(natanko) tremi vozliséi stopnje dva. [17]

s
PERCRT

Slika 7: Veje, ki smo jih upostevali pri iskanju dreves z minimalnim ABC indeksom. [17]

Lahko si predstavljamo, da se za n > 30, tudi veje podobne By in Bs lahko poja-
vijo v drevesih z minimalnim ABC indeksom. Zato smo upostevali tudi veje B, in Bj
prikazane na Sliki 7. [17] Naj bo x; Stevilo vej tipa B;, i = 1,2, 3,4, 5, ki so povezane
z osrednjim vozliscem, ki ima 2, 5, 7, 9 in 11 tock (vozlis¢). [17] Potem ima drevo z

minimalnim ABC indeksom
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n =14 2xy + 5wy + Tx3 + 924 + 1la5 + 26 (1)

vozlise, kjer zg € {0, 1} vsebuje zunanje povezave treh vozlis¢ stopnje 2. [17] Pa-
rametri n, i, xs, T3, T4, T5, Te v enacbi (1), so nenegativna cela stevila. Posamezne
ABC-vrednosti so bile izracunane in drevesa z najmanjsim ABC indeksom so bila
identificirana. [17]

Da je bila domneva smiselna je razvidno iz dejstva, da smo za vse obravnavane vre-
dnosti n nasli z5 = 0, t.j., veja Bs nikoli ni bila prisotna. [17] Izracuni so bili narejeni
do n = 700 in ustrezna drevesa z minimalnim ABC indeksom so bila identificirana.
Ugotovljeno je bilo, da so na zacetku strukture tako dolocenih dreves z minimalnim
ABC indeksom bile dokaj neenakomerne, vendar, ko je n postal dovolj velik, so se

pojavile pravilnosti. [17]

Cejen=0 (mod 7), kjer je k > 21 in n = 7k + 28, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 8. [17]

Slika 8: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k+ 28 tockami, za k > 21. Najmanjse
tako drevo ima n = 175 tock. Oblika vej Bs in By je prikazana na Sliki 7. [17]

Cejen=1 (mod 7), kjer je k > 9 in n = 7k + 1, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 9. [17]
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Slika 9: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k + 1 tockami, za k£ > 9. Najmanjse
tako drevo ima n = 64 tock. Oblika veje Bs je prikazana na Sliki 7. [17]

Ce je n =2 (mod 7), kjer je k > 23 in n = 7k + 9, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 10. [17]

Slika 10: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k+9 tockami, za k > 23. Najmanjse
tako drevo ima n = 170 tock. Oblika vej Bs in Bj je prikazana na Sliki 7. [17]
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Cejen=3 (mod 7), kjer je k > 10 in n = 7k + 10, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 11. [17]

®_
@& b

-

Slika 11: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k+10 tockami, za k > 10. Najmanjse
tako drevo ima n = 80 tock. Oblika vej Bs in By je prikazana na Sliki 7. [17]

Ce je n =4 (mod 7), kjer je k > 6 in n = 7k + 11, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 12. [17]

“ ®

Slika 12: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k+11 tockami, za k > 6. Najmanjse
tako drevo ima n = 53 tock. Oblika vej By in Bs je prikazana na Sliki 7. [13,17]
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Cejen=5 (mod 7), kjer je k > 14 in n = 7k + 19, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom, strukturo kot je prikazana na Sliki 13. [17]

(85
®®

Y e

Slika 13: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k+19 tockami, za k > 14. Najmanjse
tako drevo ima n = 117 tock. Oblika vej Bs in By je prikazana na Sliki 7. [17]

Cejen=6 (mod 7), kjer je k > 8 in n = 7k + 6, potem ima drevo z minimalnim
ABC indeksom strukturo, kot je prikazana na Sliki 14. [17]

()
B b

O

Slika 14: Drevesa z minimalnim ABC indeksom s 7k 4+ 6 tockami, za k > 8. Najmanjse
tako drevo ima n = 62 tock. Oblika vej By in Bj je prikazana na Sliki 7. [17]

Zgoraj navedeni rezultati veljajo ob predpostavki, da je osrednje vozlis¢e minimal-

nega ABC drevesa edinstveno. [17]
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13 Znane strukturne lastnosti
dreves z minimalnim ABC
indeksom in nekateri z njimi

povezani rezultati

Drevesa, ki imajo minimalni ABC indeks reda manj kot 10 so prikazana na Sliki 15. Za

poenostavitev bomo v nadaljevanju predpostavili, da so obravnavana drevesa stopnje

RATEE M\ﬁh

Slika 15: Drevesa z minimalnim ABC indeksom reda n, 4 <n < 9. [11]

Izrek 13.1. [11] Drevesa z n wvozlis¢i z minimalnim ABC indeksom ne vsebujejo

notrangje poti katerekoli dolZine k > 1.

Izrek 13.2. [11] Drevesa z n wvozlis¢i z minimalnim ABC indeksom ne vsebujejo

pendantnih vozlis¢ dolzine k > 4.
Takojsnja, a zelo pomembna posledica Izreka 13.1. je sledeca. [11]

Posledica 13.3. [11] Naj bo T drevo z najmangsim indeksom ABC. Potem podgraf

induciran s tockami od T', katerega stopnje so vecje od dva je tudi drevo.

Izboljsanje Izreka 13.2. sta podala Lin in Gao. [11]
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Izrek 13.4. [11] Vsaka pendantna tocka drevesa z n vozlisci, ki ima minimalni indeks

ABC pripada pendantni poti (povezavi) dolzine k, 2 < k < 3.

Izrek 13.5. [7] Drevo z n vozlisci, ki ima minimalni indeks ABC vsebuje vsaj eno

pendantno pot (povezavo) dolzine 3.

Preden nevedemo naslednji pomembni rezultat, obravnavajmo definicijo > pozresnega

drevesa <, ki jo je pripravil Wang [28]. [11]

Definicija 13.6. [11] Predpostavimo, da so dane stopnje ne-pendantnih tock, potem

> pozresno drevo < dobimo z naslednjim > poZresnim algoritmom <:
1. Ozna¢imo tocke, ki imajo najvecjo stopnjo z v (korenina).

2. Oznacimo sosedne tocke od v kot vy, v9, .. ., dodelimo jim najve¢jo mozno stopnjo
tako, da d(vy) > d(ve) > ...

3. Oznacimo sosednje tocke od vy (razen od v) kot vy1, v19, ... tako, da bodo zavzele
najvecje mozne stopnje in da d(vyy) > d(vi2) > ... potem naredimo enako za
V2,V3, ...

4. Ponovimo 3. tocko za vse na novo oznacene tocke, tako, da vedno zacnemo
s sosednimi tockami od oznacene tocke, z najvecjo, od katere sosedje Se niso

oznaceni.

Naslednji rezultat, po Gan, Liu in You [29] oznacuje drevesa z minimalnim ABC

indeksom s predpisanimi zaporedji stopen].

Izrek 13.7. [11] Glede na predpisano zaporedje stopenj, > pozresno drevo < zmanjsuje
indeks ABC.

Izrek 13.8. [11] Ce drevo z minimalnim ABC indeksom ima tri vozliséa V1, Vg, V3, ki
so med sabo sosednja tako, da d(vy) > d(vy) > d(vs), potem vs ne more biti sosednji z

V1 1N Uy istocasno.

Za popolno karakterizacijo drevesa z minimalnim ABC indeksom, poleg teoreti¢no
dokazanih lastnosti, je racunalnisko podprto iskanje lahko v izredno pomo¢. Zato bi
zeleli omeniti v nadaljevanju nekaj racunalniskih rezultatov. [11] Prvi znacilni primer
uporabe racunalniskega iskanja imamo pri Furtuli v [30], kjer so bila izra¢unana drevesa
z minimalnim indeksom ABC do velikosti 30, in je bila dolo¢ena zacetna domneva
splosne strukture dreves z minimalnim ABC indeksom. Tam, je bil uporabljen >
surovi < pristop generiranja vseh dreves dolocenega vrstnega reda, ki je bil pospesen

s pomocjo porazdeljene racunalniske platforme. [11] Verjetni strukturni ra¢unski model
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temelji na osnovi glavne predpostavke, da drevo z minimalnim ABC indeksom poseduje
enojno osrednjo tocko, ali povedano z drugimi besedami, da temelji na predpostavki,
da tocke drevesa z minimalnim ABC indeksom stopnje > 3 inducirajo graf zvezde.
Ta predpostavka je preklicana s protiprimeri. V zvezi s tem je vredno omeniti, da
za poseben razred dreves, tako imenovana Kragujevac drevesa [6], ki so sestavljena iz
osrednje tocke in By vej, k > 1 (glej Sliko 16 za ponazoritev), so drevesa z minimalnim
ABC indeksom bila v celoti predstavljena s strani Hosseini, Ahmadi in Gutmana v
[6]. [11] Z upostevanjem samo zaporedij stopenj in nekatere znane lastnosti drevesa
z minimalnim indeksom ABC je Dimitrov izracunal drevesa z minimalnim indeksom

ABC do velikosti 300 [3]. [11]

b b A

By B, B, By [578 fj’g B-: BI*

Slika 16: Veje By. Vozlisce od veje By, stopnje k+1, je obravnavano kot koren veje. [11]
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14 Zakljucek

Molekularnih deskriptorji igrajo pomembno vlogo v kemiji, farmakologiji, itd. Med
njimi imajo topoloski indeksi pomembno mesto. Indeks povezljivost, y, je topoloski
indeks, ki ga je uvedel leta 1975 Milan Randi¢ za odrazanje molekularne razvejanosti.
Vendar pa so mnoge fizikalno-kemijske lastnosti odvisne od dejavnikov dokaj razlicnih
od razvejanosti. Da bi se to upostevalo, in hkrati ohranil duh Randi¢evega indeksa, je
Ernesto Estrada predlagal nov topoloski indeks, imenovan indeks povezanosti atomske
vezi (ABC indeks). To prikazuje odlicno korelacijo s toplotno tvorbo alkanov. Indeks

je definiran kot:

ABC<G) = ZquE(G) \/ %’

kjer je F(G) mnozica stranic in d,, d, so stopnje vozlis¢ u in v od G. [15]

Spomnimo se, da je povezan graf znan kot molekularni graf, ¢e je njegova najvecja
stopnja najvec¢ stiri. [15] Furtula je dolo¢il minimalno in maksimalno vrednost tega
indeksa za molekularno drevo in pokazal, da je zvezda edinstveno drevo z najvecjim
ABC indeksom, ce je dano stevilo tock. Kinkar Ch. Das je podal zgornjo in spodnjo
mejo za ABC indeks splosnih grafov z uporabo parametrov, kot so stevilo tock, stranic,
pendantnih tock in minimalnih ne-pendantnih tock. V zadnjem casu je Rundan Xing
pokazal zgornjo mejo za ABC indeks dreves z odlicnim ujemanjem in fiksno najvisjo
stopnjo. [15] Karakterizacija oz. opredelitev grafov z najmanjsim ABC indeksom je,
kljub stevilnim poskusom, Se vedno odprt problem. Znano je le, da povezan graf z
minimalnim ABC indeksom mora biti drevo, bile pa so Se dolo¢ene nekatere strukturne
znacilnosti teh dreves. [16]

Poleg teoreticno dokazanih lastnosti, je bilo tudi kar nekaj racunalniskih rezulta-
tov. [11] Prvi znagcilni primer uporabe racunalniskega iskanja imamo pri Furtuli v [30],
kjer so bila izracunana drevesa z minimalnim indeksom ABC do velikosti 30, in je
bila dolocena zacetna domneva splosne strukture dreves z minimalnim ABC indeksom.
Tam, je bil uporabljen > surovi < pristop generiranja vseh dreves dolocenega vr-
stnega reda, ki je bil pospesen s pomocjo porazdeljene racunalniske platforme. [11]
Verjetni strukturni ra¢unski model temelji na osnovi glavne predpostavke, da drevo z

minimalnim ABC indeksom poseduje enojno osrednjo tocko, ali povedano z drugimi
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besedami, da temelji na predpostavki, da tocke drevesa z minimalnim ABC indeksom
stopnje > 3 inducirajo graf zvezde. Ta predpostavka je preklicana s protiprimeri. V
zvezi s tem je vredno omeniti, da za poseben razred dreves, tako imenovana Kraguje-
vac drevesa [6], ki so sestavljena iz osrednje tocke in By vej, k > 1 za ponazoritev),
so drevesa z minimalnim ABC indeksom bila v celoti predstavljena s strani Hosseini,
Ahmadi in Gutmana v [6]. [11] Z upostevanjem samo zaporedij stopenj in nekatere
znane lastnosti drevesa z minimalnim indeksom ABC je Dimitrov izra¢unal drevesa z
minimalnim indeksom ABC do velikosti 300 [3]. [11]
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